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OZET

f(R) GRAVITASYON MODELININ KURESEL SIMETRIK STATIiK
COZUMLERI

YUKSEK LISANS TEZI
.. BEYDADOYRAN
PAMUKKALE UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI
TEZ DANISMANI: DOC. DR. OZCAN SERT

DENIZLi, TEMMUZ-2019

Bu tezin ilk kisminda, calisma boyunca kullanilan dig cebir uzay: ve ilgili
temel kavramlar tanitilarak diferansiyel formlarin genel 6zellikleri verilmektedir.
Daha sonra bu kavramlar kullanilarak, FEinstein’in gravitasyon teorisinin
modifiye bir durumu olan ve eylem integralindeki R Ricci skalarmin f(R)
fonksiyonuyla degistirilmesiyle elde edilen gravitasyon teorisi incelenmektedir.
Bu teorinin alan denklemlerinin f(R) gravitasyon teorisinin eyleminden
varyasyon hesabiyla diferansiyel formlar kullanilarak adim adim nasil tiiretildigi
gosterilmektedir. Daha sonra, bu alan denklemlerinin kiiresel simetrik statik
¢oziimleri incelenmektedir. Bu alan denkleminde veya eylemde madde kisminin
varligi da diigiiniilmiistiir. Ideal bir akiskan denilen p enerji yogunlugu ve
p basincina sahip bir yildizin i¢ ¢oziimlerini bulmak icin bu alan denklemleri
kullanilmaktadar.

ANAHTAR KELIMELER: f (R) Gravitasyonu, kiiresel simetrik ¢oztimler,
Diferansiyel formlar.



ABSTRACT

SPHERICALLY SYMMETRIC STATIC SOLUTIONS OF f(R)
GRAVITATION MODEL
MSC THESIS
BEYDA DOYRAN
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS
(SUPERVISOR: DOC. DR. OZCAN SERT)

DENIZLi, JULY-2019

In the first part of this thesis, the general properties of differential forms are
given by introducing the exterior algebraic space and the related basic concepts
which used throughout the study. Then, using these concepts, the gravitation
theory which is a modified Einstein’s theory of gravitation obtained by replacing R
Ricci scalar with f(R) function in the action integral is examined. It is shown that
how the field equations of this theory are derived step by step using differential
forms from the action of the theory of f(R) gravity. Then, static, spherically
symmetric solutions of the field equations are investigated. The presence of
the matter part is also considered in the field equations or action. These field
equations are used to find the interior solutions of a star which called an ideal
fluid with energy density p and pressure p.

KEYWORDS: f(R) Gravity, Spherically symmetric solutions, Differential
forms.
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1. GIRIS

Insanoglunun evren ile ilgili diigiinceleri tarih boyunca gelisim gostermistir. Icinde
bulundugumuz zamana kadar evren hakkinda bircok yeni bilgilere erisilse de,
fizikcilerin ve astronomlarin agiklanamayan kozmoloji problemleri iizerindeki
¢ozlim arayiglart halen devam etmektedir.  1600°li yillara kadar evrenin
merkezinde Diinya’nin oldugu iddia ediliyordu. 1400 yil boyunca siire gelen bu
yanilgidan sonra, kolay olmasa da Kopernik’in Giineg merkezli evren modeli kabul
goriililyor. Gezegenlerin Giineg’in etrafinda dondiigii anlasildiginda, Kepler bu
donme hareketini saglayan giiclin varhgmni fark ediyor. Cok daha sonrasinda
ise Gezegenlerin Giineg’in etrafinda dénmelerinin sebebi Newton tarafindan
1687 de aciklaniyor. Biiyiik nesneler arasindaki bir kuvvet olarak, Newton’un
gravitasyon tarifi hic giiphesiz bugiin ortak olarak en cok kullanilan gravitasyon
tasviridir. Newton’ un bu yasasi "iki kiitle arasindaki ¢cekim kuvveti, kiitlelerin

carpimiyla orantili, aralarindaki merkezlerine olan uzakligin karesiyle ters orantili

m

172 formiiliiyle ifade edilir. Burada G gravitasyonel

olarak, yani F' = G
kiitle cekim sabiti olarak bilinir. Newton'un teorisi sadece giinliik yagamdaki
Diinya iizerindeki basit olaylar1 tasvir etmek icin degil, hatta cogunlukla biiyiik
kozmolojik galaksiler arasindaki gravitasyonel etkilesimler hakkinda kabaca fikir
sahibi olmak icin kullanilabilir. Ancak baz konularda bu teori yetersizdir. Bu

eksiklikleri agagidaki maddelerde siralayalim.

e Merkiir’ iin perihelyon hareketi : Merkiir’ {in yoriingesinin dogrultusunda
olusan sapmalar Newton vyasasiyla yapilan tahminlerle uyusmuyor.

Hesaplamalarda gozlenen farka, Newton mekanigi ile bir aciklik getirelemiyor.

e Kizila kayma : Isigin dalga ozelliginden dolayi, galaksilerden gelen 1ginin dalga
boyunun artmasi, g1k kaynagimin (galaksinin) bizden giderek uzaklagtigin
gosterir. Galaksinin istinasiz hepsinde kizila kayma gozleniyor olmasi, Newton

teorisinde kiitle cekimden dolay1 uzaklagmak yerine dengede olmasi gerektigiyle
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celisiyor.

Isigin biikiilmesi : Eger Newton teorisi tiim parcaciklar icin gecerliyse 1s1k
icin de gecerli olmahdir. Igik kiitlesiz oldugu igin kiitlelerden birini 0 alirsak
kiitle gekim kuvvetini de 0 bulmamiz gerekiyor. Ancak teleskoplarla gézlemler

yapiliyor ve 15181n biiyilik bir gezegen etrafinda biikiildiigii gézlemleniyor.

Sonsuz hizda etki : Newton’ un kuramina gore kiitleler birbirinden ne
kadar uzakta olursa olsunlar, bu kuvvet anlik etkiyor. Cisimlerden birinin
konumunda bir degisiklik yapildiginda sonsuz bir hizla digerini etkilemesi
gerektigi yani 6zel gorelilige aykir1 bir gekilde 151k hizindan daha hizh bir gekilde
kuvvet etkisinin hissedildigi goriiliiyor. Einstein evrendeki en yiiksek hizin ¢

151k hiz1 oldugunu gostermistir.

Yukarida bahsettigimiz eksiklikler yeni arayislara neden olmug ve Einstein
1915-16 yillarinda Newton 'un gravitasyonel kiitle ¢cekim kanununu modifiye
ederek evren hakkindaki diiglincelerimizi de degistirmigtir. Peki 20. yy'in
en miikemmel teorilerinden biri olarak anilan ve 2015 Kasim ayinda 100.
yagini kutladigimiz Genel Gorelilik kurami tam olarak nedir? Gravitasyonel
etkilegimlerle baglantili diger olaylar hakkinda bize bilgi veren Genel Gorelilige
gore; maddenin sahip oldugu kiitlenin etkisiyle uzay-zaman biikiilmektedir.
Newtonun kiitle-cekim kuramindan ayiran temel o0zellik de burasidir;
kiitlecekim cisimlerin kiitlelerinden kaynaklanan bir kuvvet degil, bu kiitlelerin
etkisiyle uzay-zamanin biikiilmesidir. = Bd&ylece bu biikiilmiis geometride

parcaciklar kendi jeodeziklerinde hareket ederler.

Esasinda Merkiir’ iin yoriingesinde meydana gelen sapma, Giines’ in sahip
oldugu biiylik kiitlesinden &tiirii meydana gelen uzay-zaman biikiilmesiyle

aciklanabilmektedir.

Icinde bulundugumuz galaksinin, evrenin tamami olabilecegi diigiincesine yanit
olarak; 1929 yilinda Hubble, teleskopuyla yaptigi gézlemler sonunda, uzayda
2



hangi yone bakilirsa bakilsin galaksilerin birbirinden uzaklagtigini farketti
Hubble (1929). Yasadigimiz galaksinin milyarca galaksiden biri oldugu
ve Einstein’ mn 0ngordiigii gibi evrenin statik bir yapisi olmayip siirekli

genisleyecegi diigiincesi dogrulanmig oldu.

e 1959 yilinda yeryiiziindeki bir labaratuvardan gonderilen gamma 1ginlariyla,
bir yildizin ¢cekiminden uzaklasan 1181n enerjisinin azaldigi gézlemlendi Pound

ve Rebka (1959).

e Giindelik hayatta kullandigimiz akilh telefonlar uydularin GPS mekanizmasini
kullanir ve Finstein'in kiitle-gekim teorisinin 6ngoriisii sayesinde konum ve

zamandaki sapmalar ortadan kaldirilir.

e Einstein’in teorisinin bir diger ongoriisii kiitle-cekim dalgalarinin varhgidir.
Diinyadaki labaratuvar ortaminda bundan yaklagik 1.3 milyar yil oOnce
iki karadeligin carpigmasiyla olusan kiitle-cekim dalgalari, Abbott ve dig.
(2016a,b) kaynaklarimdan da anlagilacagi gibi 2016 yilinda gézlenmis ve bu

oneri dogrulanmigtir.

Einstein’in Genel gorelilik teorisi uzay-zaman geometrisini tensorel formda
kodlayan gravitasyonel alan denkleminden olugur. Uzay-zamanin gravitasyonel
davranigini belirleyen bu alan denklemleri Einstein-Hilbert eylemi olarak bilinen
bir eylemden (action) varyasyon hesabiyla tiiretilebilir. Bu Einstein-Hilbert
eylemi R Ricci egrilik skalarimin manifold tizerinden integrali olarak oOnerilir.
Buradan elde edilen alan denklemlerinin yukaridaki problemleri acikladig
goriilmiigtiir.

Hem gravitasyonun kendisini daha iyi anlamak, teorinin limit durumlarindaki
sorulara cevap bulmak, hem de Genel Goreliligin Otesinde gravitasyon ile
ilgili diigiincelerimizi genigletmenin en dogal yolu, KEinstein teorisinin bazi
modifikasyonlarim cahgmaktir. Bunun icin yeni gravitasyon teorisi arayislar
siirmektedir. Ornegin, Brill ve Gowdy (1970), Isham (1981) kaynaklarinda
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tartisildign gibi 107%3m olan Plank &lgegi mesafesinde nasil sonuclar verecegi
bilinmemektedir. Benzer sekilde cok kiiciik olceklerde gecerli olan kuantum
alan teorisinin biiyiik O6lgeklerdeki sonuclarmin Sotiriou (2007) makalesinde
de bahsedildigi gibi gravitasyon teorisiyle uyumlu olmasi istenmektedir. Son
yapilan kozmolojik gézlemler Einstein’in gravitasyon teorisinin modifiye edilmesi
gerektigini gostermektedir. Bu gozlemlerin en oOnemlilerinden birisi Hubble
teleskobunun gosterdigi evrenin ivmeli bir gekilde geniglemesi olayidir. Bununla
ilgili agiklamalar Albrecht ve Steinhardt (1982), Guth (1981), Linde (1982),
Starobinsky  (1980) kaynaklarinda bulunabilir.  Bu olay1 aciklamak igin
Amanullah (2010), Felice ve Tsujikawa (2010), Knop (2003), Perlmutter (1999),
Riess (1998), Schwarz ve dig. (2016), Weinberg ve dig. (2013) referanslar1 bagta
olmak {izere karanhk enerji (dark energy) ve Baer ve dig.  (2015), Overduin
(2004) referanslariyla karanlik madde (dark matter) kavramlar ortaya atilmigtir.
Evrenin bilinmeyen bu kismi, hizlanmaya sebep olan karanlik enerji yiizde 68,
karanlik madde yiizde 27 olmak iizere yiizde 95 ’lik biiyiik kismi olusturur
evrendeki bildigimiz tiim nesnelerin yani galaksilerin, yildizlarin sahip oldugu
madde miktar1 ise toplam miktarin yiizde 5’lik kismina kargilik gelir. Karanlhk
madde galaksilerin donme hizlarindan elde edilen kiitle ile parlakliklarindan
(gozlemlenen madde miktarindan) elde edilen kiitlenin kargilagtirildiginda ortaya
cikan fark olarak tamimlanir. Karanlik madde ve karanlik enerjyi aciklamak icin
yeni egzotik alanlar veya parcaciklar tanimlayarak bir cok yeni model 6nerilmigtir.
Bu gibi yeni alanlar 6nermek yerine Einstein’in gravitasyon teorisini modifiye
etmek daha acgiklayicidir. Clinkii bu egzotik parcaciklar gézlemlenememistir.

Bu nedenle sadece Ricci egrilik skalart R’yi iceren Einstein teorisinin eylem
fonksiyonelini f(R), yani Ricci egrilik skalarmin keyfi bir fonkiyonu olmasi durumu
ortaya atilmigtir. Burada f(R) fonksiyonu giines sistemi ol¢eginde Einstein
teorisi ile uyumlu olmali ve yukarida anlattigimiz problemlere ¢éziim bulacak
sekilde se¢ilmelidir. f(R) gravitasyon teorisiyle ilgili Allemandi ve dig. (2004),
Capozziello (2002), Capozziello ve dig. (2003a), Capozziello ve dig. (2003b),
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Capozziello ve dig. (2004, 2006), Carroll ve dig. (2004), Cognola ve dig.
(2005), Kerner (1982), Nojiri ve Odintsov (2004), Odintsov ve Nojiri (2003),
Starobinsky (1980) makaleleri bagta olmak tizere ¢ok genis bir litaratiire sahiptir.

Diger kaynaklara bu makalelerin referanslarindan bakilabilir.



2. DIS CEBIR VE DIFERANSIYEL FORMLAR

Tez boyunca hesaplar1 dig cebir kullanarak yapacagimizdan oncelikle bu
cebirde bazi temel kavramlar: verelim. Bu kavramlar i¢in Cartan (1923), Dereli
(1984), Flanders (1963), Sert (2005) kaynaklarindan yararlamlmigtir. Bu tezde
{M, g} ile temsil edilen uzay-zaman i¢in M 4-boyutlu diferansiyellenebilir bir
manifold ve g bu manifold {izerinde verilen uzay-zamandaki mesafeleri 6l¢meye
yarayan (0,2) tipi bir metrik tensoriidiir. Tensorlerin paralel taginmasindan
ortaya ¢ikan baglanti niceligi w ile gosterilecektir. {x*(p)} koordinat fonksiyonlari
uzay-zamandaki bir p noktasinda olusturulan koordinat sistemi icin kullanilir.
Bu koordinat sistemi, T,(M) tanjant uzaymm {32} = {9,} baz vektorlerini
olusturur ve koordinat referans cercevesi olarak tanimlanir. Benzer gekilde,
koordinat fonksiyonlarinin diferansiyelleriyle olugturulan {dz*} baz ko-vektorleri
de T;(M) kotanjant uzaymmin herhangi bir p noktasinda koordinat referans
ko-cercevesini olusturur, yani tanjant uzayimin ikilisidir. Calistigimiz geometri
tizerindeki fonksiyonlar (0,0) tipi tensorlerden, vektorler (1,0) tipi tensorlerden
ve kovektorler de (0,1) tipi tensorlerden olusur. Teget ve koteget uzaylarinn
sirastyla baz ve ko-baz vektorlerinin i¢ ¢arpimi yapildiginda, Kroenecker sembolii

elde edilir. Bu ifade

dx“(i) =1 0 daxt =", (2.1)

8xﬂ oxV

seklinde gosterilir. 7,(M) tanjant uzaymin lineer olarak bagimsiz vektorler
kiimesi ortonormallegtirilebilir. Ortonormal hale getirilen bu kiime X, seklinde
yazilir ve "ortonormal referans cercevesi" olarak tamimlanir. Burada a =
0,1,2,3tiir. Benzer sekilde, X, kiimesinin dual bazi, ko-tanjant uzayinda

ortonormal baz ko-vektorleri e® ile gosterilir ve

e (Xp) = 1x,(e?) = 0 (2.2)
6



esitligini saglar. Bu M manifoldu iizerindeki (p,q) tipi bir tensor

T*(M) x .T*(M)T(M) x .. T(M) - R

p kez q kez

olan bir gonderimdir. Buradaki c¢arpim ise simetrik veya antisimetrik
olabilen tensorel c¢arpimdir. AP(M) ile gosterilen p-formlart uzayr ise

T, (M)A ...ANT,"(M) tiimiiyle antisimetrik tensér carpimiyla olusur. 7

-~

p kez
ile gosterilen kogegen elemanlarn (-1,1,1,1) olan 4z4’lik matris Minkowski

metrigi olarak tamimlanir ve iki ortonormal vektor alaninin i¢ carpimiyla
9(xa,p) = nap (a,b,---=0,1,2,3) olarak ifade edilir.
Manifold iizerindeki iki nokta arasindaki sonsuz kiiciik uzakhk egri uzay-zaman

metrigini tarifleyen

ds’> = e’ ®e’ = —" @’ +e' e + el @+l @e’

metrigiyle ortonormal 1-formlar cinsinden yukaridaki gibi verilir. Bu metrik (0,2)
tipi bir tensordiir. Buradaki carpim ise simetrik tensér carpimidair.
B bir p-formlu tensér olmak iizere B € AP(M) da* 1-formlar ve B, bilesenler

cinsinden

1
B=—-B

H1p2..-fp
p!

dz*t A N dxtr

olarak acilir.
Dig cebirde tanimh A; € AP(M), Ay € AI(M), A3 € A"(M) ve « reel bir sabit
icin agsagidaki bagintilar saglanir:

1. (OéAl) VAN AQ = Al A\ (OéAQ) = CY(Al A\ AQ)



3. Al VAN (A2 /\Ag) - (Al /\AQ) /\Ag

4, Al VAN A2 = (_1)p.qA2 N Al

Diferansiyel formlarin dis cebirinde dig tiirev
d: AP(M) — APTH(M)

ile tanimlanir ve bir p-formu p + 1-forma gonderir. Yine A, A; € AP(M), Ay €

A?(M) olsun. Dig tiirev operatdrii olarak agagidaki maddeler saglanir.

L. d(Ay + Ay) = dA; + dAs
2. dA = LOA/ N o p dgi p - A date

3. d(Al A Ag) = dAl VAN AQ + (-1)pA1 VAN dAQ

4. d(dA) =0
Benzer olarak i¢c carpim iglemi ise
12 AP(M) — AP7H(M)

p formu p—1 forma génderen bir eglemedir ve A € AP(M) icin agagidaki 6zellikleri

saglar.

1. ,,f=0

2. 15, A = f1,A
3. e* N, A =pA
4. 1,0 A = — 1, A

5. Za(Al A Ag) = 2aA1 A Ag + (—1)pA1 A ZaAQ



Hodge star iglemi ise
x 1 AP(M) — A*P(M) (2.3)

p-formu 4 boyutlu bir manifold i¢in 4 — p forma esleyen bir operator olarak

tanimlanir. M, {izerinde tanimli bir n formun Hodge stari

1 . .
xe! Ao A = —'61‘1...1'”6“ Ao Aem
n

ifadesiyle verilir. Burada €;,,...;, niceligine Levi-Civita tensorii denir.

Ayrica

1
xl=e"B =Nl A2 ned = Eeabcde“ Ael Aef A el (2.4)

ise yonlendirilmis hacim elemanidir.

Bu tezde antisimetrik Levi-civita tensorii €p103 = +1 seklinde secilmistir.
A, B € A’(M) olsun. Hodge star operatoriiniin p-formun iizerine etkisi agsagidaki

gibidir.
1. AANxB=BA*xA ve xBANA=xAANB

2. x(ANey) =1,%x A

3. xxA=4A

B (p,q) tipi bir tensor olsun ve bu tensoriin kovaryant dig tiirevi, normal dig

tiireve ilave olarak baglanti (connection) terimleri eklenerek

byeb byb b bo--b
DBy, .oy ™™ = dBaj.a, T+ WA Byyg, P A

bi-bg

C
—w; N Beay-a,

ile tanimlanir. Bu eklenen terimler diiz uzaydan sapmalar: belirtir. Bu nedenle
diiz uzayda sapmalar sifirken, egri uzayda sifirdan farkh olarak karsimiza cikar.

9



Burulma tensorii ya da torsion olarak adlandirdigimz tensor ise e® ko-frame

1-formlarin kovaryant dig tiireviyle tanimlanir:
T® := De® = de® + w® A €°

Egri uzay-zamanda sifirdan farkli olan egrilik tensorii 2- formu ise diferansiyel

formlarla baglanti 1-formlar1 kullanilarak
R%(w) == dw® + w A w

seklinde tanimlanir.

Metrik Gradyant Tensorii olarak adlandirdigimiz @), 1-formu

1
Qab - _EDnab

nonmetrisiti (non-metricity) tensorii metrigin kovaryant dig tiirevi olarak

tanimlanir.
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3. f(R) GRAVITASYON TEORISI

Bu ¢alisgmada R egrilik skalarini R'nin herhangi bir fonksiyonu olan f(R)
ile degistirerek elde edilen, Capozziello ve dig. (2004, 2006, 2007), Felice ve
Tsujikawa (2010), Sotiriou ve Faraoni (2010) kaynaklar: bagta olmak iizere ¢ok
fazla literatiire sahip olan f(R) gravitasyon modelini inceleyecegiz. Bu tezde
Riemansal geometride ¢alistigimizdan dolay1r Qg = 0 ve T® = 0 sinirlandirmasi
koyuyoruz. Qg simetrik bir tensér oldugu igin f(R) modellerinde simetrik
kisim kendiliginden ayrisir ve Lagrangiana bir kisit eklemek gerekmez. Fakat T
antisimetrik baglantiya sahip oldugundan bunu ayrica kisit olarak belirtmemiz
gerekir. Aksi halde burulmal (7 # 0) olan uzay-zamanda modeli incelemis
oluruz. Bdylece e® ve w varyasyonlari ayr1 ayri iki denklem verecektir. 7 = 0
oldugunu sonra kullanirsak bu iki denklemi birbirine baglayacak bir baginti
bulamayiz. Bunu ancak ya basta Lagrangianda belirtip sadece e® varyasyonuyla
tek bir gravitasyonel alan denklemi buluruz, ya da asagida oldugu gibi Lagrange
carpanlar1 yontemiyle T y1 sifirlayarak elde edilen iki denklemden birini yok

ederek tek bir gravitasyon denklemini elde ederiz.

3.1 Varyasyon ile Alan Denklemlerinin Bulunusu

f(R) Gravitasyon modelinin Lagrange 4-formu diferansiyel form

notasyonuyla
L=f(R)*14 Lypa+ A NT® (3.1)

olarak verilir. Burada f(R) Ricci skalar1 R nin keyfi bir fonksiyonu, L,,,; madde
Lagrangiani, )\, ise burulma tensoriinii sifir yapan bir Lagrange carpamidir. Genel
formda gravitasyon alaninin davranigini tarifleyen alan denklemlerini bulmak icin
bu Lagrange yogunlugunun e® ko-cerceve 1-formu ve w®, baglant1 1-formuna gore
varyasyonunu alalim.
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oL = 0 (3.2)
Buradaki ilk terimin varyasyonunu hesaplayalim

S(f(R)*1) = 6f(R)*1+ f(R)§*1
df

1
= TR« 1+ (R

1
= frd (zbaR“b) x 1+ f(R ) [eabcdée A e 4 epeac® A 5eP A e?

abed
€abed€ )

+eapede™ A 5eC A e + eabcdeabc A e
1
= fR6 (ZbaRab) *x 1+ f( ) [Eabcd&f A 6 - eabcdéeb A GGCd

abd

+€apeade’ N et — eabcdée eabc] (3.3)

burada de® parantezine almak icin b <> a, ¢ <> a ve d <> a indis degigiklikleri

uyguluyoruz.

5(f(R)*1) = f[fgrd (zbaRab) x1+ f(R ) ! [eabcdée A e — epueade? A el

+Ecbad5€ A 6 - edbcaéea dbc] (34)

koseli parantez icindeki 3. ve 4. terimdeki indislerin siralamasini e**® geklinde

yvazdigimizda

1
5(f(R) * 1) = fR5 (ZbaRab) * 1+ f( ) [eabcdée A ede + eabcddea A €de

+eapeade? A e + eabcd5eaeb‘:d] (3.5)

elde ediyoruz. Gerekli diizenlemelerle

S(f(R)*1) = frd (waR™) * 1+ f(R) 1eabcd56 A bl (3.6)

3!

sonucunu elde ederiz. Simdi § (zbaR“b) hesabini yapalim.

S(f(R)x1) = fr [(5@;,) 1R 4 1 (614) R™ + 14 (5Rab)] *

1
+f(R)de* A 3

12
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kogeli parantez igindeki 2. ve 3. terimlerdeki a <+ b indislerini degistirerek

S(f(R)*1) = fr[(6w)R"+ 14 (01) R** + 1y (SR™)] *

1
—€gbed N\ €de (38)

+F(R)SE A 3

elde ettik.

S(f(R)*1) = fr[(6w)R"+ (6u) R*+ g (SR™)] 1

1
+/(R)3e" A Zr€apea €™ (3.9)
gerekli diizenlemeler yapilarak
S(f(R)x1) = [2 (0p) Rb + 1440 (dw“b + w? A wcb)] x 1
(R)(S ‘Eabcd A\ ede
S(f(R)*1) = frug (dow™ ~|—(5w A w4+ we A dws) 1

+f(R)de* A —eabcd A e 4 2 fp (82) (R Cec) * 1

elde ediyoruz ve burada X = fruy (déwab + dw®e N W + W A 6wcb) olarak

tanimlayalim.
§(f(R)*1) =2fr (R":) (6uw) e x 1+ X + f(R)de" A *e® (3.10)
§(f(R) *1) = —2frR".0¢ * 1 + X + f(R)de® A xe” (3.11)

c ve a indisleri arasinda degisim yaparak de® parantezine alalim.

§(f(R)x1)=10e" A (=2fr* Ry) + X + f(R)de” A xe® (3.12)

oldugu bulunur. Burada fru,Dow® * 1 = X ifadesinden 6w yi cekersek

1(fR1aDOW™ % 1) = fripa Dw™ * 1 — fria DOw™ * e, (3.13)
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sol taraf 5-form oldugundan sifira egittir.

0 = X-— fRzaD&uab * €

X = friaDw™ xe, (3.14)
Benzer bir iglem ile
1a(fRDOW™ A xep) = X + frRDOW™ A xepy = 0 (3.15)
buradan X = — frDéw® A xep,
D(fréw™ A xepy) = =X — 6w™D(fr * €pq) (3.16)

tam tiirevin alan denklemlerine katkida bulunmadigi bilinerek sol taraf sifir alinir.

Buradan X terimi

X = —0w™AD(fr A *epq)

= 0w A D(fr A *eq) (3.17)
olarak bulunur.Boylece ilk terimin varyasyonu
S(f(R)*1) =0e* A (=2fr * Ry + f(R) * ) 4+ 6w® A D(fr A xeq)  (3.18)

olarak hesaplanir. Yine madde Lagrangianinin varyasyonu asagidaki

enerji-momentum tensoriiyle verilir.
0Ly = 20" [(p+p)U* * U + p * € (3.19)

burada p enerji yogunlugu ve p ise basing olarak isimlendirilir. Burada U zamansal

bir vektér alanidir ve
v, =-1 (3.20)
kosulunu saglar. Bu zamansal vektor alanini

U* = (—1,0,0,0) ve U, = (1,0,0,0) (3.21)
14



olarak alabiliriz. Son olarak (3.1) Lagrangianindaki son terimin varyasyonunu

bulalim.

SAa AT = SAa AT+ Ay A ST
= A AT" + Xy AS(de® +w™ A ey)

= OA AT +35e* A DAy + 6w™ ANy A ey (3.22)
Boylece baglant1 1-form varyasyonundan gelen denklem
1
Sw® A [D(fr A *eap) + §(>\a Ney— N Aeg)] =0 (3.23)

Burada son iglem A, A e, ¢arpimini antisimetrik yapmak icindir. Boylece
Lagrangiandaki her bir terimin varyasyonunu almig oluyoruz. Bu sonuclar1 de®

ve 0w,y parantezinde toplarsak

deg N (=2fp* R* + f(R) Axe* + (p+p)U"xU +pxe® + DX*) =0 (3.24)
5 A [%(Aa Aes— Ny Aca) + D(fa# ea)] = 0 (3.25)

INAT* =0 (3.26)

denklemlerini elde ederiz. Buradaki dw,, denklemini +* ile carparak A\, y1 agagidaki

gibi ¢Ozeriz.

1
5()\(1 A €y — )\b A\ 6a> = Eab = —D(fR % eab)
)\a/\eb—)\b/\GQIQEab

Za)\a N ep+ )\aéab — Za)\b Aet — )\b5aa = ZZQEab (327)

son satirin 3. teriminde A\, 2 form oldugu igin ) ile e, yer degistirdigimizde bir —

isareti gelir. —3\, + 2\, = — )\, olur. Asagida elde edilen denklemi bir kez daha
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1* ile carparsak

_)\b + Za)\a A €p = 22a2ab

DN\, = 221

1
1"\, = ézmz"Emn (3.28)
)\b = Za)\a Nep — 22a2ab (329)
1
= =Y A ey — 2084 (3.30)

2

son Y, teriminde a <+ b degisikligi yaparsak,
1 m,n b
Ao = 52 " Yn N €q — 20" Y04 (3.31)

yine buradaki son terimde b <+ a degisikligi yaparsak

1
Ao = —2°D(frxeq)+ Ezm”Zmn A e, (3.32)
= —QZbDfR A *€qp — 2zbeD X €ap

—i—%zmn(DfR A *€mn + [RD * €mn) A €4 (3.33)
bulunur. Burada T, = 0 ve Q4 = 0 oldugundan D x e, = 0 olur.
Ao = —2°D fr A *eq, + %(@m”DfR A *€mn + Dfr AU™ % epn) (3.34)
burada +™" D fgr A %€y, = 0 ve D fr A *€pmp + D fr A 1™ % €, = 0 oldugu i¢in

A = —2%(ea Ney NPDfR) (3.35)

Mo = —2%(eaADfr) (3.36)
elde edilir. Bu A\, nin kovaryant dig tiirevini alalim:

DA\, = —2D % (e A Dfg) (3.37)
bu ifadeyi (3.24) gravitasyonel alan denkleminde yerine yazdigimizda

f(R)*e* =2fpx R*—2D x (e* ANDfg) = =2(p+p)U*+«U —2pxe® (3.38)
16



elde ederiz. Bu denklemde, f = R/k? yazildiginda Einstein’in gravitasyon alan

denkleminde déniigmesi i¢in bu denklemi —1/2 ile ¢arpalim.
fr*x R* — %f(R) xe'+Dx(e* NDfg)=(p+p)U*+«U+pxe*  (3.39)
Boylece f = R/k? i¢in acikca goriiliiyor ki
*«R* — %R*e“ = K2 (p+ p)U x U + k*p * e (3.40)
veya bagka bir ifadeyle

G* = k1" (3.41)

Einstein alan denklemine indirgenir. (3.39) denkleminde Sirasiyla a = 0,1,2,3

olarak aldigimizda ise

1
fR*RO—§f(R)*60+D*<€O/\DfR):(p+p)UO*U+p*€0 (3.42)

1
fR*Rl—§f(R)*el+D*(el/\DfR)z(p+p)U1*U+p*el (3.43)

1
fR*R2—§f<R)*€2+D*(€2/\DfR):(p—l—p)U2*U—|—p*€2 (3.44)

1 .
fR*R3—§f(R)*€3—|—D*(63/\DfR):(p—l—p)U3>kU—|—p>k63 (3.45)

her bir bilegsen icin alan denklemlerini elde ederiz. Burada kiiresel simetrik

metrikler icin a = 2 ve a = 3 ayn1 diferansiyel denklemleri verir.
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3.2 Kiiresel Simetrik, Statik Coziimler

Einstein denklemini ¢dzmek 4 x 4-liik matristen olusan metrigin her bir
elemanini ¢ozmek anlamina gelir. Metrigin simetrik olmasindan dolay1 10 bilegeni
oldugunu biliyoruz ve boylece genel bir metrik icin lineer olmayan diferansiyel
denklem sistemine doniigen Einstein denklemlerini tam c¢6zmek imkansizdir.
Bu sebepten, metrigin kiiresel simetrik oldugu yaklagimi kullanalm. f(R)
modelinin kiiresel simetrik statik ¢oziimlerini aragtirarak bunlari yildizlarin kiitle
ve yaricaplarini belirlemek i¢in kullanacagiz. Genel bir kiiresel simetrik statik

metrik
ds* = —h(r)dt* + g(r)dr? + r*d6* + r*sin*0d¢* (3.46)
olarak alinir. Bu metrik icin uygun ortnormal ko-cerceve
e = V/h(r)dt e =+/g(r)dr € =rd) e =rsinfde (3.47)

olarak belirlenir. Ayrica bu ortonormal olmayan bazlar da ortonormal 1-formlar

cinsinden yazilabilir.

dd = — do = (3.48)
Bu ortonormal baz 1-formlarin dig tiirevleri hesaplanir.

1 R (r)
de® = ——_Wdr ANdt+Vhdt A\dt = 10
2\/E Qh\/g

1
de! = (=—=)¢'dr Ndr =0,

1
de’ = 1drANdO+rdOANdO =dr N\df = ——e'?
/g

de® = sinfdr A dé + rcosfdf A do

= sinfdr N\ d¢ + rcosfdf N do
1 BE cotf 023

/g r
18



Bu modelde Riemansal uzay-zamani kullaniyoruz. Bu uzay-zamanda 7% = 0
oldugundan de® = e’ A w%, bagmtisim kullanarak Levi-Civita baglantisinin her

bir bilegenini hesaplayabiliriz.

/
h 10

de® = e AN+ AW+ e AWy = e 3.49
1 e nt = (3.49)
de! = e Awo+eeAwy+e Awz3 =0 (3.50)
1
de® = " Aw’g+e Aw? +eP AwPy = ——e (3.51)
9
1 to
de® = ANy Fel AWt + e Awdy = ——e!? o7 o2 (3.52)

Sonug olarak Levi-Civita baglantisinin her bir bilegenini

woo = w11 = (JJ22 = wog = w20 =0 (354)
olarak buluruz. Egriligi bulmak i¢in baglanti bilegsenlerinin dig tiirevleri alinir.
W o\ W
dw” =d 0) = dr A e° —— | dé”
o (wwae ) (2%«/@) T g )
W /ielo 4 (h')? o0
2h\/g9) /9 4h2g
Ko\ 1 RPN
(o) 75+ )¢ (3:59)

dw?, = d(L 2) ( 1 >/dr/\e 4+ — L —deé?
V9 9 9

() )

1 1
dw?, = d >: )d?“/\e+ —de?

( V9 V4]
(7) rig) e'? + %95623 (3.57)
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dwdy, = d (ﬂ€3> = <@>/ Aed+ @deg’
1,
= ——¢* (3.58)

olarak baglanti bilegenlerinin dig tiirevlerini buluruz.

Bu caligmada burulma ve nonmetricity sifirdir, 7¢ = 0 ve Q%, = 0, Ry #

0. Bu egrilik 2-form
Rab = dw“b -+ w“c A (,L)Cb (359)

olarak tamimlanir. Bu denklemi kullanarak ve baglant1 bir formlarim1 asagidaki

ifadelerde yerine yazarak her bir egrilik bilegenini hesap edelim.

Rol = dwm + WOO VAN w01 + w01 AN wll + w02 A w21 + w03 VAN w31

= dwo

ve i = 1,2,3 icin R%; = Ry oldugundan, benzer islemlerle diger bilesenleri de

R02 = dwog + woo VAN wog + wol N wlz + WOQ AN w22 + w03 VAN w32

= wol /\wlg

%

R’ = <2hgr) 2 (3.61)
Rog = d(JJOg + UJOO AN wog + wol N wlg + WOQ VAN w23 + wog VAN w33

= w01 /\w13

0 h/ 30

R = <2hgr> e (3.62)
R* = dw* +wio AW+ W Awly 4w Aw? + w?s Aw?y

- [
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R} = dw?i + Wl AWl + i Awly 4+ WP Aw? +wis Aw?y

= dw31 +w32 /\w21
1\ 1 1
R31 — |:( ) — 4+ _:| 613 (364)
r9) V9T
R32 = d(JJSQ + w30 VAN CL)OQ + w31 N wlg + w32 VAN w22 + w33 VAN w32

3 3 1
= dw2+w 1/\CUQ

1 1
R} = = (1 — —) e (3.65)

r2 g
olarak hesaplanmir. Ayrica simetriden &tiirii R% = Ry = R?% = R%; = 0'dur.
Yukaridaki bagintilar: ve

R, = 4R’ (3.66)

tanimim kullanarak boglukta Einstein denklemlerini olugturabilmek icin her bir

Ricci egrilik bir formu bilegenini bulalim.
Ry =10R% + 1Ry + 19R% + 3R = 1y Ry + 1.R% + 13R%
ve metrik yardimiyla

_ W / 1 (h,)z 10 W 20 W 30
wo= o ((ag) v m) e () o (i)

h! ! 1 (h/)z h/
o _ s 0
S ((%\/ﬁ) 75 " aitg thgr )€

elde ederiz. R', R? ve R? i¢in de benzer hesaplar yaparsak

(3.67)

Ry = R’ +uRY + 1R +13R* = 10R% +1uR* +13R*
R — ZO(( h )'iJr(h’)Q)ew
oh/g) G AhZg
()2
m9) 9 g
R
™9) V9 g

e[ - () o) o
21




R2 = ZOROQ + ’LlRlQ + 22R22 + 23R32 = Z0R02 + ’llRlQ + 23R32

% 1\ 1 1
R, — 20 T I |
o= (o) ((g) v )

% 1Y) 1 1 1 1
R2 — _ _ - — 1 == 2 3.69
{ 2hgr <7’\/§) V9 T2g+r2< gﬂ ‘ (3:69)
Ry = 1R’ +uR's + 1R +13R% = 10R% + 1y R'3 + 1, R%3
W 30 1\ 1 1 31 1 LY 3
o S BT 1.z
o|(g) ]+ [((55) 75 75) ]+ (1-5)

% 1\ 1 1 1 1
3 — o - - 1-— = 3 ]
i ( 2hgr (T\/ﬁ) N = ( g)) ‘ (3.70)

olur. R =1, R* tamimim kullanarak egrilik skalarini hesaplayalim.

Rs

R = Z()RO + ’llRl + 22R2 + 23R3 (371)

burada R Ricci bir formlarini yerine koydugumuzda

- () o i)
(-(5) %5~ - () =)
(i

"1 L1 1 )
— —_— — — 4+ — — — | 29€
thr 7“\/_ V9 r2g r2  gr? 2

N 1\ 1 L1 1 5
— - — 4+ = - — ]3¢
2hgr r9) g 1?9 r?  gr? s
elde ederiz. 1,e* = 6° oldugu kullanilirsa ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
o\ 2 (R 2K 1\ 4 6 2
R=—-|—= ——( ) — — — -t (3.72)
2h\/g) /g9 2h?g  hgr 9) 9 r?g 1P

olur. Gravitasyonel alan denkleminin a = 0,1, 2 bilegenleri olan (3.42), (3.43),

+

+

(3.44) denklemlerinde (3.67), (3.68), (3.69) ifadelerini yerine koydugumuzda iig
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farkli diferansiyel denklemi elde edecegiz. Bunlardan ilki olan 0. bilegenini

asagidaki gibi hesaplariz.
—2fp* RO+ f(R)Axe" —2D % (" ADfR) = —(p+p) U’ x U —p*e® (3.73)
Buradaki D * (¢ A D fr) terimi hesaplamak igin
L* = x(e* A dfr) (3.74)

tanimi yapiyoruz. Daha sonra kovaryant dig tiirev tanimini kullanarak asagidaki

islemleri yapalim.

D (° Ndfg) = DL = dL°+ W A L

= dL’ + WO ALY+ WO ALP+ WO AL (3.75)
Burada daha once hesapladigimiz baglanti 1-formlar1 yerine koyulursa

DL’ = dx (e’ A frdr)
. Jr o
d (\/ge )
_q( TR 2
d(\/ge)

I/% 23 I/% 23
— 4R _Jry
(\/_)e NG e

_ hyLn 2 fh
VI VI VIVGI
" ! ! 2 !/
= (——R+—ng —ﬁ)e123 (3.76)
g 29" g
Burada xe’' = —e? oldugu ve (3.49), (3.50), (3.51) ve (3.52) denklemleri

kullanildi. Benzer gekilde diger bilegenleri de hesaplanirsa

h/f/ 2f/
DL' = (- 2h§ - T—;)em (3.77)
1 ! ! /h/ f/
DI? = (18 _ fﬂ;g fR__R 013 3.78
(g 29> + 2gh rg)e ( )
" !/ /h/ f/
DI3 — __R_ng Ir JRy 012 .
( g 29> 2gh rg)e (3:79)
(3.80)
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elde ederiz.
Denklem (3.20) yi bu denklemde agagidaki sekilde kullanalim.
UlxU=Ux«U,e® =UU, xe* =Uyxe® = —x¢°

Bu esitlikleri ilk olarak (3.42) denklemlerinde yerine koyacagiz. O halde

gravitasyonel alan denkleminin 0. bilegeni
" ! 2 ) " l
R g h h'g h h f
_IR -~ L= 3.81
g (2g >fR (- 4h?g  4hg? * 2hg + hgr)fR + 2 poA )
haline gelir. Benzer §ek11de U, U? U? = 0 oldugundan U'sU = U?+xU = U3*U =
0 alinarak ve (3.68), (3.69) ve (3.70) kullanilarak Gravitasyonel alan denkleminin

1., 2. ve 3. bilegenleri olan (3.43), (3.44) ve (3.45) denklemleri de hesaplanirsa,

sonug olarak xe! ve xe? katsayilarin alarak elde ettigimiz diferansiyel denklemler

agagidaki gibidir.

h/ 2 h/2 h/g/ h// g/ f
- -4 R 3.82
n h/ g/ / h/ 1 1 f
IR Ve — L=
g + (2hg 2g )fR <2g 2r 2hgr + r2 gr2)f 2 p (383)
Burada fr = % oldugu ve R Ricci egrilik skalarinin  (3.72) oldugu

unutulmamalidir.

() () ek e

Bu 5 bilinmeyenli 3 diferansiyel denkleme coziimler aranir. Burada

bilinmeyenlerden biri olan f(R) fonksiyonunu belirlerken gézlemlerle uyumlu ve
fiziksel olup olmadigina dikkat edilir. p basic ile p enerji yogunlugu arasinda ¢ogu
zaman bir durum denklemi (equation of state) denilen ve p = f(p) seklinde
bir baginti oldugu varsayilir ve boylece 5 bilinmeyenli 4 denkleme doniisiir.
p = wp lineer ve p = wp” politropik durum denklemi yaklasimlar: literatiirde
cok kullanilmigtir. Yine de yildizlarin igindeki durum denkleminin ne oldugu ile

ilgili calismalar siirmektedir. Bu nedenle bu fonksiyonlar keyfi alinarak ¢éziimlere

bakilabilir.
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3.2.1 Boslukta coziimler (p =p =10)

Bu (3.81), (3.82) ve (3.83) diferansiyel denklemlerinin boglukta, yani p =
p = 0 iken genel bir ¢6ziimii Clifton (2005) tarafindan

f(R) = R"t (3.85)

icin asagidaki gibi bulunmustur.

h(r) = P % (3.86)
rl-o
(1 — 20 + 4a2)(1 — 20(1 + av)) -
— 2o + 4o —Z2a(l +«a &
r) = 1+ — 3.87
g( ) (1 o OZ)2 ( T1,210:J;4a ) ( )
Bu durumda
6a(l+a)
= 7 3.88
B = a1 (3.88)
olarak hesaplanir ve
fr=(0+a)R" (3.89)
olur. Bu c¢oziimde a = 0 almirsa Genel Gorelilikteki Schwarzchild ¢oziimii

bulunur.

Bu (3.81), (3.82) ve (3.83) diferansiyel denklemlerine bir diger ¢oziim
olarak Saffari (2008), Sebastiani ve Zerbini (2011) makalelerinde diigiiniilen

M) = 51— % + o) (3.90)
ile
o) = 75 (391)



metrik fonksiyonlar1 alinirsa

R(r) = —6es + — (3.92)

r2

fr(r) =ar (3.93)

_ 2fr(r) _ 2ar _ 2a (3.94)

72 72 r

f(r)

olarak elde edilir. (3.92) denkleminin tersi alinarak r = ﬂ/ﬁ% bulunur. Bu
ifade (3.93) ve (3.94) de yerine yazilarak

daf 1
fr(R) = - VET6a (3.95)

f(R) = %\/R+602 + Oy (3.96)

oldugu goriiliir.

f(R) gravitasyon teorisinde kiiresel simetri ve zayif alan yaklagimi
altindaki bagintilarda diigiliniilerek detayli bir gekilde Capozziello ve dig.
(2008) makalesinde tartigilmigtir. Yine bu makalede kiiresel simetrik ¢oziimler
bulmak ic¢in pertiirbasyon yaklagimi kullanilmis ve sonuglari tartigilmigtir.
f(R) gravitasyon modelinin boglukta kiiresel simetrik statik ¢oziimleri yiiksek
boyutlu uzay-zamanlara Carames ve Bezerra de Mello (2009) makalesinde

genellegtririlmistir.

Yine f(R) gravitasyon medelinin sahip oldugu kiiresel simetrik ¢oziimler,
Capozziello, Cardone ve Troisi (2006), Capozziello ve dig. (2007), Frgerio ve
Salucci (2007), Mendoza ve Rosas-Guevara (2007), Sobouti (2007) makalelerinde
de incelendigi gibi spiral galaksilerin donme hiz egrilerinde goriilen ve

aciklanamayan durumu karanlik maddeye ihtiyag duymadan agiklayabilmektedir.

26



3.2.2 Yildiz Coziimleri (p # p # 0)

Diger yandan noétron yildizi gibi kompakt yildizlarin kiitle ve yaricap
gibi fiziksel ozelliklerine éngoriiler elde edebilmek igin, (3.81), (3.82) ve (3.83)
denklemlerinde p enerji yogunlugu ve p basincinin sifirdan farkh oldugu veya
madde enerji-momentum tensoriiniin sifirdan farkli oldugu durumlar i¢in analitik
ve realistik modeller bulmak oldukca zordur. Ciinkii elde edilen model yildizin
diginda yani p = p = 0 oldugu durumda gozlemlerle tutarli olmali ve Schwarzchild
tipi bir ¢oziimler elde edilmelidir. Ayrica yildizin yiizeyinde metrik potansiyelin
siirekli oldugu bir gecig saglanmalidir. Bu denklemlerin pertiirbatif bir yaklagimla
p ile p arasinda gercekci durum denklemleri kullanilarak noétron yildizlarina
uygulanmasi Alavirad ve dig. (2013), Arapoglu ve dig. (2011), Astashenok ve
dig. (2013, 2014), Cooney ve dig. (2010), Yazadjiev ve dig. (2014) makalelerinde

incelenmistir.

Yine bu denklemlerin pertiirbatif olmayan niimerik ¢oziimleri Astashenok
ve dig. (2015), Gannouji ve dig. (2014), Yazadjiev ve dig. (2014) makalelerinde

bulunabilir.

Bu denklemlerdeki basmncin p, ve p; seklinde anizotropik oldugu
denklemlere ¢Oziimler ise Abbas ve dig. (2015), Zubair ve dig. (2016)

makalelerinde bulunabilir.

Notron yildizi aragtirmalarinin en biiyiik problemlerinden biri; gercekci bir
durum denklemine sahip bir yildiz i¢in Einstein’in Genel Relativite teorisinden
elde edilen kiitle ile gozlemlenen deger arasinda biiyiik bir kiitle farkinin olmasidir.
Bu durumu agiklamak i¢in kullanilan bu f(R) modelleri olduk¢a bagarili sonuglar

vermektedir.
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4. SONUC

Bu tezde modifiye bir gravitasyon teorisi olan f(R) gravitasyon teorisi
ve kiiresel simetrik statik ¢oziimleri differansiyel formlar ve dig cebrin &zellikleri
kullamilarak incelendi. Ik olarak f(R) gravitasyon modelini temsil eden
eylem integralinin ortanormal kocerceve 1-form ve baglant1 bir formlarina
gore varyasyonu alinarak gravitasyonel alan denklemleri elde edildi. Burada
baglant1 1-formlarinin olugturdugu denklemdeki bilinmeyen Lagrange carpanlari
ko-cerceve varyasyonundan gelen denklemde yerine yazilarak, tek bir 4-bilegenli
alan denklemine ulagildi. Bu alan denkleminden kiiresel simetrik statik bir
metrik icin 3 tane diferansiyel denklem elde edildi. Bu diferansiyel denklemlerin
daha once literatiirde verilen ve diferansiyel formlar kullanmilmadan varyasyon
yontemiyle farkli bir sekilde elde edilen diferansiyel denklemlerle ayni oldugu
gosterildi. Bu diferansiyel denklemlere ¢oziimler aragtirildi ve daha énce bulunan
¢oziimler tekrar kontrol edildi. Bu ¢oziimlerin ideal bir akigkanin i¢ ¢éziimlerini
tarif etmesi istenilerek, p enerji yogunluguna ve p basincina sahip ideal bir akigkan

icin ¢oziimlerin hangi sartlar: saglamasi1 gerektigi tartigildi.
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