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BEYDA DOYRAN
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ÖZET

f(R) GRAVİTASYON MODELİNİN KÜRESEL SİMETRİK STATİK
ÇÖZÜMLERİ

YÜKSEK LİSANS TEZİ
BEYDA DOYRAN

PAMUKKALE ÜNİVERSİTESİ FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ
MATEMATİK ANABİLİM DALI

TEZ DANIŞMANI: DOÇ. DR. ÖZCAN SERT
DENİZLİ, TEMMUZ-2019

Bu tezin ilk k�sm�nda, çal�³ma boyunca kullan�lan d�³ cebir uzay� ve ilgili
temel kavramlar tan�t�larak diferansiyel formlar�n genel özellikleri verilmektedir.
Daha sonra bu kavramlar kullan�larak, Einstein'�n gravitasyon teorisinin
modi�ye bir durumu olan ve eylem integralindeki R Ricci skalar�n�n f(R)
fonksiyonuyla de§i³tirilmesiyle elde edilen gravitasyon teorisi incelenmektedir.
Bu teorinin alan denklemlerinin f(R) gravitasyon teorisinin eyleminden
varyasyon hesab�yla diferansiyel formlar kullan�larak ad�m ad�m nas�l türetildi§i
gösterilmektedir. Daha sonra, bu alan denklemlerinin küresel simetrik statik
çözümleri incelenmektedir. Bu alan denkleminde veya eylemde madde k�sm�n�n
varl�§� da dü³ünülmü³tür. �deal bir ak�³kan denilen ρ enerji yo§unlu§u ve
p bas�nc�na sahip bir y�ld�z�n iç çözümlerini bulmak için bu alan denklemleri
kullan�lmaktad�r.

ANAHTAR KEL�MELER: f(R) Gravitasyonu, küresel simetrik çözümler,
Diferansiyel formlar.
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ABSTRACT

SPHERICALLY SYMMETRIC STATIC SOLUTIONS OF f(R)
GRAVITATION MODEL

MSC THESIS
BEYDA DOYRAN

PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS

(SUPERVISOR: DOÇ. DR. ÖZCAN SERT)
DENİZLİ, JULY-2019

In the �rst part of this thesis, the general properties of di�erential forms are
given by introducing the exterior algebraic space and the related basic concepts
which used throughout the study. Then, using these concepts, the gravitation
theory which is a modi�ed Einstein's theory of gravitation obtained by replacingR
Ricci scalar with f(R) function in the action integral is examined. It is shown that
how the �eld equations of this theory are derived step by step using di�erential
forms from the action of the theory of f(R) gravity. Then, static, spherically
symmetric solutions of the �eld equations are investigated. The presence of
the matter part is also considered in the �eld equations or action. These �eld
equations are used to �nd the interior solutions of a star which called an ideal
�uid with energy density ρ and pressure p.

KEYWORDS: f(R) Gravity, Spherically symmetric solutions, Di�erential
forms.
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İÇİNDEKİLER . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . iii
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1. GİRİŞ

�nsano§lunun evren ile ilgili dü³ünceleri tarih boyunca geli³im göstermi³tir. �çinde

bulundu§umuz zamana kadar evren hakk�nda birçok yeni bilgilere eri³ilse de,

�zikçilerin ve astronomlar�n aç�klanamayan kozmoloji problemleri üzerindeki

çözüm aray�³lar� halen devam etmektedir. 1600'lü y�llara kadar evrenin

merkezinde Dünya'n�n oldu§u iddia ediliyordu. 1400 y�l boyunca süre gelen bu

yan�lg�dan sonra, kolay olmasa da Kopernik'in Güne³ merkezli evren modeli kabul

görülüyor. Gezegenlerin Güne³'in etraf�nda döndü§ü anla³�ld�§�nda, Kepler bu

dönme hareketini sa§layan gücün varl�§�n� fark ediyor. Çok daha sonras�nda

ise Gezegenlerin Güne³'in etraf�nda dönmelerinin sebebi Newton taraf�ndan

1687' de aç�klan�yor. Büyük nesneler aras�ndaki bir kuvvet olarak, Newton'un

gravitasyon tari� hiç ³üphesiz bugün ortak olarak en çok kullan�lan gravitasyon

tasviridir. Newton' un bu yasas� "iki kütle aras�ndaki çekim kuvveti, kütlelerin

çarp�m�yla orant�l�, aralar�ndaki merkezlerine olan uzakl�§�n karesiyle ters orant�l�

olarak, yani F = Gm1m2

r2
formülüyle ifade edilir. Burada G gravitasyonel

kütle çekim sabiti olarak bilinir. Newton'un teorisi sadece günlük ya³amdaki

Dünya üzerindeki basit olaylar� tasvir etmek için de§il, hatta ço§unlukla büyük

kozmolojik galaksiler aras�ndaki gravitasyonel etkile³imler hakk�nda kabaca �kir

sahibi olmak için kullan�labilir. Ancak baz� konularda bu teori yetersizdir. Bu

eksiklikleri a³a§�daki maddelerde s�ralayal�m.

• Merkür' ün perihelyon hareketi : Merkür' ün yörüngesinin do§rultusunda

olu³an sapmalar Newton yasas�yla yap�lan tahminlerle uyu³muyor.

Hesaplamalarda gözlenen farka, Newton mekani§i ile bir aç�kl�k getirelemiyor.

• K�z�la kayma : I³�§�n dalga özelli§inden dolay�, galaksilerden gelen �³�n�n dalga

boyunun artmas�, �³�k kayna§�n�n (galaksinin) bizden giderek uzakla³t�§�n�

gösterir. Galaksinin istinas�z hepsinde k�z�la kayma gözleniyor olmas�, Newton

teorisinde kütle çekimden dolay� uzakla³mak yerine dengede olmas� gerekti§iyle
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çeli³iyor.

• I³�§�n bükülmesi : E§er Newton teorisi tüm parçac�klar için geçerliyse �³�k

için de geçerli olmal�d�r. I³�k kütlesiz oldu§u için kütlelerden birini 0 al�rsak

kütle çekim kuvvetini de 0 bulmam�z gerekiyor. Ancak teleskoplarla gözlemler

yap�l�yor ve �³�§�n büyük bir gezegen etraf�nda büküldü§ü gözlemleniyor.

• Sonsuz h�zda etki : Newton' un kuram�na göre kütleler birbirinden ne

kadar uzakta olursa olsunlar, bu kuvvet anl�k etkiyor. Cisimlerden birinin

konumunda bir de§i³iklik yap�ld�§�nda sonsuz bir h�zla di§erini etkilemesi

gerekti§i yani özel görelili§e ayk�r� bir ³ekilde �³�k h�z�ndan daha h�zl� bir ³ekilde

kuvvet etkisinin hissedildi§i görülüyor. Einstein evrendeki en yüksek h�z�n c

�³�k h�z� oldu§unu göstermi³tir.

Yukar�da bahsetti§imiz eksiklikler yeni aray�³lara neden olmu³ ve Einstein

1915-16 y�llar�nda Newton 'un gravitasyonel kütle çekim kanununu modi�ye

ederek evren hakk�ndaki dü³üncelerimizi de de§i³tirmi³tir. Peki 20. yy'�n

en mükemmel teorilerinden biri olarak an�lan ve 2015 Kas�m ay�nda 100.

ya³�n� kutlad�§�m�z Genel Görelilik kuram� tam olarak nedir? Gravitasyonel

etkile³imlerle ba§lant�l� di§er olaylar hakk�nda bize bilgi veren Genel Görelili§e

göre; maddenin sahip oldu§u kütlenin etkisiyle uzay-zaman bükülmektedir.

Newton'un kütle-çekim kuram�ndan ay�ran temel özellik de buras�d�r;

kütleçekim cisimlerin kütlelerinden kaynaklanan bir kuvvet de§il, bu kütlelerin

etkisiyle uzay-zaman�n bükülmesidir. Böylece bu bükülmü³ geometride

parçac�klar kendi jeodeziklerinde hareket ederler.

• Esas�nda Merkür' ün yörüngesinde meydana gelen sapma, Güne³' in sahip

oldu§u büyük kütlesinden ötürü meydana gelen uzay-zaman bükülmesiyle

aç�klanabilmektedir.

• �çinde bulundu§umuz galaksinin, evrenin tamam� olabilece§i dü³üncesine yan�t

olarak; 1929 y�l�nda Hubble, teleskopuyla yapt�§� gözlemler sonunda, uzayda
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hangi yöne bak�l�rsa bak�ls�n galaksilerin birbirinden uzakla³t�§�n� farketti

Hubble (1929). Ya³ad�§�m�z galaksinin milyarca galaksiden biri oldu§u

ve Einstein' �n öngördü§ü gibi evrenin statik bir yap�s� olmay�p sürekli

geni³leyece§i dü³üncesi do§rulanm�³ oldu.

• 1959 y�l�nda yeryüzündeki bir labaratuvardan gönderilen gamma �³�nlar�yla,

bir y�ld�z�n çekiminden uzakla³an �³�§�n enerjisinin azald�§� gözlemlendi Pound

ve Rebka (1959).

• Gündelik hayatta kulland�§�m�z ak�ll� telefonlar uydular�n GPS mekanizmas�n�

kullan�r ve Einstein'�n kütle-çekim teorisinin öngörüsü sayesinde konum ve

zamandaki sapmalar ortadan kald�r�l�r.

• Einstein'�n teorisinin bir di§er öngörüsü kütle-çekim dalgalar�n�n varl�§�d�r.

Dünyadaki labaratuvar ortam�nda bundan yakla³�k 1.3 milyar y�l önce

iki karadeli§in çarp�³mas�yla olu³an kütle-çekim dalgalar�, Abbott ve di§.

(2016a,b) kaynaklar�ndan da anla³�laca§� gibi 2016 y�l�nda gözlenmi³ ve bu

öneri do§rulanm�³t�r.

Einstein'in Genel görelilik teorisi uzay-zaman geometrisini tensörel formda

kodlayan gravitasyonel alan denkleminden olu³ur. Uzay-zaman�n gravitasyonel

davran�³�n� belirleyen bu alan denklemleri Einstein-Hilbert eylemi olarak bilinen

bir eylemden (action) varyasyon hesab�yla türetilebilir. Bu Einstein-Hilbert

eylemi R Ricci e§rilik skalar�n�n manifold üzerinden integrali olarak önerilir.

Buradan elde edilen alan denklemlerinin yukar�daki problemleri aç�klad�§�

görülmü³tür.

Hem gravitasyonun kendisini daha iyi anlamak, teorinin limit durumlar�ndaki

sorulara cevap bulmak, hem de Genel Görelili§in ötesinde gravitasyon ile

ilgili dü³üncelerimizi geni³letmenin en do§al yolu, Einstein teorisinin baz�

modi�kasyonlar�n� çal�³makt�r. Bunun için yeni gravitasyon teorisi aray�³lar�

sürmektedir. Örne§in, Brill ve Gowdy (1970), Isham (1981) kaynaklar�nda
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tart�³�ld�§� gibi 10−33m olan Plank ölçe§i mesafesinde nas�l sonuçlar verece§i

bilinmemektedir. Benzer ³ekilde çok küçük ölçeklerde geçerli olan kuantum

alan teorisinin büyük ölçeklerdeki sonuçlar�n�n Sotiriou (2007) makalesinde

de bahsedildi§i gibi gravitasyon teorisiyle uyumlu olmas� istenmektedir. Son

yap�lan kozmolojik gözlemler Einstein'�n gravitasyon teorisinin modi�ye edilmesi

gerekti§ini göstermektedir. Bu gözlemlerin en önemlilerinden birisi Hubble

teleskobunun gösterdi§i evrenin ivmeli bir ³ekilde geni³lemesi olay�d�r. Bununla

ilgili aç�klamalar Albrecht ve Steinhardt (1982), Guth (1981), Linde (1982),

Starobinsky (1980) kaynaklar�nda bulunabilir. Bu olay� aç�klamak için

Amanullah (2010), Felice ve Tsujikawa (2010), Knop (2003), Perlmutter (1999),

Riess (1998), Schwarz ve di§. (2016), Weinberg ve di§. (2013) referanslar� ba³ta

olmak üzere karanl�k enerji (dark energy) ve Baer ve di§. (2015), Overduin

(2004) referanslar�yla karanl�k madde (dark matter) kavramlar� ortaya at�lm�³t�r.

Evrenin bilinmeyen bu k�sm�, h�zlanmaya sebep olan karanl�k enerji yüzde 68,

karanl�k madde yüzde 27 olmak üzere yüzde 95 'lik büyük k�sm� olu³turur

evrendeki bildi§imiz tüm nesnelerin yani galaksilerin, y�ld�zlar�n sahip oldu§u

madde miktar� ise toplam miktar�n yüzde 5'lik k�sm�na kar³�l�k gelir. Karanl�k

madde galaksilerin dönme h�zlar�ndan elde edilen kütle ile parlakl�klar�ndan

(gözlemlenen madde miktar�ndan) elde edilen kütlenin kar³�la³t�r�ld�§�nda ortaya

ç�kan fark olarak tan�mlan�r. Karanl�k madde ve karanl�k enerjyi aç�klamak için

yeni egzotik alanlar veya parçac�klar tan�mlayarak bir çok yeni model önerilmi³tir.

Bu gibi yeni alanlar önermek yerine Einstein'�n gravitasyon teorisini modi�ye

etmek daha aç�klay�c�d�r. Çünkü bu egzotik parçac�klar gözlemlenememi³tir.

Bu nedenle sadece Ricci e§rilik skalar� R'yi içeren Einstein teorisinin eylem

fonksiyonelini f(R), yani Ricci e§rilik skalar�n�n key� bir fonkiyonu olmas� durumu

ortaya at�lm�³t�r. Burada f(R) fonksiyonu güne³ sistemi ölçe§inde Einstein

teorisi ile uyumlu olmal� ve yukar�da anlatt�§�m�z problemlere çözüm bulacak

³ekilde seçilmelidir. f(R) gravitasyon teorisiyle ilgili Allemandi ve di§. (2004),

Capozziello (2002), Capozziello ve di§. (2003a), Capozziello ve di§. (2003b),
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Capozziello ve di§. (2004, 2006), Carroll ve di§. (2004), Cognola ve di§.

(2005), Kerner (1982), Nojiri ve Odintsov (2004), Odintsov ve Nojiri (2003),

Starobinsky (1980) makaleleri ba³ta olmak üzere çok geni³ bir litaratüre sahiptir.

Di§er kaynaklara bu makalelerin referanslar�ndan bak�labilir.

5



2. DIŞ CEBİR VE DİFERANSİYEL FORMLAR

Tez boyunca hesaplar� d�³ cebir kullanarak yapaca§�m�zdan öncelikle bu

cebirde baz� temel kavramlar� verelim. Bu kavramlar için Cartan (1923), Dereli

(1984), Flanders (1963), Sert (2005) kaynaklar�ndan yararlan�lm�³t�r. Bu tezde

{M, g} ile temsil edilen uzay-zaman için M 4-boyutlu diferansiyellenebilir bir

manifold ve g bu manifold üzerinde verilen uzay-zamandaki mesafeleri ölçmeye

yarayan (0,2) tipi bir metrik tensörüdür. Tensörlerin paralel ta³�nmas�ndan

ortaya ç�kan ba§lant� niceli§i ω ile gösterilecektir. {xµ(p)} koordinat fonksiyonlar�

uzay-zamandaki bir p noktas�nda olu³turulan koordinat sistemi için kullan�l�r.

Bu koordinat sistemi, Tp(M) tanjant uzay�n�n { ∂
∂xµ
} = {∂µ} baz vektörlerini

olu³turur ve koordinat referans çerçevesi olarak tan�mlan�r. Benzer ³ekilde,

koordinat fonksiyonlar�n�n diferansiyelleriyle olu³turulan {dxµ} baz ko-vektörleri

de T ∗p (M) kotanjant uzay�n�n herhangi bir p noktas�nda koordinat referans

ko-çerçevesini olu³turur, yani tanjant uzay�n�n ikilisidir. Çal�³t�§�m�z geometri

üzerindeki fonksiyonlar (0,0) tipi tensörlerden, vektörler (1,0) tipi tensörlerden

ve kovektörler de (0,1) tipi tensörlerden olu³ur. Te§et ve kote§et uzaylar�n�n

s�ras�yla baz ve ko-baz vektörlerinin iç çarp�m� yap�ld�§�nda, Kroenecker sembolü

elde edilir. Bu ifade

dxµ(
∂

∂xµ
) = ı ∂

∂xν
dxµ = δµν (2.1)

³eklinde gösterilir. Tp(M) tanjant uzay�n�n lineer olarak ba§�ms�z vektörler

kümesi ortonormalle³tirilebilir. Ortonormal hale getirilen bu küme Xa ³eklinde

yaz�l�r ve "ortonormal referans çerçevesi" olarak tan�mlan�r. Burada a =

0, 1, 2, 3'tür. Benzer ³ekilde, Xa kümesinin dual baz�, ko-tanjant uzay�nda

ortonormal baz ko-vektörleri ea ile gösterilir ve

ea(Xb) ≡ ıXb(e
a) = δab (2.2)
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e³itli§ini sa§lar. Bu M manifoldu üzerindeki (p,q) tipi bir tensör

T ∗(M)× ...T ∗(M)︸ ︷︷ ︸
p kez

T (M)× ...T (M)︸ ︷︷ ︸
q kez

→ R

olan bir gönderimdir. Buradaki çarp�m ise simetrik veya antisimetrik

olabilen tensörel çarp�md�r. Λp(M) ile gösterilen p-formlar� uzay� ise

Tp
∗(M) ∧ ... ∧ Tp∗(M)︸ ︷︷ ︸

p kez

tümüyle antisimetrik tensör çarp�m�yla olu³ur. ηab

ile gösterilen kö³egen elemanlar� (-1,1,1,1) olan 4x4'lük matris Minkowski

metri§i olarak tan�mlan�r ve iki ortonormal vektör alan�n�n iç çarp�m�yla

g(xa, xb) = ηab (a, b, · · · = 0, 1, 2, 3) olarak ifade edilir.

Manifold üzerindeki iki nokta aras�ndaki sonsuz küçük uzakl�k e§ri uzay-zaman

metri§ini tari�eyen

ds2 = ηabe
a ⊗ eb = −e0 ⊗ e0 + e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2 + e3 ⊗ e3

metri§iyle ortonormal 1-formlar cinsinden yukar�daki gibi verilir. Bu metrik (0,2)

tipi bir tensördür. Buradaki çarp�m ise simetrik tensör çarp�m�d�r.

B bir p-formlu tensör olmak üzere B ∈ Λp(M) dxµ 1-formlar ve Bµ bile³enler

cinsinden

B =
1

p!
Bµ1µ2...µpdx

µ1 ∧ ... ∧ dxµp

olarak aç�l�r.

D�³ cebirde tan�ml� A1 ∈ Λp(M), A2 ∈ Λq(M), A3 ∈ Λr(M) ve α reel bir sabit

için a³a§�daki ba§�nt�lar sa§lan�r:

1. (αA1) ∧ A2 = A1 ∧ (αA2) = α(A1 ∧ A2)

2. (A1 + A2) ∧ (A3) = A1 ∧ A3 + A2 ∧ A3
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3. A1 ∧ (A2 ∧ A3) = (A1 ∧ A2) ∧ A3

4. A1 ∧ A2 = (−1)p.qA2 ∧ A1

Diferansiyel formlar�n d�³ cebirinde d�³ türev

d : Λp(M) −→ Λp+1(M)

ile tan�mlan�r ve bir p-formu p + 1-forma gönderir. Yine A,A1 ∈ Λp(M), A2 ∈

Λq(M) olsun. D�³ türev operatörü olarak a³a§�daki maddeler sa§lan�r.

1. d(A1 + A2) = dA1 + dA2

2. dA = 1
p!

∂Aµ1∧···∧µp
∂xµ

dxµ ∧ dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµp

3. d(A1 ∧ A2) = dA1 ∧ A2 + (−1)pA1 ∧ dA2

4. d(dA) = 0

Benzer olarak iç çarp�m i³lemi ise

ı : Λp(M) −→ Λp−1(M)

p formu p−1 forma gönderen bir e³lemedir ve A ∈ Λp(M) için a³a§�daki özellikleri

sa§lar.

1. ıaf = 0

2. ıfaA = fıaA

3. ea ∧ ıaA = pA

4. ıaıbA = −ıbıaA

5. ıa(A1 ∧ A2) = ıaA1 ∧ A2 + (−1)pA1 ∧ ıaA2
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Hodge star i³lemi ise

∗ : Λp(M) −→ Λ4−p(M) (2.3)

p-formu 4 boyutlu bir manifold için 4 − p forma e³leyen bir operatör olarak

tan�mlan�r. Mn üzerinde tan�ml� bir n formun Hodge star�

∗e1 ∧ · · · ∧ en =
1

n!
εi1···ine

i1 ∧ · · · ∧ ein

ifadesiyle verilir. Burada εi1i2···in niceli§ine Levi-Civita tensörü denir.

Ayr�ca

∗1 = e0123 = e0 ∧ e1 ∧ e2 ∧ e3 =
1

4!
εabcde

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed (2.4)

ise yönlendirilmi³ hacim eleman�d�r.

Bu tezde antisimetrik Levi-civita tensörü ε0123 = +1 ³eklinde seçilmi³tir.

A,B ∈ Λp(M) olsun. Hodge star operatörünün p-formun üzerine etkisi a³a§�daki

gibidir.

1. A ∧ ∗B = B ∧ ∗A ve ∗B ∧ A = ∗A ∧B

2. ∗(A ∧ ea) = ıa ∗ A

3. ∗ ∗ A = ±A

B (p, q) tipi bir tensör olsun ve bu tensörün kovaryant d�³ türevi, normal d�³

türeve ilave olarak ba§lant� (connection) terimleri eklenerek

DBa1···ap
b1···bq = dBa1···ap

b1···bq + ωb1c ∧Ba1···ap
cb2···bq + · · ·

−ωca1 ∧Bca2···ap
b1···bq − · · · .

ile tan�mlan�r. Bu eklenen terimler düz uzaydan sapmalar� belirtir. Bu nedenle

düz uzayda sapmalar s�f�rken, e§ri uzayda s�f�rdan farkl� olarak kar³�m�za ç�kar.
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Burulma tensörü ya da torsion olarak adland�rd�§�mz tensör ise ea ko-frame

1-formlar�n kovaryant d�³ türeviyle tan�mlan�r:

T a := Dea = dea + ωab ∧ eb

E§ri uzay-zamanda s�f�rdan farkl� olan e§rilik tensörü 2- formu ise diferansiyel

formlarla ba§lant� 1-formlar� kullan�larak

Ra
b(ω) := dωab + ωac ∧ ωcb

³eklinde tan�mlan�r.

Metrik Gradyant Tensörü olarak adland�rd�§�m�z Qab 1-formu

Qab = −1

2
Dηab

nonmetrisiti (non-metricity) tensörü metri§in kovaryant d�³ türevi olarak

tan�mlan�r.
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3. f(R) GRAVİTASYON TEORİSİ

Bu çal�³mada R e§rilik skalar�n� R'nin herhangi bir fonksiyonu olan f(R)

ile de§i³tirerek elde edilen, Capozziello ve di§. (2004, 2006, 2007), Felice ve

Tsujikawa (2010), Sotiriou ve Faraoni (2010) kaynaklar� ba³ta olmak üzere çok

fazla literatüre sahip olan f(R) gravitasyon modelini inceleyece§iz. Bu tezde

Riemansal geometride çal�³t�§�m�zdan dolay� Qab = 0 ve T a = 0 s�n�rland�rmas�

koyuyoruz. Qab simetrik bir tensör oldu§u için f(R) modellerinde simetrik

k�s�m kendili§inden ayr�³�r ve Lagrangiana bir k�s�t eklemek gerekmez. Fakat T a

antisimetrik ba§lant�ya sahip oldu§undan bunu ayr�ca k�s�t olarak belirtmemiz

gerekir. Aksi halde burulmal� (T a 6= 0) olan uzay-zamanda modeli incelemi³

oluruz. Böylece ea ve ω varyasyonlar� ayr� ayr� iki denklem verecektir. T a = 0

oldu§unu sonra kullan�rsak bu iki denklemi birbirine ba§layacak bir ba§�nt�

bulamay�z. Bunu ancak ya ba³ta Lagrangianda belirtip sadece ea varyasyonuyla

tek bir gravitasyonel alan denklemi buluruz, ya da a³a§�da oldu§u gibi Lagrange

çarpanlar� yöntemiyle T a y� s�f�rlayarak elde edilen iki denklemden birini yok

ederek tek bir gravitasyon denklemini elde ederiz.

3.1 Varyasyon ile Alan Denklemlerinin Bulunuşu

f(R) Gravitasyon modelinin Lagrange 4-formu diferansiyel form

notasyonuyla

L = f(R) ∗ 1 + Lmat + λa ∧ T a (3.1)

olarak verilir. Burada f(R) Ricci skalar� R nin key� bir fonksiyonu, Lmat madde

Lagrangian�, λa ise burulma tensörünü s�f�r yapan bir Lagrange çarpan�d�r. Genel

formda gravitasyon alan�n�n davran�³�n� tari�eyen alan denklemlerini bulmak için

bu Lagrange yo§unlu§unun ea ko-çerçeve 1-formu ve ωab ba§lant� 1-formuna göre

varyasyonunu alal�m.
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δL = 0 (3.2)

Buradaki ilk terimin varyasyonunu hesaplayal�m

δ(f(R) ∗ 1) = δf(R) ∗ 1 + f(R)δ ∗ 1

=
df

dR
δR ∗ 1 + f(R)δ(

1

4!
εabcde

abcd)

= fRδ
(
ıbaR

ab
)
∗ 1 + f(R)

1

4!
[εabcdδe

a ∧ ebcd + εabcde
a ∧ δeb ∧ ecd

+εabcde
ab ∧ δec ∧ ed + εabcde

abc ∧ δed]

= fRδ
(
ıbaR

ab
)
∗ 1 + f(R)

1

4!
[εabcdδe

a ∧ ebcd − εabcdδeb ∧ eacd

+εabcdδe
c ∧ eabd − εabcdδedeabc] (3.3)

burada δea parantezine almak için b ↔ a, c ↔ a ve d ↔ a indis de§i³iklikleri

uyguluyoruz.

δ(f(R) ∗ 1) = fRδ
(
ıbaR

ab
)
∗ 1 + f(R)

1

4!
[εabcdδe

a ∧ ebcd − εbacdδea ∧ ebcd

+εcbadδe
a ∧ ecbd − εdbcaδeaedbc] (3.4)

kö³eli parantez içindeki 3. ve 4. terimdeki indislerin s�ralamas�n� ebcd ³eklinde

yazd�§�m�zda

δ(f(R) ∗ 1) = fRδ
(
ıbaR

ab
)
∗ 1 + f(R)

1

4!
[εabcdδe

a ∧ ebcd + εabcdδe
a ∧ ebcd

+εabcdδe
a ∧ ebcd + εabcdδe

aebcd] (3.5)

elde ediyoruz. Gerekli düzenlemelerle

δ(f(R) ∗ 1) = fRδ
(
ıbaR

ab
)
∗ 1 + f(R)

1

3!
εabcdδe

a ∧ ebcd (3.6)

sonucunu elde ederiz. �imdi δ
(
ıbaR

ab
)
hesab�n� yapal�m.

δ (f(R) ∗ 1) = fR
[
(δıb) ıaR

ab + ıb (δıa)R
ab + ıba

(
δRab

)]
∗ 1

+f(R)δea ∧ 1

3!
εabcd ∧ ebcd (3.7)
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kö³eli parantez içindeki 2. ve 3. terimlerdeki a↔ b indislerini de§i³tirerek

δ (f(R) ∗ 1) = fR
[
(δıb)R

b + ıa (δıb)R
ba + ıba

(
δRab

)]
∗ 1

+f(R)δea ∧ 1

3!
εabcd ∧ ebcd (3.8)

elde ettik.

δ (f(R) ∗ 1) = fR
[
(δıb)R

b + (δıb)R
b + ıba

(
δRab

)]
∗ 1

+f(R)δea ∧ 1

3!
εabcd ∧ ebcd (3.9)

gerekli düzenlemeler yap�larak

δ (f(R) ∗ 1) = fR
[
2 (δıb)R

b + ıbaδ
(
dωab + ωac ∧ ωcb

)]
∗ 1

+f(R)δea ∧ 1

3!
εabcd ∧ ebcd

δ (f(R) ∗ 1) = fRıba
(
dδωab + δωac ∧ ωcb + ωac ∧ δωcb

)
∗ 1

+f(R)δea ∧ 1

3!
εabcd ∧ ebcd + 2fR (δıb)

(
Rb,

ce
c
)
∗ 1

elde ediyoruz ve burada X = fRıba
(
dδωab + δωac ∧ ωcb + ωac ∧ δωcb

)
olarak

tan�mlayal�m.

δ (f(R) ∗ 1) = 2fR
(
Rb,

c

)
(δıb) e

c ∗ 1 +X + f(R)δea ∧ ∗ea (3.10)

δ (f(R) ∗ 1) = −2fRR
b,
cδe

cıb ∗ 1 +X + f(R)δea ∧ ∗ea (3.11)

c ve a indisleri aras�nda de§i³im yaparak δea parantezine alal�m.

δ (f(R) ∗ 1) = δea ∧ (−2fR ∗Ra) +X + f(R)δea ∧ ∗ea (3.12)

oldu§u bulunur. Burada fRıbaDδωab ∗ 1 = X ifadesinden δwab yi çekersek

ıb(fRıaDδω
ab ∗ 1) = fRıbaDω

ab ∗ 1− fRıaDδωab ∗ eb (3.13)
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sol taraf 5-form oldu§undan s�f�ra e³ittir.

0 = X − fRıaDδωab ∗ eb

X = fRıaDω
ab ∗ eb (3.14)

Benzer bir i³lem ile

ıa(fRDδω
ab ∧ ∗eb) = X + fRDδω

ab ∧ ∗eba = 0 (3.15)

buradan X = −fRDδωab ∧ ∗eba

D(fRδω
ab ∧ ∗eba) = −X − δωabD(fR ∗ eba) (3.16)

tam türevin alan denklemlerine katk�da bulunmad�§� bilinerek sol taraf s�f�r al�n�r.

Buradan X terimi

X = −δωab ∧D(fR ∧ ∗eba)

= δωab ∧D(fR ∧ ∗eab) (3.17)

olarak bulunur.Böylece ilk terimin varyasyonu

δ (f(R) ∗ 1) = δea ∧ (−2fR ∗Ra + f(R) ∗ ea) + δωab ∧D(fR ∧ ∗eab) (3.18)

olarak hesaplan�r. Yine madde Lagrangian�n�n varyasyonu a³a§�daki

enerji-momentum tensörüyle verilir.

δLmat = 2δea [(ρ+ p)Ua ∗ U + p ∗ ea] (3.19)

burada ρ enerji yo§unlu§u ve p ise bas�nç olarak isimlendirilir. Burada U zamansal

bir vektör alan�d�r ve

UaUa = −1 (3.20)

ko³ulunu sa§lar. Bu zamansal vektör alan�n�

Ua = (−1, 0, 0, 0) ve Ua = (1, 0, 0, 0) (3.21)
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olarak alabiliriz. Son olarak (3.1) Lagrangian�ndaki son terimin varyasyonunu

bulal�m.

δ(λa ∧ T a) = δλa ∧ T a + λa ∧ δT a

= δλa ∧ T a + λa ∧ δ(dea + ωab ∧ eb)

= δλa ∧ T a + δea ∧Dλa + δωab ∧ λa ∧ eb (3.22)

Böylece ba§lant� 1-form varyasyonundan gelen denklem

δωab ∧ [D(fR ∧ ∗eab) +
1

2
(λa ∧ eb − λb ∧ ea)] = 0 (3.23)

Burada son i³lem λa ∧ eb çarp�m�n� antisimetrik yapmak içindir. Böylece

Lagrangiandaki her bir terimin varyasyonunu alm�³ oluyoruz. Bu sonuçlar� δea

ve δωab parantezinde toplarsak

δea ∧ (−2fR ∗Ra + f(R) ∧ ∗ea + (ρ+ p)Ua ∗ U + p ∗ ea +Dλa) = 0 (3.24)

δωab ∧ [
1

2
(λa ∧ eb − λb ∧ ea) +D(fR ∗ eab)] = 0 (3.25)

δλa ∧ T a = 0 (3.26)

denklemlerini elde ederiz. Buradaki δωab denklemini ıa ile çarparak λa y� a³a§�daki

gibi çözeriz.

1

2
(λa ∧ eb − λb ∧ ea) = Σab = −D(fR ∗ eab)

λa ∧ eb − λb ∧ ea = 2Σab

ıaλa ∧ eb + λaδ
a
b − ıaλb ∧ ea − λbδaa = 2ıaΣab (3.27)

son sat�r�n 3. teriminde λb 2 form oldu§u için λb ile ea yer de§i³tirdi§imizde bir −

i³areti gelir. −3λb + 2λb = −λb olur. A³a§�da elde edilen denklemi bir kez daha
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ıa ile çarparsak

−λb + ıaλa ∧ eb = 2ıaΣab

4ıaλa = 2ıbıaΣab

ıaλa =
1

2
ımınΣmn (3.28)

λb = ıaλa ∧ eb − 2ıaΣab (3.29)

=
1

2
ımınΣmn ∧ eb − 2ıaΣab (3.30)

son Σab teriminde a↔ b de§i³ikli§i yaparsak,

λa =
1

2
ımınΣmn ∧ ea − 2ıbΣba (3.31)

yine buradaki son terimde b↔ a de§i³ikli§i yaparsak

λa = −2ıbD(fR ∗ eab) +
1

2
ımnΣmn ∧ ea (3.32)

= −2ıbDfR ∧ ∗eab − 2ıbfRD ∗ eab

+
1

2
ımn(DfR ∧ ∗emn + fRD ∗ emn) ∧ ea (3.33)

bulunur. Burada Ta = 0 ve Qab = 0 oldu§undan D ∗ eab = 0 olur.

λa = −2ıbDfR ∧ ∗eab +
1

2
(ımnDfR ∧ ∗emn +DfR ∧ ımn ∗ emn) (3.34)

burada ımnDfR ∧ ∗emn = 0 ve DfR ∧ ∗emn +DfR ∧ ımn ∗ emn = 0 oldu§u için

λa = −2 ∗ (ea ∧ eb ∧ ıbDfR) (3.35)

λa = −2 ∗ (ea ∧DfR) (3.36)

elde edilir. Bu λa n�n kovaryant d�³ türevini alal�m:

Dλa = −2D ∗ (ea ∧DfR) (3.37)

bu ifadeyi (3.24) gravitasyonel alan denkleminde yerine yazd�§�m�zda

f(R) ∗ ea − 2fR ∗Ra − 2D ∗ (ea ∧DfR) = −2(ρ+ p)Ua ∗ U − 2p ∗ ea (3.38)
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elde ederiz. Bu denklemde, f = R/κ2 yaz�ld�§�nda Einstein'�n gravitasyon alan

denkleminde dönü³mesi için bu denklemi −1/2 ile çarpal�m.

fR ∗Ra − 1

2
f(R) ∗ ea +D ∗ (ea ∧DfR) = (ρ+ p)Ua ∗ U + p ∗ ea (3.39)

Böylece f = R/κ2 için aç�kça görülüyor ki

∗Ra − 1

2
R ∗ ea = κ2(ρ+ p)Ua ∗ U + κ2p ∗ ea (3.40)

veya ba³ka bir ifadeyle

Ga = κ2τa (3.41)

Einstein alan denklemine indirgenir. (3.39) denkleminde S�ras�yla a = 0, 1, 2, 3

olarak ald�§�m�zda ise

fR ∗R0 − 1

2
f(R) ∗ e0 +D ∗ (e0 ∧DfR) = (ρ+ p)U0 ∗ U + p ∗ e0 (3.42)

fR ∗R1 − 1

2
f(R) ∗ e1 +D ∗ (e1 ∧DfR) = (ρ+ p)U1 ∗ U + p ∗ e1 (3.43)

fR ∗R2 − 1

2
f(R) ∗ e2 +D ∗ (e2 ∧DfR) = (ρ+ p)U2 ∗ U + p ∗ e2 (3.44)

fR ∗R3 − 1

2
f(R) ∗ e3 +D ∗ (e3 ∧DfR) = (ρ+ p)U3 ∗ U + p ∗ e3 (3.45)

her bir bile³en için alan denklemlerini elde ederiz. Burada küresel simetrik

metrikler için a = 2 ve a = 3 ayn� diferansiyel denklemleri verir.
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3.2 Küresel Simetrik, Statik Çözümler

Einstein denklemini çözmek 4 × 4-lük matristen olu³an metri§in her bir

eleman�n� çözmek anlam�na gelir. Metri§in simetrik olmas�ndan dolay� 10 bile³eni

oldu§unu biliyoruz ve böylece genel bir metrik için lineer olmayan diferansiyel

denklem sistemine dönü³en Einstein denklemlerini tam çözmek imkans�zd�r.

Bu sebepten, metri§in küresel simetrik oldu§u yakla³�m� kullanal�m. f(R)

modelinin küresel simetrik statik çözümlerini ara³t�rarak bunlar� y�ld�zlar�n kütle

ve yar�çaplar�n� belirlemek için kullanaca§�z. Genel bir küresel simetrik statik

metrik

ds2 = −h(r)dt2 + g(r)dr2 + r2dθ2 + r2sin2θdφ2 (3.46)

olarak al�n�r. Bu metrik için uygun ortnormal ko-çerçeve

e0 =
√
h(r)dt e1 =

√
g(r)dr e2 = rdθ e3 = rsinθdφ (3.47)

olarak belirlenir. Ayr�ca bu ortonormal olmayan bazlar da ortonormal 1-formlar

cinsinden yaz�labilir.

dt =
e0√
h(r)

dr =
e1√
g(r)

dθ =
e2

r
dφ =

e3

rsinθ
(3.48)

Bu ortonormal baz 1-formlar�n d�³ türevleri hesaplan�r.

de0 =
1

2
√
h
h′dr ∧ dt+

√
hdt ∧ dt =

h′(r)

2h
√
g
e10

de1 = (
1

2
√
g

)g′dr ∧ dr = 0,

de2 = 1dr ∧ dθ + rdθ ∧ dθ = dr ∧ dθ =
1

r
√
g
e12

de3 = sinθdr ∧ dφ+ rcosθdθ ∧ dφ

= sinθdr ∧ dφ+ rcosθdθ ∧ dφ

=
1

r
√
g
e13 +

cotθ

r
e23
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Bu modelde Riemansal uzay-zaman� kullan�yoruz. Bu uzay-zamanda T a = 0

oldu§undan dea = eb ∧ ωab ba§�nt�s�n� kullanarak Levi-Civita ba§lant�s�n�n her

bir bile³enini hesaplayabiliriz.

de0 = e1 ∧ ω0
1 + e2 ∧ ω0

2 + e3 ∧ ω0
3 =

h′

2h
√
g
e10 (3.49)

de1 = e0 ∧ ω1
0 + e2 ∧ ω1

2 + e3 ∧ ω1
3 = 0 (3.50)

de2 = e0 ∧ ω2
0 + e1 ∧ ω2

1 + e3 ∧ ω2
3 =

1

r
√
g
e12 (3.51)

de3 = e0 ∧ ω3
0 + e1 ∧ ω3

1 + e2 ∧ ω3
2 =

1

r
√
g
e13 +

cotθ

r
e23 (3.52)

Sonuç olarak Levi-Civita ba§lant�s�n�n her bir bile³enini

ω0
1 =

h′(r)

2h
√
g
e0, ω2

1 =
1

r
√
g
e2, ω3

1 =
1

r
√
g
e3, ω3

2 =
cotθ

r
e3 (3.53)

ω0
0 = ω1

1 = ω2
2 = ω0

3 = ω2
0 = 0 (3.54)

olarak buluruz. E§rili§i bulmak için ba§lant� bile³enlerinin d�³ türevleri al�n�r.

dω0
1 = d

(
h′

2h
√
g
e0
)

=

(
h′

2h
√
g

)′
dr ∧ e0 +

(
h′

2h
√
g

)
de0

=

(
h′

2h
√
g

)′
1
√
g
e10 +

(
(h′)2

4h2g

)
e10

=

((
h′

2h
√
g

)′
1
√
g

+
h′2

4h2g

)
e10 (3.55)

dω2
1 = d

(
1

r
√
g
e2
)

=

(
1

r
√
g

)′
dr ∧ e2 +

1

r
√
g
de2

=

((
1

r
√
g

)′
1
√
g

+
1

r2g

)
e12 (3.56)

dω3
1 = d

(
1

r
√
g
e3
)

= (
1

r
√
g

)′dr ∧ e3 +
1

r
√
g
de3

=

((
1

r
√
g

)′
1
√
g

+
1

r2g

)
e13 +

cotθ

r2
√
g
e23 (3.57)
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dω3
2 = d

(
cotθ

r
e3
)

=

(
cotθ

r

)′
∧ e3 +

cotθ

r
de3

= − 1

r2
e23 (3.58)

olarak ba§lant� bile³enlerinin d�³ türevlerini buluruz.

Bu çal�³mada burulma ve nonmetricity s�f�rd�r, T a = 0 ve Qa
b = 0, Rab 6=

0. Bu e§rilik 2-form

Ra
b = dωab + ωac ∧ ωcb (3.59)

olarak tan�mlan�r. Bu denklemi kullanarak ve ba§lant� bir formlar�n� a³a§�daki

ifadelerde yerine yazarak her bir e§rilik bile³enini hesap edelim.

R0
1 = dω01 + ω0

0 ∧ ω0
1 + ω0

1 ∧ ω1
1 + ω0

2 ∧ ω2
1 + ω0

3 ∧ ω3
1

= dω01

R0
1 =

((
h′

2h
√
g

)′
1
√
g

+
(h′)2

4h2g

)
e10 (3.60)

ve i = 1, 2, 3 için R0
i = Ri

0 oldu§undan, benzer i³lemlerle di§er bile³enleri de

R0
2 = dω0

2 + ω0
0 ∧ ω0

2 + ω0
1 ∧ ω1

2 + ω0
2 ∧ ω2

2 + ω0
3 ∧ ω3

2

= ω0
1 ∧ ω1

2

R0
2 =

(
h′

2hgr

)
e20 (3.61)

R0
3 = dω0

3 + ω0
0 ∧ ω0

3 + ω0
1 ∧ ω1

3 + ω0
2 ∧ ω2

3 + ω0
3 ∧ ω3

3

= ω0
1 ∧ ω1

3

R0
3 =

(
h′

2hgr

)
e30 (3.62)

R2
1 = dω2

1 + ω2
0 ∧ ω0

1 + ω2
1 ∧ ω1

1 + ω2
2 ∧ ω2

1 + ω2
3 ∧ ω3

1

R2
1 =

[(
1

r
√
g

)′
1
√
g

+
1

r2g

]
e12 (3.63)
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R3
1 = dω3

1 + ω3
0 ∧ ω0

1 + ω3
1 ∧ ω1

1 + ω3
2 ∧ ω2

1 + ω3
3 ∧ ω3

1

= dω3
1 + ω3

2 ∧ ω2
1

R3
1 =

[(
1

r
√
g

)′
1
√
g

+
1

r2g

]
e13 (3.64)

R3
2 = dω3

2 + ω3
0 ∧ ω0

2 + ω3
1 ∧ ω1

2 + ω3
2 ∧ ω2

2 + ω3
3 ∧ ω3

2

= dω3
2 + ω3

1 ∧ ω1
2

R3
2 =

1

r2

(
1− 1

g

)
e32 (3.65)

olarak hesaplan�r. Ayr�ca simetriden ötürü R0
0 = R1

1 = R2
2 = R3

3 = 0'd�r.

Yukar�daki ba§�nt�lar� ve

Ra = ıbR
b
a (3.66)

tan�m�n� kullanarak bo³lukta Einstein denklemlerini olu³turabilmek için her bir

Ricci e§rilik bir formu bile³enini bulal�m.

R0 = ı0R
0
0 + ı1R

1
0 + ı2R

2
0 + ı3R

3
0 = ı1R

1
0 + ı2R

2
0 + ı3R

3
0

ve metrik yard�m�yla

R0 = ı1

((
h′

2h
√
g

)′
1
√
g

+
(h′)2

4h2g

)
e10 + ı2

(
h′

2hgr

)
e20 + ı3

(
h′

2hgr

)
e30

R0 = −
((

h′

2h
√
g

)′
1
√
g

+
(h′)2

4h2g
+

h′

hgr

)
e0 (3.67)

elde ederiz. R1, R2 ve R3 için de benzer hesaplar� yaparsak

R1 = ı0R
0
1 + ı1R

1
1 + ı2R

2
1 + ı3R

3
1 = ı0R

0
1 + ı2R

2
1 + ı3R

3
1

R1 = ı0

((
h′

2h
√
g

)′
1
√
g

+
(h′)2

4h2g

)
e10

+ı2

((
1

r
√
g

)′
1
√
g

+
1

r2g

)
e12

+ı3

((
1

r
√
g

)′
1
√
g

+
1

r2g

)
e13

R1 =

[
−
(

h′

2h
√
g

)′
1
√
g
− (h′)2

4h2g
− 2

((
1

r
√
g

)′
1
√
g

+
1

r2g

)]
e1 (3.68)
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R2 = ı0R
0
2 + ı1R

1
2 + ı2R

2
2 + ı3R

3
2 = ı0R

0
2 + ı1R

1
2 + ı3R

3
2

R2 = ı0

(
h′

2hgr

)
e20 + ı1

((
1

r
√
g

)′
1
√
g

+
1

r2g

)
e21

+ı3
1

r2

(
1− 1

g
e32
)

R2 =

[
− h′

2hgr
−
(

1

r
√
g

)′
1
√
g
− 1

r2g
+

1

r2

(
1− 1

g

)]
e2 (3.69)

R3 = ı0R
0
3 + ı1R

1
3 + ı2R

2
3 + ı3R

3
3 = ı0R

0
3 + ı1R

1
3 + ı2R

2
3

R3 = ı0

[(
h′

2hgr

)
e30
]

+ ı1

[((
1

r
√
g

)′
1
√
g

+
1

r2g

)
e31
]

+ ı2

[
− 1

r2

(
1− 1

g

)
e32
]

R3 =

(
− h′

2hgr
−
(

1

r
√
g

)′
1
√
g
− 1

r2g
+

1

r2

(
1− 1

g

))
e3 (3.70)

olur. R = ıaR
a tan�m�n� kullanarak e§rilik skalar�n� hesaplayal�m.

R = ı0R
0 + ı1R

1 + ı2R
2 + ı3R

3 (3.71)

burada Ra Ricci bir formlar�n� yerine koydu§umuzda

R = −
((

h′

2h
√
g

)′
1
√
g

+
(h′)2

4h2g
+

h′

hgr

)
ı0e

0

+

(
−
(

h′

2h
√
g

)′
1
√
g
− (h′)2

4h2g
−
(

1

r
√
g

)′
2
√
g
− 2

r2g

)
ı1e

1

+

(
− h′

2hgr
−
(

1

r
√
g

)′
1
√
g
− 1

r2g
+

1

r2
− 1

gr2

)
ı2e

2

+

(
− h′

2hgr
−
(

1

r
√
g

)′
1
√
g
− 1

r2g
+

1

r2
− 1

gr2

)
ı3e

3

elde ederiz. ıaeb = δba oldu§u kullan�l�rsa ve gerekli düzenlemeler yap�l�rsa

R = −
(

h′

2h
√
g

)′
2
√
g
− (h′)2

2h2g
− 2h′

hgr
−
(

1

r
√
g

)′
4
√
g
− 6

r2g
+

2

r2
(3.72)

olur. Gravitasyonel alan denkleminin a = 0, 1, 2 bile³enleri olan (3.42), (3.43),

(3.44) denklemlerinde (3.67), (3.68), (3.69) ifadelerini yerine koydu§umuzda üç
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farkl� diferansiyel denklemi elde edece§iz. Bunlardan ilki olan 0. bile³enini

a³a§�daki gibi hesaplar�z.

−2fR ∗R0 + f(R) ∧ ∗e0 − 2D ∗ (e0 ∧DfR) = −(ρ+ p)U0 ∗ U − p ∗ e0 (3.73)

Buradaki D ∗ (e0 ∧DfR) terimi hesaplamak için

La = ∗(ea ∧ dfR) (3.74)

tan�m� yap�yoruz. Daha sonra kovaryant d�³ türev tan�m�n� kullanarak a³a§�daki

i³lemleri yapal�m.

D ∗ (e0 ∧ dfR) = DL0 = dL0 + ω0
b ∧ Lb

= dL0 + ω0
1 ∧ L1 + ω0

2 ∧ L2 + ω0
3 ∧ L3 (3.75)

Burada daha önce hesaplad�§�m�z ba§lant� 1-formlar� yerine koyulursa

DL0 = d ∗ (e0 ∧ f ′Rdr)

= d ∗ (
f ′R√
g
e01)

= −d(
f ′R√
g
e23)

= −d(
f ′R√
g

)e23 − f ′R√
g
de23

= −(
f ′R√
g

)′
1
√
g
e123 − 2

√
g

f ′R√
g
e123

= (−f
′′
R

g
+
f ′Rg

′

2g2
− 2f ′R

rg
)e123 (3.76)

Burada ∗e01 = −e23 oldu§u ve (3.49), (3.50), (3.51) ve (3.52) denklemleri

kullan�ld�. Benzer ³ekilde di§er bile³enleri de hesaplan�rsa

DL1 = (−h
′f ′R

2hg
− 2f ′R

rg
)e023 (3.77)

DL2 = (
f ′′R
g
− f ′Rg

′

2g2
+
f ′Rh

′

2gh

f ′R
rg

)e013 (3.78)

DL3 = −(
f ′′R
g
− f ′Rg

′

2g2
+
f ′Rh

′

2gh

f ′R
rg

)e012 (3.79)

(3.80)

23



elde ederiz.

Denklem (3.20) yi bu denklemde a³a§�daki ³ekilde kullanal�m.

U0 ∗ U = U0 ∗ Uaea = U0Ua ∗ ea = U0U0 ∗ e0 = − ∗ e0

Bu e³itlikleri ilk olarak (3.42) denklemlerinde yerine koyaca§�z. O halde

gravitasyonel alan denkleminin 0. bile³eni

−f
′′
R

g
+ (

g′

2g2
− 2

gr
)f ′R + (− h′2

4h2g
− h′g′

4hg2
+

h′′

2hg
+

h′

hgr
)fR +

f

2
= ρ (3.81)

haline gelir. Benzer ³ekilde U1, U2, U3 = 0 oldu§undan U1∗U = U2∗U = U3∗U =

0 al�narak ve (3.68), (3.69) ve (3.70) kullan�larak Gravitasyonel alan denkleminin

1., 2. ve 3. bile³enleri olan (3.43), (3.44) ve (3.45) denklemleri de hesaplan�rsa,

sonuç olarak ∗e1 ve ∗e2 katsay�lar�n� alarak elde etti§imiz diferansiyel denklemler

a³a§�daki gibidir.

−(
h′

2hg
+

2

gr
)f ′R + (− h′2

4h2g
− h′g′

4hg2
+

h′′

2hg
− g′

g2r
)fR +

f

2
= −p (3.82)

f ′′R
g

+ (
h′

2hg
− g′

2g2
+

1

gr
)f ′R + (

g′

2g2r
− h′

2hgr
+

1

r2
− 1

gr2
)fR −

f

2
= p (3.83)

Burada fR = df
dR

oldu§u ve R Ricci e§rilik skalar�n�n (3.72) oldu§u

unutulmamal�d�r.

R = −
(

h′

2h
√
g

)′
2
√
g
− (h′)2

2h2g
− 2h′

hgr
−
(

1

r
√
g

)′
4
√
g
− 6

r2g
+

2

r2
(3.84)

Bu 5 bilinmeyenli 3 diferansiyel denkleme çözümler aran�r. Burada

bilinmeyenlerden biri olan f(R) fonksiyonunu belirlerken gözlemlerle uyumlu ve

�ziksel olup olmad�§�na dikkat edilir. p bas�ç ile ρ enerji yo§unlu§u aras�nda ço§u

zaman bir durum denklemi (equation of state) denilen ve p = f(ρ) ³eklinde

bir ba§�nt� oldu§u varsay�l�r ve böylece 5 bilinmeyenli 4 denkleme dönü³ür.

p = ωρ lineer ve p = ωρk politropik durum denklemi yakla³�mlar� literatürde

çok kullan�lm�³t�r. Yine de y�ld�zlar�n içindeki durum denkleminin ne oldu§u ile

ilgili çal�³malar sürmektedir. Bu nedenle bu fonksiyonlar key� al�narak çözümlere

bak�labilir.
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3.2.1 Boşlukta çözümler (ρ = p = 0 )

Bu (3.81), (3.82) ve (3.83) diferansiyel denklemlerinin bo³lukta, yani ρ =

p = 0 iken genel bir çözümü Clifton (2005) taraf�ndan

f(R) = R1+α (3.85)

için a³a§�daki gibi bulunmu³tur.

h(r) = r
2α(1+2α)

1−α +
c

r
1−4α
1−α

(3.86)

g(r) =
(1− 2α + 4α2)(1− 2α(1 + α))

(1− α)2

(
1 +

c

r 1−2α+4α2

1−α

)−1
(3.87)

Bu durumda

R =
6α(1 + α)

2α2 + 2α− 1
r−2 (3.88)

olarak hesaplan�r ve

fR = (1 + α)Rα (3.89)

olur. Bu çözümde α = 0 al�n�rsa Genel Görelilikteki Schwarzchild çözümü

bulunur.

Bu (3.81), (3.82) ve (3.83) diferansiyel denklemlerine bir di§er çözüm

olarak Sa�ari (2008), Sebastiani ve Zerbini (2011) makalelerinde dü³ünülen

ve

h(r) =
1

2
(1− c1

r2
+ c2r

2) (3.90)

ile

g(r) =
1

h(r)
(3.91)
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metrik fonksiyonlar� al�n�rsa

R(r) = −6c2 +
1

r2
(3.92)

fR(r) = ar (3.93)

f(r) =
2fR(r)

r2
=

2ar

r2
=

2a

r
(3.94)

olarak elde edilir. (3.92) denkleminin tersi al�narak r =
√

1
R+6c2

bulunur. Bu

ifade (3.93) ve (3.94) de yerine yaz�larak

fR(R) =
df

dR
= a

√
1

R + 6c2
(3.95)

f(R) =
a

2

√
R + 6c2 + C3 (3.96)

oldu§u görülür.

f(R) gravitasyon teorisinde küresel simetri ve zay�f alan yakla³�m�

alt�ndaki ba§�nt�larda dü³ünülerek detayl� bir ³ekilde Capozziello ve di§.

(2008) makalesinde tart�³�lm�³t�r. Yine bu makalede küresel simetrik çözümler

bulmak için pertürbasyon yakla³�m� kullan�lm�³ ve sonuçlar� tart�³�lm�³t�r.

f(R) gravitasyon modelinin bo³lukta küresel simetrik statik çözümleri yüksek

boyutlu uzay-zamanlara Carames ve Bezerra de Mello (2009) makalesinde

genelle³tririlmi³tir.

Yine f(R) gravitasyon medelinin sahip oldu§u küresel simetrik çözümler,

Capozziello, Cardone ve Troisi (2006), Capozziello ve di§. (2007), Frgerio ve

Salucci (2007), Mendoza ve Rosas-Guevara (2007), Sobouti (2007) makalelerinde

de incelendi§i gibi spiral galaksilerin dönme h�z e§rilerinde görülen ve

aç�klanamayan durumu karanl�k maddeye ihtiyaç duymadan aç�klayabilmektedir.

26



3.2.2 Yıldız Çözümleri (ρ 6= p 6= 0)

Di§er yandan nötron y�ld�z� gibi kompakt y�ld�zlar�n kütle ve yar�çap

gibi �ziksel özelliklerine öngörüler elde edebilmek için, (3.81), (3.82) ve (3.83)

denklemlerinde ρ enerji yo§unlu§u ve p bas�nc�n�n s�f�rdan farkl� oldu§u veya

madde enerji-momentum tensörünün s�f�rdan farkl� oldu§u durumlar için analitik

ve realistik modeller bulmak oldukça zordur. Çünkü elde edilen model y�ld�z�n

d�³�nda yani ρ = p = 0 oldu§u durumda gözlemlerle tutarl� olmal� ve Schwarzchild

tipi bir çözümler elde edilmelidir. Ayr�ca y�ld�z�n yüzeyinde metrik potansiyelin

sürekli oldu§u bir geçi³ sa§lanmal�d�r. Bu denklemlerin pertürbatif bir yakla³�mla

ρ ile p aras�nda gerçekçi durum denklemleri kullan�larak nötron y�ld�zlar�na

uygulanmas� Alavirad ve di§. (2013), Arapo§lu ve di§. (2011), Astashenok ve

di§. (2013, 2014), Cooney ve di§. (2010), Yazadjiev ve di§. (2014) makalelerinde

incelenmi³tir.

Yine bu denklemlerin pertürbatif olmayan nümerik çözümleri Astashenok

ve di§. (2015), Gannouji ve di§. (2014), Yazadjiev ve di§. (2014) makalelerinde

bulunabilir.

Bu denklemlerdeki bas�nc�n pr ve pt ³eklinde anizotropik oldu§u

denklemlere çözümler ise Abbas ve di§. (2015), Zubair ve di§. (2016)

makalelerinde bulunabilir.

Nötron y�ld�z� ara³t�rmalar�n�n en büyük problemlerinden biri; gerçekçi bir

durum denklemine sahip bir y�ld�z için Einstein'in Genel Relativite teorisinden

elde edilen kütle ile gözlemlenen de§er aras�nda büyük bir kütle fark�n�n olmas�d�r.

Bu durumu aç�klamak için kullan�lan bu f(R) modelleri oldukça ba³ar�l� sonuçlar

vermektedir.
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4. SONUÇ

Bu tezde modi�ye bir gravitasyon teorisi olan f(R) gravitasyon teorisi

ve küresel simetrik statik çözümleri di�eransiyel formlar ve d�³ cebrin özellikleri

kullan�larak incelendi. �lk olarak f(R) gravitasyon modelini temsil eden

eylem integralinin ortanormal koçerçeve 1-form ve ba§lant� bir formlar�na

göre varyasyonu al�narak gravitasyonel alan denklemleri elde edildi. Burada

ba§lant� 1-formlar�n�n olu³turdu§u denklemdeki bilinmeyen Lagrange çarpanlar�

ko-çerçeve varyasyonundan gelen denklemde yerine yaz�larak, tek bir 4-bile³enli

alan denklemine ula³�ld�. Bu alan denkleminden küresel simetrik statik bir

metrik için 3 tane diferansiyel denklem elde edildi. Bu diferansiyel denklemlerin

daha önce literatürde verilen ve diferansiyel formlar kullan�lmadan varyasyon

yöntemiyle farkl� bir ³ekilde elde edilen diferansiyel denklemlerle ayn� oldu§u

gösterildi. Bu diferansiyel denklemlere çözümler ara³t�r�ld� ve daha önce bulunan

çözümler tekrar kontrol edildi. Bu çözümlerin ideal bir ak�³kan�n iç çözümlerini

tarif etmesi istenilerek, ρ enerji yo§unlu§una ve p bas�nc�na sahip ideal bir ak�³kan

için çözümlerin hangi ³artlar� sa§lamas� gerekti§i tart�³�ld�.
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