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OZET

KESIRLI INTEGRAL DENKLEMLER iCiN YAKLASIK COZUMLER
DOKTORA TEZIi
SERPIL SALINAN
PAMUKKALE UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI
UYGULAMALI MATEMATIK
(TEZ DANISMANI: PROF. DR. AYSEGUL DASCIOGLU)

DENIZLi, HAZIiRAN - 2019

Bu tez galismasi bes ana boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde; integral
denklem, kesirli analiz, kesirli integral, kesirli integral denklem, Abel denklemleri
ve bu denklemlerin ¢dziimleri ile ilgili literatiir bilgisine yer verilmistir. Ikinci
boliimde; ortogonal fonksiyonlardan Laguerre, Hermite, Legendre, Chebyshev ve
Jacobi polinomlarinin tanimlari, dzellikleri ve grafikleri ifade edilmistir. Ugiincii
boliimde; literatiirde var olan farkli kesirli integral tanimlarindan bahsedilmistir.
Dordiincii  boliimde; oncelikle integral denklemlerle ilgili temel kavramlar
verilmig, ardindan Volterra integral denklemleri ve dolayisiyla kesirli integral
denklemler igin ortogonal polinomlara dayali iki farkli siralama yontemi
gelistirilmistir. Besinci boliimde ise sekiz farkli problem ele alinmis ve sunulan
yontemlerle farkli ortogonal polinomlar kullanilarak ¢dziilmiistiir. Bu ¢oziimlerin
program kodlari hem Mathcad 15 hem de Matlab R2015a’da yazilmistir. Ayrica
elde edilen sonugclar literatiirdeki diger yontemlerle de karsilagtirilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Kesirli integral denklemler, Abel integral
denklemler, Volterra integral denklemler, tekil integral denklemler, siralama
yontemi.



ABSTRACT

APPROXIMATE SOLUTIONS OF FRACTIONAL INTEGRAL

EQUATIONS
PH.D THESIS

SERPIL SALINAN

PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS
APPLIED MATHEMATICS
(SUPERVISOR: PROF. DR. AYSEGUL DASCIOGLU)

DENIZLI, JUNE 2019

This thesis consists of five main chapters. The literature information on
integral equation, fractional analysis, fractional integral, fractional integral
equation, Abel’s equations and their solutions, is given in the first chapter. The
definitions, properties and graphs of the orthogonal functions, such as Laguerre,
Hermite, Legendre, Chebyshev and Jacobi polynomials, are expressed in the
second chapter. Different definitions of fractional integral which exist in the
literature are mentioned in the third chapter. In the fourth chapter, firstly the basic
concepts of integral equations are given, and then two different collocation
methods based on the orthogonal polynomials are developed for Volterra integral
equations and fractional integral egations. In the fifth chapter, eight different
problems are discussed and solved by the methods presented using different
orthogonal polynomials. The program codes of these solutions are also written in
both Mathcad 15 and Matlab R2015a. In addition, the obtained results are
compared with the other methods in the literature.

KEYWORDS: Fractional integral equations, Abel integral equations, Volterra
integral equations, singular integral equations, collocation method.
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1. GIRIS

Integral denklem, integral isareti altinda bilinmeyen fonksiyonu igeren
denklemdir. integral denklemler; sonlu bir kapali aralik igin baslangic deger
problemleriyle modellenen kimya, biyoloji, fizik ve miihendislik uygulamalarinda

ortaya ¢ikar (Wazwaz 1997).

Integral denklemlerinin konusu, soyut ve uygulamali matematikte en
kullanigli matematiksel araclardan biridir. Bircok fiziksel problemlerde ¢ok genis
uygulamalar1 vardir. Adi ve kismi diferansiyel denklemlerle iliskili bir¢cok baslangi¢
ve sinir deger problemleri, integral denklemlerin  yaklasik ¢oziimiine
doniistiiriilebilir. 1825°te Abel, tinli tautochrone problemiyle baglantili bir integral
denklemi ilk kez tiiretmistir. Integral denklemler teorisinin baslica arastirmacilari;
Vito Volterra (1860-1940), Ivar Fredholm (1866-1927), David Hilbert (1862-1943)
ve Erhard Schmidt (1876-1959) dir. Volterra, teorinin Onemini fark eden ve
sistematik olarak ¢alisan ilk kisidir (Rahman 2007).

Kesirli analiz; fen ve miihendisligin akiskan akisi, reoloji, elektromanyetik
teori ve olasilik gibi bir¢ok alaninda kullanilir (Dos Santos 2018, Sandev 2017,
Fernandez 2018). Kesirli tiirevler ve Kesirli integraller, diferansiyelleme ve
integrallemenin tamsay1 olmayan keyfi mertebeye genellestirilmesidir. Kesirli tiirev
ve kesirli integral kavramlar1 Leibniz’in L’Hopital’e 1695 yilinda yazmis oldugu

mektupla literatiire girmistir (Kilbas ve dig. 2006).

Kesirli integral denklem ise kesirli integralleri igeren bir integral denklemdir
(Podlubny 1999). Kesirli integral fikri Abel integral denklemiyle baglantilidir
(Samko ve dig. 1993).

Abel denklemlerinin; 1s1 iletimi, akiskan akisi, kimyasal reaksiyonlar,
matematiksel fizik, yari iletkenler ve sismoloji gibi ¢esitli alanlarda birgok
uygulamasi vardir. Niels Henrik Abel, 1823’te diisey diizlemde uzanan diizgiin bir

egri boyunca ilerleyen bir pargacigin hareketini arastirirken Abel integral denklemini



tiretmistir (Vanani ve Soleymani 2013). Sonlu segmentteki genellestirilmis Abel

integral denklemi Zeilon (1924) tarafindan incelenmistir.

Abel integral denkleminin ¢6ziimii ile ilgili ¢alismalarin siireci soyledir;
Brunner ve dig. (1991) ikinci tip Abel integral denklemlerinin sayisal ¢6ziimii igin c-
yontemlerinin kararlilik oOzelliklerini analiz etmislerdir. Chakrabarti ve George
(1994) genellestirilmis Abel integral denkleminin ¢0ziimii i¢in yeni bir formiil
tiretmislerdir. Wazwaz (1997) Abel integral denklemini ¢6zmek i¢in Adomian
ayristirma yontemini uygulamustir. Piessens (2000) Chebyshev polinomlarini
kullanarak Abel integral denkleminin ¢6ziimiinii ele almustir. Yousefi (2006) Abel
integral denklemini ¢6zmek i¢in Legendre dalgacik (wavelets) yontemini
kullanmigtir. Liu ve Tao (2006) ve Liu ve Tao (2007) birinci tip Abel integral
denklemlerinin ¢6ziimii igin sirasiyla kombinasyon ve mekanik quadrature
yontemlerini uygulamislardir. Huang ve dig. (2008) Abel integral denkleminin
yaklasik ¢Oziimii i¢in bilinmeyen fonksiyonun Taylor agiliminmi kullanarak yeni bir
yaklasim sunmuslardir. Saadatmandi ve Dehghan (2008) birinci ve ikinci tip Abel
integral denklemlerinin ¢6ziimii i¢in kaydirilmig (shifted) Legendre siralama
(collocation) yontemini uygulamiglardir. Pandey ve dig. (2009) homotopi
pertiirbasyon, modifiye homotopi pertiirbasyon, Adomian ayristirma ve modifiye
Adomian ayristirma yontemlerini kullanarak Abel integral denkleminin yaklasik
¢Oziimilinii bulmusglardir. Yousefi (2010) Abel integral denklemini ¢dzmek igin
Bernstein polinomu (B-polinomu) ¢oklu dalgacik yaklagimlarini kullanmustir.
Bougoffa ve dig. (2011) Adomian ayristirma yontemini Kullanarak lineer ve lineer
olmayan Abel integral denklemlerinin yaklasik ¢Oziimlerini elde etmislerdir.
Avazzadeh ve dig. (2011) Chebyshev yontemini gelistirerek genellestirilmis Abel
integral denklemlerinin ¢6ziimlerini bulmuslardir. Sohrabi (2011) Chebyshev
dalgacik yaklasimina dayali yontemi birinci ve ikinci tip Abel integral denkleminin
sayisal ¢oziimiinde kullanmustir. Dixit ve dig. (2011) genellestirilmis Abel integral
denklemini ¢6zmek i¢in Bernstein polinomlarini kullanmislardir. Shahsavaran (2011)
Block-Pulse fonksiyonlarin1 ve Taylor a¢ilimimi birlikte kullanarak ikinci tip Abel
integral denkleminin ¢6ziimiinii bulmustur. Singh ve dig. (2012) homotopi analiz
yontemini kullanarak Abel tip integral denklemler i¢in analitik yaklasik ¢oziimler
elde etmislerdir. Setia ve Pandey (2012) makalelerinde genellestirilmis Abel integral

denklem sisteminin sayisal ¢6ziim yaklasimi igin Laguerre polinomlarimi



kullanmislardir. Khan ve Gondal (2012) Laplace doniisiimii ve Laplace ayristirma
yontemlerini birlestirerek ikinci tip Abel integral denklemlerinin tam ¢oziimlerini
bulmuslardir. Rahman ve dig. (2012) makalesinde Laguerre polinomlarina dayali
Galerkin agirlikli kalanlar yontemini kullanarak birinci tip, ikinci tip ve tekil Volterra
integral denklemlerinin sayisal ¢oziimiini elde etmislerdir. Vanani ve Soleymani
(2013) birinci ve ikinci tip zayif tekil Volterra integral denklemlerini ¢6zmek igin
Tau yontemini kullanmiglardir. Yang (2014) Abel integral denkleminin ¢6ziimii i¢in
Laplace doniisiimiinii ve Taylor ac¢ilimint uygulamislardir. Kumar ve dig. (2015)
Abel integral denkleminin analitik ve yaklasik ¢6ziimlerini, homotopi pertiirbasyon
doniigiim yontemi gibi homotopi pertiirbasyonla Laplace doniisimii yonteminin
birlesmesinden olusan yeni yontemi kullanarak elde etmislerdir. Jahanshahi ve dig.
(2015) birinci tip Abel integral denklemlerini ¢ozmek ic¢in kesirli integraller ve
Caputo tiirevleri yaklagimlarina dayali yeni bir yontem kullanmislardir. Abdelkawy
ve dig. (2015) kaydirilmis Jacobi polinomlarina dayali spektral siralama yontemini
kullanarak birinci ve ikinci tip Abel integral denklemlerinin yaklasik ¢oziimlerini
bulmusglardir. Becker (2016) lineer Abel integral denklemin c¢ekirdeginin
¢oziiciistiniin yeni 6zelliklerini tiiretmis ve yeni sonuglar elde etmistir. Pandey ve dig.
(2016) genellestirilmis Abel integral denklemlerini ¢6zmek igin siralama yontemini
kullanmiglardir. Noeiaghdam ve dig. (2016) homotopi analiz doniisiim yontemini
kullanarak birinci tip Abel integral denklemlerini ¢6zmiislerdir. Fathizadeh ve dig.
(2017) rasyonel Haar dalgacik yontemini birinci ve ikinci tip Abel integral
denklemlerine uygulamuslardir. Li ve Clarkson (2018) Abel integral denklemlerinin

¢oziimleri ig¢in Babenko yaklasimini kullanmiglardir.

Diger kesirli integral denklemlerle ilgili teorik ¢aligmalarin siireci soyledir:
Darwish ve El-Bary (2006) gecikmeli lineer olmayan kesirli mertebeden integral
denklem ¢oziimlerinin varligimi kanitladilar. Darwish (2009) kesirli mertebeden
kuadratik integral denkleminin ¢oziimlerinin varhigini ispatlamistir. Abbas (2010)
kesirli mertebeden lineer olmayan kuadratik Volterra integral denkleminin lokal
olarak ilgi ¢eken ¢oziimlerinin varligini kanitlamak igin hibrit sabit nokta teoremini
kullanmistir. Muslim ve dig. (2010) Banach sabit nokta teoremi ve analitik yari-grup
teorisini kullanarak kesirli integral denkleminin ¢éziimlerinin varligini, tekligini ve
yaklagimini ispatlamiglardir. Darwish (2011) pertiirbe kuadratik kesirli integral

denkleminin ¢6ziimlerinin varlik teoremini vermistir. Wang ve dig. (2012) kuadratik



Urysohn kesirli integral denklemlerinin ¢oziimlerinin varhgm ve kararliligim
Tichonov sabit nokta teoreminden elde etmislerdir. Wei ve dig. (2012) iki yeni
kararlilik calismasi olan Hyers-Ulam-Rassias ve Hyers-Ulam kararliligini kesirli
Volterra tip integral denklemler i¢in Onermislerdir. Bana$ ve Rzepka (2012) kesirli
mertebeden Volterra-Stieltjes tip lineer olmayan integral denklemler sisteminin
¢oziilebilirligini ¢aligmiglardir. Chen ve dig. (2014) kuadratik Weyl kesirli integral
denklemlerin periyodik c¢Oziimlerinin varligini kompakt olmayan o6l¢ii teknigini
kullanarak Schauder sabit nokta teoremiyle ispat etmislerdir. Malinowski (2015)
rastgele bulanik kesirli integral denklemlerin ¢dziimlerinin varligini ve tekligini
ardisik yaklasimlar yontemini kullanarak gdstermistir. Gholami ve Ghanbari (2016)
hibrit sabit nokta teoremini uygulayarak kesirli kuadratik integral denklemlerin hibrit
sistemlerinin ¢oziilebilirligini ele almuslardir. Jleli ve dig. (2016) Darbo’s teoreminin
genellestirilmis  versiyonuyla birlestirilmis kompakt olmayan argiiman Ool¢iisi
kullanilarak kesirli mertebeden g-integral denklemler sinifinin ¢éziimlerinin varligini
galismislardir. Dhage ve dig. (2016) lineer olmayan kuadratik Kkesirli integral
denklemin yerel ¢ekicilik (local attractivity) ve kararlilik analizine yer vermislerdir.
Jleli ve Samet (2017) kompakt olmayan 6l¢ii arglimani ve Darbo’s sabit nokta
teoreminin genislemesine dayali olan yontemde q-kesirli integral denklemin
coziilebilirligine deginmislerdir. Nieto ve Samet (2017) kompakt olmayan Olgliyle
iliskili Darbo’s teoreminin genellestirilmis versiyonunu kullanarak kapali kesirli

integral denklemin ¢dziimlerinin varligiyla ilgili ¢alismislardir.

Abel digindaki kesirli integral denklemlerle ilgili sayisal galismalarin siireci
ise sOyledir: Cao ve dig. (2003) zayif tekil g¢ekirdekli ikinci tip Volterra integral
denklemlerinin ¢oziimiinde hibrit siralama yontemini kullanmiglardir. Baratella ve
Orsi  (2004) =zayif tekil ikinci tip Volterra integral denklemlerinin ¢oziim
yaklagimlarin1  diizeltme (smoothing) teknigi uygulamasina dayandirmiglardir.
Babolian ve Shamloo (2008) pargali sabit ortogonal fonksiyonlarin islevsel
(operational) matrislerini kullanarak zayif tekil ikinci tip Volterra integral
denkleminin ¢oziimlerini elde etmislerdir. Bhattacharya ve Mandal (2008) lineer
Volterra integral denklemlerinin yaklasik ¢6ziimleri i¢in Bernstein polinomlarini
kullanmiglardir. Lepik (2009) kesirli Fredholm ve kesirli Volterra integral
denklemlerinin ¢6ziimil i¢in Haar dalgacik yontemini uygulamistir. Bandrowski ve

dig. (2010) zaman degiskeninde kesirli denklemlere esdeger olan Volterra



denklemler sinifinin ¢6ziimiinii bulmak i¢in zaman degiskeninde Galerkin yontemini
kullanmislardir. Maleknejad ve dig. (2011) Bernstein yaklasimini kullanarak birinci,
ikinci ve tekil tip Volterra integral denklemlerinin yaklasik ¢6ziimiinii bulmuslardir.
Atangana ve Bildik (2013) ikinci tip Volterra kesirli integral denklemlerini ¢6zmek
icin Simpson 3/8 kurali yontemini kullanmiglardir. Kalitvin (2016) mekanik
quadrature yontemini pargali integralli lineer Volterra integral denklemine
uygulamistir. Eshaghi ve dig. (2016) lineer olmayan zayif tekil Volterra integral
denklemlerinin ¢6ziimil i¢in kesirli Legendre-Gauss-Lobatto quadrature formiillerini
tiiretip ayrica Legendre Pseudospektral yontemini kullanmislardir. Micula (2018)
ikinci tip kesirli integral denklemlerin yaklasik ¢oziimlerinde yineleme (iterative)

say1sal yontemini Onermistir.

Tezin amaci; Volterra integral denklemler ve dolayisiyla kesirli integral
denklemleri ¢ozmek i¢in siralama yontemi gelistirmektir. Jacobi, Legendre,
Chebyshev, Hermite ve Laguerre polinomlari gibi ortogonal polinomlar1 kullanarak

ayrica bu yaklagimlari kargilagtirmak ve en iyi yaklagimi belirlemektir.



2. BAZI ORTOGONAL FONKSIYONLAR

Genellikle 6zel fonksiyonlar olarak bilinen fonksiyonlarin ¢ogu ikinci
mertebe lineer diferansiyel denklemlerin ¢oziimleridir. Bu denklemler bazi
matematiksel ve fiziksel kaynaklarda goriilmektedir. Birlesik hipergeometrik
(Kummer) ve hipergeometrik denklemlerin bagimsiz degiskende ozellesmesiyle,
standart doniisiimlerle veya analitik stireklilikle Hermite, Legendre, ... gibi ¢esitli
denklemler elde edilir (Beals ve Wong 2010). Bu bdolimde bu ortogonal
fonksiyonlardan bazilar1 hakkinda genel bilgilere Bell (1968), Dascioglu ve Sezer
(2017) kaynaklarindan yararlanarak yer verilmistir. Daha detayli olarak Rainville
(1960), Lebedev (1965), Bayin (2000) kaynaklarindan da yararlanilabilir.

2.1 Laguerre Polinomlar: ve Ozellikleri

xy"+(1-x)y +ny=0
seklinde ifade edilen Laguerre diferansiyel denkleminin ¢oziimii

Ln(x):kz_;(—l)kmxk, n=012,...

polinom fonksiyonlar1 olarak bilinen n. dereceden Laguerre polinomlaridir. Bu

polinomlariin bazi 6zellikleri asagida verilmistir.

Genellestirilmis (Associated) Laguerre polinomlar1 ise

ey (x)
L (X):kz_;‘r(kJraJrl) k!(n—k)!

, n=012,..., a>-1
seklinde olup,
Xy"+(a+1-x)y'+ny =0

genellestirilmis Laguerre denkleminin ¢oziimiidiir. Genellestirilmis Laguerre

denklemi, a parametresinin sifir oldugu durumlarda Laguerre denklemine doniisiir

ve Lo (x)=L,(x) olur.



Ik alt1 Laguerre polinomunun agik hali asagidaki sekilde yazilabilir ve

grafikleri Sekil 2.1°de verilmistir.

L (x)=1
L (x)=1-x

L (%) =5 (3t ~4x+2)
I_S(x)=%(—x3+9x2 ~18x+6)

L, (x) = 2—14(x4 ~16x° +72x* — 96X + 24)

L, (x) = %(—xf’ +25x" — 200x® + 600x” — 600X +120)

Sekil 2.1: {lk alt1 Laguerre polinomlar

Laguerre polinomlarinin 6zellikleri asagidaki sekilde verilebilir:

a) Laguerre polinomlar1 i¢in Rodrigues formiilii:

e* d"

L“(X)‘de" (x"e™).

b) Laguerre polinomlarinin bazi1 6zel degerleri: L, (0) =1 L (0) =-n.

c) Laguerre polinomlarinin dikligi: J.e’x L, (X)L, (x)dx=6,,.
0



d) Fonksiyonlarin Assosiye Laguerre Serisine A¢ilimi: Eger a > —1 olmak lizere

(0,00) acik araliginda tanimlanmis reel f (x) fonksiyonu, 0 < x <X, <o olan her
sonlu [Xl,XZ] araliginda pargali diizgiin ve J‘:e“x“fz(x)dx integrali sonlu ise
katsayilar

n! T
- _fex*f (x)LE(x)d
C F(n+a+1);[e K ()L (x)ox

ile hesaplanan f(x):Zfzoan‘;(x), O<x<oo serisi f(x)’in her sireklilik
noktasinda f(x)’e  yakinsar. Bir siireksizlik ~ noktasinda ise

f(x+0)+ f(x—0)|/2 fonksiyonuna yakinsar .
[ yonuna y

2.2 Hermite Polinomlar: ve Ozellikleri

y"'—2xy"'+2ny =0

seklinde ifade edilen Hermite diferansiyel denkleminin ¢6ziimii
13n] n!
H,(x)= Y (1) ————(2x)" ™, n=0,12,...
0= X (2

k=0

polinom fonksiyonlar1 olarak bilinen n. dereceden Hermite polinomlaridir. ik altt
Hermite polinomunun ag¢ik hali asagidaki sekilde olup grafikleri Sekil 2.2°de

verilmistir.



50 I T
40 |- B
30+ -
20\ _
. 10+ _
= I
SO0F =
T —
A0 o
-20 - 22?—‘
n=2 ——
30 - n=3 _
n=4 ——
A N=95H =——
| 1 I | I |
2 1 0 1 2 3

Sekil 2.2: Ilk alt1 Hermite polinomlari

Hermite polinomlarinin 6zellikleri asagidaki sekilde verilebilir:

a) Hermite polinomlari i¢in Rodrigues formiilii:

X2 d" —x?

H (x)=(-1)"e e
(0=(yet &
b) Hermite polinomlarinin bazi 6zel degerleri:

1,0 (0)=(-" 22k, (0)=0

¢) Hermite polinomlarinin dikligi: I eXH, (X)H, (x)dx=2"nW7 8,,.

—00

2.3 Legendre Polinomlar1 ve Ozellikleri

(1—x2)y”—2xy’+n(n+l)y:0

seklinde ifade edilen Legendre diferansiyel denkleminin ¢oziimii

P, (x)= :Zi;(—l)k an!(f:)?(kn)!_%)!x”*k, n=012...



polinom fonksiyonlar1 olarak bilinen n. dereceden Legendre polinomlaridir. Ilk alt1

Legendre polinomunun acik hali asagidaki sekilde olup grafikleri Sekil 2.3’te

verilmistir.
P, (x)=1
P (x)=x
1
P, (x)==(3x* -1
2(X) 2( X )
1
P, (x)==(5%* -3
3(X) 2( X X)
1
P ==(35x* —30x* +3
) (X) 8( X X2 + )
1
P =2(63x° —70x° +15
(%) 8( X X3 + x)
1
P
05 - /./"/
05 /// Po(x) —
P P1(x)
e o
Pa(x)
1 | | | PE(X) ]
1 05 0 05 1

Sekil 2.3: ilk alt1 Legendre polinomlari

Legendre polinomlarmin 6zellikleri asagidaki sekilde verilebilir:

a) Legendre polinomlar1 i¢in Rodrigues formiilii:

1 d" n
P (X)= s (1)

b) Legendre polinomlarinin bazi 6zel degerleri:

10



RO=1 R(-1=(-2

() =2n(n+1), R(-1)=(-1)"*2n(n+)

n n

P (0)=(-1y -2 p

22" (n1)?’ v (0) =0

c) Legendre polinomlarinin dikligi:

1
.[Pn (x)P, (x)dx = 2 Ooms  On = {0’ N7 M Kronecker delta
2n+1 Ln=m

2.4 Chebyshev Polinomlar1 ve Ozellikleri

(1—x2)y"—xy’+n2y:0
ve
(1—x2)y”—3xy'+n(n+2)y:0

seklinde ifade edilen Chebyshev diferansiyel denklemlerinin ¢oziimii negatif

olmayan n tamsayisi igin Ve X = C0s@ olmak ilizere
U, (x)=sin((n+1)0/sind), -1<x<1

sirastyla birinci ve ikinci tip Chebyshev polinomlaridir. Ayrica bu fonksiyonlar

%(n_l)]] n |

U,(x)= 2, (-1)* (2k +1)(n—2k -1

)I (1_ NG )k% -2k

seklinde de ifade edilebilir.

Ik alt1 birinci tip ve ilk dort ikinci Chebyshev polinomlarinin acik hali

asagidaki sekilde yazilabilir:

11



T,(x)=1 U, (x)=1

T, (X) = x U, (x)=2x
T,(x)=2x*-1 U, (x)=4x* -1

T, (Xx) = 4x* —3x U, (x)=8x"—4x

T, (x)=8x*-8x"+1 U, (x)=16x" —12x* +1
T, (X)=16x> —=20x* +5x Uy (x)=32x" —32x° + 6x

Ik alt1 birinci ve ikinci tip Chebyshev polinomunun grafikleri Sekil 2.4 ve Sekil

2.5’te verilmistir.

e

T, (v
(=1
TTTTTTT TTTTTTTI T T IT7TTd
—‘_‘—_‘__‘-!—u
- “‘--.____"-—-.____‘%
| ;/
: 1
[ =
[ 4,
3
e
[ | T A T

-0.5 F

-1.0 |

|
[
=

|
=
=
=
=
—
)

1.0

0.3

(x)

0.0

T
n

0.5

=1.0

VAT T T
-1.0 —0.5 0.0 0.5 1.0

Sekil 2.5: Ikinci tip Chebyshev polinomlarinin ilk birkagt
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Birinci tip Chebyshev polinomlarinin bazi 6zellikleri asagidaki sekilde verilebilir:

a) Chebyshev polinomlari i¢in Rodrigues formiilii:

100 R e

b) Chebyshev polinomlarinin bazi 6zel degerleri:
T(1)=1 T,(-1)=(-2)

T, (0)=(-1)", T,,.(0)=0
c) Chebyshev polinomlarinin dikligi:

0O,m=#n
o ()T, (%) '
2 ‘dx=<7/2,m=n=0
J.l 1-x* 7,m=n=0

2.5 Jacobi Polinomlar: ve Ozellikleri

(1-x*)y"+{B—a—(a+B+2)x}y +n(n+a+B+1)y=0

seklinde ifade edilen Jacobi diferansiyel denkleminin ¢oziimi «,f >-1ve n>0

icin

P (x) = n F(n+a+1)(n+4+1) (x 1) (X+1j
" ST (a+k+1)I(n+-k+1)(n—k)lk!

P« (x) = . I'(n+a+1)0 (n+k+a+ﬂ+1 [x )

" Sl(a+k+)C(n+a+p+1)(n—k)Kk!

P (x) = n, (-1)" F(n+ﬁ+1)1“(n+k+a+ﬂ+1)(x+1j

" S T(B+k+)I(n+a+p+1)(n—k)k!\ 2

seri agilimlari olan Jacobi polinomlaridir. Bu polinomlar ortogonaldir:

29T (n+a+1)T(n+ S +1)
n+a+f+)nIT(n+a+p+1) ™

j-(l— x)“ (l+ X)ﬂ Pn(a,ﬁ) (X) Pm(a,ﬁ') (X)dX _ (

13



P“#)(x) Jacobi polinomlarinda &= 8=0 icin P,(x)=P,*(x) Legendre
polinomlar1, & = f=-1/2 igin birinci tip Chebyshev polinomlari, & = f=1/2 igin
ise ikinci tip Chebyshev polinomlari elde edilir. Dolayisiyla Legendre ve Chebyshev

polinomlar1 Jacobi polinomlarinin 6zel halleridir.
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3. KESIRLI INTEGRALLER

Kesirli integral igin farkli tanimlar mevcuttur. Bunlardan bazilar1 asagidaki

sekilde verilebilir.

3.1 Tamm (Riemann-Liouville Kesirli Integralleri) f(X), (O,oo) "da
parcal1 siirekli ve [0,00) un herhangi bir sonlu alt araliginda integrallenebilir bir

fonksiyon ve Re(a)>0 olsun. O zaman x >0 igin

D () ::ﬁ:[(x—t)“_l f (t)dt

integraline a. mertebeden Riemann-Liouville kesirli integrali denir (Miller ve Ross
1993).

f (X) S Li(a,b) ve o >0 olmak iizere

1

(I;f)(x)::—)

(x—t)o’_l f(t)dt, x>a

=

(24

QD Sy <

ve
1

(Ig{ f )(x) ::mj.(t—x)a_l f(t)dt, x<b

)1

kesirli integralleri . mertebeden sol ve sag tarafli Riemann-Liouville Kkesirli
integralleri olarak adlandirilirlar (Samko ve dig. 1993).

3.2 Tamim (Chen Kesirli integrali) ¢ € R* keyfi nokta ve « >0 olsun.

1 7 -
—j(x—t)“f(t)dt, X>C
. _|T(a)s
(156)(x) = L .
m‘[(t—X) f(t)dt, X<C

ifadesine Chen kesirli integrali denir (Samko ve dig. 1993).
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3.3 Tamim (Weyl Kesirli Integrali)

! t)dt, Re(a)>0, x>0
F(a g
esitligine Weyl kesirli integrali denir (Miller ve Ross 1993).

3.4 Tanim (Griinwald-Letnikov Kesirli Integrali) Eger f(X) fonksiyonu

m+1 kez siirekli tiirevlere sahipse

I ) (m1) t)dt

a

= T(a+k+1) a+k+1
esitligine Griinwald-Letnikov kesirli integrali denir (Podlubny 1999).

3.5 Tammm (Erdélyi-Kober Tip Kesirli integraller) (a, b) (—oo <a<b< oo)

R* yar1 ekseninin sonlu veya sonsuz bir araligi, o >0, a €C, Re(a) >0veneC

olsun.
a oX olen) o s\t on+o-1
(150, F)(X)= @) j(x —t7)" 7o () dt (0<a<x<b<oo)
ve

(120, £)(X) = 22 (7 =x7) 7t £ (t)dt (0<a<x<b <)

a. mertebeden sirasiyla sol ve sag tarafli  tammlanan integrallerdir.

a=-o0 Ve b=o0 alinirsa,

—o(a+n) x

[ (=t et () de (x> 0)

(If‘mf)(x)::o-X

ve

16



notasyonlar1 kullanilir. Yukaridaki dort ifade de Erdélyi-Kober tip kesirli integraller
olarak adlandirilir (Kilbas ve dig. 2006).

3.6 Tamm (Hadamard Tip Kesirli Integraller) o >0 ve x>0 olmak

tizere a.mertebeden Hadamard kesirli integrali

X X a-1 f
(J(f;f)(x)::L!(log?j th

(o)

olarak adlandirilir (Hadamard 1892). x>0, & >0 ve x e C olmak iizere

ve

ve

ifadeleri ise sag tarafli Hadamard tip integrallerdir (Butzer ve dig. 2002).

3.7 Tamm (Katugampola Kesirli integrali) Hem Riemann-Liouville hem

de Hadamard kesirli integrallerini tek bir formda genellestiren kesirli integrali

l-a y

[ =) (t)dt p = -LaeR peR

a

(p+1)

glff(X):ZW

seklinde tanimlanip Katugampola kesirli integrali olarak adlandirilir (Katugampola
2011).
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3.8 Tamim (Cossar Kesirli Integrali)

1 f(%)] ::ﬁj’(x—t)a_1 f(t)dt, x>c

)1

esitligine Cossar kesirli integrali denir (De Oliveira ve Tenreiro Machado 2014).

3.9 Tamim (Lokal Kesirli Yang integrali)

22 [ 00 s )@

+a

ifadesine lokal kesirli Yang integrali denir (De Oliveira ve Tenreiro Machado 2014).

3.10 Tamm (k-Kesirli Hilfer Integrali)

E ()= J;(x—t)“/k_l f (t)dt

ifadesine k —kesirli Hilfer integrali denir (De Oliveira ve Tenreiro Machado 2014).

3.11 Tammm (Uyumlu (Conformable) Kesirli Integral) 0<a <1 olmak

uzere

(Isf)(x)::

D oy <

f(t)da(ta)= [(t-a)" f (t)dt

ve

(b—t)"" f (t)dt

X C— T

(bla f)(x):=

f(t)da(b,t)=

X ey T

operatorleri a. mertebeden sol ve sag uyumlu (conformable) kesirli integrallerdir

(Abdeljawad 2015).

18



4. KESIRLI INTEGRAL DENKLEMLERIN COZUMLERI

Bu boliimde, once integral denklemlerden sonrasinda siralama noktalarina

dayali olarak gelistirilen iki farkli siralama yonteminden bahsedilecektir.

Ilk olarak, Yalginbas ve dig. (2010) makalesinde ele alman problemler kesirli
olmayan integral denklemlerle ilgili olup ¢o6ziimlerini bulmak igin kullandiklart
yontemde kaynak fonksiyonunun tek degiskenli, ¢ekirdek fonksiyonunun ise iki
degiskenli Laguerre serisine ac¢ildigt ve bu durumun kullanish olmadig1 tespit
edilmistir. Ayrica Akyiiz ve Sezer (1999) calismasi da incelenmistir. Bu ¢alismada
matris yontemi olan Chebyshev siralama yontemi kullanilarak lineer integro-
diferansiyel denklemler sayisal olarak ¢oziilmiistiir. Bunun tizerine siralama yontemi

gelistirilmeye karar verilmistir.

Bu incelenen makalelerin 1s18inda iki farkli yontem gelistirilmistir. ilk dnce
cekirdek tek degiskenli Laguerre serisine acilip, kaynak fonksiyonunu seriye
acmayarak siralama noktalarina dayali bir yontem {izerinde ¢alisilmistir. Daha sonra
ise, siralama noktalarina dayali ancak cekirdek seriye ac¢ilmadan yeni bir yontem

gelistirilerek Kesirli integral denklemler ¢oziilmiistiir.

4.1 Integral Denklemler

Integral denklemler fizik, kimya, biyoloji ve miihendislik problemlerinde

ortaya ¢ikar. Ayrica diferansiyel denklemlerin temsili formlaridir.

integral denklem formunda; K (x,t) integral denklemin ¢ekirdegi, y(x) bilinmeyen

fonksiyon, a(x) ve (X) integrasyon sinirlaridir.

19



Fredholm ve Volterra integral denklemleri en sik kullanilan lineer integral

denklemlerdir. Volterra integral denklemlerinin standart formu

seklindedir. Burada integral isareti altindaki y(x) bilinmeyen fonksiyonu lineer

olarak goriiliir. Bu denklemde c(x) = 0 durumunda,

X

g(x)+in (x,t)y(t)dt=0
birinci tip Volterra integral denklemi olarak adlandirilir. C(X) =1 olmasi durumunda

ise,

ikinci tip Volterra integral denklemi olarak adlandirilir. C(X) # 0,1 i¢in {gilinci tip

Volterra integral denklemi olarak siniflandirilir.

Integrasyonun alt limiti, {ist limiti veya her ikisinin de sonsuz olmasi

durumunda birinci tip veya ikinci tip integral denklemlere tekil denir. Ayrica

integrasyon bolgesinin bir veya daha fazla noktasinda K (x,t) gekirdegi sonsuz ise

bu birinci ve ikinci tip integral denklemler tekil integral denklem olarak adlandirilir.

Bunlardan en temel olan1 Abel integral denklemidir ve asagidaki sekilde verilir:

L [(x=t) " y(t)dt=g(x), x>0, 0<a<l
0

I'(«)

(Samko ve dig. 1993). Abel integral denklemi, birinci tip Volterra integral
denklemlerinin bir 6zel durumudur, ayni zamanda calisilan ilk Kesirli integral

denklemdir.
Ayrica, ikinci tip Volterra integral denklemlerinin ikinci tip zay1f tekil olani
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y(x):g(x)+I B y(t)dt, xe[0,T]

ile verilir. Bu denklem sikga; 1s1 iletimi, kristal biiylimesi ve elektrokimya gibi

matematiksel fizik ve kimya uygulamalarinda goériliir. Burada £ bir sabit ve

aciklanan fen modeline bagli olarak T =1, T =2, veya T = 3tiir (Wazwaz 1997).

4.2 Coziim Yontemi 1
y(x)=g(x)+ﬂjK(x,t)y(t)dt, 0<x<b (4.1)
0

ikinci tip Volterra integral denklemidir. Burada K (X,t) gekirdek fonksiyonu, A ise

sabittir. y(X) ise bilinmeyen fonksiyondur. (4.1) denkleminin ¢dziimii

Y002y (0= 4 () 42)

olsun. Burada ¢, (x), P (x), P,(x), T, (x), U, (x), H,(x), L,(x) gibi n. dereceden

ortogonal polinomlardir ve a, (n=0,1,...,N) bilinmeyen katsayilardir. (4.2) ile

verilen kesilmis Laguerre serisinin matris formu,

6()=[Ah() 4(x) - 4 (¥)],

olmak tlizere
Y (X) = 0(x)A (4.3)
seklindedir.

Tek degiskene gore seriye agilan K (X,t) cekirdek fonksiyonu
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formunda olsun. k(x)=[k,(x) k(x) ... ky(x)] olmak iizere

Ky (xt) =k(x)¢" (t) (4.4)

matris formunda yazilabilir. (4.3) ve (4.4) matris formlar1 (4.1) denkleminde

yerlerine yazilirsa,

X

d(x)A=g (x)+}tj.k(x)4)T (t)o(t)Adt

0

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa;

X

z(x)=[¢" (t)o(t)dt =H¢, (t)¢, (t)dt}:[zij (x)], 1j=01...,N

0

olmak iizere
{0(x)— Ak (x)z(x)} A=g(x)

seklinde lineer cebirsel denklem sistemi olarak yazilir. Burada siralama noktalari

yerlerine yazilirsa,
[0(%)—2k(x)z(x)]JA=9(%),s=01..,N

matris denklemi elde edilir. Bu lineer cebirsel denklem sistemi s=0,1,...,N igin

kisaca
(d)—ﬂ,KZ)A:G (4.5)

matris formunda ifade edilir. Burada boyutlart (N+1)x(N+1), (N+1)x1,
(N+1)x(N+1)%, (N+1)>x(N+1) olan ®, G, K, Z matrislerinin agik sekli asagidaki

bi¢gimdedir:
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. , G=
¢(XN) ¢0(XN) ¢1(XN) ¢N (XN) _g(xN)_
k(x) 0 0 z(X,)
K = 0 k(:xl) 0 7= z(%)
0 0 K(xy) zZ(xy)
ko (%) ki(X) - Kky(%) O 0 0 o0 0 0 0
K| 0 0 0 ko(x) k(%) - ki(x) 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 ko(.xN) k, (Xy ) Ky (Xy)
_ZOO(XO) ZOl(XO) ZON (XO)_
Ly (Xo) le(xo) Ziy (Xo)
ZNo.(Xo) ZNltXO) ZNN.(XO)
Zoo(x1) Z01()(1) Zyy (Xl)
(%) zu(%) Zy (%)
Z= : : : :

z Z Zon (.xN)
Z10 (XN ) le (XN ) Z1N (XN )
ZNO(XN) ZNl(XN) ZNN(XN)

(4.5) lineer cebirsel denklem sistemi ifadesi WA =G seklinde yazilabilir. Burada
W = ® - AKZ olup |W| =0 ise

A=W'G, 10 (4.6)

olur. Boylece @, (n =01,..., N) bilinmeyen katsayilar1 (4.6) denkleminden bulunur.

Bu katsayilar (4.1) integral denkleminin tek ¢oziimii olan (4.2)’de yerine yazilir.
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4.3 Coziim Yontemi 2

c(x)y(x):g(x)+/1IK(x,t)y(t)dt, 0<a<x<b (4.7)

a

Volterra integral denkleminin ¢oziimii arastirilacaktir. Burada A ’nin sagindaki

integral igin Tanim 3.1°den Tanim 3.11°¢ kadar olan tanimlar alinirsa (4.7) denklemi
c(x)y(x)=g(x)+h(x)1“y(x), 0<a<x<b (4.8)

seklinde Kkesirli integral formu haline gelir. (4.7) Volterra integral denklemi igin,
cekirdegi ne seriye agmay1 ne de sayisal integral hesaplamay1 gerektiren bir siralama
yontemi gelistirilmistir. (4.7) integral denkleminin polinom ¢6ziimii (4.2) formunda
olup, bu kesilmis serinin matris formu (4.3) ile Boliim 4.2°de verilmistir. (4.3) matris
formu ve siralama noktalar1 (4.7) denkleminde yerlerine yazilip denklem

sadelestirilirse,

{c(xs)cb(xs)—/lv(xs)}A =9g(x), s=0,1..,N

sistemi elde edilir. Burada

X

v(x)=JK(x,t)¢(t)dt=[v0(x) Vi(X) vy (%)]

a

seklinde tammlanmustir. Bu lineer sistemin matris formu

(CO-AV)A=G (4.9)

olur. Burada boyutlar1 (N+1)x(N+1) olan C, ®, V ve boyutu (N+1)x1 olan G

matrislerinin acik hali asagidaki bigimdedir:

c(%) 0 ... 0 () %(%) A(%) - di(x)
co| O e(x) w0 he(a) || A(k) A(x) o di(x)]|
0 0 ... c(xy) d(x )| [dh(Xy) d(Xy) o S (%)
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V(%) Vo (%) V(%) Vi (%) 19(x%) |
V= v(x) _ Vo (%) Vl(:x1) Vy (%) G= 9(x)
V(X )| Ve (X)) Vi(Xy) vy (Xy) g (X, )_

Bilinmeyen A matrisi, (4.9) esitligi ile elde edilen denklem sistemi c¢oziilerek
bulunur. Béylece bu katsayilar (4.2)’de yerine yazilirsa (4.7) integral denkleminin

¢Oziimii elde edilir.

(4.8) esitligini m adet integral operatorii igin genellersek, 1% herhangi o;’nci

mertebeden kesirli integral olmak {lizere

c(x)y( +ihI 1“y(x), 0<x<R (4.10)

i=0

haline gelir. (4.3) matris formu ve siralama noktalar1 (4.10) denkleminde yerlerine

yazilip denklem sadelestirilirse,

1% (x) = 1(x)

olmak tizere

{ ih. )1 ( }A g(x), s=0,1..,N

i=0

sistemi elde edilir. Bu lineer sistemin matris formu

(C@—iHilijAzG (4.11)

i=0

olur. Burada boyutlar: (N+1)x(N+1) olan H, ve |, matrislerinin agilimlar1 asagidaki

bi¢gimdedir:
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1 (%) 1y (%) 19 (%) - 199y (%)
Lo ) ) 1A(x) e 1A () |

1% (xy ) I“iqﬁo‘(xN) I"‘i¢1'(xN) I"iqﬁN‘(xN)

Bilinmeyen A matrisi, (4.11) esitligi ile elde edilen denklem sistemi
¢oziilerek bulunur. Boylece bu katsayilar (4.2)’de yerine yazilirsa (4.10) kesirli

integral denkleminin ¢6zliimii elde edilir.
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5. UYGULAMALAR

Bu boliimde, (4.7) ve (4.10) esitlikleri ile verilen kesirli integral
denklemlerinde yontemi o6rneklendirmek icin sekiz tane problem verilmistir. Bu
orneklerde Laguerre, Hermite, Jacobi, Legendre ve Chebyshev polinomlari

kullanilarak ¢éziimler elde edilmistir.

Bolim 4.2°de verilen Coziim Yontemi 1 ve Bolim 4.3’te verilen Coziim
Yontemi 2 ile birinci ve ikinci tip Volterra integral denklemleri ve Kkesirli integral
olarak cesitli Ornekler ¢oOziilmiistiir. Sayisal sonuglarin gercek sonuglara olan
yakinlig tespit edilerek en iyi yaklasimin elde edilmesinde Mathcad 15 ve Matlab
R2015a'da program kodlar1 yazilmistir. Burada sonuglarin program koduna gore
farkli olup olmadigi analiz edilmek istenmistir. Ayrica elde edilen sonuglar
literatiirde var olan sonugclarla da karsilastirilmistir. Yeni yontemin daha iyi ve daha

hizli oldugu gézlemlenmistir.

Bu boliimde Laguerre, Hermite, Jacobi, Legendre, birinci ve ikinci tip
Chebyshev polinomlarini kullanarak farkli siralama noktalari igin Kesirli, Abel ve

tekil integralleri i¢eren Volterra integral denklemlerin ¢6ziimleri ele alinacaktir.

Coziilecek 6rneklerde siralama noktalari tizerinde tanimli;

e(XS):|y(XS)_yN (Xs)|’ E e :ggs%e(xs)a Eon :mge(xs)

formiilleri mutlak hata, maksimum hata ve ortalama hatalarin hesabinda

kullanilmustir.

Diger taraftan (0, R] aralign ve $=0,1,...,N i¢in problemlerde kullanilan

siralama noktalar1 asagidaki ti¢ sekildedir:

s+1
(@ x = N+ 1 R (Esit aralikli noktalar)
+

(b) x =% [1 —C0S ( (SN+ 1)1” )} (T (% X— 1) ’in ekstrem noktalar1)
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(€) x = [1 COS( (2s+d)e )J (TN+1( X— 1) in sifirlar)

N+1

Eger aralik 0 ve R’yi igerirse, (a) ve (b)’de s+1 ve N +1 sirasiyla s ve N ile
degistirilir.
5.1 Ornek Zayif tekil cekirdekli birinci tip Volterra integral denklemi

1
X—t

y(t)dt=x°, 0<x<1

O Ty <

verilsin. Bu denklemin tam ¢oziimii y(X)=222x"* dir. Bu problemin Riemann-

Liouville kesirli formu Tanim 3.1’den
\/;I]”y(x): x°, 0<x<1

ile gosterilir.

Verilen Abel integral denkleminde g(x)=X" ve A=-1 dir. Bslim 4.2°de
verilen Coziim Yontemi 1 uygulandiginda, (4.5)’ten
KZA=G

sistemi elde edilir. K matrisini hesaplayabilmek i¢in ¢ekirdek once

1
t) 2 1t 1.3 (tY 135 (tY
1-—| =1+=-—+ =] == +
X 2 X 2-2-21 \ X 2:2-2-31\ x

binom serisinden faydalanilir.

K(xt)= Ky (x.8) = Yk, (X)L, (1)

n=0

oldugundan
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) =X ;[ X +3x + X+ B (1) +(-2x° - Ex— %)L, (1)

HEx+ )L (- %L (1)

9

K4(x,t):x7[(x4+%x3+%x2+%x+%)L0(t)+(—%x3—§x2—%x—%)Ll(t)
(3 +Ex+ )L, (1) + (-2 x—2) L (1) + L1, (1) |

u

Ky (x,t) = x [(x X3 B+ B x4 ) L (1)
+(-x - 00 -  E =)L (1)

HEC 2 I B (1) (-5 - x-42) L, (1)

(X + )L, (1) -2 L (1)]

Ko (1) =x 2 [(X° 4300+ 3x° 500 + 2857+ 3 ) o 1)
+ %XS—% —dBx? s y? 4y sum)| (1)

%X“ ?5 +315)( +4725X+155925)L2(t)

X x-S L ()

Hiex +%X+%)L4(t>+(—%x—%)tg(t)

+HSEL (1))

4

oo|m

elde edilir.

Laguerre polinomlar1 ve X, = [l COS & )] s=12,..,N+1 siralama

noktalar1 kullanilarak problem ¢o6ziilmistir. Tablo 5.1°de X, =i/N, i=0,1..,N

noktalart ve farkli N degerleri igin elde edilen mutlak hatalar Mathcad 15°de
hesaplatilarak verilmistir. Burada N degerinin artttkga Cozim Yontemi |1

sonuglarinin iyilestigi ancak yine de ¢dztimlerin ¢ok iyi olmadig1 gézlemlenmistir.
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Tablo 5.1: Laguerre polinomu kullanarak Ornek 5.1 igin e(i / N) degerleri

Xi | N=2 | N=3 N=4 N=5 N=6
0.0 | 0.332 | 0.074 | 4.68x10° | 1.834x10™* | 5.51x10™
0.1 | 0.048 | 0.016 | 1.825x10° | 6.121x10™ | 3.162x10°
0.2 | 0.118 | 0.034 | 1.548x10™ | 9.259x10* | 7.217x10™
0.3 | 0.17 | 0.021 | 7.218x10° | 5.494x107 | 4.887x107
0.4 | 0.114 | 0.012 0.024 0.02 0.018
0.5 | 0.038 | 0.042 0.061 0.054 0.049
0.6 | 0.272 | 0.137 0.137 0.123 0.111
0.7 | 0.567 | 0.322 0.276 0.245 0.222
0.8 | 0.896 | 0.612 0.505 0.447 0.404
09| 1.225 | 1.017 0.859 0.76 0.686
1.0 | 1.515 | 1.542 1.376 1.221 1.103

Ayn1 probleme Bolim 4.3’te verilen Coziim Yontemi 2 uygulandiginda,
(4.9)’dan VA =G temel matris bagintisi elde edilir. N=10 ve s=0,1..,10

X, =[1—cos((s+1)x/11)]/2, icin farkli ortogonal polinomlar kullamlarak

Mathcad 15°de hesaplanan mutlak hata sonuglar1 Tablo 5.2°de karsilastirilmistir.

Ortalama hata sonuglar1 ise Mathcad 15 kullamilarak s=0,1,..., N olmak {izere

X =(s+1)/(N+1) ve x, = [1—003( (s+1)z/(N+1) )] / 2 noktalar1 igin sirasiyla

Tablo 5.3 ve Tablo 5.4’te verilmistir. Bu tablolar incelendiginde N=7"ye kadar Tablo
5.3’teki degerlerin Tablo 5.4’ten daha iyi oldugu sonraki N degerleri igin ise Tablo
5.4’tin Tablo 5.3’ten daha iyi oldugu goziikkmektedir.

Elde edilen sonuglardan da goriildigii iizere Coziim Yontemi 2, Coziim
Yontemi 1’den daha iyidir. Tablo 5.2°den, N =10 i¢in Hermite polinomlar1

kullanilarak elde edilen mutlak hata degerlerinin diger polinomlara gore daha kiigiik
oldugu ve ortalama hatamn 10° mertebeden oldugu gériilmektedir. Tablo 5.3 ve

Tablo 5.4’te ise N =7 icin ortalama hata 107 mertebeden elde edilmistir. Burada
N=7 ve (a) siralama noktalar1 i¢in Jacobi (1,1) ve birinci tip Chebyshev polinomlari
kullaniminda sonuglarin iyi

oldugu gozlemlenmektedir. Verilen problemde;

Bhattacharya ve Mandal (2008) Bernstein polinomlarini kullanarak N =10 igin
mutlak hatayr 107 mertebeden elde etmislerdir. Ayrica Rahman ve dig. (2012),

Laguerre polinomlarmi kullanarak N =10 i¢in mutlak hatayr 10° mertebeden
bulmuslardir. Dolayisiyla sunulan yontemin yukarida bahsedilen iki yontemden daha

iyi oldugu goriilmektedir.
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Tablo 5.2: Ornek 5.1’in farkli ortogonal fonksiyonlari ve N=10 igin e(x,) degerleri

Xs | Laguerre | Hermite | Jacobi(0,1) | Jacobi(1,1) | Legendre | Chebyshev | Chebyshev
(birinci tip) | (ikinci tip)
X, | 1.5x107 | 7.7x10° | 7.8x10° | 2.7x107 | 7.8x10° | 7.8x10° | 7.8x10°

X, | 1x107 | 45x10° | 4.6x10° | 33x107 | 45x10° | 4.6x10° | 4.6x10°
X, | 84x10° | 2.8x10° | 2.9x10® | 6.2x107 | 2.9x10° | 2.9x10® | 2.9x10°
X, | 8.2x10° | 1.9x10° | 2x10°® 4.7x107 | 1.9x10° |  2x10° 2x10°

X, | 21x107 | 1.3x10® | 1.4x10° | 58x10° | 14x10° | 14x10° | 1.4x10°

8x10® | 8.4x10° 1x10® 9.5x10°® 1x10® 1x10® 1x10®

X; |5.9x107 | 9.9x10° | 7.3x10° | 2.3x10° | 7.1x10° | 7.3x10° | 7.3x10°

X, | 8x107 | 9.3x10° | 6.5x10° | 4.5x10° | 6.2x10° | 6.5x10° | 6.5x10°

Xg | 5x107 | 6x10° | 3.4x10° | 9.4x10° | 2.8x10° | 3.4x10° | 3.4x10°

1.6x10° | 5.9x10° | 4.7x10° 2.7x10®% | 55x10° | 4.7x10° 4.7x10°

X | 23x10° | 39x10™° | 1.1x10° | 1.1x10° | 3.3x10° | 1.1x10° | 1.1x10°

Tablo 5.3: Ornek 5.1’in siralama noktasi (a) i¢in E_, degerleri

ort

Ortogonal N=4 N=5 N=6 N=7 N=8 N=9 | N=10
polinomlar

Laguerre 4.8x10* | 1x10™ | 6.5x10° | 2.4x10° | 3.7x10° | 1.2x10° | 1.7x10°
Hermite 5.2x10% | 2.4x10° | 3.2x10° | 7x107 | 2.1x107 | 7.1x10°® | 2.7x10®

Jacobi(0,1) 5.2x10* | 2.4x10° | 3.2x10° | 7x107 | 3.9x107 | 7.2x10°® | 2.9x10°®
Jacobi(1,1) 5.2x10* | 2.4x10° | 3.2x10° | 6.9x10” | 2.1x107 | 2.3x107 | 2.9x10°®

Legendre 5.2x10* | 2.3x10° | 3.2x10° | 7.1x107 | 2.1x107 | 9.1x107 | 2.9x10°®

1. Chebyshev | 5.2x10* | 2.4x10° | 3.2x10° | 6.9x10” | 2.1x10" | 5.9x107 | 2.9x10°®
2. Chebyshev | 5.2x10™ | 2.4x10° | 3.2x10° | 7.5x107 | 2.1x107 | 2.4x107 | 2.9x10°

Tablo 5.4: Ornek 5.1°in siralama noktasi (b) i¢in E_. degerleri

ort

Ortagonal N=4 N=5 N=6 N=7 N=8 N=9 | N=10
polinomlar

Laguerre 5.5x10* | 1.5x10* | 1.3x10™* | 1x10° | 9.8x10° | 4.8x107 | 5.9x107
Hermite 5.9x10* | 2.8x10° | 3.6x10° | 7.1x107 | 1.8x107 | 5.7x10® | 2x10°

Jacobi(0,1) | 5.9x10™ | 2.8x10° | 3.6x10° | 7.1x107 | 1.9x10” | 5.6x10® | 2x10°®
Jacobi(1,1) | 5.9x10™ | 2.8x10° | 3.6x10° | 7.1x107 | 1.8x107 | 5.7x10°® | 1.8x10”
Legendre 5.9x10™ | 2.8x10™ | 3.6x10° | 7.2x10” | 1.8x107 | 1.1x107 | 2x10®
1. Chebyshev | 5.9x10 | 2.8x10° | 3.6x10° | 7.2x107 | 1.8x107 | 8.4x10® | 2x10°®
2. Chebyshev | 5.9x10™ | 2.8x10° | 3.6x10° | 7.1x107 | 1.9x10” | 5.8x10°® | 2x10°®
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5.2 Ornek Tam ¢oziimii y(x) =x>—x"+1 olan

L1 2
! y(t)dt:E\/;(105—56x2+48x3), 0<x<1

Abel integral denklemi (zayif tekil ¢ekirdekli birinci tip Volterra integral denklemi)

g6z Oniine alinsin. Bu problemin Riemann-Liouville kesirli formu Tanim 3.1°den

2
\/;I”Zy(x)zﬁﬁ(l%—%xz +48x°), 0<x<1

ile gosterilir.

Coziim Yontemi 1 uygulandiginda temel matris bagintisi

KZA=G

seklinde olup X, = %[1— Cos( g )], s=12,...,N +1 siralama noktalar1 ve Laguerre
polinomlart kullanilarak Mathcad 15’de hesaplanan mutlak hatalar Tablo 5.5’te
verilir. Ayrica Tablo 5.5°te mutlak hatalar x, =i/N, 1=0,1,..., N noktalar1 ve farkli
N degerleri igin hesaplanmistir. Burada N degerinin arttikga Coziim Yontemi 1
sonuglarinin yavas olarak iyilestigi ancak yine de ¢Oziimlerin ¢ok iyi olmadig

gozlemlenmistir.

Tablo 5.5: Ornek 5.2 icin E(i / N) degerleri

Xi | N=2 N=3 N=4 N=5 N=6
0.0 | 0579 | 0.376 | 0.326 | 0.291 | 0.265
01| 046 | 0369 | 032 | 0.286 | 0.26
0.2 | 0.383 | 0.351 | 0.305 | 0.272 | 0.248
03] 0.342 | 0.329 | 0.286 | 0.255 | 0.232
0.4] 0333 | 0.309 | 0.268 | 0.24 | 0.218
0.5] 0.347 | 0.296 | 0.257 | 0.23 | 0.209
0.6 | 0381 | 0.296 | 0.257 | 0.23 | 0.209
0.7 | 0.427 | 0.317 | 0.275 | 0.245 | 0.223
08| 0479 | 0.362 | 0.314 | 0.28 | 0.254
09| 0532 | 0439 | 0.38 | 0.339 | 0.307
1.0, 058 | 0.554 | 0.479 | 0.426 | 0.386

Co6ziim Yontemi 2 uygulandiginda ise, (4.9)’dan

VA=G
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temel matris bagintis1  elde edilir. Burada ise siralama  noktalar
X, =0.25, X, =0.5, X, =0.75, X, =1 segilerek N =3 i¢in Laguerre polinomlarimi

kullanarak temel denklemdeki matrisler

5 41 461 409

6 60 840 420
N 22 22 42 972
2 __

V- 3 5 21 | | 105
5 B 3B 2B |56

2 20 280 28

>, 2 2 58 194

3 15 105 105

olarak bulunur. Sistem, Mathcad 15’te sembolik hesaplamayla ¢6zdiiriildiigiinde

A=[5 -14 16 —6]T tam ¢Ozimi elde edilir. Aym sonu¢ Matlab R2015a

kullanilarak da elde edilmistir.

Elde edilen sonuglardan da gorildigi lizere Cozim Yontemi 2, Cozim
Yoéntemi 1°den daha iyidir. Ustelik Céziim Yontemi 2 problemin tam ¢dziimiinii

vermistir.

Verilen problemin; N =3i¢in Tau yontemi (Vanani ve Soleymani 2013),
Chebyshev yontemi (Avazzadeh ve dig. 2011), Legendre dalgacik yontemi (Yousefi
2006), kaydirilmis Legendre siralama yontemi (Saadatmandi ve Dehghan 2008) ve
Bernstein polinomu ¢oklu dalgacik yaklagimlari (Yousefi 2010) kullanilarak tam
¢oziimii bulunmustur. Ayrica Sohrabi (2011) N =4 i¢in Chebyshev dalgacik
yontemini uygulayarak tam ¢oziimii elde etmistir. Yang (2014) Laplace doniisiimiinii

kullanarak Mathematica’da sembolik hesaplamayla tam ¢oziimii bulmustur. N =10

icin Maleknejad ve dig. (2011) Bernstein yaklasimmi kullanarak mutlak hatay: 10
mertebeden elde etmislerdir. Ayn1 N degeri i¢in Rahman ve dig. (2012) Laguerre
polinomlarm:  kullanarak mutlak hatayr 10'° mertebeden elde etmislerdir.
Noeiaghdam ve dig. (2016) Xx=1veN =20 i¢in homotopi analiz doniisiim
yontemini uygulayarak mutlak hatayr 107 mertebeden bulmuslardir. Dolayisiyla

verilen Coziim Y 6ntemi 2 bahsedilen diger yontemlerden daha hassas ve hizlidur.
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5.3 Ornek Zayif tekil ikinci tip Volterra integral denklemi

1 t
y(x):x+ﬂx3/2—j (1) dt, 0<x<1
3 o VX —t
g6z oniine almsin. Bu denklemin tam ¢éziimii y(X) =X dir. Bu problemin Riemann-

Liouville kesirli formu Tanim 3.1’den
y(x)= x+%x3/2 ~Jz1"%y(x), 0<x<1

ile ifade edilir. Coziim Y 6ntemi 2 uygulandiginda, (4.9)’dan

(P+V)A=G

formunda temel matris bagintis1 elde edilir. N =1 ve x, =0, X, =1 siralama noktalar1

icin Laguerre polinomlarin1 kullanarak ana denklemdeki matrisler

haline gelir. Sistem, Mathcad 15 ve Matlab R2015a’da sembolik hesaplamayla
¢oziiliirse bilinmeyen katsayilar matrisi A = [1 —l]T olarak elde edilir. Buradan da

verilen problemin tam ¢éziimiine ulagilir.

Verilen problem ig¢in; Pandey ve dig. (2009), N =18 i¢in homotopi
pertiirbasyon yontemini kullanarak sirasiyla ~0.005 ve ~0.5 maksimum hata,

maksimum bagil hata degerlerini elde etmislerdir. Ayrica Adomian ayristirma

yontemiyle O(Xz”\'/ 2 ) hata ile yaklasik ¢6ziimii bulmuslardir. Bunlarin yaninda hem

modifiye homotopi pertiirbasyon hem de modifiye Adomian ayristirma yontemlerini
de kullanarak tam ¢6ziimii elde etmislerdir. Tam ¢oziimii bulmak icin Li ve Clarkson
(2018) Babenko yaklasimim1 uygulamislardir. Bunlara ek olarak, N >1 i¢in
Avazzadeh ve dig. (2011) Chebyshev polinomlarini, Abdelkawy ve dig. (2015)
spektral siralama yontemini kullanarak tam ¢oziimi bulmuslardir. Singh ve dig.
(2012) N =14 ve farkli yakimsaklik parametreleri igin homotopi analiz yontemini
kullanarak ~107"° mutlak hatali analitik yaklasik ¢oziimler elde etmislerdir. Kumar

ve dig. (2015), homotopi pertiirbasyon doniisiim yontemini kullanarak N =25 i¢in
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maksimum hatayr 7.1x10° olarak bulmuslardir. Verilen yontem; homotopi
yontemlerinden daha iyi, ayn1 dogruluga sahip diger yontemlerden ise daha hizlidir.
5.4 Ornek Tam ¢oziimii Y(X)= X" olan

5 X
y(x)=x2+1—x5—j L y(t)dt, 0<x<1
) Ix—t

zay1f tekil Volterra integral denklemi ele alinsin. Bu problemin Erdélyi-Kober tip

kesirli formu Tanim 3.5’ten

5

y(x)=x’ +%X2 —Nax17%0y(x), 0<x<1
ile gosterilir. Coziim Y ontemi 2 uygulandiginda, (4.11)’den
(@+H,l,)A=G

bagintist elde edilir. N =2 ve X, =0.25, x, =0.75, X, =1 siralama noktalar1 icin

Legendre polinomlar: kullanilarak h, (X) =7X olmak iizere

11 =5
2 8 2
o1 L Y w-lo B oo
2 8 2
11 1 o o0
, 4 2] | =B
"3 5 240
|0:i2 0 _Z1G: %4_2
N 5 10 16
2 2 31
2 £ = ==
. 3 5] 15|

matrisleri elde edilir. Sistem, Mathcad 15°de sembolik hesaplamayla ¢oziiliirse

A=[1/3 12 VY 6]T bulunur. Béylece problemin tam ¢dziimiine ulasilir.
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Yousefi (2006), N =2 i¢in Legendre dalgaciklarimt kullanarak tam ¢ozimii
elde etmistir. Homotopi pertiirbasyon yontemi ile Pandey ve dig. (2009) N =18 igin
maksimum hatay1 yaklagik 0.00076 bulmuslardir. Ayrica hem modifiye homotopi
pertiirbasyon hem de modifiye Adomian ayristirma yontemlerini de kullanarak tam
¢oziimii elde etmislerdir. Shahsavaran (2011) Block-Pulse fonksiyonlart yardimiyla
mutlak hatayr 10° mertebeden bulmuslardir. N =14 icin Singh ve dig. (2012)
homotopi analiz yontemini uygulayarak yaklasik ¢oziim bulmuslardir. Noeiaghdam
ve dig. (2016) homotopi analiz doniisim yontemini kullanarak N =20 igin
maksimum hatay1 yaklasik 3.5x10" olarak elde etmislerdir. Dolayisiyla verilen

¢Oziim yontemi bahsedilen diger yontemlerden daha hassas ve hizlidir.

5.5 Ornek Tam ¢oziimii y(X)=7zx> olan

%ﬂx3=! ! y(t)dt, 0<x<2

Volterra integral denklemi ele alinsin (Eker 2014). Bu problemin Erdélyi-Kober

kesirli formu Tanim 3.5’ten
%\/;xs =172, ,y(X), 0<x<2

ile ifade edilir. C6ziim Yontemi 2 uygulandiginda, VA =G temel matris bagintisi
elde edilir. Burada N=3 icin Legendre polinomlar1 ve

X, =0.5 x =1 X, =15, X, = 2 siralama noktalar1 kullanilarak

‘7 1 7 197 3 77 3lr |

2 2 2 32 2 24 3R

oz I, B 1% 712
vo|2 2 8 3.8 | g_| %3

7 3 7 43z 9 117 151 97 /4

222 32 2 8 32 167/3

Z 2-2 27-6 E—Sﬂ'

L2 2 3 J

matrisleri elde edilir. Bu sistem Matlab R2015a’da sembolik hesaplamayla ¢oziilerek
A=[2r 18z/5 2z 27[/5]T elde edilip tam ¢6ziim bulunmustur. Ayni sonuglar
Mathcad 15 kullanilarak da elde edilmistir. Ayrica aynt N degeri ve siralama
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noktalari i¢in diger ortogonal polinomlardan olan Laguerre, Hermite, birinci ve ikinci
tip Chebyshev polinomlar1 da kullanilarak hem Matlab R2015a’da hem de Mathcad

15’te sembolik hesaplamayla problemin tam ¢6ziimii bulunmustur.

5.6 Ornek Tam ¢oziimii y(X) = x* olan

243 4
XU+t +1 32768 314 262144 27/4 128 ZL'I/4
(X t)]/4 (t)dt = 100047 X + 908523 X 231 X 0<x<1
0 —

Volterra integral denklemi gbz oniine alinsin. Bu problemin Erdélyi-Kober kesirli

formu Tanim 3.5’ten
T 15y 00+ X180 y0) ¥ 1575, ¥() | = g (X

ile gosterilir. Burada g (X) =2 x WA 2ot 210y 128 WA gy

2
Cozim Yontemi 2 uygulandiginda, ZHiIiA:G veya VA=G temel

i=0
matris  bagintist  elde edilir. N =2 i¢cin Laguerre polinomlar1 ve

X, =1/3, X, =2/3, X, =1 siralama noktalar1 kullanilarak, Mathcad 15’te sembolik
hesaplamayla sistem ¢oziilmiistir. a,=2, a, =—4, a,=2 elde edilip tam ¢6zim

bulunmustur. Ayrica N =2 i¢in Matlab R2015a kullanilarak 1.1x10™" ortalama

hatalar elde edilmistir.

Liu ve Tao (2006), orta nokta, yamuk kuadratiir, ortalamalari, kombinasyon
sonuglar1 ve posteriori yaklasim yontemlerini Kullanarak h=0.025 durumunda
sirastyla 1x10°3, 8x1073, 4x10°®, 5x107°, 5x10° maksimum hatalar1 elde etmislerdir.
Bunun yaninda, Liu ve Tao (2007), orta nokta ve yamuk kuadratiir yontemleri,
Richardson ekstrapolasyonlar1 ve katli integral yontemleriyle h=0.025ve x=1
durumunda sirastyla 4x10°, 1x10™, 1x10®, 2x10° mutlak hatalarini bulmuslardir.
Ayrica h=0.0125vex=1 i¢in orta nokta ve yamuk kuadratiir ydntemleri,
Richardson ekstrapolasyonlar1 ve katli integral yontemlerini kullanarak sirasiyla
1x107°, 3x10°, 2X10'8, 7x10*  mutlak hatalarin1 elde etmislerdir. Cozimii elde
ederken 40 ve 80 nokta kullanmuslardir. Halbuki biz 3 nokta kullandik. Sunulan
yontem bahsedilen quadrature yéntemlerinden daha hassas ve daha hizlidir. Ustelik

Abdelkawy ve dig. (2015), spektral siralama yontemini kullanarak N >2 i¢in tam
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¢oziimii elde etmislerdir. Gelistirilen ¢6ziim yontemi burada bahsedilen

yontemlerden daha pratiktir.

5.7 Ornek Tam ¢oziimii Y(X)=X" olan

X

X296 = I ]/Gy t)dt, 0<x<?2
O _

Volterra integral denklemi ele alinsin (Eker 2014). Bu problemin Erdélyi-Kober

kesirli formu Tanim 3.5’ten

5r(g)x =los asY(X), 0<x<2
ile ifade edilir. Coziim Yontemi 2 uygulandiginda, VA =G temel matris bagintisi

elde edilir.

Sunulan yontem uygulanarak N =4 i¢in Matlab R2015a’da hesaplanan
maksimum ve ortalama hata degerleri Tablo 5.6’da verilmistir. Tablo 5.6
incelendiginde, hemen hemen tiim polinomlarin hatalarinin (¢) noktalar1 kullanilarak
daha iyi ¢iktig1 gozlemlenir. Ayrica, (a) ve (¢) siralama noktalari igin Hermite, (b)
siralama noktast igin ise ikinci tip Chebyshev polinomlari kullanilarak maksimum ve
ortalama hatalarin diger polinomlara gore daha kiigiik oldugu goriilmektedir. Burada
¢Oziimilin polinom olmasina ragmen tam olarak elde edilememe sebebi integral

kisminin sembolik olarak hesaplanamamasindan kaynaklanir.

Tablo 5.6: Ornek 5.7 i¢in E,, ve E,, degerleri

Ortogonal Maksimum hata Ortalama hata

polinomlar a b c a b c
Laguerre 3.47x10™ | 2.17x10™ | 1.45x10™ | 1.22x10** | 1.17x10™ | 7.65x10™°
Hermite 9.56x10™® | 4.77x10" | 7.37x107%° | 4.12x107%° | 1.40x10™° | 2.40x10™°

Jacobi(0,1) 6.18x10" | 2.79x10™ | 1.94x10™ | 1.95x10" | 1.59x10™° | 1.17x10™
Jacobi(1,1) 3.95x10% | 2.12x10™ | 2.12x10™ | 1.50x10" | 8.08x10™° | 7.23x10™
Legendre 478x10™"° | 2.11x10% | 1.99x10"° | 1.63x10™° | 1.03x10™ | 5.26x10™°
1. Chebyshev | 6.84x10™% | 3.13x10™% | 3.09x10™ | 2.09x10™ | 1.17x10™ | 7.86x10™°
2. Chebyshev | 1.48x10™° | 1.47x10™ | 3.45x10™ | 6.83x10™® | 6.67x10™® | 8.61x10™°

Mathcad 15°te sembolik hesaplanamiyor. Sayisal hesaplanarak elde edilen

maksimum ve ortalama hata degerleri Tablo 5.7’de verilmistir. Burada (a) siralama
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noktast igin ikinci tip Chebyshev polinomu, (b) siralama noktasi igin Laguerre
polinomu, (c) siralama noktasi i¢in ise Hermite polinomlari en iyi yaklasimlar1 verir.
Tablo 5.7’de elde edilen sonuglara gore hatalar muazzam bir sekilde degisiyor. Belli

bir diizen yoktur.

Tablo 5.7: Ornek 5.7 igin Mathcad 15°teki E_, ve E,, degerleri
Ortogonal Maksimum hata Ortalama hata
polinomlar a b c a b c
Laguerre 1.44x10° | 5.64x10™ | 1.81x10° | 4.45x10* | 2.46x10™ | 5.81x10™
Hermite 8.88x10™" | 2.1x10° | 8.13x10™ | 2.79x10 | 1.27x10° | 2.45x10™

Jacobi(0,1) 3.03x10* | 2.79x10®° | 1.98x10* | 1.76x10™ | 1.44x10° | 5.26x10°
Jacobi(1,1) 8.97x10™ | 2.15x107 | 2.49x10° | 2.8x10™ | 1.3x107 | 1.09x10°
Legendre 1.11x10* | 1.61x10° | 1.23x10“ | 3.42x10° | 4.68x10° | 3.22x10°
1. Chebyshev | 1.22x10° | 1.05x10" | 4.92x10” | 4.58x10” | 3.03x10° | 1.32x10™
2. Chebyshev | 8.85x10™ | 1.05x10° | 2.49x10° | 2.79x10™ | 3.44x107 | 1.09x10°

5.8 Ornek Tam ¢oziimii y(X)=C0SX olan

X

smx 'f
o (sinx—sint)

A y(t)dt, O<x<%

tekil Volterra integral denklemi géz oniine alinsin (Eker 2014). Bu denklem kesirli

integrallerin mevcut tanimlarindan dolay1 kesirli formda ifade edilemez.

Yontem yedi farkli polinom ve (a), (b), (c) ile verilen ii¢ farkli siralama
noktalar1 i¢in kullanildiginda maksimum hatalar sirasiyla Tablo 5.8, Tablo 5.9 ve
Tablo 5.10°da verilmistir. Sonuglar Mathcad 15’te sayisal olarak hesaplanmustir.
Fakat Matlab R2015a’da integral kismi hesaplanamamuistir.

Tablo 5.8: Ornek 5.8 i¢in (a) siralama noktasim kullanarak E__ degerleri

Ortogonal N=2 N=3 | N=4 | N=5 | N=6 | N=7 | N=8 | N=9 | N=10
polinomlar
Laguerre 1.4x107 | 1.2x10°| 1.5x10™| 1.3x10°| 1.6x10°®| 5.7x10°° | 5.7x10®| 9.9x10®| 6.5x10”
Hermite 1.4x102 | 1.2x1073| 1.8x10™*| 1.2x10°| 1.2x10°| 6.7x10® | 2.4x10°| 4.5x10° | 5.2x107°

Jacobi(0,1) 1.4x10? | 1.2x10°| 1.8x10™| 1x10° |2.6x10°|6.5x10®|1.3x10°|7.7x10®| 5x10*

Jacobi(1,1) 1.4x107 | 1.2x10°| 1.8x10™| 1.3x10°| 1.2x10°| 3.8x10° | 2.2x10°| 1.2x10°| 3.5x10°

Legendre 1.4x10? | 1.2x10°| 1.8x10™| 1.3x10°| 1.2x10°| 3.9x10° | 3.9x107 | 1x10° | 4.3x10?

1.Chebyshev | 1.4x10 | 1.2x10|1.8x10™| 9.3x10°®| 1.2x10°| 3.9x10°| 1.3x10°| 1.3x10°| 4.2x10™

2.Chebyshev | 1.4x107 | 1.2x10°%| 1.8x10™| 1.3x10°| 1.2x10°®| 4x10° |1.4x107|1.3x10°| 4.5x107
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Tablo 5.9: Ornek 5.8 igin (b) siralama noktasim kullanarak E__ degerleri

S)ﬁﬁ%‘rﬂz'r N=2 | N=3 | N=4 | N=5 | N=6 | N=7 | N=8 | N=9 | N=10
Laguerre | 1.2x10?|1.4x10° | 1x10* | 1.8x10°|2.8x10° | 2.2x10® | 3.9x10° | 8.8x107 | 4.8x10?
Hermite 1.2x10% | 1.4x10° | 1x10™ |8.2x10°| 4.3x10" | 2.4x10® | 6.1x10? | 7.4x10° | 5.8x10°
Jacobi(0,1) | 1.2x10% | 1.4x10°% | 1x10* |8.2x10° | 4.3x107 | 2.5x10° | 4.3x10? | 4.7x10° | 3.4x107
Jacobi(1,1) | 1.2x10%|1.4x10°% | 1x10* | 8x10° |4.3x107 | 4.3x10" | 1.2x10® | 5x10” | 1.9x10°®
Legendre |1.2x10?|1.4x10°| 1x10™* | 8x10° |4.3x10" | 4.5x107 | 4.9x10° | 6.1 x10”| 6.6x107
1.Chebyshevi 1.2x107 | 1.4x10° | 1x10™* | 8x10° | 4.3x107| 4x10”" |4.6x10°|5.2x107| 7.7x10°®
2.Chebyshev 1.2x107 | 1.4x10% | 1x10™ | 8x10° |4.3x107 | 4.5x107 | 6x10® |5.2x107| 6.8x10°

Tablo 5.10: Ornek 5.8 igin (C) siralama noktasim kullanarak E,__ degerleri

F%rlticr’]%%‘gr N=2 | N=3 | N=4 | N=5 | N=6 | N=7 | N=8 | N=9 | N=10
Laguerre 2.6x107 | 3.2x10%| 3.3x10™| 2.9x10° | 1.6x10° | 1.8x107 | 1.5x10®| 1.6x10” | 2.1x10°
Hermite 2.6x107 | 3.2x10°% | 3.3x10™ | 2.4x10° | 1.6x10° | 3.5x10” | 5.4x10° | 2.6x10° | 3.6x10°
Jacobi(0,1) | 2.6x10?%|3.2x10° | 3.3x10™* | 2.4x10° | 1.6x10°| 1.1x107 | 2.6x10° | 3x10” | 1.6x10°
Jacobi(1,1) | 2.6x107?|3.2x107|3.3x10™ | 2.4x10°| 9.8x107 | 8.4x10® | 6.8x107 | 2.8x107 | 8.3x10”
Legendre 2.6x102| 3.2x10%| 3.3x10™*| 2.4x10°| 9.1x107 | 8.3x10® | 6.6x107 | 2x10° | 5.1x10°®
1.Chebyshev |2.6x107|3.2x10°*|3.3x10™ | 2.4x10° | 9.6x10” | 9.7x10®| 9.1x10” | 5.5x10” | 8.1x10”
2.Chebyshev | 2.6x107|3.2x10°%|3.3x10™| 2.4x10° | 9.6x107 | 8.4x10°®| 7x10” |2.1x10®| 7.8x10”

Tablo 5.8, Tablo 5.9 ve Tablo 5.10’da incelendiginde genel olarak (b)

siralama noktalar1 kullanilarak elde edilen sonuglarin (a) ve (¢)’den daha iyi oldugu

gozlemlenmistir. Ayrica N =7 ’ye kadar hatalarin giderek azaldigi daha sonra ise

boyle bir diizenin olmadig1 gézlemlenmektedir. Bundan dolay1 hangi polinomun en

iyi sonucu verdigini sdylemek miimkiin olamamaktadir.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda; kesirli, Abel ve tekil integralleri iceren Volterra integral
denklemlerini ¢ozmek ig¢in ortogonal polinomlara dayali Coziim Yontemi 1 ve
Coziim Yontemi 2 olmak iizere iki farkli siralama yontemi sunulmustur. Bunlarin
¢oziimiinde yedi g¢esit ortogonal polinom (Laguerre, Hermite, Jacobi(0,1),
Jacobi(1,1), Legendre, birinci ve ikinci tip Chebyshev polinomlari) igin ii¢ gesit

siralama noktalar1 kullanilmastir.

Sunulan yontemlerle sekiz farkli problem Mathcad 15 ve Matlab R2015a’da
yazilan program Kodlar1 yardimiyla ¢ozilmiistiir. Bu problemlerin 4 tanesi
Erdélyi-Kober kesirli formu, 3 tanesi Riemann-Liouville kesirli formu ile ifade
edilirken 1 tanesi de kesirli formda ifade edilemeyendir. Problemlerin ¢oziimiinde
mutlak, maksimum ve ortalama hatalar hesaplanmistir. Bu hata degerleri on adet
tabloda  verilmistir. Elde edilen ¢oOziimler literatiirdeki  sonuglarla
karsilastirilmistir. Cogu yontemden (Chebyshev dalgacik yontemi, Bernstein
yaklagimi, Galerkin agirlikli kalanlar yontemi, homotopi analiz déniisiim yontemi,
homotopi pertiirbasyon yontemi, Adomian ayristirma yontemi, homotopi analiz
yontemi, homotopi pertiirbasyon doniisiim yontemi, Block-Pulse fonksiyonlar1 ve
Taylor agilimina dayali siralama yontemi, quadrature yontemleri) daha iyi
sonuglarin elde edildigi gozlemlenmistir, bazilar1 (Tau yontemi, Legendre
dalgacik yontemi, kaydirilmig Legendre siralama yontemi, Bernstein polinomu
coklu dalgacik yaklagimlari, Babenko yaklagimi, Laplace doniisiimil) ile ayni

dogruluk derecesine sahip olmasina ragmen, sunulan yontem daha hizlidir.

Omek 5.1 ve Omnek 5.2 iki yontemle de ¢oziilmiis, N arttikca Coziim
Yontemi 1’in Coziim Yontemi 2’ye gore daha yavas yakinsamakta oldugu
gozlemlendigi i¢in kalan diger Orneklerin hepsi CoOziim Yontemi 2 ile
¢coziilmiistiir. Ayrica Coziim Yontemi 2 literatiirde var olan diger yontemlerden
daha hizl1 ve daha yakinsaktir. Eger ¢oziim bir polinomsa hem Mathcad 15 hem
de Matlab R2015a’da sembolik hesaplamayla tam ¢6ziim elde edilmistir. Polinom
olmayan c¢oziimlerde ise sayisal yaklasim elde edilmistir. Coziilen sayisal

orneklerde az sayidaki N terimleri i¢in iyi yaklagimlar bulunmustur. Yaklasik
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¢oziimlerin dogrulugu iyi derecededir. Sayisal sonuglar, yontemin gecerliligini ve
uygulanabilirliligini  gosterir. Dogrulugu yiiksek ve mevcut yontemlerle

karsilastirilabilirdir.
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