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Bu tez ii¢ boliimden olusmaktadir.

Birinci bdliimde, Fuzzy mantiginin tarihgesine ve kullanim alanlarina
deginilmistir.

Ikinci béliimde, Fuzzy uzaymm temel kavramlari, Fuzzy metrik uzay1 ve
topolojisi tanimlanarak C* — smifindan Fuzzy atlasi olusturulmus ve bu atlas {izerinde
Fuzzy manifoldu elde edilmistir.

Uciincii boliimde, oncelikle Euler-Lagrange ve Hamilton enerji yapilari
tanitilmigtir. Daha sonra Fuzzy uzayinda gerekli geometrik yapilar olusturularak
Lagrange ve Hamilton enerji denklemleri elde edilmistir. Daha sonra, yapilan
caligmanin bir uygulamasi olarak Fuzzy silindiri {izerinde hareketli bir cisim igin
Lagrange ve Hamilton enerji denklemleri hesaplanmaistir.

ANAHTAR KELIMELER: Fuzzy uzayi, Fuzzy manifoldu, Fuzzy uzayinda lagrange
ve hamilton enerji denklemleri



ABSTRACT

THE MECHANICAL SYSTEMS AND ENERGY EQUATIONS ON FUZZY
SPACES
MSC THESIS
OSMAN ARSLAN
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS
(SUPERVISOR:ASSOC. DR. CANSEL AYCAN)
DENIiZLi, SEPTEMBER 2019

This study consist of three sections.

In the first section, the history of Fuzzy Logic and usage area is presented
informing to readers.

In the second section, the basic concepts of Fuzzy Space, Fuzzy Metric Space
and Fuzzy Topology are defined and over this Fuzzy chart systems are formed. Also,
with this geometric properties Fuzzy differential manifolds are examined.

In the third section, firstly Euler-Lagrange and Hamilton energy structures are
introduced. Then, necessary geometric structures for Lagrangian and Hamiltonian
energy systems were created in Fuzzy space and energy equations were obtained.
Then, as an application of this study, Lagrangian and Hamiltonian energy equations
were calculated for a moving particle on the Fuzzy cylinder.

KEYWORDS: Fuzzy space, Fuzzy manifold, Lagrangian and hamiltonian equations
in fuzzy space
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1. GIRiS VE TARIHCE

Bu béliimde, ilk olarak fuzzy (bulanik) mantigin ortaya ¢ikisindaki nedenler,
tarihgesi, uygulama alanlar1 ve islevselligi ele alinmistir. Daha sonra fuzzy uzayinda
kiime kavramiyla ilgili tanim ve teoremler verilerek, fuzzy topolojisi ve fuzzy harita

ve atlas yapisi tanimlanmistir. Daha sonra ise Fuzzy tanjant demeti incelenmistir.

Bunlarin yani sira, diger boliimlerde Euler-Lagrange ve Hamilton denklemleri
ile ilgili genel kavramlar verilerek, fuzzy uzay: lizerinde Lagrangian ve Hamiltonian

enerji denklemleri olusturulmustur.

1.1  Fuzzy (Bulamk) Mantigin Olusumu

Fuzzy mantig1 olustururken giindelik hayatta kullandigimiz temel
unsurlardaki dogru veya yanlis olma degerlendirmesi kullanilmistir. Ornegin,
“Bugilin hava cok sicak’ , “Selma’nin saglar1 ¢ok uzundur” , “ Bu araba g¢ok
pahalidir” gibi ciimleler goreceli kavram igeriyor diyebiliriz. Goreceli kavram herkes
icin ayn1 sonuca sahip olmayan kavramlardir diyebiliriz. Herkes i¢in dogruluk degeri
ayn1 bicime sahiptir seklinde nitelendiremeyiz. Biliyoruz ki klasik mantikta bir
onermenin dogruluk degeri ya “0” ya da “1”dir. Yani s6z konusu eleman ya kiimeye
aittir ya da ait degildir. Dolayisiyla o araba bir grup insan i¢in pahali olarak
nitelendirilebilirken, baska bir grup insan i¢in asir1 ucuz, baska bir grup icin ise ucuz
olarak nitelendirilebilir. “giizellik-¢irkinlik”, “ucuzluk-pahalilik”, “uvzunluk-kisalik”
gibi kavramlarin netligi yoktur. Uzun ile kisa arasinda, soguk ile sicak arasinda bir
cok basamak olusturulabilir. Ornegin; “asir1 soguk, soguk, az soguk, az sicak, sicak,
asirt  sicak” gibi basamaklar. Giinliik hayatta illaki bu basamaklara ihtiyac

duyulmaktadir.

Fuzzy mantifi da bu iletisim sorununu ¢6zmek ve bu tarz belirsizlik
durumlarini ortadan kaldirma fikriyle olugsmustur. Peki bu belirsizlik durumu herkes
icin ayni degilken, tek bir anlam iceren dogruluk degerini nasil verecek? Bunun

cevabi ise; devamli ya da dereceli bicimde dogruluk kavramini kullanmakta bulunur.
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Yani klasik mantiktaki gibi dogruluk degeri sadece “0” ile “1” degil, “0 ile “1” dahil
olmak iizere bu sayilar arasindaki tiim degerleri dahil ederek, fuzzy (bulanik)
dogruluk kavramini buluyoruz. Klasik mantik ile fuzzy mantigin benzerlikleri vardir
fakat fuzzy mantig1 daha genel ve daha genis uygulama alan1 getirmistir. Belirsizlik

ve dogrulugu keskin bir sekilde tanimlayamama durumlarinda ise yaramaktadir.

1.2 Fuzzy (Bulanik) Mantigin Tarihgesi

Mantiksal paradokslar ve Heisenberg’in belirsizlik ilkesi, 1920 ve 1930’1lu
yillarda 6nemli goriilen bazi mantik sistemlerinin gelismesine yol agti. Kuantum
teorisyenleri, bu mantik sistemlerinin “dogru” ve “yanlis” tan olusan deger
kiimesine, bir ii¢lincii olarak orta dogruluk degeri sayilan bir deger bigimi ekleyerek
“belirlenemezlik” in ifade edilebilmesine imkan sagladilar. Bundan sonraki agsamada
ise ‘dogru’ ve ‘yanlig’, “belirlenemezlik” unsurunun sinir sartlar1 olarak goriiliip
belirlenemezlik kriteri de derecelendirildi. Heisenberg’in belirsizlik ilkesi,
belirlenemezlik ilkesinin siirekliligiyle, bilim insanlarin1 daha g¢esitli diisiinmeye
zorladi. Baz1 filozoflar ¢cok degerliligi benimsemesine ragmen, Lukasiewicz, Gddel,
ve Black, ilk c¢ok-degerli mantik diger deyisle bulanik mantik ile bulanik kiime
sistemlerini  gelistirdiler. 1930’lu yillarin baslarinda Polonyali mantik¢t Jan
Lukasiewicz ilk tig-degerli mantik sistemini gelistirdi. Lukaziewicz, daha sonra
dogruluk degerlerinin kiimesini tiim sayilara genellestirdi. Yine 1930’lu yillarda
kuantum filozofu Max Black, siirekli degerlere sahip mantigi, kiime kavraminin
eleman olusumuna uyguladi. Black, bulanik kiimede iiyelik fonksiyonlarindan
bahseden ilk kisi oldu. Black, ifade etmeye c¢alistigt yapilardaki belirsizligi
‘siiphecilik’ olarak adlandirdi. Zadeh’in sundugu bulanik-kiime teorisinin tersine,
Black’in ¢ok degerli kiimelerindeki her bir eleman, siirekli degerlere sahip bir mantik
cercevesinde ele alan bir kiime ile esdeger olur. Fuzzy kavrami ilk kez 1965’te,
Azerbaycan dogumlu Lotfi Askar Zadeh (Liitfii Askerzade)’ye ait olan “Fuzzy
Kiimeler (Fuzzy Sets)” baslikli bir makalede ele alindi. Berkeley Kaliforniya
Universitesi’nde profesér olan L. Askerzade, 1961 yilinda, yaymmladigi bir
makalesinde “olasilik dagilimiyla tanimlanamayan bulanik ya da belirsiz nicelikler
icin farkli bir matematige” gereksinim oldugunu yaziyordu. Ciinkii, Askerzade

dogadaki goézlenebilen unsurlar ile siireglerin  sonlu degerli mantikla



aciklanamayacagin diisiiniiyordu. 1960’l1 yillarin sonlarinda Askerzade’ nin makalesi
kesinlik vurgusundan vazge¢meyen bilimsel ¢evreler tarafindan kabul gormemis,
dahas1 ABD Kongresi'nde ABD Ulusal Bilim Vakfi (NSF—NationalScience
Foundation) kaynaklarinin bosa harcanmasina 6rnek olarak anilmisti. 1970’1i yillarda
ve sonraki yillarda Avrupali ve 6zellikle Japonyali bilim insanlarinin fuzzy mantigi
tizerinde arastirmalar1 ve mithendislik uygulamalari nedeniyle fuzzy mantik ile fuzzy
kiimeler teorisi giderek gelisti. Giiniimiizde fuzzy mantik, otomobillerin vites
kutularindan bulasik makinelerine, elektronik devreleri ile yapay zekanin karar
verme algoritmalarina kadar olduk¢a kapsamli teknik uygulamalara sahiptir tistelik
Tokyo monorail sistemi fuzzy metro temelli bilgisayar yapisina bagli olan
miithendislik sistemleriyle islemektedir. Bilgisayar ile enformatik bilimleri, kontrol
sistemleri, karar alma algoritmalar1 fuzzy mantigin yogun olarak kullanildig1 alanlar
olarak gosterilebilir.

Fuzzy mantigin baslica 6zellikleri asagidaki gibi listelenebilir:

i)“dogru”, ”cok dogru”, ”az ¢cok dogru” v.b. gibi sozel olarak ifade edilen
(dilsel degiskenli) dogruluk derecelerine sahip olmast,

ii) Gegerliligi kesin degil fakat yaklasik olan ¢ikarim kurallarina sahip olmasi,

iii) Her kavramin bir derecesinin olmasi,

iv) Her mantiksal sistemin fuzzy sistemine aktarilabilmesi,

v) Fuzzy mantikta bilginin, fuzzy kisitlara ait degiskenlerin esnekligi veya

denkligiyle yorumlanmasi.

1.3 Fuzzy Mantigin Avantaj ve Dezavantajlari

Bu kisimda ise Fuzzy mantik ile ortaya ¢ikan fuzzy denetleyici unsurlarin

uistiinltikleri ve zayifliklari, avantajlar1 ve dezavantajlarini ele alacagiz.



1.3.1 Avantajlan

Fuzzy mantig1, giinliik hayatta karsimiza cikabilen Onceki kisimda da
degindigimiz bazi yapilarda oldugu gibi belirsiz, zamanla degisen, karmasik, iyi
tanimlanmamis sistemlerin denetimine basit ¢oziimler getirir.

Sunulan eger basit bir matematiksel modelle tanimlanabilen bir sistemse o
zaman geleneksel bir denetim yeterli olacaktir. Ama karmasik bir sisteme geleneksel
bir mantik uygulamak hem ¢ok zor hem de yiiksek maliyetlidir. Buna karsilik fuzzy
mantik denetimi geleneksel mantiga gore sistemi daha i1yi analiz edebilecegi gibi ayni
zamanda da ekonomiktir.

Fuzzy mantikta isaretler bazi 6n islemlerle ele alinirlar, ayrica kullanilan
degerler oldukga genis bir alan kapsaminda olmalarina ragmen daha az sayida iiyelik
fonksiyonlarina indirgenebilirler. Bu nedenle, fuzzy denetimi genellikle daha kiigiik
bir yazilimla daha hizli bir sekilde sonuglanir. Bahsi gegen degerler iizerinde
uygulanacak kural sayisi1 da az oldugundan sonuca ulagsmak daha da hizli olacaktir.
Bu durum geleneksel bilgisayar ortaminda da hizli olabilecegi gibi, 6zel gelistirilmis
donanimmli bir bilgisayar ile sonuca daha da hizli ulasmak miimkiindiir. Ornegin;
Sanyo-Fisher firmas1 miihendisleri, video kayit cihazinda kullanmay1 diisiindiikleri
mikro bilgisayarin yetersiz kalmasindan dolayi, fuzzy denetim sistemini kullanmaya
karar vermislerdir. Bunun nedeni, Fuzzy denetim sistemi ile yazilim boyutlarinin
daha kii¢iik kalmas1 saglandigi i¢in, dis bellek kullanimina gerek kalmamasidir.

Fuzzy mantik denetiminin sagladig1 bir diger avantaj ise dogrudan kullanici
girislerine ve kullanicinin deneyimlerinden yararlanabilmesine olanak saglamasidir.
Bilindigi gibi otomatik vites degisimi motorun belli hizlara ulasmasi sonucunda
otomatik olarak gerceklesir. Buna karsilik manuel vitesli bir arabada ise siiriicii, yol,
yiik ve kendi araba kullanis tarzina gore belli durumlarda vites degistirir. Subaru
tarafindan tretilen justy tipi otomobilde kullanilan aktarim organiin degistirilmesi,
bir kayisin konumunun fuzzy mantik kullanilarak degistirilmesi ile saglanir. Boylece
arabanin ivmesi ve performansi siirekli olarak ayarlanir hale gelir. Subaru, bu
otomobilde kullandig1 fuzzy mantik iiyelik fonksiyonlarini, otomobili test soforlerine
kullandirarak ve onlardan ivme ve performans agisindan en iyi aktarim oranini
Ogrenerek ayarlamistir. Bu konuda Honda ve Nissan da benzer calismalar

yapmislardir.



1.3.2 Dezavantajlar

Fuzzy denetim mekanizmalarinda kullanilan bazi1 kurallar deneyimlere
baghdir. Uyelik fonksiyonlarmin segiminde ise belirli bir ydntem yoktur. En uygun
fonksiyon deneme yontemi ile bulunur. Bu da olduk¢a uzun bir zaman alabilir.
Denetlenen sistemin bir kararlilik analizi yapmak zor olabilecegi gibi sistemin nasil
cevap verecegide Onceden kestirilemez. Yapilacak tek sey benzetim caligmasi

olacaktir.

1.4  Fuzzy Mantigin Uygulama Alanlari

Fuzzy mantik uygulamalar1 ilk olarak ¢imento sektdriinde kullanilmaya
baslanmigtir. Bu sektorde kirec tasi ve kil 1000-1400 derece sicaklikta reaksiyona
girmektedir. Firin igindeki sicaklik ve oksijen oranm1 ¢imentonun kalitesini dogrudan
etkilemektedir. Bu konular {izerine uzman operatorler ancak istenilen smirlar
dahilinde kaliteli iiriinler elde edebilmektedirler. Ama vardiyali sistemle ¢alisan bir
fabrikada ¢ok sayida operator vardir ve her operatoriin uzmanliklarinin farkli olmasi
nedeniyle farkli niteliklerde ve verimlilikte {iriin elde edebilmektedirler. Istenilen
kalitede iiriin sadece bu iste yillardir calisan uzmanlar tarafindan saglanabilmektedir.
Dolayisiyla sdylenebilir ki ¢imento iiretimi bir fuzzy yapisina uygundur ve siireg
kontroliinii fuzzy kurallar saglamaktadir. Ornegin 1s1y1 10 derece yiikselt veya 5
derece azalt gibi kesin kurallar degil biraz azalt, biraz yiikselt gibi bulanik terimlerle
ifade edilen kurallarla kontrol edilmeye uygundur. Bir Danimarka firmasi bu siirecin
kontrolii i¢in uzman operatdrlerin kullandigr 50-60 pratik kuraldan hareketle bir
mikro kontrolor olusturmuslar ve sonug olarak sabit iiriin kalitesi ve yakitta biiyiik
tasarruf elde etmislerdir.

Daha sonraki yillarda bu caligmalarin devami olarak, fuzzy mantik;
Miihendislik, Tip, Sosyoloji, Psikoloji, Isletme, Ulastirma, Yapay zekd, Kavsak
Sinyalizasyonu gibi alanlarda yaygin olarak kullanilmaya baglanmigtir. Giiniimiizde
Fuzzy Mantik hemen hemen her alanda kendine kolaylikla uygulama alani

bulabilmektedir.



1.4.1 Fuzzy Mantigin Kullanildig1 Alanlar

e Asansor Denetimi

Asansore binen yolcu trafigini degerlendirmede kullanilir.

e SLR Fotograf Makinesi

Ekranda birkag obje olmasi durumunda en iyi fokusu ve aydinlatmay1
belirlemede kullanilir.

e Video Kayit Cihazi

Cihazin elle tutulmasit nedeniyle ¢ekim sirasinda olusan sarsintilar1 ortadan
kaldirmada kullanilir.

e (Camagsir Makinesi
Camasirin kirliligini, agirh@ini, kumas cinsini degerlendirerek, ona gore yikama
programini segmede kullanilir.

e Elektrik Siiplirgesi

Zeminin durumu ve Kkirliligini degerlendirerek motor giiciinii ayarlamada
kullanilir.

e Su Isiticist

Kullanilan suyun miktar ve sicakliina gore 1sitmay1 ayarlamada kullanilir.

e Klima

Ortam kosullarin1 degerlendirerek en 1iyi ¢alisma durumunu algilamada
kullanildig1 gibi, odaya insan girip ¢ikmasi sonucunda 1s1y1 algilayarak sogutmayi
arttirmada kullanilir.

e ABS Fren Sistemi

Tekerleklerin kilitlenmeden frenlenmesini saglamada kullanilir.

o El Bilgisayar1

El yazisi ile veri ve komut girisine olanak tanir.

e Sendai Metro Sistemi

Hizlanma ve yavaslamay1 ayarlayarak rahat bir yolculuk saglanmasinin yani sira
durma konumunu 1yi ayarlar, béylece giicten tasarruf saglamayada imkan saglar.

e Televizyon

Ekran kontrastini, parlakligini ve rengini ayarlamada kullanilir.



2. FUZZY UZAYININ TEMEL KAVRAMLARI

Bu boliimde oncelikle fuzzy metrik uzayir ve fuzzy topolojisi tanimlanarak
c* —smifindan fuzzy atlas1 olusturulacaktir ve bu atlas iizerinde fuzzy manifoldu

elde edilecektir.

2.1  Fuzzy Kiime Kavram

Tamm 2.1.1: X herhangi bir kiime ve AcX olsun.

XA(x) = {é i ; ﬁ 2.1

)

seklinde taniml1 yA(x):X—{0,1} fonksiyonuna A kiimesinin karakteristik fonksiyonu
denir (Cinar 2015).

Tamm 2.1.2: A herhangi bir kiime ve A < X[ (burada [=[0,1] ) olsun. Bu

durumda p,: X —[0,1] fonksiyonu tarafindan karakterize edilen
A= {(x, p,(X))x€X}  XxI (2.2)

kiimesine X de bir fuzzy kiime denir.p, ile tanimh fonksiyona A fuzzy
kiimesinin iiyelik fonksiyonu ve her x€X i¢in py(x)€ I degerine de x in A ya ait
olma derecesi adi verilir.

R tizerindeki tiim fuzzy kiimelerin ailesi F (R) ile gosterilir.
Klasik kiime teorisinde A bir kiime olmak iizere; A ’nin iyelik (karakteristik)
fonksiyonu p, (x), x€A iken 1 ve x€A iken 0 olmak iizere iki deger almaktadir.
Uyelik fonksiyonu sadece 0 ve 1 degerini alan bu kiimelere adi veya basit kiime
denir.

Ozel olarak;

X Fuzzy kiimesi; p, (x) = 1 olmak tizere X = {(x, 1)|x€X},
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¢ Fuzzy kiimesi; p ¢(x) = 0 olmak tizere ¢p = {(x, 0)|x€X}

seklinde tanimlanir (Cinar 2015).

4 jig(x)

Sekil 2.1: Klasik bir A kiimesinin grafigi

ILI"A{'[}

L 4

Sekil 2.2: R de bir A fuzzy kiimesinin grafigi



2.2 Fuzzy Kiimeleri Uzerinde Notasyonlar

A ve B, X kiimesinde birer fuzzy kiimeler olsun.
(i) A=Be u,(x) = puy(x) (esitlik)
(i) AS Bo p,(x) < ug(x) (alt kiime)
(iii))C = AUB & uc(x) = max{uy(x), ug(x)} (birlesim)
(iv)D = ANB & p,(x) = minfu,(x), pz(x)} (kesisim)
WME=A@ug(x) =1—pu(x) (tamlayan)
seklinde notasyonlar1 verilir. Bu notasyonlar1 eger
{A f}je , ailesinde genellersek;
D = U Aj C = ﬂA]-
jej jeJ
olmak tizere,
Hp(0) = suppy (X) pe() = infu, () (23)

olacaktir.

Tanmm 2.2.1: X ve Y herhangi kiimeler ve f: X — Y bir doniisiim olsun.
Vx € X ve B €Y fuzzy kiimesi olmak {iizere, f doniislimii altindaki B nin ters

goruntiisu

pa(x) = pp(f(x))

tiyelik fonksiyonu ile tanimlanan A fuzzy kiimesidir. Eger bunun tersini diisiinecek

olursak, su soruyu sormaliyiz:

“f doniisiimiiyle olusturulan Y nin fuzzy kiimesi B i¢in iiyelik fonksiyonu
nedir?”

Eger f bire bir degilse X kiimesine ait olan ve A tlizerinde farkl tyelik
dereceleriyle ifade edilen iki ya da daha fazla ayni nokta Y lizerinde ayn1 y noktasi ile
eslesirse belirsizlik ortaya ¢ikar. Burada ifade edilen p,(X) iiyelik fonksiyonu ile bu
ifade

sup{u, @}z ') L fTT N #EP

(2.4)
0 S o =¢

ug(y) =



O =ex:fx)=y}h
seklinde gosterilir (Soliman 2016).

Tamm 2.2.2: X’de fuzzy kiime A, u,,, (x) liyelik fonksiyonu ile verilen fuzzy

nokta , x € X olmak {izere

_ A, x=y
uyl(x) - { 0, diger durumlar (2.5)

tiyelik fonksiyonu seklinde tanimlanir (Soliman 2016).

Tanim 2.2.3: R iizerindeki tiim fuzzy kiimelerin ailesini F (R) ile gosterelim.

Her u € F(R) icin eger u, asagidaki 6zellikleri saglarsa bir fuzzy sayisidir.

(1) u normaldir:
(yani 3xy € R:u(xy) = 1)
(i1) u konvekstir:
(yani u(Ax + (1 — A)y) = min{u(x),u(y)}x,y ER ve A€ )
(111)p st yar stireklidir:
Tiim fuzzy sayilarin kiimesini E ile gosterelim. R, E’ye kolayca gomiilebilir.
Eger u(x) = 0 ve Vx < 0 ise u € E ‘ye negatif say1 denir.
Biitin negatif olmayan fuzzy sayilarmmn kiimesini E* ile gosterecegiz

(Soliman 2016).

Tamm 2.2.4: X"notasyonu, Jindeks kiimesine dahil olan kiimelerin firiinii
anlamida kullanilmaktadir. X" de fuzzy kiimelerinin iki farkli kategorisi vardir.
Yani geleneksel fuzzy kiimeleri X" de tammmlanir ve fuzzy vektorler kartezyen
tiriinler tarafindan tiretilir.

Kabul edelimki, X" kiimeler tarafindan iiretilsin ve A € X™ olsun. Fuzzy

tiyelik fonksiyonlarmi (k < n)olmak tizere;

1,0 = X" > 1_[1
k

olarak tanimlayalim. k = n alinmasi1 en kullanighh uygulamadir. Bu nedenle bu

calismada da k = n oldugunu varsayacagiz (Soliman 2016).
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Tamim 2.2.5: {A;} X kiimesi tizerinde fuzzy kiimelerin ailesi olsun. Fuzzy

vektori,

olarak taniml bir iiye olarak tanimlanir.

Fuzzy vektorii lizerinde bir fuzzy LP normu ise

1/p

Il = e (v, 4) )

(2.6)

olarak ifade edilir. Bu L? normu bilinen norm fonksiyonu ile aym 6zellikleri saglar.

Yani 4; =1 ise bu x deki LP normuna indirgenir.

ko
o)

0 vektoriiniin normu 0 dir ve 0 = k . ) , |0 IIp = 0 seklinde gosterilir
ko

(Soliman, 2016).

Tanmim 2.2.6: A ve B , X" de fuzzy vektorlerin koleksiyonu olsun.

(1) A =B py(x) = pp(x)

(i)  ACBouux) < pp(x)

Diger yandan, K bir indeks kiimesi olmak iizere,

(i) € = Ukex Ax @ pc(x) = Sup{uA(x) pp(x)} = L

(iv) D = Nkex Ak © up(x) = lnf{.UA(x) up(x)} = L

olarak tanimlanir (Soliman 2016).

11
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2.3  Fuzzy Metrigi

Bu boéliimde oncelikle fuzzy metrigini tanimlayacagiz ve bunun geometrik

uygulamalarina deginecegiz. Oncelikle bunun i¢in gerekli temel kavramlari sunalim.

Tanim 2.3.1: (Hausdorf Uzakhg)
Fuzzy uzayinda LP normu verilsin. x ve y fuzzy noktalar olmak iizere,
lx=yll,=dlxy) (2.7)
fuzzy sayisina x ve y noktalari arasindaki uzaklik ya da xy fuzzy vektoriiniin boyu
denir. Burada d uzaklik fonksiyonudur.
A ve B, X metrik uzayinda bos olmayan iki kiime olsun. 4 fuzzy kiimesinin
maksimum tiyeligi;
a* = max{u,(x)|x € X}
olarak ifade edilir.
Fuzzy olmayan kiime Apqy = {x|p,(x) = a*} olarak tanimlansin. A,, X’in
bos olmayan ve fuzzy olmayan alt kiimesi olmak iizere
Amax © Ap
dir. Herhangi iki fuzzy kiime A ve B igin
Ap =By & Amax = Bax
olur.

A; fuzzy kiimesinin ailesini t € [0,1] i¢in

A, = {{wa(x) €Efta’]}, t< a** 2.9)
cﬂg , t>«a

seklinde tanimlayalim.
t=a"ise Ay = Apgy dirve a* = 1 ise A; ile Ay, it olmazlar.

Simdi tyelik fonksiyonlarinin j € J (J indeks kiimesi) olmak iizere farkl ¢;
degerlerinin oldugunu kabul edelim. A ile B fuzzy kiimeleri arasindaki Hausdorff

uzaklig1 H (A, B) seklinde gosterilir ve
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H(A,B) = max {sup bin£ d(a,b),sup injl d(a, b),}

acA bE beB A€

olarak tanimlanair.

Diger yandan fuzzy kiime mesafesi ise asagidaki sekilde tanimlanacaktir,

Zje] th(c/ltj,Btj)

H(A,B) = S

(2.9)
A ile B fuzzy kiimelerinin siirekli degisken oldugu durumu ele alacak olursak,
benzer bi¢imde fuzzy kiime mesafesini tanimlayabiliriz. Boylece bu kosulda fuzzy

kiime mesafesi,

Jy tH(A,By) dt

H(CAJB)z fltdt
0

=2 [ tH(A,, B,) dt (2.10)

seklinde ifade edilir. Ag¢iktir ki bu tanim A, nin nasil segilecegine baghdir. Eger A
fuzzy kiimesi maximum {iyelik degeri a* =1 ise A, nin tanimlanmasina gerek
yoktur. Ciinkii A, ’nin se¢imi A, nin tanimlanmasina dayanmaz. Ancak a* < 1 ise
Ap = Apar U {x4} olarak tanimlanmalidir. Bu tek noktanin uzaklik {izerinde
Onemsiz bir etkisi vardir. A, ’yi tutarh sectigimiz slirece sonuglarimiz tutarh
olacaktir (Soliman 2016).

Teorem 2.3.1: Bos olmayan A fuzzy kiimesi i¢in A; # ¢ , Vt € [0,1] dir
(Soliman 2016).

Teorem 2.3.2: Eger A = B ise her t i¢in A; = B; bulunur (Soliman 2016).

Teorem 2.3.3: A # B i¢in t > 0 olmak iizere A; # B, mevcuttur.
Ispat: Ispat igin iki durum diisiinmeliyiz.

(1) A ve B nin ayn1 maksimum iiyelik degerlerine sahip olmasi durumu,

(2) Farkli maksimum {iyelik degerlerine sahip olmasi durumu.

Durum (1): a* = B olsun. A = B i¢in U, (x0) # pg(xp) olacak sekilde xy € X
vardir. Eger p,(xg) > pg(xo) ise tamm geregi Ay, (x0) F By xo) dir. xg € Ay, (xp)

fakat x( & By, (xo) dir.
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Aym sekilde pg(xo) > u,(xo) iken Ay, (x0) F B,y (xo) oldugu gosterilebilir.

Sonug olarak durum (1) i¢in 6nerme dogrudur.

Durum (2): a* > B olsun. Eger Ay = Bimax is€ t = a* alinirsa dnerme

dogru olur. A=A, fakat B, =By =A; DA . olur. Ay # Bpgy alirsak

X

t =« aldigimizda B, = By # A, oldugunda B, # A bulunur.

2.4  Fuzzy Topolojisi

Bu boliimde fuzzy topolojisi ve 6zellikleri sunulacaktir.
Tanim 2.4.1: (Fuzzy Topolojisi)
X" de tanimli olan fuzzy kiimelerinin bir kolleksiyonu F olmak iizere,

(i) O0l€efF
(i) EBgerA,BEF,ANBEF dir
(i) A €F V€] UgA€EF

sartlar1 saglanirsa X lizerinde bir fuzzy topolojisi elde edilir (Soliman 2016).
Tanim 2.4.2: (Fuzzy Komsulugu)

G c N ve uy(x) = ug(x) oldugunda G € (X,F) varsa (X,F) de N fuzzy

kiimesine x € X in fuzzy komsulugu denir (Soliman 2016).

2.5  Fuzzy Topolojik Vektor Uzaylari

Bu boliimde fuzzy topolojisi ile donatilmis fuzzy vektér uzayimi tanimlayacak

ve geometrik 6zelliklerini sunacagiz.

Tanmim 2.5.1: (Fuzzy Topolojik Kiime)
V', K alani tizerinde bir vektor uzayimi gostersin.

{4;},__ ,V vektor uzayinda fuzzy kiimelerin sonlu ailesi olsun.
1<j<n
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{A]-} ailesinin toplami olarak verilen,

]
I
ey

fuzzy kiime {lizerinde

Hy(x) = sup 1r£ji£n{ﬂf4j(xj)}
.

gl
)

x € V fonksiyonu ile verilen fuzzy kiimedir. Ustelik @ € K ve A € V nin aA skaler

degeri ; A = supu,(y) olmak iizere
yEV

b (5) v 0 @.11)

.uaA(x) = MOA(X) a=0

tiyelik fonksiyonu ile verilen bir fuzzy kiimedir. Bu sekilde iiyelik fonksiyonu

skalerlik altinda degismezdir yani iyi tanimlanmistir (Soliman 2016).
Tanim 2.5.2: (Fuzzy Vektor Uzay1)

K alan1 alisilmis topoloji H ile donatilsin, V X V ve K X V carpim topolojileri
icin asagidaki verilen doniisiimler siirekli olsunlar. Bu durumda V ye F fuzzy

topolojisi ile donatilmis fuzzy topolojik vektor uzay: denir (Soliman 2016).

(1) YV XV -V (x,y)=x+y
(i1) Q: KXV -V ,(4x)—>Ax
2.6 C* —Smifindan Fuzzy Atlas

c* —smifindan fuzzy harita-atlas yapisini kurmak icin énce fuzzy uzayinda
diffeomorfizmi tamimlayacagiz. Daha sonra fuzzy haritalar1 ile fuzzy atlasin

geometrik yapisini olusturacagiz.
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Tanmim 2.6.1: (Diffeomorfizm)

E ve F iki fuzzy topolojik vektor wuzayr olsun. Siirekli fuzzy

diferansiyellenebilir f: E = F doniisiimii birebir ve orten , f L. F > E ftersi var, tersi
de siirekli ve fuzzy diferansiyellenebilir ise f ye diffeomorfizm denir.
Eger Df fuzzy siirekli ve 9°f ve f P (1<p<k ) mevcut ise

f ye, C* —smifindan diffeomorfizm denir (Soliman 2016).

Tanim 2.6.2: (Fuzzy Atlasi)
X bir kiime olsun. X {lizerinde asagidaki kosullar1 saglayan ((p].,A]-)

haritalarinin koleksiyonu ¢* —smnifindan bir fuzzy atlasidir (Soliman 2016).

a4 =sup{u, @} =1
> j

Ozelligini saglayan fuzzy kiimedir. Yani U = {A]-} , X kiimesinin bir fuzzy agigidir.
(i) Ve, , A; yiagik fuzzy kiimesi ®; [A;] € E ye doniistiiren birebir ve orten
doniisiim i¢in
sup(4;) = {x € X,ij(x) > 0}
olur.
Ustelik Vi € J indeksi i¢in ¢ j [4; N A;] , E de bir agik fuzzy kiimedir.
(iii)) @0 (p].‘lz ®; [4; N A;] = @,[A; N A] iyi tanimli doniisiimil; ¢,[A; N A;]

ve ¢, [A; N A;] resimleri E de agik fuzzy kiimeler olmak tizere , ck-

simifindan fuzzy diffeomorfizmdir.
Tanim 2.6.3: (Fuzzy Haritasi)

Her (¢;, A;) ¢ifti fuzzy atlasinin bir fuzzy haritas: adin alir.
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Ornek 2.6.1:

X =51 R? de birim ¢ember noktalarmin kiimesi olsun. 4; (cost,sint) ,0 <t < 2m

noktalarini igeren S Lin fuzzy kiimesi ve A nin iiyelik fonksiyonu
Uy =S Lo
u, ) =1

ile tantmlansin.

¢S ! - R fonksiyonu R nin agik fuzzy kiimesi iizerine birebir ve 6rten déniisiim ve

boylece (¢,,4), S !icin fuzzy haritadir. Eger farkli bir S Lin

Ug =S5

1
HUp ® = 2

tiyelik fonksiyonu ile verilen B fuzzy kiimesi icin (cost,sint) , —n <t<m

olsun. (¢,,B), $,:S ! 5 R igin bagka bir fuzzy haritasi olur.
SUP{HA (x), up (x)} =1

oldugunu goérmek kolaydir. Eger;

0<¢, < misep, =¢, ve

T< ¢ <2mise ¢, =¢, —2m
ile tanimlarsak

¢,o0, R-R

ve

4 (t 0<t<m
br°, _{t—Zn,ﬂSt<27r
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olarak tanimlanir. Bu doniistim ¢! sinifindan diffeomorfizmdir. Bu yilizden A ve B

fuzzy haritalan § ! izerinde C* fuzzy atlasini olustururlar (Soliman 2016).

2.7  Fuzzy Manifoldu ve Fuzzy Tanjant Manifoldu

Bu boéliimde diferansiyel geometrinin temel 6zelliklerine bagl kalarak M ile
gosterilecek olan fuzzy manifoldlarini tanimlayacagiz. Ardindan fuzzy tanjant

manifoldunu ifade edecegiz.
Tanim 2.7.1: (Fuzzy Manifoldu)

S = {((p j,Aj)}, Ck-sinifindan atlas yapisi ile X kiimesine bir fiizzy manifoldu
denir (Soliman 2016).

Tanim 2.7.2: (Fuzzy Tanjant Manifoldu)

Fuzzy tanjant uzayini bilinen tanjant uzaya benzer olarak tanimlayacagiz. M
bir ¢ — simifindan differansiyellebilir manifold olsun. Tanjant uzayninda
C" —smifindan olacagi agiktir. O halde fuzzy tanjant uzayimida fuzzy vektdrlerin
denklik siniflart cinsinden tanimlayarak olusturacagiz. M de bir fuzzy tanjant vektor
((x,i,y2) € M XAX E) olmak iizere, [x,i,y,]| denklik smifidir. (x € M). Fuzzy

tanjant manifolduda 7M ile gosterecegiz.

[x,i,v;] =[y,i,w;] denklik iliskisini ancak ve ancak x =y ve
0 ((p].(pl._l) ((pi(x)) v, = w, durumunda elde ederiz. Bu ylizden TM fuzzy tanjant

uzayl , M de igerilen tanjant vektorlerin bir kiimesidir.
Ty =TM ->M
[x,iy,] - x
dontistimii 1yl tanimhidir.
mix) =T, M
olmak {izere, fuzzy tanjant manifoldu;
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TM = U .M
XEM

olarak ifade edilir. Ayn1 zamanda bu bir tanjant demet olur.

TM ile ifade ettigimiz fuzzy tanjant demeti ayn1 zamanda bir lifli demettir.
Diger yandan, TM nin C — smifindan oldugunu gésterebiliriz.  Fuzzy
diferansiyellenebilir yapisi ele alindiginda, ( @;, U;) haritasi igin iyi tanimli birebir

ve Orten doniisiim asagidaki gibi ifade edilecektir.

[(xiy)] = (#;00,7,) 2.12)

Buradan;
(79,) T 0, (UNUY X E > @ (U;NU) X E

(x.y;) = (90,71 (0),0(0,0,"H(0)y,) (2.13)
homeomorfizmini yazabiliriz. Béylece 7M, C" — sinifindan manifold olur (Soliman

2016).
Tanmim 2.7.3: (Fuzzy Doniisiimii)

M ve N fuzzy manifoldlari, TM ve TN fuzzy tanjant manifoldlar1 olmak iizere,
f: M > N, C" —smifindan bir doniisiim olsun. Tf: TM — TN doniisiimii asagidaki

ozellikleri saglar:

(1) Tf doniisimi M igin TM nin (@;, U;) ve N igin (¢, V;) haritalan
tizerinde tiirevlenebilirdir.
(i)  f(Uy) < V; olmak tzere V; c f(U;) acik kiimeleri igin U; nf‘l(Vi)
aciktir. Boylece
(Tf)j:TU; > TV,

[0, y,] = [f(0),],0(6;f o) (0,(x)y,]

déniisiimii €" — sinifindan bir doniisiim olur.
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AyricaTf:TM — TN dontisimii iyi tanimli olup f(x) = y olmak lizere,

Tof: T,M - TN

dir (Soliman 2016).
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3. EULER-LAGRANGE VE HAMILTON ENERJi
DENKLEMLERI

Bu béliimde oncelikle Lagrangian ve Hamiltonian enerji denklemlerini elde
etmek icin gerekli temel kavramlari verecegiz. Daha sonra fuzzy uzayinda bu enerji

denklemlerini elde edecegiz.

3.1 Lagrange ve Hamilton Enerji Denklemleri icin Temel Kavramlar

Tamm 3.1.1: 2m boyutlu bir manifold M ve M’nin tanjant demeti 7M olsun.
TM iizerinde J? = 0 esitligini saglayan ve rankJ = m ile verilen (1,1) tipindeki J
tensOr alanina yaklasik tanjant yapi denir. M manifoldu iizerinde lokal koordinatlar
(xi), 1<i<mve TM tanjant demeti iizerindeki lokal koordinatlar ise (x%,x%)

olmak tizere TM lizerinde J yaklasik tanjant yapisi,

] ] ]
J(55) =540 (5) = 0 3.1)
olarak tanimlanir (De Leon ve Rodrigues 1989).

Yaklasik tanjant yap1 su sekilde de ifade edilebilir:

E boyutu, (k + 1)boyM olan bir manifold ve J: TE — TE bir endomorfizm

olsun.
J&¥*1 = 0 ve rank] = km

ise J’ye E lzerinde (k. mertebeden) yaklasik tanjant yapi ve (E,]) ikilisine de
vaklasik tanjant manifold denir (De Leon ve Rodrigues 1989).

Tamm 3.1.2: m boyutlu bir manifold M ve M’nin tanjant demeti 7M olsun.
TM tizerindeki bir vektor alanina M iizerinde Semispray (ikinci mertebeden

diferensiyel denklem) denir (De Leon ve Rodrigues 1989).
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Bir semispray ayn1 zamanda 7M tanjant demetinin bir kesitidir. € vektor

alant M lizerinde bir semispray olsun. Bu durumda & lokal olarak,

s—xia+aia (3.2)
7 oxt oxt '

Ei — Ei(xi’xi) — xl

ile verilir.

Tammm 3.1.3: ¢, M manifoldu iizerinde bir semispray olsun, a ise M
manifoldu {izerinde bir integral egrisi olmak iizere, bu egriye € semisprayinin bir

¢Oziimii (path ya da solution) denir (De Leon ve Rodrigues 1989).

Tamm 3.1.4: /,m boyutlu M manifoldunun tanjant demeti iizerinde bir

yaklasik tanjant yapt olsun. Bu durumda 7M iizerinde lokal koordinatlar

5} ; 0 . . . .
— + ' — vektor alan1 M iizerinde semispray olmak

(xhLxH),1<i<mve Sleaxi pyT

lizere;

V=Je=xi2 (3.3)

axt

ile tanimlanan V vektor alanina Liouville vektor alan: denir (De Leon and Rodrigues

1989).

Teorem 3.1.1: TM f{izerinde tanimli € vektor alaninin bir semispray olmasi

icin gerek ve yeter sart Je = V olmasidir (De Leon ve Rodrigues 1989).

Tamm 3.1.5: M, m boyutlu bir manifold ve TM tanjant demeti olsun.
L:TM — R bir (% — fonksiyon olmak iizere, TM iizerindeki ¢, = —dd,L ile
taniml1 kapal1 2 —formu i¢in E;, = VL — L esitligi L ile birlesen enerji fonksiyonu ve
L’ye de TM tanjant demeti ilizerindeki Lagrange fonksiyonu denir. TM ise M
konfigiirasyon manifoldunun hiz uzayr olarak adlandirilir (De Leon ve Rodrigues

1989).
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Simdi J ’nin adjoint operatérii J* 1 go6zoniine alalim. TM {izerindeki
p —formlarin ciimlesi AP (TM) ve TM {izerindeki vektor alanlarinin ciimlesi y(TM)

olsun. Bu durumda J*,
I'(f)=f.f €C*(TM)
T 0) (X1, e, Xp) = 0(J X1, JXp ), X1, o, Xp € x(TM), 0 EAP (TM)
olarak tanimlanir. J* lokal olarak,
J*(dx') = 0,J*(dx") = dx’
seklinde ifade edilir.

Tamm 3.1.6: M manifoldunun tanjant demeti 7M {izerindeki p —formlarin

climlesi sirasiyla AP (TM) ve vektor alanlarinin ctimlesi y (TM) olsun.
Lf=0,f€EC™(TM)
Uf(Xy, e Xp) = 20 0( Xy, e JXiy o, Xp); EAP (TM), Xy, ..., X, € x(TM)
olarak tanimli i; fonksiyonuna diisey tiirev denir (De Leon ve Rodrigues 1989).
Ayni zamanda,
y(df) =Jdf),f € C*(TM)
olup
(dx)=0, i(di')=dx’
dir.

Tamm 3.1.7: w EANP M,

w = Z w;, i Adxt AL Adxt
1-dp

i< <ip
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ise w, p —formunun diferansiyeli

dw = Z dwy, o Adxit A A dx

i< <ip

seklinde tamimli bir p + 1 —formdur. dw EAP*! M igin x € M de,

dow(x) = z (dwgy ,)(®) Adxis(x) A .. A dx'p (x)

iy <<ip
seklinde deger alir (Kobayashi ve Nomizu 1963).

Tanim 3.1.8: M manifoldunun tanjant demeti TM iizerindeki p ve p + 1

formlarimn ciimlesi sirastyla AP (TM) ve AP*1 (TM) olsun.
dj: AP (TM) — AP (TM), d; = [i;d,d] = i;d — di,

ile tanimlanan TM tizerindeki d; fonksiyonuna diisey diferansiyel denir (De

Leon and Rodrigues 1989).

Tamm 3.1.9: VX € y(M) vektor alani ile bir w, p —formunun i, w i¢ ¢arpimi

asagidaki sartlari saglayan bir (p — 1) —formdur;

. yw=0 egerp =0
. iyw=wlX) egerp =1
1l. lxw = (U(X, Yl’ ey Yp—l) Yll ey Yp—l € X(M)

bu durumda i, w € AP~1 (M) olur (De Leon ve Rodrigues 1989).

Tammm 3.1.10: M, m —boyutlu bir manifold ve M ’nin TM tanjant demeti
tizerinde ¢ bir 2 —form olsun. Eger ¢ maksimal rankli bir kapali 2 — form ise,
(M, @) ikilisine simplektik manifold denir. Burada maksimal rankli ¢ 2 —formuna da

simplektik ad1 verilir (De Leon ve Rodrigues 1989).

Sonu¢ 3.1.1: TM iizerinde ¢, = —dd;L kapali 2 —form olmak iizere, eger
¢, simplektik ise, bu durumda L: TM — R Lagrange fonksiyonu regiilerdir (veya
non-dejeneredir) (De Leon ve Rodrigues 1989).
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Tamm 3.1.11: (M, ¢) simplektik manifold olmak {izere; L regiiler Lagrange
fonksiyonuna karsilik gelen E; enerji fonksiyonuna Hamilton enerji fonksiyonu
(veya Hamilton Fonksiyonu) denir ve bu fonksiyon H: M — R ile gosterilir (De

Leon ve Rodrigues 1989).
Simdi,
My: X € y(M) — My(X) = iyw € A* (M)

izomorfizmini goz Oniine alalim. Burada i, w, X vektor alani ile w, 2 —formunun i¢

carpimudir.

Tamim 3.1.12: (M, ¢) simplektik manifold, koordinatlari ise (x%, x‘) olsun.

M tizerinde

Xy = My (dH) = (a—H)i. - ("”)i (3.4)

axi) axi  \oxi/ axi

olarak tanimli vektor alanina Hamilton Vektér Alani denir (De Leon ve Rodrigues

1989).

Tamm 3.1.13:TM tanjant demeti lizerinde ¢, = —dd,L kapali 2 — form,
E; enerji fonksiyonu, € bir semispray olmak iizere; i.¢p; = dE; denklemine Lagrange

denklemleri i¢in dinamik denklemi denir (De Leon ve Rodrigues 1989).

Tamm 3.1.14: (M, ¢) simplektik manifoldu {izerinde H Hamilton enerji
fonksiyonu ve Hamilton vektor alani ise Xy olmak tizere; iy, ¢ = dH denklemine
Hamilton sistemleri i¢in dinamik denklemi ya da Hamilton sistemlerinin simplektik

(esas) formu ad1 verilir (De Leon ve Rodrigues 1989).

Tammm 3.1.15: L:TM — R Lagrange fonksiyonu olsun. i.¢; = dE;
denklemini saglayan bir tek & semisprayine L i¢in Euler-Lagrange vektér alani adi
verilir ve g; ile gosterilir. (M, ¢, E}) ticliistine de bir Lagrangian sistem adi verilir

(De Leon ve Rodrigues 1989).

g, vektor alan1 koordinatlarda lokal olarak,
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" (%) b el (%) (3.5)

gt = gl(x!, x') olarak ifade edilir.

Tammm 3.1.16: M manifoldunun  tanjant demeti TM iizerinde lokal

koordinatlar (x%,%") , 1<i<m olmak {izere i,¢, =dE, esitliginin
coziimlenmesiyle,

d (0L oL

()~ = 0 (3.6)

denklemi elde edilir. (3,6) ile verilen denkleme Euler-Lagrange enerji denklemi

denir (De Leon ve Rodrigues 1989).

Tanim 3.1.17: M, m-boyutlu bir manifold, M nin kotanjant demeti T*M ve
mty: T*M — M kanonik projeksiyon olsun. M ’nin koordinatlar1 (x*) ve T*M nin

uyarlanmis koordinatlar1 (x%, p;) olarak verilsin.
A(P)X) =Ty (X),p), X €T,(T'M), peT'M
seklinde tanimli Ay, T*M fiizerinde bir (kanonik) 1-form olup
Ay = pidx;
ile ifade edilir. Ay, ye Lioville form adi verilir (De Leon ve Rodrigues 1989).
Ay, T*M tizerinde bir Lioville form ise, bu durumda T*M iizerinde taniml1

¢py = —dAy = dx' Adp;

simplektik formu kanonik simplektik form olarak bilinir.

Tanim 3.1.18: (M, ¢) simplektik manifold ve H: M — R fonksiyonu, M
lizerinde tamimli Hamiltonian enerji fonksiyonu olsun. iy, ¢ = dH denklemi
saglayan Xy vektor alanina, H Hamilton enerji fonksiyonu ile birlesen Hamilton
vektor alami denir. (M, ¢, Xy) veya (M, ¢, H) tuglistine de Hamilton sistemi adi

verilir.
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Tammm 3.1.19: (M, ¢ ) simplektik manifoldu iizerindeki uyarlanmig lokal
koordinatlar (xi,pi) olsun. iy, ¢ = dH simplektik formu bazinda koordinatlar

diizenlenir ve ¢oziiliirse,

dxt __O0H dp; _ OH

at  op; ' dt  oxi (3.7)

denklemleri elde edilir. (3,7) ile verilen denklemlere Hamiltonian enerji denklemleri

adi verilir (De Leon ve Rodrigues 1989).

Simdi, yukarida verilen tanim ve teoremlerin zamana bagli olan Euler-Lagrange ve
Hamilton sistemlerdeki karsiliklarini tanimlayacagiz. Gerekli temel kavramlari ise

asagidaki bigimde sunacagiz.

Zamana bagli Lagrange sistemleri olusturmak ig¢in jet manifoldlardan
yararlanilacaktir. Bunun sebebi zamana bagli enerji sistemlerinin tanjant demetler
kullanilarak elde edilmesindendir. Ciinkii birinci mertebeden bir jet demeti birinci
mertebeden bir tanjant demet ile 6zdestir. Buradaki tanjant demeti olustururken
kullanilan  tanjant manifoldda tanimlanan tiirevsel koordinatlar zaman
parametrelerine bagl olarak tiirevlenmeyi temsil eder. M, m —boyutlu bir manifold
ve (E = M xR, p, ¢) bir trivial demet olsun. M nin koordinatlar1 (x%), 1 < i < m ve

R Oklid uzayinm koordinatlari (t) olarak verilsin.

0:R—> M doéniisimlerinin 0 € R orjin noktasindaki birinci jetlerinin
ciimlesi olan J3(R,M), aym zamanda M manifoldunun hiz uzayidir. O halde
yukarida ifade ettigimiz gibi; J3(R, M) ile TM 6zdestir. J1(R,M)de R X TM ile
izomorftur. 0: R—> M egrisinin t noktasindaki birinci jetleri Jlo ve ¢ mn o(t)

toktasindaki tanjant vektorii o (t) olsun.

Jeo — (t,6(1)

doniigiimii ile bu izomorfizm ifade edilir. Boylece, (E,p, R) asikar demet ise
0:R— M doniistimlerinin ve (E,p,R) demetinin k-jetleri 6zdeslestirilebilir. o

egrisinin herhangi bir t noktasinda birinci jetleri /fo olmak iizere, birinci jetlerin
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ciimlesi olarak ifade edilen birinci jet manifold J*(IR, M) ile gosterilir, koordinatlar:

) CooN . dxb .
ise (t,x‘,x‘), xt = Edll‘.

J*(R,M) iizerinde zamana bagl Lagrange fonksiyonu L:J'(R,M) — R

seklinde tanimli bir C* —dontlisiimidiir.

Boylece, J1(R, M) iizerinde (J)? = 0 esitligini saglayan ve rankj = m ile
verilen (1,1) tipinde J tensér alan1 zamana baglh yaklasik tanjant yapt olarak bilinir

(De Leon ve Rodrigues 1989).
Ayrica, V bir Liouville vektor alan1 olmak {izere,
J=]-V®adt
esitligi ile verilen ] yaklasik tanjant yapis,
1@, I & IE)-0  as
seklinde tanimlanir.
Zamana bagl durumda, A (J'(R,M)) iizerinde [ ile birlesen i; ve dj

operatdrleri,

14
jw(Xy, .., Xp) = z w(Xy, o JXiy o Xp)
i=1

d;j = [ij,d] = ijd — di;
olarak ifade edilir.

Ayrica, m;:J1(R,M)— R  kanonik projeksiyonu m;(Jto) =t olarak

tanimlidir.

M manifoldu {izerinde bir g:R— M egrisinin birinci jet prolongasyonu,

JH((R,M), 1, R) lifli manifoldunun J1o ile gosterilen bir kesitidir. Bu kesit,
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Jlo:t € R— (Jeo) () =Jio € J'(R,M)
olarak tanimlanir. Ayrica, Jio,J1(R, M) de bir egridir (De Leon ve Rodrigues 1989).

m; demetinin bir p kesiti, M manifoldu iizerinde bir egrinin kanonik
prolongasyonu ise, bu durumda 6! = dx' —x'dt,1<i<m, 6' €A’ J*(R,M))

olmak iizere u*0* = 0 dir. Béylece, p holonomik olarak adlandirilir.

Tanim 3.1.20: Integral egrileri holonomik olan J*(R, M) iizerinde taniml1 bir

vektor alanina bir semispray denir (De Leon ve Rodrigues 1989).

Teorem 3.1.2: J1(R, M) iizerinde bir £ vektor alaninin semispray olmasi igin

gerek ve yeter sart Je =V, Je = 0 olmasidir (De Leon ve Rodrigues 1989).

Bu durumda zamana bagl € semisprayi lokal olarak,

9, .0 ; 0
e=—+xt—+¢

at axi axt (3-9)

gl = ei(t,xi,a'ci), =% 1<i<m seklinde ifade edilir.

Tamm 3.1.21: ¢, /1 (R, M) iizerinde bir semispray olsun. M de bir ¢ egrisine,
eger kanonik prolangasyonu € semisprayinin bir integral egrisi ise € nun bir ¢éziimii

(path solution) denir (De Leon ve Rodrigues 1989).

M iizerindeki o egrisi (x'(t)) olarak tanimlansin. Birinci jetler,
; dxt .. e -
(t, x (1), (d—i) (t)) olmak iizere, o nin € nin bir ¢6ziimii olmasi icin gerek ve yeter

sart

d?xt . dxt _
Tr e \bxh o], 1sism

ikinci mertebeden diferansiyel denklemini saglamasidir.

Tamm 3.1.22: L: J1(R,M) — R zamana bagli Lagrange fonksiyonu olsun.
J (R, M) iizerinde,
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a, = djL + Ldt
1-formuna Poincare-Cartan 1-formu ve
2, = ddjL + dLndt
2-formuna Poincare-Cartan 2-formu adi verilir (De Leon ve Rodrigues 1989).
Tamim 3.1.23: J1(R, M) jet manifoldu iizerinde,
g2, =0, i;,dt=1 (3.10)

denklemlerini saglayan bir tek g; vektor alanina zamana bagh Euler-Lagrange
vektor alani ve (J1(R,M), 2, ;) t¢liisiine de zamana bagh Lagrange sistemi denir

(De Leon ve Rodrigues 1989).

Teorem 3.1.3: L zamana bagh Lagrange fonksiyonu, &; (3.10) ile verilen bir
vektor alam  olsun. &, J1(R,M) iizerinde integral egrileri Euler-Lagrange

denklemlerinin ¢ézlimleri olan bir semispraydir (De Leon ve Rodrigues 1989).

Tanmm 3.1.24: J1(R, M) jet manifoldu iizerinde &, zamana bagl bir Euler-

Lagrange vektor alan1 olmak iizere, (3,10) sisteminin ¢dziimlenmesiyle,

d (G_L)_a_Lzo (3.11)

de \oxi)  oaxi

denklemleri elde edilir. (3,11) ile verilen denklemlere zamana baglh Euler-Lagrange

denklemleri denir (De Leon ve Rodrigues 1989).
Zamana bagli Hamilton sistemler agsagidaki sekilde ifade edilecektir.

(M, @) bir simplektik manifold, R Oklid uzay1 olmak iizere, R X M carpim

manifoldu tizerinde py: R X M — M kanonik projeksiyonu

pu(t,x) =x

olarak tanimlansin. Boylece, R X M iizerinde bir kapal1 2-form

¢ = (pm)*¢
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seklinde ifade edilecektir (De Leon ve Rodrigues 1989).

Tamim 3.1.25: (M, ¢) bir simplektik manifold ve R X M iizerinde taniml bir
Hamiltonian enerji fonksiyonu H: R X M — M olsun. Bu durumda ¥t € R i¢in
H;:M — M, H.(x) = H(t, x) olarak tanimlanan fonksiyona zamana bagli Hamilton

enerji fonksiyonu (veya Hamilton fonksiyonu) denir (De Leon ve Rodrigues 1989).

Tamm 3.1.26: (M, ¢) bir simplektik manifold ve R X M iizerinde bir vektor
alamt X:RX M — TM olsun. ¥t € R i¢in Xp: M —TM, X, (t) = X(t,x) € T, M,
x € M olarak tanimlanan X, vektor alanina zamana bagh vektér alant adi verilir (De

Leon ve Rodrigues 1989).

Tammm 3.1.27: (M,¢) bir sipmlektik manifold olsun. Bu durumda M

lizerinde iXth) = dH; denklemi saglayan Xy, vektor alanina zamana bagh Hamilton

vektor alani ve (M, ¢, Xy,) tgliistine de zamana bagh Hamilton sistemi ad verilir

(De Leon ve Rodrigues 1989).

Boylece; Xy, lokal olarak,

5} O0H; 0 O0H; 0 5} 0H 0 OH 0
Xy =— =t 2 2,2 ¢ 2% (3.12)
t adt  Op; ox! dxt dp; dt  Odp;0xt 0x'O0p;

seklinde ifade edilir.

M manifoldunun koordinatlar1 (x%,p;) ve ¢ 2-formu, ¢ = dx‘adp; ise ¢’

2-formunun lokal ifadesi de aym1 sekilde verilecektir. Yani, ¢’ = dx‘adp; dir.

o:1 =(—€,6) — R XM, € > 0 i¢in Xp, vektor alaninin bir integral egrisi

olsun. Boylece,
o) = (t.4'®),p:i(D)
ve ayrica 0, Xy, nin bir integral egrisi oldugundan;
6(t) = Xy, (0(1)) = =+ X, (x'(6), py(©))

olur.
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Tanmim 3.1.28: X, zamana bagh bir Hamilton vektor alani ve o, Xy, nin bir
integral egrisi olsun. Bu durumda i Xthb = dH,; simplektik formu ¢ézlimlenerek elde

edilen

dxt OH dp; OH .
= o 1<i<m A
dc  op;’ dt i’ T == (3.13)

denklemlerine, (M, ¢) simplektik manifoldu {iizerinde tanimli zamana bagl

Hamiltonian enerji denklemleri denir (De Leon ve Rodrigues 1989).

Simdi, yukarida verdigimiz tanim ve teoremleri ele alarak asagida fuzzy
uzayinda Lagrangian ve Hamiltonian enerji denklemlerini elde edecegiz.
3.2 Fuzzy Uzayinda Lagrange Enerji Denklemi

Tamm 3.2.1: /,m boyutlu bir M fuzzy manifoldunun tanjant demeti iizerinde

yaklasik tanjant yap1 olmak {izere,

e=xi%+gi% 1<i<m) (3.14)
vektor alan1 bir semispraydir. Ayrica,
. . d
V=]£=xl-g (3.15)

vektor alanini1 da Louville vektor alani denir.

Tamm 3.2.2: L:TM —[0,1] € R C® bir fonksiyon olmak tiizere TM
lizerindeki ¢, = —dd;L ile tanimh kapali 2 —formu i¢in E;, =V} — L esitligine L

Lagrange fonksiyonu ile birlesen enerji fonksiyonu denir.
Ayrica,
i€¢L = dEL (316)

diferansiyel denklemine Lagrange enerji sistemleri i¢in tanimli dinamik denklem adi

verilir.
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Buradaki E; vektor alanina, L: TM — [0,1] € R Lagrange fonksiyonu igin

Euler-Lagrange vektor alani denir. Burada,

ile tamimhdir ve g; = €;(x;, x;) dir.

i, = dE; nin ¢oziimii ile Lagrange enerji denklemleri elde edilir. Buna

gore bu diferansiyel denklem,

g L, L ,0% oL ol
~MiGtox, Y dxox, oox?  lox  lox

d (oL oL
= E(a—xi)—a—%_o (3.17)
olarak elde edilecektir.(3.17) ye fuzzy uzayinda Euler-Lagrange enerji denklemleri

denir.

Buradaki ayricalik fuzzy uzayindaki Lagrange enerji fonksiyonunun
L:TM —[0,1]c R ve diger vyandan koordinat fonksiyonlarnin da

x;: M —[0,1] € R ye tanimli olmasidir. M ise bir fuzzy manifoldudur.

Diger uzaylarda enerji fonksiyonunun degerleri i¢in [0,1] araligina
kisitlanmasi s6z konusu degildir. Hatta Lagrange enerjisi zaman genisledigi ve hiz
arttigr durumlarda stabil hale gelmektedir. Fuzzy uzayinda ise bu fonksiyon sadece
[0,1] € R araliginda deger alacag: gibi stabil duruma ulastigindaki degeride en gok
1 olabilir.

33 Fuzzy Uzayinda Hamilton Enerji Denklemi

(E,m,R) demeti ve m + 1 boyutlu E manifoldunun koordinatlar1 (x;)

olsun. Burada J'E manifoldunun koordinatlari da (t, x;,%;) dir (%; =%).
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T*E kotanjant demeti tlizerinde ¢ = X; dx; bir siiper kanonik formunu

tanimlayabiliriz. Ayn1 zamanda kanonik simplektik formu ise

CI) = —df = dxl-/\d)'(l-

dir.
Eger ¢ kapali (dp = 0) ve dejenere olmamis ise J'E sistemine fuzzy
simplektik manifold deriz.

JLE fuzzy manifoldu iizerindeki Hamilton vektor alani ise

_ d 0H 0 0H 0 (318)

seklindedir.

Yukaridaki X fuzzy manifoldu iizerindeki Hamilton vektor alanint agalim:

0 0 0
XH:E-I_Eia_xi_”"a_xi (319)

J'E: x(J'E) >N (J'E)

Buradan, denklemleri ¢6zerek;

iXH(I) = Eidxl - yl-dxl- (320)

91 ax, (3.21)

0H 0H
dH = Edt +6_xidxi + o5,

elde edilir.
0H B
ot
0H B
0%

0

&

oH

i¢in, iy, ¢=dH denklemini ¢ézersekte Hamiltonian mekanik sistemi yazabiliriz.
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Buradan da Fuzzy Hamilton vektor alani

0 9H 3 OH 9

seklinde elde edilir.

Teorem 3.3.1: J1E fuzzy demeti lizerindeki Hamilton enerji denklemleri

a)'(i_dt’ axi_dt (3-22)
dir.
Ispat: X, siiper vektor alanina ait integral egrisi a olsun.
a(t)=(t, x;, X;) (3.23)
Xy(a()=a'(t),Vt €l (3.24)
,(t)_dta +dxi 0 +dxl 0
TN = o T de ox, | dt 9%,
0 0H 0 O0H 0
B ot Oxl- Oxi Oxl- aXl
buradan da;
OH dx; OH _ %
a_xi = E ve - a_xl = (325)

elde edilir ve boylece (3.25) ile fuzzy uzayinda Hamilton enerji denklemleri elde
edilmis olur.

Buradan, Hamilton enerji denklemlerinin  genel formlarindan farkl
olmadigint gorebiliriz. Ancak; fuzzy uzaymda, M baz manifoldunun koordinat

fonksiyonlart x;: M — [0,1] dir.

Ayni zamanda, Hamilton enerji fonksiyonlart H:T*E — [0,1] seklinde
tanimlanir. Boylece (3.22) deki fuzzy manifoldu iizerindeki Hamilton enerji
denklemleri [0,1] araliginda hesaplanir. Hamiltonian enerjisi her zaman farkli
alanlarda sabit bir degere sahiptir. Fakat fuzzy manifoldlarda Hamiltonian enerjisi
sifira yakinsayan degerleri vardir. Zaman araligi genisletildiginde fuzzy uzayin

Hamiltonian enerjisi azalir.
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3.4  Fuzzy Silindiri i¢cin Hamilton Enerji Denklemleri

Onceki kisimda fuzzy manifoldlar {izerindeki Hamilton enerji denklemlerini
(3.25) elde etmistik. Burada bu denklemlerin bir uygulamasi olan fuzzy silindiri
tanimlayip, bu silindir iizerinde hareketli bir pargacik i¢in  Hamilton enerji

denklemlerini elde edecegiz.

Yarigagi r olan bir fuzzy silindirini su sekilde tanimlayabiliriz;

V = (xlerr "'!xn) = (:uA(xl)! "'!#A(xn))

Ayrica,

r3 i=j
V.V = Z?]’=1 pa(x) -ﬂA(xj) = 0, i %] (3.26)

40

20

00 .
1.0 1.0
0.0 0.0

Sekil 3.1: fuzzy silindiri
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Simdi, bir m parcaciginin fuzzy silindir lizerindeki hareketini inceleyelim.

S ---I-'"-u._h_
L .
- . \
a -"1""--. e
S e
e o . 7

0=l

——

Sekil 3.2: Fuzzy silindiri tizerindeki m par¢aciginin hareketi

Fuzzy silindir koordinatlarda asagidaki sekilde tanimlanir:

x = rcost
y = rsint
z=t

Bu silindir tizerinde enerji denklemini elde etmek i¢in kurmamiz gereken
jet demetin koordinatlar ise;

(t, rcost, rsint, 7cost, rsint) (3.27)
olur.
Burada t zaman parametresi olmak iizere, (3.27) ’deki koordinatlar ve

(3.25)’deki hamilton enerji denklemleri kullanilarak fuzzy silindir i¢in Hamilton

enerji denklemleri asagidaki gibi elde edilir:

0H __d(rcos6)
(1) d(rcosB) - dt
0H __d(rsin)
(2) a(rsinf)  dt
OH __d(rcos0)
(3) _6(rc059) - dt

__OH__ _ d(rsinf)
(4) d(rsinf) o dt

(3.28)

Ayrica bu denklemlerin ¢6ziimii ise gerekli olan islemler yapildiginda,
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OH dr

(D) Frcees = oS0

@) g = S0

G - aracjse - COSQ'Z_:

@) - =sing. < (3.29)

denklemleri elde edilir.

Asagidaki toplamlar takip edersek,

(D+(2):
ZOH B dr
FEiirTs (*)
(3)+(4):
JOH _ dF
T ()

Burada yaricap sadece zamana bagli iken Hamilton enerji fonksiyonuda hem yaricap

hem de zamana bagl olacaktir. Yani;
H=H(r,t) ve r =1(t)
dir.

Fakat biz bu denklemleri sadece 06zel sartlarda ¢oOzebiliriz. Clinkd,
denklemlerimi nonlineer kismi tiirevli denklemler oldugundan sadece 6zel kosullar
altinda c¢oziilebilirler. Biz bu kosullar1 tespit ederken hareketin ve enerjinin
gercekligine bagh kalarak en uygun kosullar1 belirledik. r’nin t’ye gore tiirevi sabit

degilse denklemin ¢oziimii gerceklesmez.

Boylece,

38



— =2 , G =)

olarak kabul edelim.

2 oH =1
or
20H = 104

AZ

2H=—+C
2+

Sonug olarak, fuzzy silindiri tizerindeki m hareketlisi icin Hamilton enerji
denklemlerini bulmus olduk. Burada, r = At dir ve fuzzy uzaylarinda r(t)e[0,1]

ve H(r,t)e[0,1] dir.
Ornegin;

i) r=lvet=l,l=4veH=£+c
2 8 4

(buradaki c belirtilmezse H = 4’tiir)
ii) r=%vet=%,l=2veH=1

1 1 1
iii) r==-vet==,A=1veH ==
2 2 4

Sonug olarak; yaricap stabil ve zaman degisken oldugunda, Hamilton
enerjisinde sifira yakinsama vardir. Genel olarak Hamilton enerjisinin kararl bir
durumu vardir diyebiliriz. Fakat fuzzy uzayinda zaman genisletilirse Hamilton

enerjisi sifira yakinsama gosterir.

3.5  Fuzzy Silindiri i¢in Lagrange Enerji Denklemleri

Fuzzy silindiri lizerindeki hareketli pargacigin Lagrange enerji denklemini

elde etmek i¢in
ig CI)L = dL

diferansiyel denkleminin ¢éziimlenmesiyle elde edilen (3.17) denklemi silindirin jet
demet koordinatlarina gore tekrar diizenlemeliyiz. Boylece, asagidaki denklemi elde

ederiz.
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9%L 9%L

— — (7 2___ T -
0= (rCOSt) dto(rcost) + (rSLnt) 6t6(rsmt) (T'COSt) d(rcost)(rsint)

. . 2 a L _ . 2 _ . . 2 _ . _
(rSLnt) d(rsint)d(rsint) (T'COSt) (071 cost)? (rsmt) (0rsint)? rcost d(7cost)
FSint —25— — fcost —oe— — fsint —e—

a(rsint) d(rcost) d(rsint)
Buradan;
0 = (#cost) [— — (cost) L (7cost) 'L __ oL _
atd (7cost) d(rcost)d(rsint) (07 cost)? d(7cost)
] + (rsint) [ — (rsint) __or (rsint) —— —
6(rcost) 6t6(rsmt) d(rsint)d(rsint) (0rsint)?
JaL . JaL ]
d(rsint)  A(rsint)l’
daha sonra;
%L . a%L . d%L oL
(1) atd (rcost) - (TCOSt) d(rcost)d(rsint) B (TCOSt) (07 cost)? B d(7cost) B
oL
d(rcost) 0,
a%L . . a%L . . oL
2) ata(rsint) (7sint) a(rsint)d(Fsint) (7sint) (07sint)?  d(rsint)
oL
d(rsint) o

(1) ve (2) numarali denklemlerin ortak ¢oziimleri hesaplandiginda ise;

6(6L+6L)<6L+6L>_
0t \d(rcost) 0(rsint) d(rcost) = d(rsint))

denklemi elde edilir. Bu denklem fuzzy silindiri iizerindeki hareketli pargacigin
Euler-Lagrange enerji denklemidir. Burada yine non-lineer diferansiyel denklem
sistemlerini ¢ozmek icin fiziksel realiteye bagli 6zel kosullar altinda ¢6ziim
yapmamiz gerektigini hatirlatalim. Buna gore; burada da

dr

yri 7 =A (Asabit)
alirsak ¢Ozlime ulasabilmekteyiz. Bu kosul altinda yukaridaki denklemin

¢Oziimiinden
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L =A.c (csabit)

sabit degeri elde edilebilir, fakat fuzzy uzayinda L Lagrange enerji fonksiyonunun
[0,1] araliginda deger almasi gerektigi i¢in bu enerji maksimum “1” reel degerine
ulasabilir. Enerji ancak cisim hareketsiz iken “0” degerini alir. Fakat biliyoruzz ki
Lagrange enerjisi cisim maksimuma ulastiginda stabil bir degerde kalmaktadir. O

halde, bu deger fuzzy uzay1 i¢in en fazla “1” olabilir.
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4. SONUC VE ONERILER

Fuzzy uzaylarinin diferansiyel geometride 6zel mekanik yapilar {izerinde bir
caligmas1t heniiz planlanan dogrultuda yapilmamistir. Bu baglamda bu tez
caligmasinda fuzzy uzaymin manifold ve demet yapisi tanimlanmis ve bu yapilar
tizerinde mekanik sistemler olusturulmustur. Bu sistemlerin ¢oziimii ile Lagrangian
ve Hamiltonian enerji denklemleri hesaplanmis, ¢alismanin geometrik ve fiziksel

yorumunu sunabilmek adina fuzzy silindiri izerinde 6rnek verilmistir.

Bu c¢alismanin  diferansiyel = geometrinin  uygulamalar1  agisindan

arastirmacilara yeni fikirler verecegini diisiinmekteyiz.
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