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OZET

BAZI LINEER OLMAYAN DIiFERANSIYEL DENKLEMLERIN TAM
COZUMLERI iCIN METOTLAR
YUKSEK LiSANS TEZI
SARA MAGHSOUDI KHOUZANI
PAMUKKALE UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIiM DALI
(TEZ DANISMANI:PROF. DR. UGUR YUCEL)

DENIZLI, HAZIRAN - 2019

Kismi diferansiyel denklemler fen, miihendislik ve diger g¢esitli
uygulamalarda karsilagilan olaylarin evrimini tanimlamada bizlere yardimci
olduklarindan genel olarak matematigin gelisiminde temel rol oynamaktadirlar. Bu
caligmada bir bilgisayar cebiri sistemi olan Maple yardimiyla lineer olmayan kismi
diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri icin farkli yaklasimlar takip edecegiz. Bunun
icin son zamanlarda gelistirilen ve lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin
hareketli dalga ¢Oziimlerini elde etmemize izin veren {i¢ metot, tanh-fonksiyonu
metodu, deneme fonksiyonu metodu ve en basit denklem metodu, ele alinmaktadir.
Bu metotlarm kullanimi c¢esitli lineer olamayan evrim denklemlerine uygulanarak
aciklanmistir ve elde edilen ¢oziimlerden bazilarinin grafikleri verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: tanh-fonksiyonu metodu, en basit denklem metodu,
deneme fonksiyonu metodu



ABSTRACT

METHODS FOR EXACT SOLUTIONS OF SOME NONLINEAR
DIFFERENTIAL EQUATIONS
MSC THESIS
SARA MAGHSOUDI KHOUZANI
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS
(SUPERVISOR: PROF. DR. UGUR YUCEL)

DENIiZLi, SEPTEMBER 2019

Theory of partial differential equations plays a central role within the general
advancement of mathematics, since they help us to describe the evolution of many
phenomena in various fields of science, engineering, and numerous other
applications. In this work, we follow different approaches to solve nonlinear partial
differential equations with the aid of computer algebra system, Maple. We consider
recently developed three methods, namely tanh-function method, trial function
method and simplest equation method, which allow us to construct travelling wave
solutions of nonlinear partial differential equations. The use of these methods is
illustrated by applying them to a variety of nonlinear evolution equations and graphs
are drawn for some of the obtained solutions.

KEYWORDS: tanh-function method, simplest equation method, trial function
method
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1. GIRiS

Bazi fiziksel olaylarin matematiksel modelleri olan kismi diferansiyel
denklemler 18. ylizyildan itibaren calisilmaya baslanmistir. Bunlara 6rnek olarak
Euler, Cauchy, d’Alembert, Hamilton, Jacobi, Lagrange, Laplace, Monge ve diger
bir¢ok bilim insaninin ¢aligmalar1 gosterilebilir. Kismi diferansiyel denklemlerin agik
¢coziimlerini bulmadaki en Onemli sonuclar ise 19. ylizyil sonlarinda Lie (1893)
tarafindan elde edilmistir. Cogu analitik metotlar Lie simetrisine (veya simetri siirekli
doniisim gruplarina) dayanmaktadir. 20. yilizyildan bu yana, bilgisayarlarin
gelisimine paralel olarak, lineer (dogrusal) olmayan kismi diferansiyel denklemlerin
incelenmesi farkli bir¢cok arastrma yoniine agilan bagimsiz bir alan olmustur. Bu
yonlerden biri de bu denklemlerin ¢6ziimlerinin sembolik ve sayisal (niimerik)
hesaplanmasidir. Giiniimiizde bu hesaplamalar Bilgisayar Cebiri Sistemleri (6rnegin,

Maple veya Mathematica) kullanilarak kolayca yapilabilmektedirler.

Bilindigi iizere bazi1 6zel lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin
analitik ¢ozlimleri igin ¢esitli metotlar mevcut olsa da genel durum i¢in bir teori
mevcut degildir. Yani, tiim tiplerdeki lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlere
uygulanabilecek tek bir metot yoktur. Lineer olmama (non-lineerlik) durumu her bir
denklemi kendine 06zgli yapmasina ragmen, en azindan lineer olmayan kismi
diferansiyel denklemlerin bir smifi i¢in yeni metotlar gelistirilmesine ihtiyag

duyulmaktadir.

Diferansiyel denklemlerin tam (kapali-form) ¢oziimleri doga bilimlerinin
cesitli alanlarinda birgok olay ve islemin nitel 6zelliklerini dogru sekilde anlamada

¢ok dnemli rol oynamaktadir. Ornegin:

» Lineer olmayan denklemlerin tam c¢oziimleri grafiksel olarak bircok
karmasik lineer olmayan olayin (transfer isleminin uzaysal lokalizasyonu,
cesitli sartlar altinda kararli durumlarin ¢ok kathihigi veya yoklugu, pik
rejiminin varhigt ve daha niceleri) mekanizmasini gostermemize ve

¢Ozmemize izin verir.



» Basit c¢ozlimler cesitli dersleri O6gretmede matematiksel formiilasyonu
miimkiin olan bir teorinin temel ilkelerini gostermede 6zel drnekler olarak
siklikla kullanilirlar.

» Fiziksel manada yeterince anlasilamayan 6zel tam c¢oziimler bile cesitli
sayisal (niimerik), asimtotik ve yaklasik analitik metotlarin hata tahminlerini
ve kararliligmi (tutarliligini) dogrulamada “test problemler” olarak
kullanilabilirler.

» Tam ¢oziimler, diferansiyel denklemleri ¢c6zmek i¢in gelistirilen bilgisayar
cebiri yazilim paketlerinin testinde ve iyilestirmesinde bir dayanak olarak
hizmet edebilirler.

» Fizigin, kimyanin ve biyolojinin bir¢ok denklemi ampirik parametreler veya
ampirik fonksiyonlar icermektedir. Tam ¢oziimler, arastirmacilar i¢in uygun
dogal kosullar olusturarak bu parametreleri veya fonksiyonlar1 tanimlamak

icin dizayn yapmaya ve deneysel ¢aligmaya olanak saglarlar.

Lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin (evrim denklemlerinin) ac¢ik
hareketli dalga ¢oziimleri olduk¢a fazla merak uyandirmaktadir. Bu ¢oziimleri elde
etmek icin dogrudan integral (eger miimkiinse), Hirota’nin bagmmli degisken
doniisiimii, Backlund doniisiimii ve ters sacilim doniigiimii gibi standart teknikler
mevcuttur (Drazin ve Johnson 1989). Fakat bu metotlarin ¢ogu lineer olmayan
integrallenemez denklemler i¢in yeni sonuglar vermezler. Bu durumda arastirmacilar
ansatz metotlar (tahmin yiiriiterek hesaplama metotlar1) kullanmaktadirlar. Bu alanda
literatiir olduk¢a genis oldugundan biz bu ¢alismada bu metotlardan sadece iigiinii ele

alacagiz.

Calisacagimiz ansatz metotlardan ilki tanh fonksiyonu metodu dur (Parkes ve
Duffy 1996). Elle uygulamasi olduk¢a zahmetli olan bu metot i¢in yazarlar bir
Mathematica paket programi gelistirmislerdir. Gelistirilen bu paket programi
kullanarak bazi lineer olmayan evrim denklemlerinin bilinen acik hareketli soliter
dalga ¢oziimlerinin tekrar elde edilmesinin yani sira bazi durumlar i¢in daha genel
¢Oziim formlar1 elde etmislerdir. Fan (2000) bu metodu gelistirerek bir gelistirilmis
tanh fonksiyonu metodu one siirmiis ve bu yeni metotla bazi (1+1)- ve (2+1)-boyutlu
lineer olmayan kismi diferansiyel denklemleri ¢Ozmiistiir. Tanh fonksiyonu

metodunun tersine bu gelistirilmis metodun bazi avantajlar1 vardir. Bunlardan ilki



lineer olmayan denklemlerin kathi hareketli dalga ¢ozlimlerini bilesik olarak inga
etmede kullanilabilir olmasidir. Bu sekilde tanh fonksiyonu metoduyla elde edilen
soliter dalga ¢oziimleri elde edilmekte ve ekstra caba harcamadan bazi denklemler
icin yeni ve daha genel tipte ¢oziimler bulunabilmektedir. Diger bir avantaji ise
kolaylikla bilgisayar ortamima aktarilabilmesi ve karmasik ve zahmetli cebirsel
islemlerin bu ortamda yapilabilmesine olanak saglamasidir. Khater ve dig. (2002)
tanh metodunu kullanarak lineer olmayan reaksiyon-yayilma denklemlerinden tek ve
akuple olaninim hareketli dalga ¢oziimlerini elde etmislerdir. Evans ve Raslan (2005)
tanh fonksiyonu metoduyla esit-genislikli dalga denklemini, degistirilmis Korteweg-
de Vries (KdV) denklemini, diizenlenmis uzun-dalga denklemini ve iki boyutlu

akuple Burgers denklemini ¢ozmiistir.

Ele alacagimiz ikinci metot deneme fonksiyonu metodudur (Liu 2006). Bu
metoda gore verilen bir lineer olmayan kismi diferansiyel denklem dalga
doniistimiiyle yine lineer olmayan bir adi diferansiyel denkleme indirgenir. Bir
deneme denklemi alinarak elde edilen bu adi diferansiyel denklemde kullanilir.
Buradan deneme denklemindeki katsayilar ve kullanilan diger parametreler i¢in bir
cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu cebirsel denklem sisteminin ¢dziimiinden
elde edilen sonuglar elementer integral formuna indirgenen adi diferansiyel
denklemde kullanilarak ele alinan denklemin ¢oziimiine ulasili. Du (2010)
irrasyonel deneme denklemi metodunu onerdi ve bunu kullanarak Burgers-KdV ve
soniimlii ¢ift sine-Gordon denklemlerinin acgik hareketli dalga ¢ozlimlerini elde etti.
Rui ve Jian (2013), deneme fonksiyonu ve genellestirilmis hareketli dalga doniistimii
yardimiyla zamana bagl katsayili degistirilmis lineer olmayan Schrédinger

denkleminin agik ¢oziimlerini kisith kosullar altinda elde etmislerdir.

Ele alacagimiz son metot ise en basit denklem metodu dur (Kudryashov
2005). Daha sonra bir¢cok yazar tarafindan matematiksel fizikte karsimiza ¢ikan
denklemlerin tam ¢ozlimlerini bulmak i¢in basariyla kullanilmistir (bkz. Vitanov ve
dig. (2010), Taghizadeh ve dig. (2012)). iki 6nemli avantaji vardir. Bunlardan ilki,
daha once gelistirilen metotlardan birkagmi (6rnegin tanh-fonksiyonu metodu)

genellestirmektedir. ikinci dnemli avantaji ise uygulanabilirliginin kolay olmasidir.



Bu tezin organizasyonu su sekildedir. Ikinci bdliimiinde bazi énemli tanimlar
ve temel kavramlar verilecektir. Ugiincii béliimde yukarida bahsi gecen metotlarin
her biri detayli olarak ele alinacaktir. Son boliimde ise yapilan ¢aligmalar 6zetlenecek

ve bazi Onerilerde bulunulacaktir.



2. TANIMLAR VE TEMEL KAVRAMLAR

Dogadaki her olay ve siireci diizenleyen kurallarla ilgili ¢esitli parametreler
vardir. Bu parametreler arasindaki iliski matematik dilinde ifade edilirse genelde bir
fonksiyonel denklem elde edilir. Bir fonksiyonun bir ya da daha fazla bagimsiz
degiskene gore tiirevlerini veya diferansiyellerini iceren denkleme diferansiyel
denklem denir. Bagimsiz degisken tek ise diferansiyel denklem adi diferansiyel
denklem, bagimsiz degisken birden fazla ise diferansiyel denklem kismi diferansiyel

denklem olarak adlandirilir. Ornegin,

d .

2y p(x)y=q(x)y", neR
dx

d
2 p(0)y? +q(x)y+r(x),
dx

denklemleri sirastyla Bernoulli ve Riccati denklemleri olarak bilinen adi diferansiyel

denklemlerdir. Yine,

u, =ku_,
u, =k, +u,),

u, =k, +u, +u_ ),

denklemleri sirasiyla bir boyutlu, iki boyutlu ve {i¢ boyutlu uzayda 1s1 akisini

tanimlayan kismi diferansiyel denklemlerdir. Benzer sekilde

_ 2
utt =c z/lxx °
2
u,=c (uxx +uyy )9

2
u, =c U, +u, +u_, ),

denklemleri sirasiyla bir boyutlu, iki boyutlu ve ii¢ boyutlu uzayda dalga yayilimini

tanimlayan kismi diferansiyel denklem 6rnekleridir.



Bir diferansiyel denklemin mertebesi o diferansiyel denklemde gdziiken en

yiiksek mertebeden tiirevin mertebesidir. Buna gore,

V'+2xy' +y=e"
u,—u_=0,
u,—uu_ =0,
u —u,  +u—u’ =0,
denklemleri sirasiyla ikinci mertebeden adi diferansiyel denklem ve birinci, ikinci ve

ticlincli mertebeden kismi diferansiyel denklem 6rnekleridir.

Genel olarak, bir diferansiyel denklem bagimli degiskenine gore lineer ise bu
denkleme lineer aksi takdirde lineer olmayan (non-lineer) denklem denir. Bu
durumlar1 asagida genel bir kismi diferansiyel denklem iizerinde daha detayli
aciklayalim.

Bir kismi diferansiyel denklemi

F(xl,xz,...,xn,u,u “xz"“’“xn’“xlxm'“’“xnxn"“): 0,

x,?
formunda gosterebiliriz. Burada w =u(x,,...,x,), n bagimsiz degiskenli bir
fonksiyondur. Eger F, u ve tiirevlerine gore lineer ise diferansiyel denklem lineer,

aksi takdirde lineer olmayan kismi diferansiyel denklem olarak adlandirilir.

Biz bu tez de genelde lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin analitik
¢cozlim yontemleriyle ilgilenecegiz. Bu esnada kullanacagimiz bazi adi diferansiyel
denklemleri, bunlarm ¢oziimlerini ve ayni zamanda lineer olmayan kismi
diferansiyel denklemleri ¢aligirken temel yapi taglarindan biri olan dalga yayilim ile

ilgili baz1 bilgileri asagidaki alt boliimlerde ele alacagiz.

2.1 Bernoulli Diferansiyel Denklemi

Yukarida da 6rnek olarak verdigimiz ve

y'+ P(x)y=0(x)y", n=+0,1 (2.1)



formunda olan denkleme Bernoulli diferansiyel denklemi denir. Eger, n =0 veya 1

olursa, Bernoulli denklemi birinci mertebeden bir lineer diferansiyel denklem olur.
Bernoulli denklemi akigkanlar mekaniginde siirekli akiskanlarda akigkan davranigini
aciklar. Bernoulli prensibi akigkanlarda enerji korunumu yasasinin matematiksel
seklidir. Bernoulli denklemi bu ilkenin daha kesin bir ifadesidir. Bu ilke, havacilik ve
uzay miihendisliginde biiylik 6neme sahiptir ve u¢agin ugusunun temelidir. Bernoulli
prensibinin bir baska Ornegi, karbiiratdriin birgok benzinli motorda nasil
kullanilacagidir. Ismi Isvigreli matematik¢i Daniel Bernoulli’nin isminden gelmistir.
Bu denklemi ¢ozmek i¢in, u = y'"" degigsken degistirmesi yapilir. Bunun

sonucunda asagidaki birinci mertebeden lineer denklem elde edilir,
u'+(1-n)P(x)u=(1-n)0(x).

Bu denklem u icin ¢oOziildiikten sonra Bernoulli denkleminin genel ¢Ozimii

asagidaki gibi elde edilir,

y(x)= eij(lfn)P(x)dx U (1- n)Q(x)eiI(lfn)P(x)dxdx + c} . (2.2)

2.2 Riccati Diferansiyel Denklemi

Riccati diferansiyel denkleminin
y'=RE)y +P(x)y +0(x), (2.3)

formunda oldugu yukaridaki Ornekte verilmisti. Agikcasi, eger bu denklemde

R(x)=0 ise, denklem lineer birinci mertebeden bir denklem, eger O(x) =0 ise,

Bernoulli denkleminin n» =2 durumu olur.

y=y,(x) Riccati denkleminin bir 6zel ¢oziimii olsun. Genel ¢Oziimii

1
y=—+y, degisken degistirmesi yapilarak elde edilebilir. Bu yapildiginda (2.3)
u

denklemi



u'+(2y,R+P)u=-R

seklinde birinci mertebeden bir lineer denkleme indirgenir. Bu denklem u i¢in

coziildiikten sonra Riccati denkleminin genel ¢oziimii agagidaki gibi elde edilir

2y R +P )dx
X )

y = +y, . (2.4)

J‘eJ‘(ZleJrP)dx (—R )dx P

2.3 Hareketli Dalgalar

Lineer ve lineer olmayan kismi diferansiyel denklemleri ¢alisirken temel yap1
taglarindan biri de dalga yayilimidir. Bir ortamin bir boliimiinden diger bir bdlimiine
belli bir yayilma hiziyla tagman belli bir sinyale dalga denir. Dalga yayiliminda

temel Oneme sahip birkac¢ alan asagidaki gibidir:

Akiskanlar mekanigi (su dalgalari, aerodinamik)
Akustik (hava ve sivilarda ses dalgalari)

Elastisite (gerilim dalgalari, depremler)
Elektromanyetik Teori (optik, elektromanyetik dalgalar)
Biyoloji (epizotik dalgalar)

Kimya (ates ve atesleme dalgalar)

Belirli bir yonde seklini koruyarak ilerleyen dalgalara hareketli dalgalar
denir. Ayn1 zamanda, hareketli bir dalga, yayilma boyunca sabit bir hiza sahiptir. Bu
tiir dalgalar bircok bilim dalinda karsimiza c¢ikabilir (6rnegin, bir kimyasal
reaksiyonun sonucu olarak ortaya c¢ikabilecek yanma gibi) [Volpert 1994].
Matematiksel biyolojide sinir liflerinde belirgin olan diirtiiler hareket dalgalar1 olarak
temsil edilir [Murray 2013]. Ayrica, akigkanlar dinamigi problemleriyle ilgili koruma
yasalarinda, sok profilleri hareketli dalgalar olarak karakterize edilirler [Smoller

2012].

Matematiksel olarak en basit dalga

u(x,t)= f(x—ct) (2.5)



formunda bir fonksiyondur. Burada ¢ > 0 sabiti dalganin hizin1 temsil eder. =0 da,
dalga baslangi¢c profili olan f (x) bi¢cimine sahiptir. f(x—ct) ise herhangi bir ¢
zamanindaki profili temsil eder. Bu da baslangigtaki dalganin ¢f uzaysal birim kadar
saga dogru Otelenmis hali demektir. Dolayisiyla (2.5) denklemi ile verilen ifade ¢

hiziyla saga dogru hareket eden bir dalgay1 temsil eder. Benzer sekilde,
u(x,t)y=f (x +ct) (2.6)

¢ hiztyla sola dogru hareket eden bir dalgadir. ¢ =0 durumunda ortaya ¢ikan

dalgaya hareketsiz dalga ad1 verilir ve bu tiir dalgalar yayilmaz.

Matematiksel olarak (2.5) formundaki fonksiyonlarla ifade edilen dalgalar
haraketli dalgalar olarak adlandirilir. Bir lineer olmayan kismi diferansiyel
denklemin hareketli dalga c¢oziimlerini bulmak i¢in ilk olarak (2.5) formuyla ise

baslanir ve ardindan diferansiyel denklemin ¢oziimiinii verecek f fonksiyonu ve ¢
sabiti belirlenir. Bu f ve c¢ yi belirleme (tanimlama) daha sonra gorecegimiz gibi

f ye verilen sinir kosullarina baghdir.

Verilen bir kismi diferansiyel denklemle iliskili hareketli dalga c¢oziimler

ailesini dort basit forma ayirabiliriz. Bunlar:

o Soliter Dalga Coziimii: f:R — R fonksiyonu, gler F"(E)=0 seklindeki

smir kosullarmi sagladiginda, hareketli dalga ¢oziimiine verilen addir.

o Periyodik Hareketli Dalga Coziimii: f :R — R fonksiyonu, her & e R icin
F(E) meveut olacak sekilde periyodu L olan periyodik bir fonksiyon ve
[O,L] arahgmmda " (0)= /" (L) seklindeki smir kosullarin1 sagladiginda,
hareketli dalga ¢6ziimiine verilen addir.

o Kink Hareketli Dalga Coziimii: f:R — R fonksiyonu, u, =§li)1}1w f(&) ve

u, = élim f (&) seklindeki smir kosullarmi sagladiginda (u, ,u,: sabit ) ve

u #u, (0>u, >u, >-0 veya u,<u, ) oldugunda, hareketli dalga

¢oziimiine verilen addir. f fonksiyonu bazen §1er fF"(E)=0 seklindeki ek



asimtotik kosulu da saglar. Fiziksel ¢erceveye bagl olarak kink hareketli

dalga ¢6ziimil dalga cephesi olarak ta adlandirilir.

e Pals (Sinyal) Dalga Coziimii: f:R — R fonksiyonu, u, =§lir}1 1,
u, =§lim f(&) seklindeki smir kosullarmi sagladiginda ve u, =u,
oldugunda, hareketli dalga ¢oziimiine verilen addir. Eger u, =u, =0 ise bu

¢Oziim bir soliter dalga ¢6ziimii olur.

Sekil 2.1 de baz1 hareketli dalga sekilleri gosterilmektedir.

(a) (b) (c)

Sekil 2.1: Hareketli dalga sekilleri: (a) kink, (b) pals (sinyal), (c) periyodik

Soliter (tekil) dalga, dalganin grup hiziyla (yani dalganin enerjisinin tagindigi
hizla) hareket eden referans koordinat sisteminden bakildiginda biiyiikliigiinde veya
seklinde herhangi bir degisim olmadan yayilan dalgadir. Soliton ise verilen
ozelliklere ek olarak diger solitonlarla etkilesime gectiginde degismeden
(patlamadan) kurtulabilen lineer olmayan soliter bir dalgadir. Ornegin,
u(x,t)=sech*(x—t), —z<xt<x, ¢ozimi bir solitondur. Bu soliton ¢oziimiin

grafigi Sekil 2.2 de gosterilmektedir.
Asagida hareketli dalga sekilleri i¢in bazi 6rnekler verilmektedir.

Ornek 1 (Pals veya Soliter Céziim): {lk olarak, pals (sinyal) dalgasi seklini alan bir
¢coziimii elde etmek i¢in benzer bir yaklasimi ¢alisabiliriz. Bunun i¢in Korteweg-de

Vries (KdV) denklemi olarak bilinen ve

10



u(x,f)

Sekil 2.2: Soliton ¢oziimil u(x,t) =sech’(x—t), —-7m<x,t<rxm

u, +6uu_+u__. =0 (2.7)

seklinde tanimlanan lineer olmayan kismi diferansiyel denklemi ele alalim. Bu
denklem s1g su ylizeylerinde olusan dalgalar1 modellemede kullanilan bir denklemdir
[Evans, 1998]. u(x,t)=U(&), & =x-—ct, seklinde degisken degistirmesi yaparak

ise baglayalim. # nun kismi tiirevlerini (2.7) denkleminde yerine yazarsak
-cU'+6UU'+U" =0, (2.8)
elde ederiz. Bu denklemin & ye gore integralini aldigimizda,
—cU+3U+U"=¢

ifadesini elde ederiz. Bu denklemin her iki yanmi U’ ile ¢arparsak asagidaki

denklemini elde ederiz:
—cUU'+3U* U'+U"U' =¢U’ (2.9

11



Bu denklemin & ye gore integralini aldigimizda

Uy %

5 ~U’+cU+c, (2.10)

elde edilir. Biz burada puls (sinyal) dalga ¢6ziimii elde etmek istedigimizden dolay1
&—t0 iken U,U've U"—0 oldugunu varsayacagiz. Dolayisiyla ¢, =¢, =0

olmalidir. Bunu (2.10) denkleminde kullandiktan sonra elde edilen denklem U" gore
degiskenlerine ayrilabilir bir adi diferansiyel denklemdir ve asagidaki formda
yazabilir:

1/2

U'=+U (c-20)", 2.11)

Hesaplamalar1 basitlestirmek i¢in burada sadece negatif isaretli olan1 g6z Oniine

alirsak (2.11) denklemini

—dU
—=d 2.12
U(C—2U)1/2 5 ( )

seklinde yazabiliriz. Bunun integralini alirsak, c; bir integral sabiti olmak tizere,

S dw
§=—&[m+cs (2.13)

elde ederiz. Bu esitligin @ sag  tarafindaki  integrali  almak  i¢in
w=U,sech’ 6, (Z—ag) = —csech’ @ tanh wj degisken degistirmesi yapilirsa ve U, =c/2

(bir keyfi sabit) olarak segilirse

2 0+c, (2.14)

T

sonucu elde edilir. Burada @ kapali fonksiyon olarak

%sechz 0=U (&) (2.15)

12



seklindedir. Denklem (2.14) i @ i¢in ¢ozersek

0=§(é—cg) (2.16)
bulunur. Bunu (2.15) yerine yazarsak,
U(§)=§Sech2 {%(5_%@ (2.17)

ifadesini elde ederiz. Sonug olarak ele aldigimiz KdV denkleminin hareketli dalga

¢Ozumi
u(x,t)=§sech{%(x—ct—c3)}, xeR,t>0 (2.18)

olarak bulunur. Bu sonucta dalganin genligi ve hizi arasinda bir iligki oldugunu

gozlemleyebiliriz.

Sekil 2.3 te t=120 ve ¢; =0 i¢cin KdV denkleminin puls (sinyal) dalga

¢Oziimii goriilmektedir.

0.14-
0.12-

0.1

u(x,f 0087
0.06
0.04-
0.02-
O

0 10 20 30 40 50 60 70 80

X

Sekil 2.3: KdV denkleminin u, =u, =0, ¢ = 0.3 i¢in pals ¢6ziimii

13



Ornek 2 (Periyodik Dalga Coziimii): Periyodik hareketli dalga ¢oziimleri sin(x—¢)

cos(x—t) formunda olan ¢oziimlerdir. Standart dalga denklemi u, = u

cos(x —¢) gibi periyodik ¢6ziime sahiptir ve bu ¢éziimiin grafigi 0 < x,7 <27 i¢in

Sekil 2.4 de gosterilmektedir.

Sekil 2.4: Dalga denkleminin bir periyodik ¢oziimii, u#(x,?) = cos(x—1)

Ornek 3 (Kink veya Dalga Cephesi Coziimii): ilk olarak tasimm ve yayilim ile
iliskili agagidaki Burger denklemini ele alalim:

utuu . =au_. (2.19)

Yukaridaki Ornekte yaptiklarimiza benzer olarak bu denklem icin de
u(x,t)=U(¢$), &=x—ct, seklinde tanimlanan hareketli dalga ¢oziimiinii bulmaya

calisacagiz. Bu durumda sinir kosullart U(-o)=u,, U(+o)=u, seklinde olur. u

nun kismi tiirevlerini (2.19) denkleminde yerine yazarsak

—U+UU =aU", (2.20)

elde ederiz. Bu denklemin her iki yanmin & ye gore integralini aldigimizda, ¢ bir

integral sabiti olmak {izere,

2

—eU=aU'-L e | 2.21)
2 1

14



ifadesini elde ederiz. Buradaki integral sabitini smir kosullarini ( U(w)=u, ,

U'(0) =0) kullanarak asagidaki gibi telde ederiz:

Bundan sonra (2.21) denkleminde U(-w)=u, , U'(-0)=0 smir kosullarmni

uyguladigimizda

-u," u

—cu, =

elde edilir. Bunu da ¢ dalga hiz1 i¢in ¢6zdiigiimiizde

_ Uty
2

¢ : (2.22)

seklinde acik bir ifade elde ederiz. Gozlem {izerine, dalga hizinin dogrudan uzak alan
smir degerlerine bagl oldugu agiktir. Denklem (2.21) de buldugumuz ¢ yerine

yazilirsa

2 2

N AL (2.23)
2 2

r

elde edilir. Bu denklemi tekrar diizenledigimizde

olur. Bu denklem degiskenlerine ayrilabilir bir adi diferansiyel denklemdir ve
asagidaki formda yazilabilir:

20dU

=dé&. 2.24
U?-2cU —u’+2cu, ¢ (224)

Denklem (2.24) iin integrali alinirsa

15



2 | ) do _g (2.25)

2 2
0, 0" —2c¢0-u,"+2cu,

olur. Ozel olarak u, =1veu, =0 almirsa bir 6zel ¢oziim elde edilir. Bu durumda

(2.22) denkleminden ¢ =1/2 olur. Eger U, =1/2 olursa (2.25) denklemi

U
do
2 = 2.26
“l/jz =t (2.26)

olur. Bu integrali alip sonucu U i¢in ¢ozdiigiimiizde

1

U@)=—-7= (2.27)
1+e%
Buradan da hareketli dalga ¢oziimii
1
M(x, t) = x—ct ° (228)
l+e2

seklinde bulunmus olur.

Sekil 2.5 te u,=1,u, =0,c=0.5ve @ =0.5 i¢in (2.19) denkleminin #="70

aninda saga dogru yayilan hareketli dalga ¢oziimii goriilmektedir. Bu ¢6ziim dalga

cephesine karsilik gelen bir ¢oziimdiir.

0.8
0.6
u(xt)

0.4

0.2

0 10 20 30 40 S50 60 70 80

Sekil 2.5: Denklem (2.19) i¢in kink ¢dziimii
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3. COZUM METOTLARI

Bu boliimde lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin analitik
coziimlerini elde etmek i¢in gelistirilen iic metottan bahsedecegiz. Bunlar sirasiyla
tanh-fonksiyonu metodu, deneme fonksiyonu metodu ve en basit denklem
metodudur. Bu metotlarin temel prensipleri verildikten sonra her bir metot i¢in fen ve
mithendislik alanlarinda karsimiza c¢ikan prototip denklemler uygulama olarak

verilecektir.

3.1 Tanh-Fonksiyonu Metodu

Kismi diferansiyel denklemlerin kesin ¢Oziimlerini elde etmenin etkili
yollarindan biri tanh-fonksiyonu yontemidir. Bu yontem, ¢oziimlerin sonlu tanjant

hiperbolik kuvvet serileri seklinde yazilabilmesi temeline dayanir.

Tanh-fonksiyonu metodu ilk olarak Malfliet [Malfliet, 1992] tarafindan
sunuldu. Sistematik versiyonu ise Malfliet ve Hereman [Malfliet ve Hereman, 1996]
tarafindan 6zel evrim ve dalga denklemlerini ¢6zmek ic¢in kullanildi. Daha sonra,
Fan [Fan, 2000] bir parametre iceren Riccati denkleminin avantajlarin1 kullanarak
genisletilmis tanh-fonksiyonu metodunu dnerdi. ilerleyen yillarda birgok arastirmaci
bu alanda bir¢ok arastirma yapti. Wazwaz (2006), tanh ve genisletilmis tanh
yontemini kullanarak Kuramoto-Sivashinsky ve Kawahara denklemlerinin yeni

soliter dalga ¢ozlimlerini elde etti.

Bu yontem, yaklasik analitik yontemlerin (Homotopi Pertiirbasyon Metodu
[He, 1999], Adomian Ayrigtrma Metodu [Adomian, 1994], vb.) aksine problemi
cozmek i¢in baslangic veya sinir kosullarini gerektirmez. Ayni zamanda problem

¢ozme siireci daha basittir ve karmagik cebirsel sistemleri ¢ozmekten uzaktir.

Lineer olmayan iki bagimsiz degiskenli bir kismi diferansiyel denklem

genellikle

Fuu,u u_,.)=0 3.1
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seklinde gosterilir. Burada, u =u (x ,t) bilinmeyen bir fonksiyon, /* de u ve bunun

kismi tiirevlerini i¢eren bir fonksiyondur.

Denklem (3.1) in hareketli dalga ¢oziimlerini bulmak i¢in x ve ¢ bagimsiz

degiskenleri tek bir &=k (x —ct) degiskeni altinda birlestirilir. Burada & ve ¢
sirastyla dalga sayisini ve hareketli dalga hizini temsil eder. £ =k (x —ct ) degisken
donistimii yapildiginda u = u(x,t) fonksiyonu u (x ,t) =U (&) ifadesine doniigiir. Bu

durumda Denklem (3.1) ile verilen kismi diferansiyel denklem
OU,~keU',kU'", K*U",..) =0 (3.2)
seklinde bir adi diferansiyel denkleme doniisir.
Simdi tanh metodunun ana hatlarin1 adim adim inceleyelim:

1. Adim: Yeni bir bagimsiz degisken
y =tanh (&) (3.3)
seklinde secilir. Buna gore,
&=tanh™' (y) (3.4)

dir. Bu ifadenin her iki tarafinin diferansiyeli alinirsa

dy
d =
S
elde edilir. Buradan
dy 2
—=1- 35
iz y (3.5)

olur. Diger yandan

18



4_4d4d
dg dydg

oldugundan, (3.5) ifadesi burada kullanilirsa

Z%:@wﬁ%- (3.6)
bulunur. Bunu kullanarak daha yiiksek mertebeden tiirevler
.
(e [ P (R S 1
seklinde elde edilirler.
2. Adim: Bu adimda (3.2) nin
M
U()=5(=2a" (3.8)

formunda bir sonlu seri ¢éziime sahip oldugu diisiiniilir. Denklem (3.8) de M,
¢oziim i¢in kullanilacak polinomun derecesini gostermekte olup ¢ogu durumda
pozitiftir. Bu M degeri, Denklem (3.2) de lineer olmayan terim ile en yiiksek
mertebeden lineer terimlerin balans ayariyla elde edilir. Eger M pozitif bir tamsay1

degilse uygun degiskenler ile pozitif bir tamsay1 yapilabilir. Eger denklemde sadece

lineer olmayan kisim varsa iki dogrusal (lineer) olmayan kisim dengelenir.

3. Adim: Ikinci adimda bulunan M degeri (3.8) de kullamlirsa ¥ cinsinden bir
polinom denklemi elde edilir. Polinomlarin esitligi kullanilarak a, (n=0,...,M)
katsayilariyla k ve ¢ parametrelerini igeren bir cebirsel denklem sistemi elde edilir.
Bu cebirsel denklem sisteminin Maple veya Mathematica gibi yazilimlar yardimiyla

coziilmesiyle bilinmeyen katsayilar ve parametreler bulunur. Daha sonra da lineer

olmayan kismi diferansiyel denklemin tam ¢oziimii elde edilir.
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Asagidaki alt bolimlerde bu metodun uygulamasi olarak bazi prototip

denklemlerin ¢éziimlerini ele alacagiz.

3.1.1 Burgers Denklemi icin tanh Metodu
u,+uu —au, =0, a:sabit (3.9

seklinde ifade edilen Burgers denklemi akigkanlar dinamigindeki yayilan dalgalar
icin en basit lineer olmayan kismi diferansiyel denklem modelidir. Ilk olarak Burgers
(1948) tarafindan bir boyutlu tiirbiilans1 tanimlamak i¢in kullanilmistir [Debnath
2005]. Oncelikle,

u(x,)=U(5), ¢=k(x—ct), y=tanh(c)

u, =d—U£=U’(—k ¢)
A& dr

—
“TdE dx

=kU', u =k"U"
degisken degistirmesi yapilarak

< kU'+kUU' -k*aU"=0, (3.10)

seklinde adi diferansiyel denklem elde edilir. Bu denklemin
M
U(&)=8(» =) a," 3.11)
n=0

formunda ¢oziimii oldugunu kabul edelim. Buradaki M sayismi tanimlamak icin

(3.10) denklemin her iki tarafinn & ye gore integralini alirsak (integral sabiti

kullanmadan)

—cU+%U2—akU’:O, (3.12)

bulunur. Bu ifadenin son teriminde U’ ve ikinci terimde U’ balans yapildiginda

(lineer olmayan kisim)
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2M =1+ M = M =1

bulunur. Buldugumuz M yi (3.11) ifadesinde yerine yazdigimizda
1
u(x,t)zU(é)zS(y)zZany”=a0+a1y (3.13)
n=0

elde edilir. Simdi burada y=tanh(r§) degisken degistirmesi yapilirsa ve

i = (1 -y’ )i zincir kurali kullanilirsa (3.12) denklemi
dg dy

—cS(y)+%(S(y))2—ak {(l—yz)de—;y)}:O,

formunda yazilir. Buradan da

—c(a,+a, y)+M —ak [(l—yz)al]zO ,

ifadesine ulagilir. Denklemdeki tiim y lerin katsayilari sifira esitlendiginde asagidaki

cebirsel denklem sistemi elde edilir:

1
Yo —ca0+§a02 —aak =0
y : —ca+aa =0

vy %a12+aalk =0

Bu lineer olmayan cebirsel denklem sisteminin Maple programi yardimiyla
¢Oziilmesiyle bilinmeyen k ve C parametreleri ve a, (n=0,1) katsayilar1 asagidaki

sekilde bulunur:
a, =2ak ,a, =-2ak , c =2ak ,k =k

Buradan da lineer olmayan kismi diferansiyel denklemin tam ¢oztimii
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u(x,t) = 2ak[ 1 tanh k (x—2akt) |, (3.14)

olarak elde edilir. Bu ¢6ziim de Burgers denklemi icin bilinen kink (sok) dalgasi
coziimiidiir. Sekil 3.1 da a:%,k _1ve —10<x <10,0<7 <10 icin bir kink

¢Oziimii goriilmektedir.

.. 1 .
Sekil 3.1: Burgers denkleminin azz ,k =1 igin ¢oziimii

3.1.2 Korteweg-de Vries (KdV) Denklemi icin tanh Metodu

KdV denklemi, s1§ su yiizey dalgalarinin matematiksel modelidir ve
u, +uu, +bu__ =0, b: sabit (3.15)

seklinde lineer olmayan bir kismi diferansiyel denklemdir. Ilk olarak iki Hollandali
bilim adami1 Korteweg ve de Vries (1895) tarafindan birlesik yonli sig su
dalgalarinin yayilimini géstermek i¢in kullanilmigtir [Debnath 1997].

Bu denklemi tanh yontemiyle ¢ozelim. Oncelikle,

ux,)=U(¢), &=k (x —ct),y = tanh(¢&)
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degisken degistirmesi yapilarak (3.15) denklemi
< kU'+kUU'+bk*U" =0, (3.16)
seklinde adi diferansiyel denklem olarak yazilabilir. Bu denklemin

U(£)=S0) =2 a," (3.17)

formunda ¢oziimii oldugunu kabul edelim. Buradaki M sayismi tanimlamak igin

(3.16) denklemin her iki tarafinin & ye gore integralini alirsak (integral sabiti

kullanmadan)

—cU+%U2+bk2U”:O, (3.18)

bulunur. Bu ifadenin son teriminde U” ve ikinci terimde U~ balans yapildiginda

(lineer olmayan kisim)
2M =2+M = M =2

bulunur. Buldugumuz M vyi (3.17) ifadesinde yerine yazdigimizda
- 2
U (é‘):S(y):zany” =q,tay ta,y
n=0

elde edilir. Simdi burada y = tanh(f) degisken degistirmesi yapilirsa ve

d d d’ d d’
—=(1—y2)5 , déz=(1—y2)[—2y£+(1—y2)dyﬂ

seklindeki zincir kurali kullanilirsa (3.18) denklemi

dS(y)+(1_yz)dZS(y>j:0

1 2 2 2
—cS(y)+E(S(y)) +bk* (1-y )[—2)} » =

formunda yazilir. Buradan da
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(a0+a1y +a2y2)2
2

—c(a,+ay +a,p*)+ 0k (1=7) [ -2 (@ + 24,y ) +(1-37)(24,) | =0,

ifadesine ulasilir. Denklemdeki tiim y lerin katsayilar1 sifira esitlendiginde asagidaki

cebirsel denklem sistemi elde edilir:

v’ —ca, +%ao2 +2bak? =0
y' 1 —ca +aa —2abk’ =0
1
y: o aa +5al2 —ca, —8bak* =0

v aa,+2bak’=0

y*o 6a2bk2+%a22=0

Bu lineer olmayan cebirsel denklem sisteminin Maple programi yardimiyla
¢Oziilmesiyle bilinmeyen k ve ¢ parametreleri ve a, (n =0, 1,2) katsayilar1

asagidaki sekilde bulunur:
a, =12bk*, a, =0, a, =—12bk>, c=4bk’, k=k
Bu durumda, KdV lineer olmayan kismi diferansiyel denklemin soliton ¢éziimii
u(x, 1) = 126k (1 —tanh® | k(- 4bk’) | )
seklindedir. Bunu da
u(x,) = 12bk” sech” | & (x—4bk’t) | (3.19)

formunda yazabiliriz. u(x,t) ¢oziimiinin grafigi » =k =1 i¢in Sekil 3.2 de
gosterilmektedir.
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Sekil 3.2: u(x ,¢) denkleminin » =k =1 i¢in grafigi

3.1.3 Fisher Denklemi i¢cin tanh Metodu

Fisher denklemi

u, =u, +u(l-u) (3.20)

seklinde lineer olmayan bir kismi diferansiyel denklem olup ¢ok sayida biyolojik ve
kimyasal sistemlerdeki dalga yayilimini ¢alismak i¢in kullanilmaktadir [Debnath
2005]. Ilk olarak Fisher (1936) tarafindan bir popiilasyondaki bir genin dalga

yayilimini incelemek igin kullanilmigtir.

Oncelikle
u(x,t)=U(S), ¢=k(x —ct),y =tanh(c)
degisken degistirmesi yapilarak (3.20) kismi diferansiyel denklemi,
< kU'=k*U"+U(1-U), (3.21)

seklinde adi diferansiyel denkleme indirgenir. Bu denklemin
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U(&)=8()=) a,)" (3.22)

formunda ¢6ziimii oldugunu kabul edelim. Denklem (3.21) de U" ve v (1-U)

terimleri balans yapildiginda M =2 bulunur. Buldugumuz M yi (3.22) ifadesinde
yerine yazdigimizda

2
u(x,t)zU(f)zS(y)zZany” =a,+a,y +a2y2
n=0

elde edilir. Simdi burada y = tanh(f) degisken degistirmesi yapilirsa ve

d d d’ d d’
—=(1—y2)5 : déz=(1—y2)[—2y£+(1—y2)dyﬂ

seklindeki zincir kurali kullanilirsa (3.21) denklemi

— k (1_),2)“'561_)(/)’) =k2(1—y2)[—2y dqd_jj’)+(1_y2)%J+S(y)(l—S(y)),

formunda yazilir. Buradan da

—ek[(1-9")(@+2a9) |- (1=37 ) 20(@ +2a,0) +(1-17) (2a,)

—(ao +a1y+a2y2)(1—a0 —aly—azyz) =0

ifadesini elde ederiz. Denklemdeki tiim y lerin katsayilar1 sifira esitlendiginde

cebirsel denklem sistemi elde edilir ve bu sistem Maple yazilimi ile ¢oziildiikten
sonra

0Ty T Ty T T
1 1 —
a0=§, a=%t—, a,=——, k=—6, c=ii
4 2 12 J6

elde edilir. Buradan da tam ¢6zimii
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1 6
u,(x,t)= Z{li tanhE(x +

Sl
~
N
—

(3.23)
1 ) 5 -6 5
u,,(x,t)=F—| 1+ tanh + t tanh + t)F3
34(X51) +4{ 5 (x N )H 5 (x N )F }
seklinde bulunmus olur. Bunlardan ilk ¢6ziim
1 Jo. 5 T
u(x,t)=—|1-tanh—(x ——=t¢ 3.24
(x,1) 4{ 12( 7 )} (3.24)

seklinde olup saga dogru hareket eden bir kink (sok) dalgasini temsil eder. u(x ,¢)
¢cOziimiiniin grafigi Sekil 3.3 de gosterilmektedir.

Sekil 3.3: u (x ,¢) Fisher denkleminin sok ¢6ziimii

3.2  Deneme Fonksiyonu Metodu

Literatiirde lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin tam ¢6ziimlerini
bulmak i¢in bazi seriye agma metotlar1 kullanilmistir. Bunlardaki temel fikir, verilen
diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerini ¢dziilebilir diferansiyel denklemlerin
coziimlerinin fonksiyonu olarak seriye a¢cmaktir. Bunlardan en Onemlisi Ma ve
Fuchssteiner (1996) in yaptig1 c¢aligmadir. Bu c¢alismada dogrusal olmayan
Kolmogorov-Petrovskii-Piskunov kismi diferansiyel denkleminin bazi hareketli

dalga ¢oziimleri bulunmustur. Bundan sonra, Liu (2005, 2010) deneme denklemi
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yontemini 6nerdi ve bu yontemi bazi dogrusal olmayan evoliisyon denklemlerine
uyguladi. Du (2010) irrasyonel deneme denklemi metodunu Onerdi ve bunu
kullanarak Burgers-KdV denkleminin, soniimleyen ¢ift Sine-Gordon denkleminin ve
Fujimoto-Watanabe denkleminin birgok hareketli dalga ¢éziimlerini buldu. Ayrica,
Liu (2011), degisken katsayili dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemler i¢in

uygun olan deneme denklemi yonteminin yeni bir versiyonunu 6nerdi.
Simdi bu deneme denklemi (fonksiyonu) yonteminin adimlarini verelim.

1. Adim: Uzay x ve zaman ¢ seklinde iki ger¢ek degiskende bir # fonksiyonu igin

dogrusal olmayan bir kismi diferansiyel denklem

F(t,x,u,u,,u_u_,..)=0 (3.25)

seklinde gosterilebilir. Burada, u =u(x N2 ) bilinmeyen bir fonksiyon, /' de u ve

bunun  kismi  tiirevlerini  igeren  bir  fonksiyondur. @ Eger  burada
E=x—ct, u(x,t)=u(&) hareketli dalga degisken donisimi yapilirsa (3.25)
denklemi

N uu'u",...)=0 (3.26)
seklinde bir adi diferansiyel denkleme doniistir.

2. Adim: Bu adimda, (3.26) denkleminin ¢ozliimiiniin asagidaki deneme denklemini

sagladigi kabul edilir:

(j_g -G =Y (). (3:27)

Burada M ve a, katsayis1 daha sonra tanimlanacak sabitlerdir.

3. Adim: Denklem (3.27) y1 (3.26) denkleminde yerine yazarsak, » ya goére bir
polinom denklemi elde edilir. Balans ilkesini kullanarak M degerini belirleyebiliriz.
Elde edilen polinomunun katsayilarini sifira esitleyerek, bir cebirsel denklem sistemi
elde ederiz. Bu cebirsel denklem sisteminin Maple veya Mathematica gibi yazilimlar

yardimiyla ¢oziilmesiyle bilinmeyen katsayilar ve parametreler bulunur.
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4. Adim: Bu adimda, (3.27) denklemini asagidaki sekilde integral formunda yazalim.

1

HE-E) =
(E-&) JW

du (3.28)

Polinomun tam ayirma sistemine gére G(u) nun kokleri siniflandirilir. Boylece

(3.25) lineer olmayan kismi diferansiyel denklemin tam ¢6ziimii elde edilir.

Asagidaki alt bolimlerde bu metodun uygulamasi olarak bazi prototip

denklemlerin ¢éziimlerini ele alacagiz.

3.2.1 Ikili Kuvvet Yasal Non-lineerlige Sahip KdV Denklemi

Bu denklem, a,f ve d keyfi parametreler ve p pozitif bir tamsayr olmak

lizere,
u +au'u +putu +ou, =0 (3.29)

seklinde lineer olmayan bir kismi diferansiyel denklem olup c¢esitli fiziksel
iceriklerde karsimiza c¢ikmaktadwr. Ayni zamanda, “Herhangi mertebeden lineer
olmayan terime sahip degistirilmis bilesik KdV tipinde denklem” olarak ta
adlandirilmaktadir. Bu denklem deneme fonksiyonu metodunun yaninda farkli
teknikler kullanilarak ta ¢oziilmiistiir (bkz. Zhang ve dig. (2002) ve Li ve dig.
(2003)). Gurefe ve dig. (2011) ise deneme denklemi yOontemini kullanarak bu

denklemin soliton ¢éziimlerini de i¢eren bazi tam ¢ozlimlerini elde etmislerdir.

Simdi (3.29) denklemini deneme fonksiyonu (denklemi) metodunu kullanarak

¢ozelim. Ik olarak

u(xat):u(é:)"f:x —ct
d¢& dt

u, =d—u£=u’, u, =u"
d& dx

seklinde degisken degistirmesi yaparak (3.29) denklemini
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—cu'+au’u'+futu'+5u" =0

formunda adi diferansiyel denklem olarak yazabiliriz. Sonra bu denklemin her iki

yaninin & ye gore iki kez integralini aldigimizda (integral sabiti kullanmadan)

—cu+iu””+Lu2p”+5u”=O (3.30)
p+1 2p +1

elde ederiz. Simdi burada

u=a"

degisken degistirmesi yapilirsa ve asagidaki terimler kullanilirsa,

m=0p(p+D2p+1) , n=51-p>)2p+1)

. . . (3.31)
r=p (p+tDHQ2p+1) , s=ap'@p+1l) , t=pBp(p+])

denklem
m a)a)"+n(a)’)2—cra)2+s o +tw' =0 (3.32)

formuna indirgenir. Bu denklemde homojen balans prensibi kullanildiginda ve (3.27)

deneme denklemi g6z Oniine alindiginda

[a)']2 =G(w) =iaia)[ ~0'=> M=4 (3.33)

i=0

bulunur. O halde

yazabiliriz. Bu ifadenin her iki yaninin tiirevini aldigimizda

4 1 4

. = . - a 3

20" =Yig " Da'==Digo " = =El+a2 o+ a o’ +2a, @
i=0 i=0

elde edilir. Buldugumuz bu ifadeleri (3.32) denkleminde yerine yazdigimizda
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a 3
mw(—‘+a2a)+5a3a)2 +2a4a)3)+n(a0+ala)+a2a)2 +ta,0’ +a4a)4)—cra)2 ts@ +to' =0

ifadesini elde ederiz. Burada @ ya gore olan polinom esitligi kullanildiginda

=)

:amn=0

: am+2an=0

N

:a,m+a,n—cr=0

(™

: 3a,;m+2an+2s=0

e 8 § &8 ©

: 2am+an+t=0

seklinde cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu sistemi ¢ozdiikten sonra a,

katsayilar1 ve ¢ dalga hiz1 asagidaki sekilde bulunur:

2s B t c_(m +n)a,

—— = a4, =- , 3.34
3m+2n ° 2m +n ( )

a,=0,a,=0,a,=a,,a, =

Bunlar deneme fonksiyonunda yerine yazilirsa ve (3.28) integral formu kullanilirsa

6-6)-J 7 —— do (335)

3 4
L0 +a, o

elde edelir. Sag taraftaki integrali

1 1

J do=|
\/aza)2+a3 a)3+a4 0)4 |a)|\/a)(a4a)+a3)+a2

dw

seklinde yazabiliriz. Bu integral Maple yardimiyla ¢oziilirse (veya bir integral

tablosu kullanilirsa): @, >0 i¢in

1 2c12+a3a)+2ﬁ/c12\/a4a)2+a3a)+a2
- In ,0>0
1 Vs @
ey e " o
w|ola, 0 +a;)+a, 2a, +a, w+2.|a \/a o’ +a,0+a
1 ln 2 3 Za) 4 3 2 ’a)<0
Vaz

ve a, <0 i¢in
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b sin”!| B2 h 24, ®>0
.[ 1 d — oya;’ - 4a,a, ,
=
ol Jola, 0+ ay) +a, 1 . | aw+la
sin ,0<0
—a, —w

2
\a,” —4a,a,

elde ederiz. O halde (3.35) denklemi @>0ve a, >0 igin

2a, +a, a)+2,/a2\/a4a)2 +a,w+a, J

1
(550)—\/5111[ -

olur. Bu denklem @ i¢in ¢oziiliirse

o (07 ~daa)exp(Ja (E-8)) rewp( o, (¢ -5)) |

2a, 4a,

w=|-

elde edilir. Benzer sekilde (3.35) denklemi w<0 ve a, >0ig¢in

2
2a, +a, a)+2,/a2\/a4a) +a,w+a,

1
(5—50)—\/5111 -

olur. Bu denklem yine @ icin ¢oziiliirse

o (@ ~daa)ex(-Ja &) rexp(+a, ¢ -£)) |

2a, 4a,

elde edilir.

Eger >0 ve a, <0 ise (3.35) denklemi

(E—&)= 1 sin{ a,w+2a, J

— 2
a, o\Ja,” —4a,a,

seklinde yazilabilir. Bu denklem yine @ i¢in ¢oziiliirse
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Y 2a, (3.38)
s+ —da, sina, & &) |

elde edilir. Benzer sekilde (3.35) denklemi @ <0 ve a, <0 igin

(E—&)= 1 sinl{ a,w+2a, J
a2

2
—onja,” —4a,a,

olur. Bu denklem yine @ icin ¢oziiliirse

el 2a, (3.39)
a, +\Ja," —4a,a, sin J~a, (£~ &) |

elde edilir. Denklem (3.36) ve (3.37) de, eger a,” —4a,a, = =1 alinirsa, u = @'? ve

sinh(x) == _26 . cosh(x) ==
Ozellikleri kullanilirsa
o= __2—%_a3 +cosh \/a, (£ - égo)ﬂ
~ -1
1 r .
w= __2_612_513 —s1nh\/g(§—§o)ﬂ
-1
1 —
o= __2—612_513 —cosh N2 (§ _§0):|:|

elde edilir. Buradan da (3.29) denkleminin tam ¢0zimii

_ (2612 )l/p
u, () — (3.40)
[a3 +cosh \/2(5 - 50)]
p
uy ()= (22,) (3.41)

[a,=sinh |l (-5
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(2a2 )l/p
[a,—cosh Ja, (¢ -&)]

us(6) =~ (3.42)

seklinde bulunmus olur. Benzer sekilde denklem (3.38) ve (3.39) da u =w"”
degiskeni kullanilirsa, lineer olmayan kismi diferansiyel denklemin diger tam

coziimleri

b2
2a
- ) 3.43
S P e ) -
, o
wi)=| - a, (3.44)
a, +Ja; —4a,a, sin -, (£- &)

olarak elde edilir.

Sekil 3.4 ve Sekil3.5da a=p=6=p=a,=1,c =1 ve g =—% icin sirastyla

3-boyutlu ve 2-boyutlu #,(&) ¢oziiminiin grafigi verilmistir.

Sekil 3.4: u,(&) ¢oziimiiniin 3-boyutlu grafigi
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Sekil 3.5: u, (&) ¢dziimiiniin 2-boyutlu grafigi

3.2.2 Katsayllar1 Zamana Bagh Degistirilmis Schrodinger Denklemi

Katsayilar1 zamana bagl degistirilmis lineer olmayan Schrodinger denklemi

boyutsuz formda

iy, +yy, ra@y |yl +BxPy=0 (3.45)

seklinde bir kismi diferansiyel denklemdir. Burada y =w(x,¢) birlikte hareket eden
kompleks dalga zarfi, a(t) dogrusal olmayan katsay1 ve y, £ sabittir. Bu denklem

fizigin ¢esitli alanlarinda (lineer olmayan optik, plazma fizigi, siiper iletkenlik ve
kuantum mekanigi, vb. gibi) onemli bir model denklemdir. Rui ve Jian (2013),
deneme fonksiyonu metodunu kullanarak bu denklemin yan sarth tam ¢oziimlerini

elde etmislerdir.

Simdi bu denklemi deneme fonksiyonu (denklemi) metoduyla ¢6zelim.

Oncelikle,
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w(x,t)=u(&)e"”
E=k(t)x +w () (3.46)
O=pt)x’+rt)x +s(t)

seklinde degisken degistirmesi yaparak ise baglayalim. Burada k(t), w(¢),p(t),

r() ve s(t) daha sonra tanimlanacak fonksiyonlardir. Simdi, ¥ nin kismi

tiirevlerini
v, =j—2f{—f+j—2%=(k'(t)x +w '(t))u'e“g +ie' (p'(t)x2 +r'(t)x +s'(t))u
du dé du dé v 0 s 00
=——2+——=k(t + 2p(t)x +r(¢
Ve = g =k O i (p O )
7. =6th =u"k*(t)e'’ e’ (2p(t)x +r(t))2u +1i 2e“9u'k(t)(2p(t)x +7(t))
X

seklinde bulup (3.45) denkleminde yerine yazarsak ve elde edilen denklemin reel ve

sanal kisimlarini1 ayirirsak sirasiyla:
vk (t)u "—[p'(t)x 247X +s'(t) + )/(Zp(t)x + r(z‘))2 - px 2}1 +a(tu’=0 (3.47)

(K')x +w'@))u'+2y k(@)(2p@)x +r(t))u’'=0

denklemlerini elde ederiz. Denklem (3.47) ta homojen balans prensibi

kullanildiginda ve (3.27) deneme denklemi g6z Oniine alindiginda

Mo M 4 1 M 4
[u’]2 =G(u)= Zaiu’ =2u"u'= Ziai ™ =u" =3 Zi au ~u
i=0 i=0

i=0

olur. Buradan da M =4 bulunur. O halde

a 3
u”=j+a2u +Ea3u2+2a4u3

yazabiliriz. Buldugumuz bu ifadeleri (3.47) denkleminde yerine yazdigimizda

p()x* +r'(t)x +5'(t)

5 , u+a®)u’ =0
+7(2pOx+r(1)) - px

7k2(t)(%+a2u+%a3u2+2a4u3)—{
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elde edilir. Bu denklemde x/u’, (i=0,1,2,3, j=0,1,2) ye gore olan polinom
esitligi kullanildiginda

2 al
7k )2 =0
ya, @)k @) —s'@)~yr’@)=0
7/k2(t)%a3 =0
27k (t)a, +a(t)=0
4yp@)r@®)-r'@)=0
~4yp*(t)-p'@)+B=0

4vk(t) p(t)+k'(t)=0
29k @) rt)+w't)=0

seklinde cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu sistemi ¢ozdiikten sonra

bilinmeyenler asagidaki sekilde bulunur.

p(t):p > ﬁ:47p2aa1:0aa3:0a

kt)=r(t)=e", W(l‘)=4LeS””,

P (3.48)

-1
s(t) =2 o) = —2yc,e”",
8p

c,=a,-1l,c,=a,, a,=a,

Burada ¢ ve ¢, keyfi sabitlerdir. Bunlar deneme fonksiyonunda yerine yazilirsa ve

(3.28) integral formu kullanilirsa

s(e-&)=| T 1 d (3.49)

+(c,+u’ +cu’

elde edelir. Eger
w=c,"u’ (3.50)

seklinde degisken degistirmesi yapilirsa
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(e (E—& )= ! d 3.51
( ) (§ 5) '[\/0)(0)2+(Cl+1)022/30)+a06‘21/3) ’ ( )

bulunur. Eger, b, =a,c,”” ve b =(c, +1)c,”” dersek (3.51) denklemi

1

)= '[ \/w(a)z +bla)+b0)

+(8c,)" (£-¢, dw (3.52)

formuna indirgenir. Sag taraftaki integrali almada “Polinomlar i¢in tam ayirma

sistemini” kullanirsak (Xie ve dig. (2018)):

I. Durum: A=b’—-4b,=0 olsun. Bu durumda (3.52) denklemi @ >0 igin,

1(802)1/3(§—§O)=.[—da)
#e

olur.

(i) Eger b, >0 ise
b \/2b
a):—21 tan’ (—2 1 021/3(5—50)j

bulunur. Sirasiyla (3.50) ve (3.46) denklemleri kullanirsa,

v (&) =1 Céc“ tan[‘ /CIT“(g—go)Je” . (3.53)

olur.

(ii) Eger b, <0 ise

2

bulunur. Sirasiyla (3.50) ve (3.46) denklemleri kullanirsa,
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(&) =1 Céc” tanh[ C‘; ! (& —éo)je”, (3.54)

pi (&) == cé:l cothE 61;1(5—50)}"9, (3.55)

elde edilir.

(iii) Eger b, =0 ise yukaridakilere benzer olarak sirasiyla

+(8c,)" (6-&)=|

(3.56)

bulunur.
IL Durum: A=5h’—4b,>0 ve b, =0 olsun. Bu durumda (3.52) denklemi

1

+(8c,) " (6-&,) = Im

dw

olur.

(i) Eger b, >0 ise

w=b, [tanh2 (021/3\/51(5—50)) —1}
bulunur. Sirasiyla (3.50) ve (3.46) denklemleri kullanirsa,

(&) =+ [aF] [tanh? (e, +1(¢ -50))_1}1/2 e’ (3.57)

¢,

N ey [coth? (e, +1(2-4,)) -1}1/2 e’ (3.58)

¢,
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elde edilir.

(ii) Eger b, <0 ise

®=Db, [tan2 (021/3\/51(5—50))—1}

bulunur. Sirasiyla (3.50) ve (3.46) denklemleri kullanirsa, buradan da (3.45)

denkleminin baska bir tam ¢oziimii

vi(@ =2 [t (Je w1 (2-8)) 1] e (3.59)

¢,

elde edilir.
L Durum: A=5h>-4b,>0 , b, #0 ve G () = (w— 1) (@—A,)(®— A,) olsun.

1

Y3 (g =
+(8¢,)" (§-&) J\/(a,_gﬂ)(a)—ﬂz)(a)—%)dw

(3.60)

(i 4.4 ve A, ten birinin sifir oldugunu ve geri kalaninin G(w)=0
denkleminin 4 < w < A, < A, kosulunu saglayan iki farkli ger¢ek kokii oldugunu

varsayalim. Bu durumda (3.60) ile verilen integral
w=2+(4—4)sin’ ¢ (3.61)

déniisiimii yardimiyla ¢dziiliirse, m; = b=h olmak tizere

1 2 do
dw=
IJ(w—A)(w—@(w—ﬂ}) RENF) I\/l—mf sin’ @

elde edilir. Bu da (3.60) teki integralde yerine konursa

£(8c,)" (6~ &

) _ 2 j do
\/13—21 \/l—mlzsinz(p
ifadesini elde ederiz. Bu denklem Maple yardimiyla ¢oziiliirse
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@ = arcsin Sn(\/ﬂgf/’hczl/3 (5_50)””1)

bulunur. Burada sn(u,m) Jacobi eliptik fonksiyonudur. Buldugumuz bu ifadeleri

(3.60) denkleminde yerine yazdigimizda
O =4+ (k= )n* (JA = 4e, (E=&)m,)

elde edilir. Sirasiyla (3.50) ve (3.46) denklemleri kullanilirsa, (3.45) denkleminin tam

¢Ozimil
-1/6 2 13 2
@ =) | A+ (=2 (Vh =2 e (6-&).m,) | e (3.62)
seklinde bulunmus olur.
(ii) Eger 4, < 4, < 4,<o ise ve integral (3.60) asagidaki doniisiimle ¢oziiliirse

s 2
_—Asin" g+ 4,
®= 2
cos” @

oSt

. 2 .
yukaridakilere benzer olarak, m, = olmak iizere, sirasiyla

1/3 2 d(/)
+(8c,)"* (6-&) =
(8c,)" (£-&) %_%IJI_mlzsmz(p

@ = arcsin Sn(mCZIﬂ (5_50)””1)

_ —AZSII2 (\/2'3 _21 Czl/3 (é’—(fo),ml)+23
l—snz(«/ﬂ} -4 021/3(§—§o)am1)

wo(E) =%(c,) " [% Ao’ (VA=A e (5_50)’"1‘)}1/2 0if
’ o Cn(\/%_ACZI/B(é:_é:o)aml)

bulunur. Bu son denklemde cn(u,m) Jacobi eliptik fonksiyonudur.

(3.63)
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IV. Durum: A=5"—-4b, <0 ve @>0 olsun. Bu durumda (3.52) denkleminin sag

tarafindaki integrali

o= ijtanz (%)

2.Jb, —b,
4y

doniisiimii yardimiyla ¢ozersek, m; = olmak iizere,

1
d
I\/l m,’ sin’ @ Y

i(gcz)l/3 (é:_é:o (b ) v

elde edilir. Buradan da

1+en (26,7 ¢, (£-&,).m,)

. ({lcn(% V“c;“(ggo),mzq

bulunur. O halde bu durum i¢in (3.45) denkleminin bagka bir tam ¢dziimii

1-en (2ag) (660)’%)}1/26"9 (3.64)

_ 1/4
w0 () = i(a(’) {14—01@ (2(%02)1/4 (§ 50)””2)

formunda elde edilmis olur.

Jacobi eliptik fonksiyonlarmin m =0 ya da m =1 kosulu altinda trigonometrik
fonksiyonlara doniisecegini belirtmek gerekir. Dolayisiyla, denklem (3.29) in ekstra

cozlimlerini agagidaki gibi tiiretiriz

12
_ 14 2 B i0
V(@) =£(e) {14—008(2(&062)1/4(5680)) 1} ‘ (09
) 12
_ /4 _ i0
V() =*(a) {ljtsech (26ae)" (£-4)) 1} ’ (360

bulunur.
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3.3 En Basit Denklem Metodu

En basit denklem yontemi Kismi diferansiyel denklemlerin tam ¢dziimlerini
bulmak icin ¢ok giiglii bir matematiksel tekniktir. Kudryashov (2005) tarafindan
gelistirilmistir ve birgok yazar tarafindan matematiksel fizikte karsimiza cikan

denklemlerin tam ¢ozlimlerini bulmak i¢in bagariyla kullanilmistir (bkz. Vitanov ve

dig. (2010), Taghizadeh ve dig. (2012)).

En basit denklem metodundaki temel diisiince, iizerinde c¢aligilan denkleme
gore daha kiiclik mertebeye sahip lineer olmayan diferansiyel denklemlerin (Riccati
denklemi, Jacobi eliptik fonksiyonu i¢in denklem, Weierstrass elipik fonksiyonu i¢in

denklem, vb.) tam ¢dzlimlerini kullanmaktir.
Simdi bu en basit denklem yonteminin adimlarini verelim.

1.Adim: Genel bir kismi diferansiyel denklem

F(t,x,u,u,,u_u_,..)=0 (3.67)

seklinde gosterilebilir. Burada, u =u(x N2 ) bilinmeyen bir fonksiyon, F' de u ve

bunun  kismi  tilirevlerini  igeren  bir  fonksiyondur. @ Eger  burada
E=x—ct,u(x,t)=y(&) hareketli dalga degisken doniisimii yapilirsa (3.67)
denklemi

0(.y,yhy".)=0 (3.68)

seklinde bir adi diferansiyel denkleme doniislir. Buradaki y = y (£) bilinmeyen bir

fonksiyon ve Q da y degiskeninde ve tiirevlerinde bir polinomdur.

2. Adim: Kabul edelim ki

y(&)= f‘,Ai Y! +§:Bi (Yy—fj (3.69)
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ifadesi (3.68) denkleminin ¢oziimii olsun. Burada Y (&) Riccati denkleminin
(Y’+Y2—aY —b=0) genel ¢oziimidir. M degeri ve A4,(i =0,...,M) ve

B, (i =1,...,M ) katsayilar1 daha sonra tanimlanacaktr.

Denklem (3.69) de B, =0(i =1,...,M ) almnirsa, en basit denklem metodu

(3.67) ile verilen lineer olmayan diferansiyel denklemin tam ¢oziimiinii aramak icin

tanh yontemine indirgenir.

3. Adim: Denklem (3.69) ki pozitif M degeri, (3.68) denkleminde balans

prensibinden elde edilir.

4. Adim: (3.69) denklemi ve ilgili tiirevleri (3.68) de yerine yazilir. Bunun
sonucunda Y ye gore bir polinom elde edilir. Polinom esitliginden faydalanilarak
bilinmeyenler icin bir cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu cebirsel denklem
sisteminin Maple veya Mathematica gibi yazilimlar yardimiyla c¢oziilmesiyle
bilinmeyen katsayilar ve parametreler bulunur. Boylece (3.67) lineer olmayan kismi

diferansiyel denklemin tam ¢6ziimii elde edilir.

Asagidaki alt bolimlerde bu metodun uygulamasi olarak bazi prototip

denklemlerin ¢éziimlerini ele alacagiz.

3.3.1 Kuramoto—Sivashinsky Denklemi

Kuramoto—Sivashinsky denklemi

u, +uu +ou  +pu_ +yu. =0 (3.70)

XXX XXXX

seklinde lineer olmayan dordiincii mertebeden bir kismi diferansiyel denklem olup
miithendislikte yanma teorisinde alev cephesini modellemede kullanilmaktadir

(Kuramoto 1984). Eger (3.70) denkleminde =y =0 ve S #0 ise denklem tinlii

KdV denklemine, =y =0 ve a # 0ise denklem Burgers denklemine indirgenir.

Simdi bu denklemi en basit denklem metoduyla ¢6zelim. Oncelikle,
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2
u=u'a\/§, x=x'\/z, t=t'1/7—4, 0'=i
y a a Jay

seklinde degisken degistirmesi yaparak ise baslayalim. Bu durumda denklemdeki

tirevli terimler

4 2

_ (94 _ (94 _ (94 _ aN o _ (94
ut _ut' 2 ux _ux' ) uxx _ux'x'_’ uxxx _ux'xk' ’uxxxx _uxﬁckﬁc' 2
Y Y Y YNV Y

seklinde yazilabilirler. Bunlar1 (3.70) denkleminde yerine yazdigimizda

4 2 2
u, a_z +u ux'\/nga—M“v +5\/a7&“xw' +7/a_2“x3<5<5<' =0 (3.71)
\ 7 Yoy r y

ifadesini elde ederiz. Bunu da

2
a '
—(u, Huu A+ OU U ) =0

XXX XXXX
/4

formunda yazabiliriz. Buradan da (islemlerde basitlik acisindan {issiileri goz ardi

ederek)

u, +uu +u,  +ou  +u_ . =0 (3.72)

XXXX

denklemini elde ederiz. $Simdi burada u(x,t)=U($),E=x —c¢ degisken

degistirmesi yapilirsa denklemdeki tiirevler

u, =d_Ud_§=Ur({0)
A& dt

u, :d_Ud_gzU" U, :U” s Uy _U’" s Upiix :U(4)
d& dx }

seklinde bulunurlar. Bu durumda (3.72) denklemi
— U'+UU'+U"+6U"+U Y =0

formunda yazilir. Bu denklemin her iki tarafinin & ye gore integralini alirsak
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2

C,—cU +U7+U'+5U”+U'”:O (3.73)

bulunur. Bu denklemde homojen balans prensibi kullanildiginda
3+M =2M = M =3

elde edilir. En basit denklem metoduna gore (3.73) denkleminin

3 & (v
UE)=D 4,Y" +) B, (—g’j
i=0 i=1 Y
Y Y 2 3
=A,+AY +AY*+AY’+B, (Y_g}LB{Y_gj +B3(—5j
formunda ¢6ziimii oldugunu kabul edelim. Burada Y (§) Riccati denkleminin

(Y "+Y *—aY b =0) genel c¢Oziimiidiir. Simdi Riccati denkleminde a=0

oldugunu kabul edersek
Y.=-Y?+b
olur. Bu ifadeyi (3.74) denkleminde yerine yazdigimizda

U(&)=(A4,~B,)Y > +(B, +4,)Y +(4,~B, +3bB,)Y +(4,-2bB,)+

(bB,-3b°B,) (3ab’B,+b’B,) (b’B;) (3.75)
Y ’ y? N

elde edilir. Bu denklemin ilgili tiirevlerini aldigimizda

A, —B +3bB,+(24,+2B,)Y +(34,-3B,)Y > +

_du dy .

L o w'8) s (17 e0)-
Y? Y’ y*

(—34,+3B,)Y *+(—24,-2B,)Y * +(B, —A4,-3bB, +(34,-3B,)b )Y * +

2B,b*

(24,+2B,)bY +bB —3b’B,+(A, B, +3bB,)b + +

3b°B,+(-bB +3b7B,)b 2B 5> 3B,
Y? Yy v?
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12B° 6B —12b°B+(-6b°B,+(26B,~65"B, )b )b

Ug= Yi— + Iz + = -
3 6b°B,—(2bB,—6b"B, )b
8l;1232+ : ( Yl 3) +2B,b* +(24,+2B,)b’ +

(2B,—24,-6B b+(6A3—6B3)b)bY +

(—(24,+2B,)b +(~64,+-6B,)b )Y * +

(—2B,+24, +6bB, —(64,—6B,)b +(~124,+12B,)b )Y ° +
(64,+6B,)Y *+(124,-12B,)Y °

8b°B,Y °=20b°B,Y *+12b°B,Y +66bBY '*—42b°B.Y * -
57h AY " +306°A,Y * ~20b AY ° +8b°4,Y " —20b B,Y ° +
U, =% 2| 8b°B,Y 7 +4bBY *—4b A)Y *+b°AY * -3b°AY ° +
42b*B,Y *—4b°B,Y *-66b° B.Y *+3b*B,Y > -30Y "B, +
30Y P4, +12Y "4, +12B,Y "' -3Y "B, +3Y °4,+30B,b°

elde dilir. Bu tiirevleri (3.73) denkleminde yerine yazdigimizda ve Y ye gore olan
polinom esitligi kullanildiginda bir cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu denklem

sistemi Maple yardimuiyla ¢oziiliirse:

Durum I: B =120 ve 4, =240 igin

B, =-156,B, _ 5 00 +240b,4, =c, + T s+ 5 205
76 19 76 608
15 120 (.76)
A,=0,4,=——5" +———240b,
38 19
- ) 5 2 5 4 2
I-1: Eger b= 5 V5495 —358452 +9216  ve

— +—t
4864 304 4864
8" =0 alinirsa ve (3.76) ile verilen degerler (3.75) denkleminde yerine yazilirsa
45 495 19965

UY=c,——Y +120Y * - + . (3.77)
38 11552Y  3511808Y

elde edilir. Biliyoruz ki, ¥ Riccati denkleminin genel ¢6ziimiidiir. Bu durumda
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) 11
Y,+Y?-b=0 = Y=+btanh'b(¢-C,) = Y:\/304 nh\/304(§ G,)

olur. Kabul edelim ki

11
—
304

11
—tanh,[— (6 -C Y
@=n 304(5 ) =

olsun. Bu Y degerini (3.77) da yerine yazarsak

W 45V 165411 T T
UY (&) =c, —152@(m+a) ) 152\/_( +o ) m—tanh4@(§ G)

elde edilir ve bu da Kuramoto—Sivashinsky denklemi i¢in bir ¢dziimdiir.

552 5

+——+———+/5495* —35845° +9216  ve
4864 304 4864

I-2: Eger b,,"=-

8,," = +4 alnirsa, yukaridakilere benzer olarak

0@ =e 2 Bforo e 2040 B o). omam e

bulunur.

5§2+5

- L [5495" _35845° 19216 ve
4864 304 4864

I-3: Eger b7 =

5% =0 alinirsa

U2 =c, -

135
(

— a)_
152419

-0 ) =tan

15
“ )‘m(” 4J_( —C:)

bulunur.

552+5

L [5496" 35845719216 ve
4864 304 4864

I-4:  Eger bm(z):_

5,,” =+4 alinirsa
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bulunur.

I-5: Eger b, =- —— /5495 —358457 +9216  ve
’ 4864 304 4864

8,52 = isz7 alinirsa

45 225

0447 | 37647
1
Z m(f—cz)

U4,5(2) (§)=c,t

(a)+a)*l) (a)3+af3),

-T—L(Q)Z _1_0)’2)_1_1—5
18847 376/47

o = tanh

bulunur.

552+5 1

I-6: Eger b67(2):— -
’ 4864 304 4864

J5495% 358452 +9216  ve

5., = i% alinirsa

30 345 15 15 _
U,,P(E)=c, F + o+ )JF—=(0" +07 )+ o' +o”),
o7 () N 584\/73( )+\/73( ) 584\/73( )
1
@ = tanh -C
4J73 (6-C2)
bulunur.

Durum I-1 ve I-2 i¢in (3.73) denklemindeki integral sabiti C,,

1 4950 1
CV=te 220 o oL g 378
: ZCO 6859 23 2’ ( )

formiilleriyle belirlenir. I-3, I-4, I-5 ve 1-6 i¢in ise

4 1 4
Cl(z) :lcoz +LO , 2’3(2) :_coz B 050 ,
2 6859 2 389017 (3.79)
1 1800 1 ’
C,P=—c?- , C.P=—r?2_8
27 103823 67 7"
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seklindedir.

Durum II: B" =120 ve 4, =120 igin

B, =-156,B, _ D +@+24013,A0 =c, R LI T
76 19 76 608
A,=158,4, = 185 80 o0
76 19
II-1: Eger b, :L—iéz ve 0, =i£ alinirsa, denklem (3.73) ye
380 3040 A
gore
c., =lc02 4050
c2 389017
seklinde elde edilir ve
U,&)=c +1—5(5(o’1 Fdo + > i4) o= tanh— (&-C,)
1,2 0 \/ﬁ 2 2\/% 2
bulunur.
II-2: Eger b, =L—i * ve 0,,= i£ alinirsa,  (3.73)
380 3040 ’ 47
denklemindeki integral sabiti C,
1 1800
C,,=—c, -
27" 103823
seklindedir ve
1
U, ,(&)=c,+—=— (30 "' F30 +»” £3), w=tanh E-C
3.4 SZ 0 47\/E( ) 2@( 2)
bulunur.
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II-3: Eger b1:3—;0—%52 ve 55’6=12\/ﬁ

almirsa, (3.73)

denklemindeki integral sabiti C,

1
C5,6 = Ecoz

seklinde elde edilir ve U, (&) asikar ¢6ziimdiir.
Durum III: B =0 ve 4, =120 i¢in

B,=0, B,=0, A4,=-155

A4,=c, +L5+108b —253,141 _ D5 80 o0
76 608 76 19

1
III-1: Eger blzi— > 54 V9216358457 +5495* ve 6" =0
76 1216 1216

alinirsa
15V11 V11
UY&)=c,———=—(9%0—-110"),® =tanh——(&-C
D& =c, 19@( ) 256 C)
bulunur.
. 5 5 2 1 2 4
IM-2: Eger b =————0&"+——1/9216—35845" + 5495 ve
76 1216 1216

52,3“) =14 alinirsa
U, (&) =¢, £9-15(0t 0’ - '), wztanh%(g—cz)

seklinde elde edilir.

I11-3: Eger b2=i S 5ol

- ——J9216-35845% +5495* ve 52 =0
76 1216 1216

almirsa
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15 1
U (&E)=c,———=(30+@),0=tan——(&
Do ler @)oo ms(e=C)
bulunur.
- 5 5 2 2
I-4: Eger  b,=—- L /9216-35840" + 5495 ve

76 1216 1216

16
8,,” =+—— alinirsa

15
U, (&) =c, + +4+50F 40’ + '), o=tanh
» ’ 73\/73( )

1
(e-C)

bulunur.

III-5: Eger bzzi— >
76 1216 1216

L /921635845 + 5495" ve

12
8, =+——= ahnirsa

15
U, P (&) =c, + 3+30F30’ +®’), @=tanh
Ot )

1
2\/E(§_C2)

bulunur.

-6: Eger b, =———— 8" ——_J0216—35845" + 5495" ve

76 1216 1216

5, =+4 almrsa
U, (&) =c, F11-15(0t 0’ + '), o=tan— (5 C,)

seklinde elde edilir.

Durum III i¢in (3.73) denklemindeki integral sabiti C,, (3.78) ve (3.79)

tarafindan verilmektedir.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu tezde bazi lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin kesin
coziimlerini elde etmek i¢in ii¢ farklt metot incelenmistir. Bu metotlar bir¢ok kismi
diferansiyel denklemi, integrallenebilir olsun veya olmasm, ¢6zmek i¢in uygundur.
Ayrica bu  metotlarmn  uygulamasinda  lineer olmayan  denklemlerin

lineerlestirilmesine de gerek duyulmamaktadir.

Inceledigimiz bu metotlardan tanh-metodu, diferansiyel denklemlerin tam
coziimlerini elde etmek i¢in en etkili ve kesin cebirsel yontemlerden biridir. Bu tam
coziimler, bilinmeyen fonksiyonu iyi bilinen Riccati denklemine uygulanabilir olan
sonlu seriler tiirlinden ifade edilebilir olmalidir. Dolayisiyla bu yontemle

denklemlerin soliton, periyodik ve rasyonel ¢oziimleri elde edilebilir.

Inceledigimiz diger bir metot olan en basit denklem metodu, Riccati
denklemini kullanan genisletilmis tanh yoOnteminin bir modelidir ve hatta bu
yontemde Bernoulli ve eliptik Jacobi fonksiyonlar1 gibi diger denklemler de
kullanilabilir. Bu tezde goriildiigii gibi, eger Riccati denklemini kullanilirsak soliton
¢coziimlerini buluruz. Eger Jacobi eliptik fonksiyonlar1 bu kuvvet serisini genisletmek

icin kullanilirsa, bu durumda periyodik ¢oziimler de bulunabilir.

Inceledigimiz son metot olan deneme fonksiyonu metodunun uygulamasiyla
elde edilen integrali ¢6zmek icin ‘Polinomlar igin tam aymrma sistemi”
kullanildiginda, bir¢ok dogrusal olmayan diferansiyel denklem i¢in bir¢ok yeni

¢oziim elde edilebilecegi gosterilmistir.

Inceledigimiz bu metotlarin kayda deger ortak o6zelliklerinden biri: bir
denklemin balans sayist sifir oldugunda denklemin bu metotlarin higbiriyle
coziilemez olmasidir (Mortazavi 2015). Sonug olarak, fen ve miithendisligin ¢esitli
alanlarinda kargimiza ¢ikan olaylarm genellikle dogrusal olmayan kismi diferansiyel
denklemlerle modellendigi artik iyi bilinmektedir. Bu denklemlerin tam ¢oziimleri
onlarin fiziksel Ozelliklerini anlamak i¢in olduk¢a kullanighh olmaktadirlar. Bu
nedenle, bu olaylar1 daha iyi anlamak i¢in denklerin tam ¢oziimlerini elde etmek

olduk¢a fazla 6nem arz etmektedir.
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