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 Bu çalışma beş bölümden oluşmaktadır.  

İlk bölümde öncelikle Minkowski ve Hamiton’nın hayatı ve çalışmaları ile 

ilgili kısa bir tarihçe sunuldu. Daha sonra çalışmamızın sonraki bölümlerinde 

kullanılacak temel yapılar tanımlanmıştır.  

İkinci bölümde, kuaterniyon cebiri ve split kuaterniyon cebiri tanımlandı. 

Aynı zamanda, kuaterniyonlara karşılık gelen matris formu verildi. Ayrıca, 

üçüncü bölüm için timelike, spacelike ve lightlike kuaterniyon tanımları verildi.  

Üçüncü bölümde, split kuaterniyonlar ile dönme geometrisi verildi. Bu 

bölümde split kuaterniyonlar için dönme matrisi tanımlandı ve özellikleri 

incelendi.  

Dördüncü bölümde, üçüncü bölümde oluşturulan dönme matrisinin 

özdeğer ve özvektörleri bulundu. Split kuaterniyonların türüne göre bulunan 

özdeğer ve özvektörler incelendi ve örnekler verildi. 

 Beşinci bölümde ise, kuaterniyonlar ile Minkowski uzayının özdeş 

olmasından yararlanılarak kuaterniyonlar için asli eğrilikler incelendi. 

Kuaterniyonlar ve split kuaterniyonlar için şekil operatörü bulundu ve bu şekil 

operatörüne karşılık gelen asli eğrilik ve asli doğrultmalar verildi. Aynı zamanda, 

saf kuaterniyonlar ve saf split kuaterniyonlar içinde asli eğrilik ve asli 

doğrultmanlar bulundu. 

ANAHTAR KELİMELER: Kuaterniyon, Split Kuaterniyon, Dönme Matrisi, 

Asli Eğrilikler, Asli Doğrultular, Özdeğerler, Özvektörler 
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ABSTRACT 

THE GEOMETRY OF SPLIT QUATERNIONS: ROTATIONS AND 

BASIC CURVATURES 

MSC THESIS 

ŞERİFE NAZ ELMAS 

PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE 

MATHEMATİCS 

 

(SUPERVISOR: ASSOS. PROF. DR. CANSEL YORMAZ) 

DENİZLİ, JUNE 2018 

 

This study consists of five parts. 

In the first part, firstly a brief history of Minkowski and Hamiton's life and 

work was presented. The basic structures, which used in the later sections to be 

defined. 

In the second part, quaternary algebra and split quaternion algebra are 

defined. At the same time, the matrix form corresponding to the quaternions was 

given. In addition, timelike, spacelike and lightlike quaternion definitions were 

given for using in the third part. 

 In the third part, the rotation geometry is given by the split quaternions. In 

this section, the rotation matrix for split quaternions is defined and its properties 

are examined. 

In the fourth part, eigenvalues and eigenvectors of the rotation matrix that 

created in the third part were found. The eigenvalues and eigenvectors calculated 

for the split quaternions type. 

 In the fifth part, the principal curvatures for quaternions were examined 

by using identically of Minkowski space and quaternions. For quaternions and 

split quaternions, the shape operator was found and the principal curvature and 

principal directions corresponding to this shape operator were given. Similarly, 

principal curvature and principal directions corresponding to pure quaternions and 

pure split quaternions were calculated.  

KEYWORDS: Quaternions, Split Quaternions, Rotation Matrices, Principal 

Curvatures,  Principal Directions,  Eigenvectors, Eigenvalues 
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1 G·IR·IŞ

1.1 HERMANN MINKOWSKI VE MINKOWSKI

UZAYININ TAR·IHÇES·I

Hermann Minkowski 1864-1909 y¬llar¬ aras¬nda yaşam¬̧s Litvan bir mate-

matik bilginidir. 1864 y¬l¬nda Aleksotas�da do¼gdu ve henüz 44 yaş¬ndayken 1909

y¬l¬nda Göttingen�de hayata veda etti. 1896 ile 1902 y¬llar¬aras¬nda Zürih Fe-

deral Politeknik Okulunda ve ölünceye kadar da Göttingen Üniversitesinde pro-

fesörlük yapt¬. Hermann Minkowski çal¬̧smalar¬ ile matemati¼ge önemli katk¬lar

yapm¬̧st¬r. 1881 y¬l¬nda henüz lise ö¼grencisiyken haz¬rlad¬¼g¬yüz k¬rk sayfal¬k bir

çal¬̧smayla Paris Bilimler Akademisinin açt¬¼g¬bir yar¬̧smada birincili¼gi ·Irlandal¬

matematikçi M.J Smith ile paylaşarak ad¬n¬duyurmay¬başard¬. 1882 y¬l¬nda, tam

katsay¬l¬ ikinci dereceden şekiller kuram¬n¬n temelleri üstüne inceleme yaz¬s¬yla

Fen Akademisinin büyük matematik ödülünü ald¬. 1902 y¬l¬nda en iyi dostlar¬

aras¬na kat¬ld¬¼g¬Hilbert�in, kendisi için bir profesörlük kadrosu açt¬rd¬¼g¬Göttin-

gen Üniversitesinde apandist ameliyat¬ndan hemen sonra ölünceye dek bu okulda

ders vermeyi sürdürdü.

Minkowski say¬geometrisini yaratt¬ve geli̧stirdi. Geli̧stirdi¼gi bu geometriyi

say¬teorisi, matematiksel �zik ve özel görelilik teorisindeki problemleri çözmek

için kulland¬. Hermann Minkowski çal¬̧smalar¬içerisinde en çok görelilik teorisi

ile bilinir. Euclides olmayan geometriyle kar¬̧st¬r¬lmamas¬ gereken bir say¬lar

geometrisi kurarak say¬lar kuram¬na baz¬geometrik kavramlar getirdi. Sonunda

özel bir metrikle donat¬lm¬̧s dört boyutlu özel bir uzaya başvurarak, Einstein�in

k¬s¬tl¬ ba¼gl¬l¬k kuram¬n¬n, bugün klasik say¬lan geometrik bir yorumunu verdi.

Albert Einstein�¬n �zikte ortaya att¬¼g¬ teoriler, �Minkowski uzay zaman¬� de-

nilen dört boyutlu uzayda daha kolay anlaş¬l¬r. Hermann Minkowski çal¬̧smalar¬

ile matematik ve �zi¼ge önemli katk¬larda bulunmuştur. 1907 y¬l¬nda Hermann

Minkowski, 1905 y¬l¬nda eski ö¼grencisi Albert Einstein taraf¬ndan yay¬mlanan

rölativite teorisinin en iyi dört boyutlu uzayda anlaş¬labilece¼gini fark etti. Teori
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Lorentz ve Poincaré�nin önceki çal¬̧smalar¬na dayan¬larak ortaya at¬lm¬̧st¬. Minkows-

ki uzay zaman¬nda uzay ve zaman birlikte yer al¬r.

80. Alman Do¼ga Bilimleri ve Hekimleri Meclisi�nde (21 Eylül 1908) yay¬nlanan

yaz¬n¬n başlang¬c¬nda şöyle diyordu: Deneysel �zik topraklar¬ndan f¬rlamadan

önce yerleştirmek istedi¼gim alan ve zamana ili̧skin görüşlerin içerisinde önemli

güçler vard¬r. Bunlar radikal gerçeklerdir. Bundan böyle, tek baş¬na alan veya

zaman sadece gölgeler halinde kaybolmaya mahkûmdur ve yaln¬zca bu türden bir

birliktelik, ba¼g¬ms¬z bir gerçe¼gi muhafaza edecektir.

Einstein 1915 y¬l¬nda genel görelilik teorisinin devam¬niteli¼gindeki çal¬̧smalar¬n¬

tamamlamak için uzay-zaman geometrisi görünümünün gerekli olaca¼g¬n¬fark etme-

den önce Minkowski�nin çözümünü basit matematiksel bir numara olarak gör-

müştür.

Minkowski�nin "Say¬lar geometrisi" isimli kitab¬, 1896 y¬l¬nda bas¬ld¬. 1907

y¬l¬nda �Diophantus Yaklaş¬mlar¬�adl¬eseri yay¬nlad¬. "Çal¬̧smalar" adl¬yap¬t¬n¬n

da 1911 y¬l¬nda ç¬kt¬¼g¬bilinmektedir.

Literatürde yukar¬da sunulan çal¬̧smalar¬n devam¬olarak Minkowski uzay za-

man kavram¬geli̧stirilmi̧s ve bulunan bu yeni metrik ile farkl¬vektörel yap¬lar¬n

tan¬mlanabilece¼gi gösterilmi̧stir. (Catoni ve di¼gerleri 2011), (O�neill 1983), (Tur-

gut 1995), (Da¼gl¬2012)

Ayr¬ca, Minkowski uzay¬ile hareket geometrisi ve kuaterniyon teorisinin bir-

leştirilebilece¼gi 1900�lü y¬llar¬n sonlar¬nda Hac¬saliho¼glu taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

Minkowski uzay¬nda metri¼gin de¼gi̧simi neticesinde tan¬mlanan timelike, space-

like ve lightlike vektör ve e¼gri kavramlar¬üzerine farkl¬çal¬̧smalar¬n oldu¼gu da

yine literatür taramas¬nda görülmektedir. (Özdemir ve Ergin 2005),(Tozak 2010),

(Turgut 1995).

Biz bu çal¬̧smada literatürde kullan¬lan yöntemleri inceleyerek, Minkowski

uzay¬nda verilen kuaterniyonik yap¬ ile tan¬mlanan timelike ve spacelike vek-

törlerin oluşturdu¼gu matrislerin kullan¬lmas¬yla asli e¼grilik ve asli do¼grultular¬

hesaplad¬k.
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1.2 WILLIAMROWANHAMILTONVE KU-

KUATERN·IYON TAR·IHÇES·I

Sir William Rowan Hamilton, optik, dinamik ve cebirin geli̧smesinde önemli

katk¬larda bulunmuş ·Irlandal¬matematikçi, �zikçi ve astronomdur. Keşfetti¼gi

kuaterniyon teorisi belki de onun en bilinen çal¬̧smas¬d¬r. Hamilton�un çal¬̧smalar¬

daha sonra kuantum mekani¼ginin geli̧smesinde de yararl¬olmuştur.

William Rowan Hamilton 4 A¼gustos 1805�te Dublin�de do¼gdu, 2 Eylül 1865�te

ayn¬kentte öldü.Üç yaş¬nda okuma, yazma ve aritmetik, beş yaş¬nda Latince,

Yunanca ve ·Ibranice ö¼grendi. Dokuz yaş¬na geldi¼ginde Arapça, Farsça ve San-

skritçe de aralar¬nda olmak üzere birçok Do¼gu dilini biliyordu. Hamilton 1824�te

Dublin�deki Trinity College�a girdi. Ertesi y¬l optikle ilgili önemli çal¬̧smalar¬n

habercisi olan "On Caustics" adl¬makalesini ·Irlanda Kraliyet Akademisi�ne sundu.
·Inceleyen kurul taraf¬ndan genel formüllere dayal¬ve soyut bulunan bu araşt¬rma

üzerindeki çal¬̧smalar¬n¬sürdürdü ve 1827�de, konuyu daha genel bir aç¬dan ve

"karakteristik fonksiyon" yard¬m¬yla çözümleyen "Theory of Systems of Rays"

(I̧s¬n Dizgeleri Kuram¬) başl¬kl¬çal¬̧smas¬n¬tamamlad¬.

Çal¬̧smalar¬n¬n bilim çevrelerinde uyand¬rd¬¼g¬ hayranl¬k, henüz 22 yaş¬nda

bir ö¼grenci olan Hamilton�¬n, Brinkley�den boşalan gökbilimi profesörlü¼güne ve

Dunsink Gözlemevinin astronomlu¼guna seçilmesini sa¼glad¬. Hamilton, gökbilim

alan¬nda başar¬gösterememesine kaŗs¬n ölünceye de¼gin Dunsink�te kald¬ve za-

man¬n¬n ço¼gunu kuramsal araşt¬rmalar¬na ay¬rd¬.

Hamilton� ¬n son yirmi iki y¬l¬n¬ kapsayan çal¬̧smalar¬n¬n konusu dördeyler

(kuaterniyonlar) kuram¬olmuştur. 1829 y¬l¬nda karmaş¬k say¬lar¬n, biri gerçek

öbürü sanal olmak üzere iki eksen yard¬m¬yla düzlemde gösterilebildi¼gini ö¼gre-

nen Hamilton, karmaş¬k say¬lara kaŗs¬l¬k gelecek bütün i̧slemlerin yap¬lmas¬n¬

olanakl¬k¬lacak bir cebirsel gösterim bulmaya yöneldi. Bu konuda 1833 y¬l¬nda

yay¬nlad¬¼g¬ilk çal¬̧smalar¬nda, karmaş¬k say¬lar¬n tek bir say¬yerine say¬ikilileri

ile anlat¬labilece¼gini gösterdi. Ard¬ndan üç boyutlu uzaydaki noktalar¬n, geli̧si

güzel seçilmi̧s yapay koordinatlara ba¼gl¬olmayan cebirsel gösterimlerini bulmak

için çal¬̧st¬. Harcad¬¼g¬yo¼gun çabalar ancak on y¬l sonra ve son derece köktenci bir
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yaklaş¬mla, çarpma i̧sleminin de¼gi̧sme özelli¼ginden vazgeçmesiyle sonuca ulaşa-

bildi. Üç boyutlu uzaydaki noktalar¬n üçlülerle de¼gil ancak dörtlüler ile gösteri-

minin olanakl¬oldu¼gunu görmüştür.Matematikde kuaterniyon Kompleks say¬lar-

dan geni̧sletilmi̧s bir say¬sistemidir. �Elements of Quaternions � kitab¬Hamilto-

nun ölümünden k¬sa bir süre sonra bas¬lm¬̧st¬r.

Hamilton komplex say¬lar¬n düzlemde i̧saretlenemeyece¼gini görmüş bunun ü-

zerine ayn¬noktalar¬3-boyutlu reel uzayda göstermeye çal¬̧sm¬̧st¬r. 1843 de bir

gün Royal Irish Akademi de bir toplant¬ya kat¬l¬r. Ard¬ndan Royal kanalda

yürüyüşe ç¬kar ve ilk defa Kuaterniyonlarla ilgili temel hususlar orada akl¬na

gelir. Kanal da ilk notlar¬n¬kaz¬d¬¼g¬bir taş bulunmaktad¬r. (Şekil-1)

Şekil-1

�Quaternion plaque on Brougham (Broom) Bridge, Dublin, which says: Here

as he walked by on the 16th of October 1843 Sir William Rowan Hamilton in a

�ash of genius discovered the fundamental formula for quaternion multiplication

i2 = j2 = k2 = ijk = �1 cut it on a stone of this bridge.�(Şekil-1)
Sonraki y¬llarda Kuaterniyonar vektör analizindeki geli̧smelerle JosiahWillard

Gibbs, Oliver Heaviside ve Hermann Von Helmholtz taraf¬ndan çal¬̧s¬lmaya devam

edilmi̧stir. Quaternion Society ad¬nda bilimsel bir komite oldu¼gu bilinmektedir.

Bu komite, ünleri dünyaya yay¬lm¬̧s Kuaterniyonlar ve hiper-kompleks say¬sistem-

leri üzerine çal¬̧san yaklaş¬k 60 matematikçiden oluşmaktayd¬. ·Ilk zamanlar¬nda

grubun sekreteri olan Alexander Macfarlane 1909 y¬l¬nda bu komiteye başkan

olmuştur.

Macfarlane, kuaterniyonlar¬n �zik bilimine adaptasyonu olan Fiziksel Cebiri

yaratm¬̧st¬r. Macfarlane�nin Uzay Analizi konusundaki ilk yay¬nlar¬, Minkowski

Uzay¬n¬n sunumundan on yedi y¬l önce olmuştur. Quaternion Society Bülteni,

vektör analizi ve ekipollens teorisi gibi soyut cebir konular¬nda dergi haline gelmi̧s-

tir.

Kuaterniyonlar genel olarak a,b,c ve d reel say¬lar i,j ve k temel birim ku-

aterniyonlar olmak üzere a+bi+cj+dk formunda tan¬mlan¬rlar. Kuaterniyonlar
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teorik ve uygulamal¬matematik de kullan¬ld¬¼g¬gibi, özellikle 3-boyutlu dönme

hareketinde, 3-boyutlu bilgisayar gra�klerinde ve kristalogra�k doku analizinde

yararlan¬labilir.

Kuaterniyon çarp¬m tablosu:

Tablo-1

1853 y¬l¬nda William Rowan Hamilton "Lectures on Quaternions" isimli bikuater-

nions üzerine olan çal¬̧smas¬n¬yay¬nlad¬. Bu çal¬̧smada kuaterniyonlar bir küre

denkleminden hyperboloid elde etmek için kullan¬lm¬̧st¬r.

Literatürde yukar¬da sunulan çal¬̧smalar¬n devam¬olarak kuaterniyon, split

kuaterniyon, kompleks kuaterniyon ve Fibonnacci kuaterniyonlar¬kavramlar¬n¬n

tan¬mlanarak detayl¬olarak incelenmi̧s oldu¼gu görülmektedir. (Altmann 2013),

(Bekar ve Yayl¬2013), (Girard 2007), (Halici 2012, 2013)

Kuaterniyonlar¬n ve split kuaterniyonlar¬n üzerinde matrislerin oluşturulmas¬,

dönme matrislerinin tan¬mlanmas¬ve Minkowski-Riemann uzaylar¬nda kuaterni-

yonlar¬n incelenmesi ise son y¬llarda çeşitli bilim insanlar¬taraf¬ndan yap¬lm¬̧st¬r.

(Kula ve Yayl¬2007), (Meral 2009), (Özdemir ve Ergin 2005).

Di¼ger yandan, kuaterniyonlar¬n cebirin önemli yap¬lar¬ndan olan Cli¤ord ce-

biri, Lorentz gruplar¬, özde¼ger ve özvektörler, Cayley say¬lar¬üzerine; hatta baz¬

�ziksel uygulamalar¬da yine son y¬llarda incelenmi̧stir. (Girard 2007), (Hac¬sa-

liho¼glu 1983), (Morita 2007), (Ward 2012).

Biz bu çal¬̧smada literatürde kullan¬lan yöntemleri inceleyerek yap¬lan bu

çal¬̧smalar¬n diferensiyel geometride uygulanabilece¼gi problemlerin oluşturmas¬n¬

amaçlad¬k. Bulunan sonuçlar¬ve yöntemleri diferensiyel geometriye geni̧sleterek,

özellikle kuaterniyonlar ve split kuaterniyonlar ile asli e¼griliklerin hesaplanmas¬nda

kulland¬k. Buldu¼gumuz bu asli e¼griliklere kaŗs¬l¬k gelen kuaterniyonik formdaki

asli do¼grultman vektörlerini hesaplad¬k. Çal¬̧smam¬z¬n uygulanabilirli¼gini çeşitli

örnekler sunarak göstermi̧s olduk.
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1.3 TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, sonraki bölümlerde kullan¬lacak olan Lorentz - Minkowski uza-

y¬n¬n temel yap¬lar¬, şekil operatörü, asli e¼grilik ve asli do¼grultmanlar tan¬mlan-

m¬̧st¬r.

1.3.1 LORENTZ - MINKOWSKI UZAYI

Tan¬m 1.1: V sonlu boyutlu reel vektör uzay¬olsun,

h ; i : V � V ! R

bi-lineer fonksiyonu 8v; w 2 V için hv; wi = hw; vi özelli¼gini sa¼glayan h ; i�ye
V üzerinde bir simetrik bi-lineer form denir.

V , vektör uzay¬üzerinde bir simetrik bi-lineer form h ; i olmak üzere
i)8�!v 2 V , �!v 6= 0 için h�!v ;�!v i > 0 ise h ; i bi-lineer formu pozitif

tan¬ml¬,

ii)8�!v 2 V , �!v 6= 0 için h�!v ;�!v i < 0 ise h ; i bi-lineer formu negatif
tan¬ml¬,

iii) 8�!v 2 V , �!v 6= 0 için h�!v ;�!v i � 0 ise h ; i bi-lineer formu yar¬-pozitif
tan¬ml¬,

iv)8�!v 2 V , �!v 6= 0 için h�!v ;�!v i � 0 ise h ; i bi-lineer formu yar¬-negatif
tan¬ml¬,

v)8�!v 2 V , h�!v ;�!v i = 0 için �!v = 0 oluyorsa h ; i bi-lineer formuna
non-dejenere, aksi halde dejenere denir (Da¼gl¬2012).

Tan¬m 1.2: h ; i, V üzerinde simetrik bi-lineer form ve W da V �nin bir

altuzay¬olsun. h ; i�nin W üzerinde k¬s¬tlan¬̧s¬h ; iW olmak üzere

h ; iW : W �W ! R

negatif tan¬ml¬olacak şekilde en büyük boyutlu W altuzay¬n¬n boyutuna h ; i
simetrik bi-lineer formun indeksi denir. E¼ger h ; i�nin indeksi v ise

0 � v � boyV

dir (Da¼gl¬2012).

6



Tan¬m 1.3: M , türevlenebilir (C1-s¬n¬f¬ndan) manifold ve

h ; i : � (M)� � (M)! C1 (M;R)

(�!x ;�!y )! h�!x ;�!y i

şeklinde tan¬mlanan simetrik, bi-lineer ve non-dejenere metrik fonksiyonuna M

üzerinde bir metrik tensör denir. Bu metrik tensörün indeksi M manifoldunun

indeksi olarak ifade edilir.

M bir C1-s¬n¬f¬ndan manifold olmak üzere, � (M)�de tan¬ml¬h ; i iç çarp¬m
fonksiyonu, M nin her bir tanjant uzay¬na bir iç çarp¬m indirger, öyleki;
�!
X;
�!
Y 2 � (M) ve p 2M için,

�!
X p;

�!
Y p 2 TM (p) dir. Böylece

h ; i : TM (p)� TM (p)! R

simetrik bi-lineer, non-dejenere dönüşüm tan¬mlayan h ; ip fonksiyonuna TM (p)
üzerinde bir metrik tensör denir (Da¼gl¬2012).

Tan¬m 1.4: M bir C1-s¬n¬f¬ndan manifold ve h ; i de M üzerinde sabit in-

deksli bir metrik tensör olmak üzere (M; h ; i) ikilisine bir yar¬-Riemann mani-
foldu denir.

M�nin indeksi v olmak üzere 0 � v � n = boyM için, v = 0 ise M�nin

bir Riemann manifoldu, v = 1 ve n� 2 durumunda ise M�ye Lorentz manifoldu
denir (Da¼gl¬2012).

Tan¬m 1.5: R3, 3- boyutlu standart reel vektör uzay¬üzerinde 8p 2 R3 ve
Vp;Wp 2 Tp(R3) olmak üzere

hVp;Wpi = �v1w1 + v2w2 + v3w3 (1.1)

eşitli¼gyle verilen v-indeksli metrik tensörle elde edilen uzaya yar¬-Öklidyen uzay

denir ve R3v ile gösterilir. Burada s¬ras¬yla vi ve wi bileşenleri Vp ve Wp tanjant

vektörlerinin bileşenleridir. Özel olarak v = 1 ve n � 2 durumunda ise E31 ,

3- boyutlu Minkowski uzay¬ ad¬n¬al¬r. Metrik tensör ise Lorentz metri¼gi olarak

adland¬r¬l¬r (Turgut 1995).
·Indeksi 2 olan 4-boyutlu yar¬-Öklidyen uzay¬n¬E42 ile ifade edilir. E

4
2 yar¬-

Öklidyen uzay¬nda 8u; v 2 E42 için iç çarp¬m

hu; viE42 = �u1v1 � u2v2 + u3v3 + u4v4 (1.2)

olarak tan¬mlan¬r (Turgut 1995).
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Tan¬m 1.6:
�!
X = (x1; x2; x3) 2 E31 olsun. E¼ger,

i)
D�!
X;
�!
X
E
< 0 ise

�!
X timelike vektör

ii)
D�!
X;
�!
X
E
> 0 ise veya

�!
X = 0 ise

�!
X spacelike vektör

iii)
D�!
X;
�!
X
E
= 0 ve

�!
X 6= 0 ise �!X null(lightlike) vektör

olarak-

olarak ifade edilir (Catoni ve di¼gerleri 2011). Buradan ayn¬tan¬mlar¬E42 yar¬-

Öklidyen uzay¬içinde verebiliriz.
�!
X = (x1; x2; x3; x4) 2 E42 için aşa¼g¬daki tan¬m-

lar geçerlidir (Tozak 2010);

D�!
X;
�!
X
E
E42

< 0 ise timelike vektörD�!
X;
�!
X
E
E42

> 0 ise spacelike vektörD�!
X;
�!
X
E
E42

= 0 ise lightlike vektör

Tan¬m 1.7: E31 Minkowski 3-uzay¬n¬n bütün timelike vektörlerin kümesi �

olsun. Böylece, 8u 2 � için

C (�!u ) = f�!x 2 � : h�!u ;�!x i < 0g =
��!x 2 E31 : g (x� u; x� u) < 0	

biçiminde tan¬mlanan C (�!u ) kümesine u�yu içeren E31 uzay¬n¬n time-konisi denir
(Şekil-2) (Tozak 2010).

Şekil-2
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Teorem 1.1: E31 Minkowski 3-uzay¬nda
�!x ve �!y timelike vektörleri ayn¬time

konisinin eleman¬olmak üzere

h�!x ;�!y i = �k�!x k k�!y k cosh �

olacak şekilde bir tek � � 0 reel say¬s¬vard¬r. Buradaki � reel say¬s¬na �!x ve
�!y timelike vektörleri aras¬ndaki Lorentz timelike (hiperbolik) aç¬denir (O�neill
1983).

Tan¬m 1.8: v 2 E31 vektörünün normu k�!v k =
p
jh�!v ;�!v ij şeklinde tan¬m-

lan¬r. Normu bir olan vektöre de birim vektör denir. E¼ger, �!v spacelike bir

vektör ise normu k�!v k =
p
h�!v ;�!v i olur. E¼ger, �!v timelike bir vektör ise normu,

k�!v k =
p
�h�!v ;�!v i olur (Tozak 2010).

Tan¬m 1.9: �!u = (u1; u2; u3), �!v = (v1; v2; v3) 2 E31 vektörleri için �!u ve �!v
vektörlerinin Lorentziyen vektörel çarp¬m¬

�!u ��!v =

2664
�i j k

u1 u2 u3

v1 v2 v3

3775
= (� (u2v3 � u3v2) ; u3v1 � u1v3; u1v2 � u2v1) (1.3)

biçiminde tan¬mlan¬r (Tozak 2010).

Teorem 1.2: �!u ve �!v iki timelike vektör olsun. Bu iki timelike vektör ayn¬

timelike koni içindedir ancak ve ancak h�!u ;�!v i < 0 (Özdemir ve Ergin 2006).
Teorem 1.3: 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda�!x ;�!y ;�!z ;�!w vektörleri için aşa¼g¬-

daki özellikler sa¼glan¬r,

1) �!x � (�!y ��!z ) = h�!x ;�!y i�!z � h�!x ;�!z i�!y

2) h�!x ��!y ;�!z ��!w i = �
����� h�!x ;�!z i h�!x ;�!w i
h�!y ;�!z i h�!x ;�!w i

�����
3) �!x ve �!y timelike vektörleri için �!x ��!y vektörü spacelike vektörüdür.

Ayr¬ca �!x ve �!y vektörleri aras¬ndaki aç¬� olmak üzere,

h�!x ;�!y i = �k�!x k k�!y k cosh �

ve

k�!x ��!y k = k�!x k k�!y k sinh �

eşitlikleri sa¼glan¬r.

9



4) �!x ve �!y spacelike vektörleri

jh�!x ;�!y ij < k�!x k k�!y k

eşitsizli¼gini sa¼glar ise �!x � �!y vektörü timelike vektördür. Ayr¬ca �!x ve �!y vek-

törleri aras¬ndaki aç¬� olmak üzere

h�!x ;�!y i = k�!x k k�!y k cos �

ve

k�!x ��!y k = k�!x k k�!y k sin �

eşitlikleri sa¼glan¬r.

5) �!x ve �!y spacelike vektörleri

jh�!x ;�!y ij > k�!x k k�!y k

eşitsizli¼gini sa¼glar ise �!x ��!y vektörü spacelike vektördür ve �!x ve �!y vektörleri
aras¬ndaki aç¬� olmak üzere

h�!x ;�!y i = k�!x k k�!y k cosh �

ve

k�!x ��!y k = k�!x k k�!y k sinh �

eşitlikleri sa¼glan¬r.

6) �!x ve �!y spacelike vektörleri

jh�!x ;�!y ij = k�!x k k�!y k

eşitli¼gini sa¼glar ise �!x ��!y vektörü lightlike vektördür (Özdemir ve Ergin 2006).

Tan¬m 1.10: E31 üç boyutlu Minkowski uzay¬olsun.

H2
0 =

�
u 2 E31 : hu; ui = 1

	
kümesine Hiperbolik küre (Şekil-3) ve

S21 =
�
u 2 E31 : hu; ui = �1

	
kümesine Lorentziyen küre denir (Şekil-4). H2

0�nin (1; 0; 0) noktas¬ndan pozitif

yar¬m küresi H2+
0 ve (�1; 0; 0) noktas¬ndan geçen negatif yar¬m küresi H2�

0 ile

gösterilir (Özdemir ve Ergin 2006).
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Şekil-3

Hiperbolik küre
�
x2 + y2 � z2 = 1

�

Şekil-4

Lorentziyen küre
�
�x2 + y2 + z2 = �1

�
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1.3.2 ŞEK·IL OPERATÖRÜ VE ASL·I E¼GR·IL·IK

Bu bölümde şekil operatörü ve asli e¼grilikler ile ilgili temel kavramlar veri-

lecektir.

Tan¬m 1.11: M bir yar¬-Riemann manifoldu olsun ve D, M manifoldu üze-

rinde bir a�n konneksiyon olsun. D a�n konneksiyonu için aşa¼g¬daki özellikler

vard¬r:

i) D, C1 s¬n¬f¬ndand¬r.

ii) S¬f¬r Torsiyon Özelli¼gi: M�nin bir A bölgesi üzerinde, C1olan her X; Y 2
�(M) ve

DXY �DYX = [X; Y ]

şeklindedir.

iii) (Konneksiyonun metrikle ba¼gdaşabilme özelli¼gi): M� nin bir A bölgesi

üzerinde, C1 olan her X;Y 2 �(M) ve her p 2 A için

Xp hY; Zi = hDxY; Zip + hY;DXZip

şeklindedir (Hac¬saliho¼glu 1994).

Tan¬m 1.12: En de bir hiperyüzey M olsun ve M�nin birim normal vektör

alan¬N olsun. En de Riemann konneksiyonu D olmak üzere, her X; Y 2 �(M)
için

S (X) = DXN

şeklinde tan¬ml¬S dönüşümüne M üzerinde şekil operatörü veya M�nin Wein-

garten dönüşümü denir (Hac¬saliho¼glu 1994).

Tan¬m 1.13: M yüzeyinin bir D noktas¬nda,

Sp : Tp (M)! Tp (M)

lineer dönüşümünün karakteristik de¼gerlerine p noktas¬ndaki asli e¼grilikler denir.

Sp : Tp (M)! Tp (M)

lineer dönüşümünün s¬f¬rdan farkl¬karakteristik vektörlerine p noktas¬ndaki asli

vektörler denir. Bir e¼grilik vektörünün gerdi¼gi alt vektör uzay¬na, p noktas¬ndaki

asli e¼grilik do¼grultusu denir (Hac¬saliho¼glu 1994).
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2 KUATERN·IYONVE SPL·ITKUATERN·IYON

CEB·IR·I

Bu bölümde öncelikle kuaterniyon ve split kuaterniyon tan¬mlar¬verilmi̧stir.

Ayr¬ca kuaterniyonlar¬n matris formu incelenmi̧stir ve bu yap¬lar¬n geometrik ve

cebirsel özellikleri incelenmi̧stir.

2.1 KUATERN·IYON CEB·IR·I

Kuaterniyon cebiri,

i2 = j2 = k2 = ijk = �1

ij = �ji = k

kj = �jk = i

ki = �ik = j

koşullar¬n¬taş¬yan

q = q11 + q2i+ q3j + q4k (qi 2 R)

şeklinde ifade edilen f1; i; j; kg say¬ dörtlülerinin oluşturdu¼gu birleşimli fakat
de¼gi̧smeli ve bölmeli olmayan bir cebirdir. Bu say¬ dörtlülerinin oluşturdu¼gu

cümle H ile gösterilir. H kuaterniyonun her kümesi, q 2H için

q = Sq +
�!
Vq

şeklinde ifade edilir. Buradaki

Sq = q1

q kuaterniyonun skaler k¬sm¬olarak adland¬r¬l¬r.

Vq = q2i+ q3j + q4k

q kuaterniyonunun vektörel k¬sm¬olarak adland¬r¬l¬r. q kuaterniyonu ayn¬ za-

manda

q = (q1; q2; q3; q4)

şeklindede ifade edilebilir (Özdemir ve Ergin 2006).

Tan¬m 2.1: p; q 2H olmak üzere,

q = q1 + q2i+ q3j + q4k

ve

p = p1 + p2i+ p3j + p4k
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reel kuaterniyonlar¬n¬n toplam¬, q kuaterniyonunun skaler k¬sm¬Sq = q1, vektörel

k¬sm¬Vq = q2i + q3j + q4k ve p kuaterniyonunun skaler k¬sm¬Sp = p1; vektörel

k¬sm¬Vp = p2i+ p3j + p4k olmak üzere

q + p = (Sq + Sp) +
��!
Vq +

�!
Vp

�
şeklinde tan¬ml¬d¬r (Özdemir ve Ergin 2006).

Tan¬m 2.2: H kuaterniyon kümesi ve p; q 2 H için q = (q1; q2; q3; q4) ve

p = (p1; p2; p3; p4) kuaterniyonlar¬n¬n, kuaterniyon çarp¬m¬,

� : H�H! H

(q; p)! q � p

olmak üzere

q � p = SqSp �
D�!
V q;

�!
V p

E
+ Sq

�!
V p + Sp

�!
V q +

�!
V q �

�!
V p (2.1)

şeklinde ifade edilir. Burada, h; i ve � s¬ras¬yla iç çarp¬m ve vektörel çarp¬m¬

göstermektedir (Özdemir ve Ergin 2006).

Tan¬m 2.3: H kuaterniyon kümesi ve q 2H olmak üzere q = Sq +
�!
Vq için

e¼ger Sq = 0 ise, q kuaterniyonu saf(pure) kuaterniyon olarak adland¬r¬l¬r.

Tan¬m 2.4: q = q1 + q2i + q3j + q4k ve p = p1 + p2i + p3j + p4k iki saf

kuaterniyonunun çarp¬m¬

q � p = �
D�!
Vq ;
�!
Vp

E
+
�!
Vq �

�!
Vp

= � (q2p2 + q3p3 + q4p4) +

2664
i j k

q2 q3 q4

p2 p3 p4

3775
şeklinde ifade edilir (Ward 2012).

Tan¬m 2.5: q = (q1; q2; q3; q4) = Sq +
�!
Vq bir kuaterniyon olmak üzere, ku-

aterniyonun eşlene¼gi

Kq = Sq �
�!
Vq

şeklinde tan¬mlan¬r ve Kq ile gösterilir (Ward 2012).
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Tan¬m 2.6: Bir q kuaterniyonu için norm

Nq = q �Kq = Kq � q = q21 + q22 + q23 + q24 (2.2)

şeklinde tan¬mlan¬r ve Nq ile gösterilir. E¼ger,

1q =
qp
Nq
; (q 6= 0)

ise birim kuaterniyon olarak adland¬r¬l¬r. Yani Nq = 1 olan kuaterniyona birim

kuaterniyon denir. Birim kuaterniyonlar¬n kümeside H1 olarak gösterilir. Ayr¬ca,
Nq 6= 0 olmak üzere,

q�1 =
Kq

Nq

ifadesi bir kuaterniyonun tersini belirtir (Ölmez 2006).

Tan¬m 2.7: q = q1 + q2i+ q3j + q4k ile verilen bir q kuaterniyonu

q =
p
Nq (cos � +

�!"0 sin �) (2.3)

şeklinde kutupsal formda ifade edilir. Burada,

cos � =
q1p
Nq

ve

sin � =

p
q22 + q

2
3 + q

2
4p

Nq

özelliklerini sa¼glayan bir � aç¬s¬vard¬r ve buradan aç¬kt¬r ki

�1 � cos � � 1

�1 � sin � � 1

ve

cos2 � + sin2 � = 1

eşitliklerini sa¼glar. Öyleyse her kuaterniyon

q =
p
Nq (cos � +

�!"0 sin �)

kutupsal formunda yaz¬labilir (Ward 2012). Buradaki �!"0 bir birim vektördür ve

�!"0 = ("1; "2; "3)

=

 
q2p

q22 + q
2
3 + q

2
4

;
q3p

q22 + q
2
3 + q

2
4

;
q4p

q22 + q
2
3 + q

2
4

!
(2.4)
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şeklindedir. Gerçekten de

q = q1 + q2i+ q3j + q4k

=
p
Nq

 
q1p
Nq
+

1p
Nq
(q2i+ q3j + q4k)

!

=
p
Nq

 
q1p
Nq
+

p
q22+q

2
3+q

2
4p

Nq

�
q2p

q22+q
2
3+q

2
4

i+ q3p
q22+q

2
3+q

2
4

j + q4p
q22+q

2
3+q

2
4

k

�!

=
p
Nq (cos � + sin � ("1; "2; "3))

=
p
Nq (cos � +

�!"0 sin �)

olur. Burada �!"0 vektörünün birim vektör oldu¼gunu (2.4) denklemi yard¬m¬yla

kolayca aşa¼g¬daki şekilde görebiliriz:

N�!"0 = "21 + "
2
2 + "

2
3

=
q22

q22 + q
2
3 + q

2
4

+
q23

q22 + q
2
3 + q

2
4

+
q24

q22 + q
2
3 + q

2
4

=
q22 + q

2
3 + q

2
4

q22 + q
2
3 + q

2
4

= 1

Buradaki �!"0 birim vektörü �!"0 ��!"0 = �1 eşitli¼gini sa¼glar ve kuaterniyonun ekseni
olarak adland¬r¬l¬r.

Bir q birim kuaterniyonu kutupsal formda

q = cos � +�!"0 sin �

biçiminde ifade edilir. Burada � aç¬s¬için

cos � = q1 ve sin � =
q
q22 + q

2
3 + q

2
4

sa¼glan¬r. Gerçekten de

q = q1 + q2i+ q3j + q4k

= q1 +
q
q22 + q

2
3 + q

2
4

1p
q22 + q

2
3 + q

2
4

(q2i+ q3j + q4k)

= cos � +�!"0 sin �
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yaz¬l¬r. Burada �!"0 birim vektörü için

�!"0 =
1p

q22 + q
2
3 + q

2
4

(q2i+ q3j + q4k)

=
1p
1� q21

(q2i+ q3j + q4k)

oldu¼gu kolayca görülebilir. (Ward 2012)

2.2 KUATERN·IYONLARA KARŞILIKGELEN MA-

MATR·IS FORMU

x, bir kuaterniyon olsun. Sol çarp¬m fonksiyonunu

�L : �(x)! qx

şeklinde tan¬mlayal¬m. R4 = span f1; i; j; kg olmak üzere �L dönüşümü R4 den
R4 e lineer bir dönüşümdür.

�L : R
4 ! R4

�L(x)! qx

Bu dönüşüm bir dönmeye kaŗs¬l¬k geldi¼ginden kolayca gösterilebilir ki aç¬y¬ve

normu korur. R4 uzay¬n¬geren vektörler,

1 = (1; 0; 0; 0)

i = (0; 1; 0; 0)

j = (0; 0; 1; 0)

k = (0; 0; 0; 1)

şeklindedir. Bir q = q1 + q2i + q3j + q4k kuaterniyonu birim kuaterniyon olsun.

Yani
p
Nq = 1 olsun. O zaman, bu vektörlerin sol çarp¬m fonksiyonlar¬,

�L(1) = q:1

= (q1 + q2i+ q3j + q4k):1

= q1 + q2i+ q3j + q4k

�L(i) = q:i

= (q1 + q2i+ q3j + q4k) :i

= q1:i+ q2i:i+ q3j:i+ q4k:i

= �q2 + q1i+ q4j � q3k
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�L(j) = q:j

= (q1 + q2i+ q3j + q4k) :j

= q1:j + q2i:j + q3j:j + q4k:j

= �q3 � q4i+ q1j + q2k

�L(k) = q:k

= (q1 + q2i+ q3j + q4k) :k

= q1:k + q2i:k + q3j:k + q4k:k

= �q4 + q3i� q2j + q1k

şeklindedir. Böylece, �L dönüşümünün matris temsili,

A�L =

266664
q1 �q2 �q3 �q4
q2 q1 �q4 q3

q3 q4 q1 �q2
q4 �q3 q2 q1

377775
olur. Aç¬kça gösterilebilir ki bu matris ortogonaldir. Yani, A�L :A

T
�L
= I ve

det
�
A�L

�
= 1 dir. Böylece, A�L 2 SO(4; R) olup burada q:x , R4 de x�in

dönmesine kaŗs¬l¬k gelir. Kuaterniyon cebiri birleşmeli oldu¼gundan matrislerde de

ayn¬özellik sa¼glan¬r. Böylece, � dönüşümü reel kuaterniyon uzay¬ile bileşenleri

reel say¬lar olan 4�4 tipindeki matrisler uzay¬aras¬nda aşa¼g¬daki gibi ifade edilen
bir tan¬mlama yapabiliriz.

� : (H;+; :)! (M(4;R);�;
)

� (q1 + q2i+ q3j + q4k)!

266664
q1 �q2 �q3 �q4
q2 q1 �q4 q3

q3 q4 q1 �q2
q4 �q3 q2 q1

377775
Burada, � matrislerde toplama i̧slemini, 
 matrislerde çarpma i̧slemini ifade eder
(Meral 2009).

TEOREM 2.1 :

� : (H;+; :)! (M(4;R);�;
)

� (q1 + q2i+ q3j + q4k) !

266664
q1 �q2 �q3 �q4
q2 q1 �q4 q3

q3 q4 q1 �q2
q4 �q3 q2 q1

377775
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şeklinde tan¬mlanan � dönüşümü bir izomor�zmdir. (Ward 2012)

·Ispat: � dönüşümünün izomor�zm oldu¼gunu göstermek için bire-bir, örten

ve homomor�zma oldu¼gunu göstermemiz gerekir. Öncelikle bu dönüşümün ho-

momor�zma oldu¼gunu gösterelim. Yani,

�(p+ q) = �(p)� �(q)

�(p:q) = �(p)
 �(q)

eşitliklerinin sa¼gland¬¼g¬n¬gösterelim.

p; q 2 H ve p = p1 + p2i+ p3j + p4k , q = q1 + q2i+ q3j + q4k olsun.

�(p+ q) = � ((p1 + p2i+ p3j + p4k) + (q1 + q2i+ q3j + q4k))

= � (p1 + q1 + (p2 + q2) i+ (p3 + q3) j + (p4 + q4) k)

=

266664
p1 + q1 � (p2 + q2) � (p3 + q3) � (p4 + q4)
p2 + q2 p1 + q1 � (p4 + q4) p3 + q3

p3 + q3 p4 + q4 p1 + q1 � (p2 + q2)
p4 + q4 � (p3 + q3) p2 + q2 p1 + q1

377775

=

266664
p1 �p2 �p3 �p4
p2 p1 �p4 p3

p3 p4 p1 �p2
p4 �p3 p2 p1

377775�
266664
q1 �q2 �q3 �q4
q2 q1 �q4 q3

q3 q4 q1 �q2
q4 �q3 q2 q1

377775
= �(p)� �(q)

oldu¼gu görülür.

�(p:q) = � ((p1 + p2i+ p3j + p4k) : (q1 + q2i+ q3j + q4k))

olup, burada k¬sal¬k ad¬na

A = p1q1 � p2q2 � p3q3 + p4q4
B = p1q2 + p3q4 � p4q3 + p2q1
C = p1q3 + p4q2 � p2q4 + p3q1
D = p1q4 + p2q3 � p3q2 � p4q1
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şeklinde ifade edelim. O halde

= � (A+Bi+ Cj +Dk)

=

266664
A �B �C �D
B A �D C

C D A �B
D �C B A

377775

=

266664
p1 �p2 �p3 �p4
p2 p1 �p4 p3

p3 p4 p1 �p2
p4 �p3 p2 p1

377775

266664
q1 �q2 �q3 �q4
q2 q1 �q4 q3

q3 q4 q1 �q2
q4 �q3 q2 q1

377775
= �(p)
 �(q)

oldu¼gu görülür. (Ward 2012)

Şimdi � dönüşümünün bire bir oldu¼gunu gösterelim;

qn = q1n + q2ni+ q3nj + q4nk

� (qk) = � (ql) ; 1 � k; l � 1266664
q1k �q2k �q3k �q4k
q2k q1k �q4k q3k

q3k q4k q1k q2k

q4k �q3k q2k q1k

377775 =
266664
q1l �q2l �q3l �q4l
q2l q1l �q4l q3l

q3l q4l q1l q2l

q4l �q3l q2l q1l

377775
Öyleyse,

q1k = q1l

q2k = q2l

q3k = q3l

q4k = q4l

dir. O halde, qk = ql dir. Şimdi de örten oldu¼gunu gösterelim;

H = fq1; q2; :::qn; :::g

M(4;R) =
�
�q1 ; �q2 ; :::; �qn ; :::

	
olmak üzere her �qk 2 M(4;R) için �(qk) = �qk olacak şekilde qk 2 H vard¬r.

Böylelikle ispat tamamlanm¬̧s olur.
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Şimdi A�Lmatrisini kutupsal formda ifade edelim; q birim kuaterniyonunu

q = q1 + q2i+ q3j + q4k

= cos � +�!"0 sin �

= cos � + "1 sin � + "2 sin � + "3 sin �

= (cos �; "1 sin �; "2 sin �; "3 sin �)

şeklinde ifade edebiliriz. Buradan,266664
q1 �q2 �q3 �q4
q2 q1 �q4 q3

q3 q4 q1 �q2
q4 �q3 q2 q1

377775 =
266664

cos � �"1 sin � �"2 sin � �"3 sin �
"1 sin � cos � �"3 sin � "2 sin �

"2 sin � "2 sin � cos � �"1 sin �
"3 sin � �"3 sin � "1 sin � cos �

377775
eşitli¼gi ile �L matrisinin kutupsal formdaki ifadesine ulaşabiliriz.

2.3 SPL·IT KUATERN·IYON CEB·IR·I

Bu bölümde, split kuaterniyon tan¬m¬n¬ve özelliklerini verece¼giz. Split kuater-

niyonlar¬kullanarak timelike, spacelike ve lightlike kuaterniyon tan¬mlamalar¬n¬

yapaca¼g¬z.

Tan¬m 2.8: Split kuaterniyon cebiri,

i2 = �1

j2 = k2 = ijk = 1

ij = �ji = k

kj = �jk = �i

ki = �ik = j

koşullar¬n¬taş¬yan

q = q11 + q2i+ q3j + q4k (qi 2 R)

şeklinde ifade edilen f1; i; j; kg say¬dörtlülülerinin oluşturdu¼gu birleşimli fakat
de¼gi̧smeli ve bölmeli olmayan bir cebirdir. Bu say¬dörtlülülerinin oluşturdu¼gu

cümle bH ile gösterilir (Özdemir ve Ergin 2006).
Split kuaterniyonlar E42 ile gösterilen iki indisli yar¬-Öklidyen 4-uzay¬ile split

kuaterniyonlar¬n alt uzay¬olan saf split kuaterniyonlar ise Mikowski 3-uzay¬ile
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özdeştir. Böylece, Lorentzian iç ve vektör çarp¬mlar¬kullan¬m¬yla vektör ana-

lizinde yap¬lan i̧slemlerin ço¼gunu split kuaterniyonlarla yapmak mümkün olmak-

tad¬r.

Tan¬m 2.9: bH split kuaterniyon kümesi ve q 2 bH olmak üzere q split kuater-
niyonu

q = Sq +
�!
Vq

şeklinde gösterilir. Buradaki, Sq ve
�!
Vq kuaterniyonlarda oldu¼gu gibi q split kuater-

niyonun s¬ras¬yla skaler k¬sm¬ve vektörel k¬sm¬olarak adland¬r¬l¬r. Ayn¬zamanda

q split kuaterniyonu

q = (q1; q2; q3; q4)

şeklinde ifade edilebilir (Ward 2012).

Tan¬m 2.10: bH split kuaterniyon kümesi ve p; q 2 bH olmak üzere,
q = q1 + q2i+ q3j + q4k = (q1; q2; q3; q4)

p = p1 + p2i+ p3j + p4k = (p1; p2; p3; p4)

iki split kuaterniyonunun çarp¬m¬

� : bH� bH! bH
q � p = SqSp +

D�!
Vq ;
�!
Vp

E
+ Sq

�!
Vp + Sp

�!
Vq +

�!
Vq �L

�!
Vp (2.5)

şeklinde tan¬mlan¬r. Burada h; i ve�L s¬ras¬yla, Lorentzian iç çarp¬m ve Lorentzian
vektörel çarp¬m¬göstermektedir. Ayr¬ca split kuaterniyon çarp¬m¬

q � p =

266664
q1 �q2 q3 q4

q2 q1 q4 �q3
q3 �q4 q1 �q2
q4 q3 q2 q1

377775
266664
p1

p2

p3

p4

377775
şeklinde de yaz¬labilir (Erdo¼gdu ve Özdemir 2015).

Tan¬m 2.11: q 2 bH olmak üzere, bir q = Sq +
�!
Vq split kuaterniyonunun

skaler k¬sm¬s¬f¬r, yani

Sq = 0

ise q split kuaterniyonu, saf(pure) split kuaterniyon olarak adland¬r¬l¬r. Saf split

kuaternyonlar kümesi bH0 ile gösterilir (Erdo¼gdu ve Özdemir 2015).
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Tan¬m 2.12: ·Iki saf split kuaterniyon

q = q2i+ q3j + q4k = (q1; q2; q3; q4)

p = p2i+ p3j + p4k = (p1; p2; p3; p4)

olmak üzere; bu iki saf split kuaterniyonunun çarp¬m¬

q � p =
D�!
Vq ;
�!
Vp

E
+
�!
Vq �L

�!
Vp

= �q2p2 + q3p3 + q4p4 +

��������
�i j k

q2 q3 q4

p2 p3 p4

�������� (2.6)

şeklinde ifade edilir (Özdemir ve Ergin 2006).

Tan¬m 2.13: q = (q1; q2; q3; q4) = Sq +
�!
Vq bir split kuaterniyon olmak üzere,

split kuaterniyonun eşlene¼gi

Kq = Sq �
�!
Vq

şeklinde tan¬mlan¬r ve Kq ile gösterilir. Ayr¬ca saf split kuaterniyonlar için (2.6)

eşitli¼gindeki determinanttaki ikinci ve üçüncü sat¬rlar¬n yer de¼gi̧stirmesi ve i̧saret

de¼gi̧sikli¼gi ile

K
��!
Vq �

�!
Vp

�
=
�!
Vp �

�!
Vq

elde edilir (Özdemir ve Ergin 2006).

Tan¬m 2.14: Bir q split kuaterniyonu ile eşleni¼ginin çarp¬m¬

q �Kq = q
2
1 + q

2
2 � q23 � q24 (2.7)

şeklinde tan¬mlan¬r (Özdemir ve Ergin 2006).

Verdi¼gimiz tan¬mlardan ç¬kar¬labilen bir sonuç olarak,

Iq
def
= q �Kq = Kq � q (2.8)

eşitli¼gi yaz¬labilir.bH split kuaterniyon kümesi, E42 yar¬-Öklidyen uzay¬ ile özdeş oldu¼gundan

timelike, spacelike ve lightlike kuaterniyon tan¬mlar¬n¬2.8 eşitli¼gini kullanarak

verebiliriz.

Tan¬m 2.15: q = (q1; q2; q3; q4) bir split kuaterniyon olsun ve

Iq
def
= q �Kq = Kq � q

eşitli¼gi verilsin. E¼ger,
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1) Iq < 0 ise q kuaterniyonu spacelike kuaterniyon

2) Iq > 0 ise q kuaterniyonu timelike kuaterniyon

3) Iq = 0 ise q kuaterniyonu lightlike kuaterniyon olarak

olarak tan¬mlan¬r. (Özdemir ve Ergin 2006).

Tan¬m 2.16: Bir q = (q1; q2; q3; q4) split kuaterniyonun normu

Nq =
q
jq21 + q22 � q23 � q24j

şeklinde tan¬mlan¬r. E¼ger Nq = 1 ise q split kuaterniyonu, birim split kuaterniyon

olarak adland¬r¬l¬r ve

1q =
q

Nq
; (Nq 6= 0)

eşitli¼gi sa¼glan¬r (Özdemir ve Ergin 2006).

Ayr¬ca spacelike ve timelike kuaterniyonlar¬n çarpmaya göre tersi vard¬r ve

q � q�1 = q�1 � q = 1

özelli¼gine sahiptir. Böylece, spacelike ve timelike kuaterniyonun tersi

q�1 =
Kq

Iq

olarak elde edilir. Fakat lightlike kuaterniyonlar¬n tersi yoktur (Özdemir ve Ergin

2006).

TEOREM 2.2: Split kuaterniyonlar için aşa¼g¬daki özellikler sa¼glan¬r

i) q � (r � s) = (q � r) � s
ii) q � (r + s) = q � r + q � s
iii) K(q�r) = Kr �Kq

iv) I(q�r) = Iq � Ir
v) N(q�r) = Nq �Nr
vi) Vq; Vr �ye paralel olmas¬için gerek ve yeter şart 8q; r 2 bH için q�

q�r = r�q (Özdemir ve Ergin 2005). Bu

Bu teoremden ulaşt¬¼g¬m¬z sonuca göre spacelike kuaterniyon cümlesi çarpma

i̧slemine göre kapal¬l¬k özelli¼gi olmad¬¼g¬için grup de¼gildir.
·Iki spacelike kuaterniyonun çarp¬m¬timelike quaterniyondur. Di¼ger yandan,

T bH = fq = (q1; q2; q3; q4) : q1; q2; q3; q4 2 R; Iq > 0g
ile gösterilen timelike kuaterniyon kümesi, split kuaterniyonlarda tan¬mlanan

çarp¬m alt¬nda gruptur. Ayr¬ca birim timelike kümesi T bH1 ile gösterilir ve
S32 =

n
u 2 E42 : hu; uiE42 = 1

o
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ile gösterilen yar¬-öklidyen küresi T bH�nin altgrubudur.
q21 + q

2
2 � q23 � q24 < 0

ve

0 < q21 < �q22 + q23 + q24 = hVq; Vqi

oldu¼gundan bir spacelike kuaterniyonun vektör k¬sm¬spacelike vektördür. Fakat

bir timelike kuaterniyonun vektör k¬sm¬spacelike, timelike ve null olabilir. Bu

yüzden E31 uzay¬nda timelike kuaterniyonlar¬n, vektör k¬sm¬n¬n spacelike, timelike

veya null olma durumlar¬n¬ayr¬ayr¬inceleriz. Bu özellikle kutupsal formlar ve

dönmeler için önemlidir.

Kompleks say¬larda ve kuaterniyonlarda oldu¼gu gibi split kuaterniyonlar da

kutupsal formda ifade edilebilir. Fakat split kuaterniyonlarda, split kuaterni-

yonun spacelike ya da timelike olmas¬, hatta timelike kuaterniyonlarda vektörel

k¬sm¬n timelike ya da spacelike olmas¬bu kutupsal formu de¼gi̧stirir. Yani split

kuaterniyonlar için ayr¬ayr¬kutupsal formlar belirtilecektir.

1) Bir q = (q1; q2; q3; q4) 2 bH birim spacelike kuaterniyonu için

sinh � =
q1
Nq

cosh � =

p
�q22 + q23 + q24

Nq

�!"0 =
q2i+ q3j + q4kp
�q22 + q23 + q24

olmak üzere,

q = Nq (sinh � +
�!"0 cosh �)

formunda yaz¬labilir. Burada, �!"0 vektörü E31 uzay¬nda spacelike birim vektördür.
2) Vektörel k¬sm¬ spacelike olan bir q = (q1; q2; q3; q4) 2 bH birim timelike

kuaterniyon,

cosh � =
jq1j
Nq

sinh � =

p
�q22 + q23 + q24

Nq

�!"0 =
q2i+ q3j + q4kp
�q22 + q23 + q24

olmak üzere,

q = Nq (cosh � +
�!"0 sinh �)

formunda yaz¬labilir. Burada, �!"0 vektörü E31 uzay¬nda spacelike birim vektördür

ve
�!"0 � �!"0 = 1
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eşitli¼gini sa¼glar.

3) Vektörel k¬sm¬ timelike olan bir q = (q1; q2; q3; q4) 2 bH birim timelike

kuaterniyon,

cos � =
q1
Nq

sin � =

p
q22 � q23 � q24
Nq

�!"0 =
q2i+ q3j + q4kp
q22 � q23 � q24

olmak üzere,

q = Nq (cos � +
�!"0 sin �)

formunda yaz¬labilir. Burada, �!"0 vektörü E31 uzay¬nda timelike birim vektördür

ve
�!"0 � �!"0 = �1

eşitli¼gini sa¼glar (Özdemir ve Ergin 2006).

Örnek 2.1: q = (2; 1; 0; 2) timelike kuaterniyonu için kutupsal formu ifade

edelim.

q = (2; 1; 0; 2) kuaterniyonun normu Nq = 1 bulunur. q = (2; 1; 0; 2) kua-

terniyonun vektör k¬sm¬spacelike vektör oldu¼gu için

cosh � =
jq1j
Nq

= 2

sinh � =

p
�q22 + q23 + q24

Nq
=
p
3

�!"0 =
(1; 0; 2)p

3

eşitlikleri bulunur. Buradan q = (2; 1; 0; 2) kuaterniyonun kutupsal formu

q = Nq (cosh � +
�!"0 sinh �)

= 2 +
(1; 0; 2)p

3

p
3

şeklinde ifade edilir.

Örnek 2.2: q = (1; 2; 1; 1) timelike kuaterniyonu için kutupsal formu ifade

edelim.

q = (1; 2; 1; 1) timelike kuaterniyonun normu

Nq =
p
3
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bulunur. q = (1; 2; 1; 1) timelike kuaterniyonun vektör k¬sm¬ timelike vektör

oldu¼gu için

cos � =
q1
Nq

= 1

sinh � =

p
�q22 + q23 + q24

Nq
=
p
2

�!"0 =
q2i+ q3j + q4kp
q22 � q23 � q24

=
(2; 1; 1)p

2

eşitlikleri bulunur. Buradan q = (1; 2; 1; 1) timelike kuaterniyonun kutupsal

formu

q = Nq (cos � +
�!"0 sin �)

=
p
3

�
1 +

(2; 1; 1)p
2

p
2

�
şeklinde ifade edilir.

TEOREM 2.3: Vektör k¬sm¬spacelike olan bir q = cosh �+�!"0 sinh � birim
timelike kuaterniyonu, u ve v Lorentzian vektörleri aras¬ndaki hiperbolik aç¬�

olmak üzere

i) �!"0 birim spacelike vektörü u ve v birim timelike vektörlerine diktir,

ii) u ve v birim spacelike vektörleri jhu; vij > 1 eşitsizli¼gini sa¼glar ve �!"0 birim
spacelike vektörüne diktir, du

durumlar¬ndan biri sa¼glan¬rsa, v � u�1 şeklinde ifade edilebilir (Özdemir ve Ergin
2006).

Örnek 2.3: Vektör k¬sm¬spacelike olan birim timelike q = (3;�8;�6;�6)
kuaterniyonunu u = (9; 8; 4) ve v = (3; 1; 3) birim timelike vektörleri ile v � u�1

şeklinde ifade edelim.

cosh � = �hu; vi = 3
�!"0 =

u� v
ku� vk =

1p
8
(�8;�6;�6)

sinh � =
p
8

olarak hesaplan¬r. Bulunan de¼gerler q = cosh � + �!"0 sinh � eşitli¼ginde yerine
yaz¬l¬rsa

q = (3;�8;�6;�6)

kuaterniyonu elde edilir.

27



Örnek 2.4: Vektör k¬sm¬spacelike olan q = (�9; 0;�4; 8) kuaterniyonunu
u = (2; 2; 1) ve v = (�2; 2; 1) birim spacelike vektörleri ile v � u�1 şeklinde ifade
edelim.

u = (2; 2; 1) ve v = (�2; 2; 1) vektörleri

jhu; vij > 1

eşitsizli¼gini ve
�!"0 =

u� v
ku� vk =

1p
80
(0;�4; 8)

eşitli¼gini sa¼glar ve

cosh � = hu; vi = 9

olarak hesaplan¬r.

TEOREM 2.4: Vektör k¬sm¬timelike olan her q = cosh � +�!"0 sinh � birim
timelike kuaterniyon u � v şeklinde yaz¬labilir.Burada u ve v birim spacelike vek-

törleri �!"0 birim timelike vektörüne diktir ve � , u ve v aras¬ndaki aç¬d¬r (Ward

2012)

Örnek 2.5: Vektör k¬sm¬timelike olan q = (0;�3;�2;�2) birim timelike

kuaterniyonu u = (2; 2; 1) ve v = (2; 1; 2) birim spacelike vektörleri ile u � v
şeklinde yaz¬labilir öyle ki jhu; vij < 1 eşitsizli¼gini ve

�!"0 = u� v = (�3;�2;�2)

cos � = hu; vi = 0

eşitli¼gini sa¼glar.

Bu teoremlerdeki vektör k¬sm¬ spacelike olan timelike kuaterniyon ba¼g¬n-

t¬lar¬n¬n her biri H2
0 birim hiperboloidinin büyük hiperbol yay¬ile benzerdir, ve

bu ba¼g¬nt¬lar kullan¬larakH2+
0 üzerindeki hiperbolik üçgenler için sinüs ve kosinüs

formülleri ispatlanabilir (Özdemir ve Ergin 2006).
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3 LORENTZ·IYENUZAYDA SPL·IT KU

KUATERN·IYONLAR ·ILE DÖNME

Dönmeler için ortonormal matrisler, Eular aç¬lar¬ve kuaterniyonlar gibi çeşitli

metodlar kullan¬labilir. Bunlar¬n içinde kuaterniyonlar en kullan¬̧sl¬ olan¬d¬r.

Birim kuaterniyonlar¬kullanarak bir dönmeyi ortonormal matris ile ifade etmek

kolayd¬r. Her birim kuaterniyon Öklid uzay¬nda bir dönmeyi temsil eder. � = 0
�

derecelik dönme q = (1; 0; 0; 0) birim kuaterniyonu ile gösterilir ve yine bir u

birim vektörü etraf¬ndaki � = 180
�
derecelik bir dönme ise q = (0; u) kuater-

niyonu taraf¬ndan temsil edilir. Bir q = (q1; q2; q3; q4) kuaterniyonu kullan¬larak

3-boyutlu Öklid uzay¬nda dönmeyi ifade etmek için aşa¼g¬daki matris verilebilir.

R =

2664
q21 + q

2
2 � q23 � q24 �2q1q4 + 2q2q3 2q1q3 + 2q2q4

2q2q3 + 2q4q1 q21 � q22 + q23 � q24 2q3q4 � 2q2q1
2q2q4 � 2q3q1 2q2q1 + 2q3q4 q21 � q22 � q23 + q24

3775 (3.1)

Standart koordinat eksenleri x; y; z etraf¬nda � aç¬s¬ kadar dönme, ortonormal

matrisin terimleri ile

Rqx =

2664
1 0 0

0 cos � � sin �
0 sin � cos �

3775

Rqy =

2664
cos � 0 sin �

0 1 0

� sin � 0 cos �

3775

Rqz =

2664
cos � � sin � 0

sin � cos � 0

0 0 1

3775
matrisleri ile ifade edilir. Bu dönmeleri standart koordinat ekseninde s¬ras¬yla

qx =

�
cos

�

2
; sin

�

2
; 0; 0

�
qy =

�
cos

�

2
; 0; sin

�

2
; 0

�
qz =

�
cos

�

2
; 0; 0; sin

�

2

�
birim kuaterniyonlar¬ile temsil edebiliriz. 3-boyutlu Öklid uzay¬nda her dönme

standart bazla verilen ortonormal dönme matrisleri taraf¬ndan temsil edilir. Bu
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matrisler 3 boyutlu özel ortogonal grup olan SO(3) ü oluştururlar. Ayr¬ca

f : S3 ' H1 ! SO(3)

fonksiyonu q = (q1; q2; q3; q4) kuaterniyonunu (3.1) matrisine götüren bir homeo-

mor�zmdir. Böylece f fonksiyonunun çekirde¼gi f�1g oldu¼gundan dönme mat-
risi f�qg birim kuaterniyon çiftine kaŗs¬l¬k gelir. Özellikle SO(3) birinci izomor-

�zm teoremi taraf¬ndan H1= f�1g bölüm grubuna izomor�ktir (Özdemir ve Ergin
2006).

TEOREM 3.1: q ve r timelike kuaterniyonlar olsun. Bu durumda

R : T bH! T bH
Rq(r) = q � r � q�1

şeklinde R dönüşümü tan¬mlanabilir ve bu R dönüşümü normu ve r timelike

kuaterniyonunun skaler k¬sm¬n¬koruyan lineer bir dönüşümdür (Özdemir ve Ergin

2006).

·Ispat: Rq(r) dönüşümünün skaler k¬sm¬

SRq(r) = S(q�r�q�1) = S(q�q�1�r) = Sr

oldu¼gundan R dönüşümü r kuaterniyonunun skaler k¬sm¬n¬de¼gi̧stirmez. Ayn¬

şekilde Rq(r) dönüşümünün normu

NRq(r) = Nq �Nr �Nq�1 = Nq �Nq�1 �Nr = Nr

oldu¼gundan R dönüşümü normu koruyan bir dönüşümdür.

Şimdi R dönüşümünün lineer oldu¼gunu gösterelim;

r1; r2 2 T bH olsun,
R(ar1 + r2) = q � (ar1 + r2) � q�1 =

�
q � ar1 � q�1

�
+ (q � r2 � q�1)

= a
�
q � r1 � q�1

�
+ (q � r2 � q�1) = aRq(r1) +Rq(r2)

eşitli¼gi sa¼gland¬¼g¬ndan R dönüşümü lineer bir dönüşümdür.

Bu teoreme göre, R dönüşümü alt¬nda r timelike kuaterniyonun skaler k¬sm¬

de¼gi̧smedi¼gi aç¬kça görülmüştür. Buna göre r = (Sq; Vq) timelike kuaterniyonun

vektör k¬sm¬n¬n R dönüşümü alt¬nda nas¬l de¼gi̧sti¼gini incelemeliyiz. O zaman

3-boyutlu Minkowski uzay¬nda dönmeleri, q � Vr � q�1 split kuaterniyon çarp¬m¬
kullanarak ele almal¬y¬z. q = (q1; q2; q3; q4) bir timelike kuaterniyonu için i:bileşini

ifade edilmek üzere �
q � Vr � q�1

�
i
=

3X
j=1

Rij(Vr)j
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eşitli¼gi kullanarak R dönüşümüne kaŗs¬l¬k gelen matris

Rq =

2664
q21 + q

2
2 + q

2
3 + q

2
4 2q1q4 � 2q2q3 �2q1q3 + 2q2q4

2q2q3 + 2q4q1 q21 � q22 � q23 + q24 �2q3q4 � 2q2q1
2q2q4 � 2q3q1 2q2q1 � 2q3q4 q21 � q22 + q23 � q24

3775 (3.2)

şeklinde bulunur. Bu matrisin tüm s¬ralar¬n¬n Lorentziyen anlamda ortogonal

oldu¼gu görülmektedir. Ayr¬ca bir q 2 T bH1 birim kuaterniyonunu al¬rsak, 3-

boyutlu Minkowski uzay¬nda bir ortogonal dönme matrisini elde ederiz. 3-boyutlu

Minkowski uzay¬nda her dönme standart baza göre bir dönme matrisi taraf¬ndan

temsil edilir. 3-boyutlu özel ortogonal grup matris formu

SO(1; 2) =

8>><>>:R 2M3(R) : R
t =

2664
�1 0 0

0 1 0

0 0 1

3775 ; R =
2664
�1 0 0

0 1 0

0 0 1

3775 ve detR = 1

9>>=>>;
şeklindedir. Üstelik ' : S32 ' T bH1 ! SO(1; 2) şeklinde tan¬mlanan fonksiyonu

q = (q1; q2; q3; q4) kuaterniyonunu (3.1) eşitli¼gide verilen R matrisine götüren bir

homeomor�zmdir. ' fonksiyonunun çekirde¼gi f�1g dir, böylece dönme matrisi
birim kuaterniyonun �q çiftine kaŗs¬l¬k gelir. Özellikle SO(1; 2) birinci izomor-
�zm teoremi ile T bH1= f�1g bölüm grubuna izomor�ktir. Yani E31 Minskowski

3-uzay¬nda her dönme için, bu dönmeyi belirleyen iki tane birim timelike kuater-

niyon vard¬r. Bu timelike kuaterniyonlar q ve �q kuaterniyonlar¬d¬r. Böylece bH
split kuaterniyonlar¬n otomor�zm grubu, SO(1; 2) ile izomor�ktir. Bu nedenle bir

q = (q1; q2; q3; q4) timelike kuaterniyonu bir 3x3 tipinde Rq ortogonal dönme mat-

risine eşde¼gerdir. Bu matris detRq = 1 şart¬alt¬nda Minkowski 3-uzay¬nda bir

dönmeyi temsil eder. Bu birim timelike kuaterniyonlar ile mümkündür. Böylece,

q timelike kuaterniyonunun vektör k¬sm¬n¬n causal karakteri için önemlidir. E¼ger

q kuaterniyonunun vektör k¬sm¬timelike veya spacelike ise dönme aç¬s¬s¬ras¬yla

küresel veya hiperboliktir.

Örnek 3.1: Vektör k¬sm¬timelike olan q =
�p

3
2
; 1
2
; 0; 0

�
birim timelike ku-

aterniyonu için dönme matrisini bulal¬m.

q =
�p

3
2
; 1
2
; 0; 0

�
kuaterniyonunun bileşenleri (3.2) matrisinde yerine yaz¬l-
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d¬¼g¬nda q =
�p

3
2
; 1
2
; 0; 0

�
kuaterniyonu için dönme matrisi

Rq =

266666664

1 0 0

0

1

2
�
p
3

2

0

p
3

2

1

2

377777775
şeklinde bulunur. Burada q =

�p
3
2
; 1
2
; 0; 0

�
timelike kuaterniyonu i = (1; 0; 0)

timelike ekseni etraf¬nda 120� �lik bir aç¬boyunca dönmeyi temsil eder.

Örnek 3.2: Vektör k¬sm¬spacelike olan p = (2; 1; 0; 2) birim timelike kuater-

niyonu için dönme matrisini bulal¬m.

(3.2) eşitli¼ginde p kuaterniyonunun bileşenleri yerine yaz¬l¬rsa p = (2; 1; 0; 2)

birim timelike kuaterniyonunun dönme matrisi

Rp =

2664
9 8 �4
8 7 �4
4 4 1

3775
şeklindedir. Burada p = (2; 1; 0; 2) birim timelike kuaterniyonu

" =
q2i+ q3j + q4kp
�q22 + q23 + q24

" =

�
1p
3
; 0;

2p
3

�
spacelike ekseni etraf¬nda hiperbolik 2� aç¬s¬yla bir dönmeyi temsil eder öyle ki

cosh � = 2

sinh � =
p
3

şeklindedir.

Tersine, Minkowski 3-uzay¬nda verilen bir 3x3 tipinde ortonormal dönme mat-

risi için, aşa¼g¬daki formülleri kullanarak ilgili birim timelike kuaterniyonlar¬bu-

labiliriz;

q1 6= 0 için

q21 =
1

4
(1 +Rq11 +Rq22 +Rq33)

q2 =
1

4q1
(Rq32 �Rq23)

q3 = � 1

4q1
(Rq13 +Rq31)

q4 =
1

4q1
(Rq21 �Rq12)

32



olur.

q1 = 0 için

q3 = � 1

2q2
Rq12

q4 = � 1

2q2
Rq12

q22 = 1 + q23 + q
2
4

şeklindedir. 0 < q21 + q
2
2 � q23 � q24 oldu¼gunda timelike kuaterniyonu belirlemek

yeterlidir. q1 = 0 oldu¼gu zaman ise 0 < q22 � q23 � q24 veya q2 6= 0 al¬nabilir. Sonuç
olarak, Rq 2 SO(1; 2) dönme matrisi için, Rq dönme matrisini tan¬mlayan bir "
birim vektörü bulunabilir, öyle ki bu vektör +1 özde¼gerine kaŗs¬l¬k gelen birim

özvektördür. O zaman, Rq ve

cosh2
�

2
� sinh2 �

2
= 1

veya

cos2
�

2
+ sin2

�

2
= 1

denklemlerini kullanarak � aç¬s¬n¬buluruz öyle ki, Rq dönüşümü bu aç¬boyunca

" etraf¬nda döner. Böylece " dönme ekseninin timelike veya spacelike olmas¬na

göre Rq dönme matrisine kaŗs¬l¬k gelen birim timelike kuaterniyonlar¬n çifti

�
�
cos

�

2
+ " sin

�

2

�
veya

�
�
cosh

�

2
+ " sinh

�

2

�
şeklindedir.

Örnek 3.3:

A =

26664
9

4
�2 1

4
�1 1 �1

�7
4

2
1

4

37775 2 SO(1; 2)
dönme matrisine kaŗs¬l¬k gelen kuaterniyonu bulal¬m.

+1 özde¼gerine kaŗs¬l¬k gelen özvektör yani dönme ekseni " = (2; 1;�2) olarak
bulunabilir. " vektörü bir spacelike vektördür. Dolay¬s¬yla A dönme matri-

sine kaŗs¬l¬k gelen birim timelike kuaternion çifti �
�
cosh �

2
+ sinh �

2

�
formundad¬r.

Böylece, bu matrisin birinci sat¬r ve birinci sütun eleman¬olan,

A11 = q
2
1 + q

2
2 + q

2
3 + q

2
4 =

9

4
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ve

q = �
�
cosh

�

2
+ (2; 1;�2) sinh �

2

�
denklemlerini kullanarak

q = �
�
3p
8
;
2p
8
;
1p
8
;� 2p

8

�
birim timelike kuaterniyonunu buluruz.

Örnek 3.4:

B =

2666664
2

p
2

2
� 1 �

p
2

2
� 1

p
2

2
+ 1 �1

2
�
p
2� 1

2

1�
p
2

2

p
2� 1

2
�1
2

3777775 2 SO(1; 2)

dönme matrisine kaŗs¬l¬k gelen kuaterniyonu bulal¬m.

Bu durumda dönme ekseni " =
�
2p
2
; 1p

2
; 1p

2

�
bir timelike vektör, sonra da B

dönme matrisine kaŗs¬l¬k gelen birim timelike kuaternion çifti

q = �
�
cos

�

2
+ " sin

�

2

�
formunda yaz¬l¬r. Bu yüzden B11 = 2 ve q = �

�
cos �

2
+ " sin �

2

�
kullan¬larak

sin
�

2
= �

p
2

2

cos
�

2
= �

p
2

2

eşitliklerini buluruz. Yani B dönme matrisi " timelike ekseni etraf¬nda 90� lik

dönmeyi ifade etmektedir.

TEOREM 3.2: " bir Lorentz vektör olsun ve q = cosh � + "0 sinh �

kuaterniyonu vektör k¬sm¬spacelike olan bir birim timelike kuaterniyon olsun.

Rq(") = q � " � q�1 dönüşümü "0 spacelike ekseni etraf¬nda hiperbolik 2� aç¬s¬
kadar dönmedir (Özdemir ve Ergin 2006).

·Ispat: Öncelikle

"0 �L "1 = "2

"2 �L "0 = "1

"1 �L "2 = "0
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denklemlerini sa¼glayacak şekilde do¼gruya ait f"0; "1; "2g kümesini seçelim. Burada
"1, "0 düzleminde bir timelike vektördür ve h"1; "0iL = 0 eşitli¼gini sa¼glar. Bu

yüzden " vektörünün s¬ras¬yla spacelike veya timelike olmas¬na göre

" = cosh �"0 + sinh �"1

veya

" = sinh �"0 + cosh �"1

yazabiliriz. Şimdi Rq(") = q�"�q�1 eşitli¼gi ile "0 ve "1 vektörlerinin Rq dönüşümü
alt¬nda nas¬l de¼gi̧sti¼gini hesaplayal¬m. Vq, "0 vektörüne paralel oldu¼gundan

q � "0 = "0 � q

Rq("0) = q � "0 � q�1 = "0 � q � q�1 = "0

eşitlikleri sa¼glan¬r. Böylece,

Rq("1) = q � "1 � q�1 = (cosh � + "0 sinh �) � "1 � (cosh � � "0 sinh �)

= "1 cosh
2 � � cosh � sinh � ("1 � "0) + cosh � sinh � ("0 � "1)

� ("0 � "1) � "0 sinh2 �

bulunur. Ayr¬ca biliyoruz ki, "0�"1 = "1�L"0 saf kuaterniyonlar için ortogonaldir
ve u; v; w Lorentziyen vektörleri için

u�L (v �L w) = hu; viLw � hu;wiL v

denklemi sa¼glan¬r. O zaman

("0 � "1) � "0 = ("0 �L "1)�L "0

oldu¼gundan

Rq("1) = "1 cosh 2� + "2 sinh 2�

denklemini buluruz. Bunun anlam¬ ise "�nun Rq(") dönüşümü ile "0 etraf¬nda

hiperbolik 2� aç¬s¬kadar dönmesini ifade eder. Bu nedenle, vektör k¬sm¬spacelike

olan bir q birim timelike kuaterniyonu, 3-boyutlu lightlike olmayan Lorentziyen

vektörünün, q ekseni etraf¬nda hiperbolik 2� aç¬ ile dönmesini temsil eder. Bu

teorem için bir örnek verelim:

Örnek 3.5: Vektör k¬sm¬spacelike olan q = cosh � + k sinh � birim timelike

kuaterniyonunu alal¬m ve ", i ve k düzleminde spacelike vektör olsun. � , " ve k

aras¬ndaki hiperbolik aç¬olmak üzere

" = cosh �k + sinh �i
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eşitli¼gi yaz¬l¬r. Vq; k�ya paralel oldu¼gu için Rq(k) = q � k � q�1 = k olur. Ayr¬ca,

Rq(i) = q � i � q�1 = (cosh � + k sinh �) � i � (cosh � � k sinh �)

olur ve split kuaterniyon çarp¬m¬n¬kullanarak

Rq(i) = i cosh 2� + j sinh 2�

denklemini elde ederiz. Bu da i nin k etraf¬nda pozitif yönde hiperbolik 2� aç¬s¬

kadar döndürülmesiyle Rq(i) timelike vektörünü elde etti¼gimiz anlam¬na gelir.

Bundan dolay¬, " = cosh �k + sinh �i spacelike vektörü Rq dönüşümü alt¬nda

Rq(") = cosh �k + sinh �Rq(i) spacelike vektörüne dönüşür.

Minkowski 3-uzay¬nda hiperbolik � aç¬s¬kadar, j = (0; 1; 0) ve k = (0; 0; 1)

standart spacelike koordinatlar¬boyunca dönmeler

Rqj =

2664
cosh � 0 sinh �

0 1 0

sinh � 0 cosh �

3775

Rqk =

2664
cosh � sinh � 0

sinh � cosh � 0

0 0 1

3775
ortonormal matrisleri ile ifade edilir veya

qj =

�
cosh

�

2
; 0;� sinh �

2
; 0

�
qk =

�
cosh

�

2
; 0; 0; sinh

�

2

�
birim timelike kuaterniyonlar¬ile ifade edilir.

TEOREM 3.3: Vektör k¬sm¬timelike olan q = cos � + "0 sin � timelike ku-

aterniyonu olsun ve " bir Lorentziyen vektör olsun. O zaman

Rq(") = q � " � q�1

dönüşümü, "0 timelike ekseni etraf¬nda 2� aç¬kadar dönmeyi belirtir (Özdemir

ve Ergin 2006).

·Ispat:

"0 �L "1 = "2

"2 �L "0 = "1

"1 �L "2 = �"0
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denklemlerini sa¼glayan bir sa¼g yanl¬küme seçelim. "1 vektörü, "0 timelike vektör

düzleminde bir spacelike vektördür ve h"0; "1iL = 0 d¬r. Böylece, " nun s¬ras¬yla
timelike ve ya spacelike olmas¬na göre

" = cosh �"0 + sinh �"1

ve

" = sinh �"0 + cosh �"1

eşitliklerini yazabiliriz. Şimdi, Rq(") = q � " � q�1 eşitli¼gi ile "0 ve "1 vektörlerinin
Rq dönüşümü alt¬nda nas¬l de¼gi̧sti¼gini hesaplayal¬m. Vq, "0 vektörüne paralel

oldu¼gundan

q � "0 = "0 � q

Rq("0) = q � "0 � q�1 = "0 � q � q�1 = "0

eşitlikleri sa¼glan¬r. Böylece

Rq("0) = "1 cos 2� + "2 sin 2�

denklemini buluruz. Bu da " nun Rq(") dönüşümü taraf¬ndan "0 etraf¬nda 2�

aç¬s¬kadar döndürüldü¼gü anlam¬na gelir. Böylece, timelike vektör k¬sm¬na sahip

q birim timelike kuaterniyonunun, q�nun ekseni etraf¬nda 2� aç¬s¬kadar dönmesine

kaŗs¬l¬k gelen 3-boyutlu lightlike olmayan Lorentziyen vektörü temsili (Şekil-5)�

deki gibidir.

Şekil-5
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Örnek 3.6: Vektör k¬sm¬ timelike olan q = cos � + i sin � birim timelike

kuaterniyonunu alal¬m ve ", i ve j düzleminde birim timelike vektör olsun. � , "

ve i aras¬nda hiperbolik aç¬olmak üzere

" = cosh �i+ sinh �j

eşitli¼gi yaz¬l¬r. Vq; i�ye paralel oldu¼gu için Rq(i) = q � i � q�1 = i olur. Ayr¬ca,

Rq(j) = q � j � q�1 = (cos � + i sin �) � j � (cos � � i sin �)

olur ve split kuaterniyon çarp¬m¬n¬kullanarak

Rq(j) = j cos 2� + k sin 2�

denklemini elde ederiz. Bunun anlam¬, Rq(j)�nin, j nin i etraf¬nda pozitif yönde

2� aç¬s¬kadar döndürülmesiyle elde edilen vektör oldu¼gudur. Bu yüzden

" = cosh �i+ sinh �j

birim timelike vektörü Rq dönüşümü alt¬nda

Rq(") = cosh �i+ sinh �Rq(j)

timelike vektörüne dönüşür. Standart timelike koordinat ekseni i = (1; 0; 0)

etraf¬nda � aç¬s¬kadar dönme

Rqi =

2664
1 0 0

0 cos � � sin �
0 sin � cos �

3775
ortonormal matrisi ile ifade edilir veya

q =

�
cos

�

2
; sin

�

2
; 0; 0

�
birim timelike kuaterniyonu ile ifade edilir.
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4 SPL·IT KUATERN·IYONLAR ·ILE VER·ILEN

LORENTZ·IYENDÖNMEMATR·IS·IN·IN ÖZDE¼GER-

ÖZDE¼GER VE ÖZVEKTÖRLER·I

Bu bölümde split kuaterniyonu kullanarak Minkowski 3- uzay¬nda bir

dönme matrisinin özde¼gerlerini inceledik. Bir dönme matrisinin özde¼gerlerinin ve

özvektörlerinin, birim timelike kuaterniyonun katsay¬lar¬ile ili̧skisini aç¬klad¬k.

4.1 E31 UZAYINDA DÖNME MATR·IS·IN·IN ÖZDE¼GER

VE ÖZVEKTÖRLER·I

Bu k¬s¬mda E31 uzay¬ndaki Lorentziyen dönme matrisinin özde¼ger ve özvek-

törlerini inceleyece¼giz. A Lorentziyen dönme matrisinin özde¼gerleri �1; �2 ve �3
olsun.O zaman A�n¬n karakteristik polinomu,

�A = det (xI � A) = (x� �1) (x� �2) (x� �3)

şeklindedir. E¼ger x = 0 ise detA = �1�2�3 = 1 olur. Bunun anlam¬, dönme

matrisinin özde¼gerlerinin çarp¬m¬n¬n bu matrisin determinant¬na eşit olmas¬d¬r.

TEOREM 4.1: Minkowski 3-uzay¬nda 3x3 tipinde bir dönme matrisinin

özde¼gerlerinden biri 1�dir ve bu özde¼gere kaŗs¬l¬k gelen özvektör, dönme eksenidir

(Özdemir ve Erdo¼gdu 2013).

·Ispat: A; E31 uzay¬nda bir Lorentziyen dönme matrisi olsun. A matrisinin

karakteristik polinomu,

�A = det (xI � A)

şeklindedir. detA = 1 oldu¼gundan

det (I � A) = detA det (I � A)

yazabiliriz. Transpozun ve determinant¬n özelliklerini kullanarak,

det (I � A) = det
�
IAT I

�
det (I � A)

= det
�
IAT I � I

�
= det

�
IAT I � I

�
= det (A� I)
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yazabiliriz. Ayr¬ca A matrisi, 3x3 tipinde bir matris oldu¼gundan

det (A� I) = � det (I � A)

eşitli¼gini yazabiliriz. Yani,

det (A� I) = � det (A� I)

olarak bulunur. Böylece, det (A� I) = 0 olmas¬A�n¬n karakteristik denklemi-
nin köklerinden birinin 1 oldu¼gu anlam¬na gelir. (3.2) eşitli¼ginde verilen matris

kullan¬larak, � = 1 özde¼gerine kaŗs¬l¬k gelen Rq dönme matrisinin özvektörünü

�!c (q1; q2; q3; q4) =

2664
q1

q3

q4

3775
sütun matrisi ile ifade edebiliriz. Di¼ger taraftan, Teorem 3.2 ve Teorem 3.3�den

dolay¬bu vektör Rq dönme matrisinin dönme eksenidir. Böylece bu teoremin

ispat¬tamamlanm¬̧s olur.

TEOREM 4.2: A; E31 uzay¬nda bir Lorentziyen dönme matrisi olsun. O

zaman A matrisi aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glar;

i) E¼ger Amatrisinin dönme ekseni timelike vektör ise, Amatrisinin özde¼gerleri

�1 = 1

�2 = ei� = cos � + i sin �

�3 = e�i� = cos � � i sin �

şeklindedir.

ii) E¼ger A matrisinin dönme ekseni spacelike vektör ise A matrisinin özde¼ger-

leri

�1 = 1

�2 = e� = cosh � + i sinh �

�3 = e�� = cosh � � i sinh �

şeklindedir (Özdemir ve Erdo¼gdu 2013).

·Ispat: A; E31 uzay¬nda bir Lorentziyen dönme matrisi olsun. A matrisinin

timelike özvektörünü ve spacelike özvektörünü ayr¬ayr¬inceleyece¼giz.

i) �!u1 bir birim timelike vektör olsun. Bu durumda, A�!u 1 = �!u 1 olur. Böylece,
�!u 1 birim timelike vektörü Teorem 4.1 �den dolay¬A matrisinin dönme eksenidir.
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�!u 1 vektörüne dik bir birim spacelike�!u 2 vektörü alal¬m, o zaman�!u 3 = �!u 1�L�!u 2
vektörü birim spacelike vektör olur. Bu durumda f�!u 1;�!u 2;�!u 3g baz¬E31 için sa¼g
yönlü bir bazd¬r. E31 uzay¬nda standart ortogonal matris f�!e1 ;�!e2 ;�!e3g ve B; B�!ei =
�!u i eşitli¼gini sa¼glayan bir matris olsun. O zaman B matrisi pseudo ortoganal

matristir çünkü bu matrisin sütunlar¬E31 uzay¬n¬n ortonormal bazlar¬d¬r. Şimdi

B�1AB matrisini hesaplayal¬m. Biliyoruz ki iki pseudo ortogonal matrisin çarp¬m¬

yine pseudo ortogonal matristir ve pseudo ortogonal matrisin tersi de pseudo

ortogonal matristir. Öyleyse, B�1AB matrisi pseudo ortogonal matristir ve

B�1AB�!e 1 = B�1A�!u 1 = B�1�!u 1 = �!e 1

eşitli¼gi sa¼glan¬r. Bu nedenle, B�1AB matrisinin ilk sütunu �!e1 �dir. ·Ilk sütun
di¼ger iki sütunla ortogonal olmal¬d¬r. Öyleyse, B�1AB matrisi

B�1AB =

2664
1 0 0

0 a c

0 b d

3775
şeklinde olur. Ayr¬ca, B�1AB matrisinin ikinci ve üçüncü sütunlar¬kendi ara-

lar¬nda ortogonaldir. Yani, ac + bd = 0 �d¬r. Di¼ger taraftan B�1AB matrisinin

determinant¬1�dir. Bundan dolay¬

detB�1AB = detA = ad� bd = 1

olur. Burada,

a = d = cos �

b = sin �

c = � sin �

şeklinde yaz¬labilir. Yani, B�1AB matrisi �!e2 ve �!e3 spacelike vektörleri ile gerilen
düzlemde bir Lorentziyen dönme matrisi olur. Öyleyse bu matris

B�1AB =

2664
1 0 0

0 cos � � sin �
0 sin � cos �

3775
şeklinde yaz¬l¬r. Buradan görürüz ki B�1AB matrisi �!e2 ve �!e3 spacelike vek-
törleri taraf¬ndan gerilen düzlemde, �!e2 ekseni etraf¬nda � aç¬s¬kadar dönen bir
Lorentziyen dönme matrisidir. Böylelikle B�1AB matrisinin özde¼gerlerini

�1 = 1

�2 = ei� = cos � + i sin �

�3 = e�i� = cos � � i sin �
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olarak bulabiliriz. Ayr¬ca, bu özde¼gerler A Lorentziyen dönme matrisinin de

özde¼gerleridir.

ii) �!u 2 vektörü, A�!u 2 = �!u 2 eşitli¼gini sa¼glayan birim spacelike vektör olsun.

Böylece, �!u 1 birim spacelike vektörü Teorem 4.1 �den dolay¬A matrisinin dönme
eksenidir. �!u 3 vektörü �!u 2 vekörüne dik olacak şekilde birim spacelike vektörü

olsun. O zaman,�!u 1 = �!u 2 �L �!u 3 vektörü birim timelike vektör olur. O zaman,

f�!u 1;�!u 2;�!u 3g baz¬E31 için sa¼g yönlü bir bazd¬r. E31 uzay¬nda standart ortogonal
baz f�!e1 ;�!e2 ;�!e3g olsun ve B matrisi B�!ei = �!u i eşitli¼gini sa¼glayan bir matris olsun.
B matrisinin sütunlar¬E31 uzay¬nda bir ortonormal baz oldu¼gundan dolay¬B

matrisi pseudo ortogonal matristir. Öyleyse, B�1AB matrisi pseudo ortogonal

matristir ve

B�1AB�!e 2 = B�1A�!u 2 = B�1�!u 2 = �!e 2

eşitli¼gi sa¼glan¬r. Bu nedenle, B�1AB matrisinin ikinci sütunu �!e 2�dir. ·Ikinci

sütun di¼ger iki sütunla ortogonal olmal¬d¬r. O zaman, B�1AB matrisinin formu

B�1AB =

2664
a 0 c

0 1 0

b 0 d

3775
şeklinde olacakt¬r. B�1AB matrisi pseudo ortogonal matris oldu¼gu için,

�ac+ bd = 0

ve

detB�1AB = ad� bd = 1

olur. Burada,

a = d = cosh �

b = c = sinh �

şeklinde yaz¬labilir. Yani, B�1AB matrisi �!e1 timelike vektörü ve �!e3 spacelike
vektörünün gerdi¼gi düzlemin Lorentziyen dönme matrisidir. Öyleyse bu matris,

B�1AB =

2664
cosh � 0 sinh �

0 1 0

sinh � 0 cosh �

3775
şeklinde yaz¬l¬r. Buradan görülür ki, B�1AB matrisi �!e1 timelike vektörü ve �!e3
spacelike vektörünün gerdi¼gi düzlemde, �!e2 ekseni etraf¬nda � aç¬s¬kadar dönen
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Lorentziyen dönme matrisidir. Böylelikle, B�1AB matrisinin özde¼gerlerini

�1 = 1

�2 = e� = cosh � + i sinh �

�3 = e�� = cosh � � i sinh �

olarak hesaplayabiliriz. Ayr¬ca, bu de¼gerler A Lorentziyen dönme matrisinin de

özde¼gerleridir.

TEOREM 4.3: A; E31 uzay¬nda bir Lorentziyen dönme matrisi olsun. O

zaman, A matrisinin karakteristik polinomu

x3 � tr(A)x2 + tr(A)x� 1

şeklindedir. Ayr¬ca,

i) A matrisinin özde¼gerleri komplekstir ve A matrisinin dönme ekseni timelike

vektördür ancak ve ancak �1 � tr(A) � 3;
ii) A matrisinin özde¼gerleri reeldir ve A matrisinin dönme ekseni spacelike

vektördür ancak ve ancak �1 � tr(A) veya tr(A) � 3.
Burada tr(A), Amatrisinin izini ifade etmektedir (Özdemir ve Erdo¼gdu 2013).

·Ispat: Biliyoruz ki E31 uzay¬nda dönme matrisinin karakteristi¼gi

P (x) = det (xI � A) = x3 � tr(A)x2 + Cx� 1

şeklindedir. Burada, C 2 R dir. Karakteristik polinomunun köklerinden biri 1

oldu¼gundan P (1) = 0 eşitli¼gini sa¼glamal¬d¬r. Böylece, C = tr(A) elde edilir. Yani

A matrisinin karakteristik polinomu

x3 � tr(A)x2 + tr(A)x� 1

şeklindedir. Bu polinomu çarpanlara ay¬r¬rsak

P (x) = (x� 1)
�
x2 + (1� tr(A))x+ 1

�
olur. Bu nedenle, A matrisinin di¼ger özde¼gerleri�

x2 + (1� tr(A))x+ 1
�
= 0

denkleminin kökleridir. Bu denklemin diskriminant¬

� = (1� tr(A))2 � 4 = (tr(A) + 1) (tr(A)� 3)

43



olarak hesaplan¬r. � < 0 ancak ve ancak�1 � tr(A) � 3 olur. Yani, Amatrisinin
özde¼gerleri komplekstir ve A matrisinin dönme ekseni timelike vektördür ancak

ve ancak �1 � tr(A) � 3 d¬r. � � 0 d¬r ancak ve ancak �1 � tr(A) veya

tr(A) � 3 d¬r. Böylece, A matrisinin özde¼gerleri reeldir ve A matrisinin dönme
ekseni spacelike vektördür ancak ve ancak �1 � tr(A) veya tr(A) � 3 d¬r.

SONUÇ 4.1: A; E31 uzay¬nda bir Lorentziyen dönme matrisi olmak üzere,

i) E¼ger A matrisinin dönme ekseni timelike vektör ise A matrisinin dönme

aç¬s¬� olur ve

cos � =
1

2
(tr(A)� 1)

şeklinde ifade edilir.

ii) E¼ger A matrisinin dönme ekseni spacelike vektör ise A matrisinin dönme

aç¬s¬hiperbolik � olur ve

cosh � =
1

2
(tr(A)� 1)

şeklinde ifade edilir.

·Ispat: E¼ger dönme ekseni bir timelike vektör ise E31 uzay¬ndaki A matrisinin

karakteristik polinomu

PA = (�� 1)
�
�� ei�

� �
�� e�i�

�
= �3 � (1 + 2 cos �)�2 + (1 + 2 cos �)�� 1

şeklinde ifade edilir. Benzer şekilde, E31 uzay¬ndaki A matrisinin, dönme ek-

seninin spacelike vektör olma durumu için de karakteristik polinomu

PA = �
3 � (1 + 2 cosh �)�2 + (1 + 2 cosh �)�� 1

şeklinde bulabiliriz. Böylece teorem 4.2 kullan¬larak dönme ekseninin causal

karakterine göre aşa¼g¬daki sonuçlara ulaşabiliriz;

� Dönme ekseni timelike vektör ise

cos � =
1

2
(tr(A)� 1)

olur.

� Dönme ekseni spacelike vektör ise

cosh � =
1

2
(tr(A)� 1)

olur.
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Örnek 4.1: 26664
9

4
�2 1

4
�1 1 �1

�7
4

2
1

4

37775
matrisi E31 uzay¬nda bir Lorentziyen dönme matrisi olsun. Bu matrisin özde¼ger-

lerini bulal¬m.
·Ilk olarak bu matrisin izini inceleyelim. Matrisin izi

9

4
+ 1 +

1

4
=
7

2

şeklinde bulunur. Matrisin izi 7
2
> 3 dir. Yani bu matrisin dönme ekseni spacelike

vektördür. Dönme ekseni spacelike vektör oldu¼gu için

2 cosh � + 1 =
7

2

cosh � =
5

4

şeklinde bulunur. Burada cosh2 � � sinh2 � = 1 oldu¼gundan dolay¬

sinh � =
3

4

bulunabilir. Böylece bu matrisin özde¼gerleri

�1 = 1

�2 = cosh � + sinh � = 2

�3 = cosh � � sinh � = 1

2

olarak hesaplan¬r.

Örnek 4.2: 2666666664

15

2
�5
2

�7

11

2
�5
2

�5

5 �1 �5

3777777775
matrisi E31 uzay¬nda bir Lorentziyen dönme matrisi olsun. Bu matrisin özde¼ger-

lerini bulal¬m.
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·Ilk olarak bu matrisin izini inceleyelim. Matrisin izi

15

2
� 5
2
� 5 = 0

şeklinde bulunur. Matrisin izi 0 < 3 oldu¼gundan dolay¬matrisin döme ekseni

timelike vektördür. Bundan dolay¬

2 cos � + 1 = 0

cos � = �1
2

şeklinde bulunur. Burada cos2 � + sin2 � = 1 oldu¼gundan dolay¬

sin � =

p
3

2

bulunabilir. Bulunan de¼gerlere göre dönme aç¬s¬ 2�3 olur. Yani özde¼gerler,

�1 = 1

�2 = cos � + i sin � = �1
2
+ i

p
3

2

�3 = cos � � i sin � = �1
2
� i
p
3

2

olarak hesaplan¬r.

Verilen örneklerden görülür ki 3-boyutlu Öklid uzay¬nda bir dönme matrisinin

1 d¬̧s¬ndaki özde¼gerleri reel veya kompleks olabilir.

Teorem 4.4: q = (q1; q2; q3; q4) kuaterniyonu bir birim timelike split kua-

terniyon olsun. O zaman dönme matrisinin q taraf¬ndan üretilen özde¼gerleri;

�1 = 1

�2 =

�
jq1j �

q
q21 � 1

�2
�3 =

�
jq1j+

q
q21 � 1

�2
şeklinde ifade edilir. Yani, q �nun özde¼gerleri sadece ilk bileşene ba¼gl¬d¬r (Özdemir

ve Erdo¼gdu 2013).

·Ispat: q = (q1; q2; q3; q4) birim timelike split kuaterniyonu taraf¬ndan üretilen

bir dönme matrisi R olsun. Denklem 3.2 �yi dikkate alarak R matrisinin özde¼ger-

lerini;

46



�1 = q21 + q
2
2 � q23 � q24

�2 = q21 � q22 + q23 + q24 � 2
q
q21q

2
3 � q21q22 + q21q24

�3 = q21 � q22 + q23 + q24 + 2
q
q21q

2
3 � q21q22 + q21q24

şeklinde buluruz. q birim timelike split kuaterniyon oldu¼gundan

q21 + q
2
2 � q23 � q24 = 1

dir. Bu eşitli¼gi kullanarak özde¼gerleri,

�1 = 1

�2 =

�
jq1j �

q
q21 � 1

�2
�3 =

�
jq1j+

q
q21 � 1

�2
olarak hesaplar¬z.

Sonuç 4.2 : Denklem 3.2 deki R matrisinin izini veren eşitlik

4q21 � 1

şeklinde ifade edilir. Di¼ger taraftan, R matrisinin karakteristik polinomu, Teorem

4.3 kullan¬larak

P (�) = �3 �
�
4q21 � 1

�
�2 +

�
4q21 � 1

�
�� 1

şeklinde bulunabilir.

� Dönme ekseni timelike vektördür ancak ve ancak

� =
�
4q21 � 2

�2 � 4 = 16q21 �q21 � 1� < 0
� Dönme ekseni spacelike vektördür ancak ve ancak

� =
�
4q21 � 2

�2 � 4 = 16q21 �q21 � 1� � 0
Yani, dönme ekseni timelike vektördür ancak ve ancak q1 2 (�1; 0)[ (0; 1)�dir ve
aksi takdirde dönme ekseni spacelike vektördür. Dolay¬s¬yla R dönme matrisinin,

dönme ekseninin causal karakteri, R matrisine kaŗs¬l¬k gelen birim timelike split

quaterniyonun sadece birinci bileşenine ba¼gl¬d¬r. Bu durumda q1 = 0 oldu¼gunda

R matrisinin özde¼gerleri

�1 = 1

�2 = �3 = �1
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olur ve bu özde¼gerlere kaŗs¬l¬k gelen özvektörler ise s¬ras¬yla

�!u1 (0; q2; q3; q4) =

2664
q2

q3

q4

3775

�!c2 (0; q2; q3; q4) =

2664
q3

q2

0

3775
�!c3 (0; q2; q3; q4) =

2664
q4

0

q2

3775
olur. Burada,

h�!u1;�!u1iL = �q22 + q23 + q24 = �1 < 0

oldu¼gundan dönme ekseni bir timelike vektördür. Böylece, dönme ekseni timelike

vektördür ancak ve ancak q1 2 (�1; 1) dir ve dönme ekseni spacelike vektördür
ancak ve ancak q1 2 R� f(�1; 1)g dir.

Teorem 4.5: Denklem 3.2 deki R dönme matrisi için, aşa¼g¬daki özellikler

sa¼glan¬r.

i) E¼ger q1 6= 0 ise o zaman dönme ekseni d¬̧s¬ndaki R matrisinin özvektörleri
null vektörleridir.

ii) E¼ger q1 = 0 ise o zaman dönme ekseni d¬̧s¬ndaki R matrisinin özvektörleri

spacelike vektörleridir (Özdemir ve Erdo¼gdu 2013).
·Ispat: 3.2 denklemini sa¼glayan bir dönme matrisi R olsun.

i) q1 6= 0 oldu¼gunu kabul edelim. R matrisinin özvektörlerini gerekli hesapla-
malar sonucunda

e�i� (veya e��) özde¼geri için özvektör,

�!c2 (q1; q2; q3; q4) =

2664
q21q2q4 + q3q1 (q

2
1 � 1)� (q1q3 + q2q4)

p
q41 � q21

q21q3q4 + q2q1 (q
2
1 � 1)� (q1q2 + q3q4)

p
q41 � q21�

q21 �
p
q41 � q21

�
(q22 � q23)

3775 (4.1)

olarak elde ederiz. Benzer şekilde

ei� (veya e�) özde¼geri için özvektör,

�!c3 (q1; q2; q3; q4) =

2664
�q21q2q4 � q3q1 (q21 � 1)� (q1q3 + q2q4)

p
q41 � q21

�q21q3q4 � q2q1 (q21 � 1)� (q1q2 + q3q4)
p
q41 � q21�

�q21 �
p
q41 � q21

�
(q22 � q23)

3775 (4.2)
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olarak hesaplan¬r. Böylelikle, q21 + q
2
2 � q23 � q24 = 1 eşitli¼gini kullanarak �!c2 ve �!c3

vektörlerinin null vektör oldu¼gunu ispatlam¬̧s olduk.

ii) q1 = 0 oldu¼gunu kabul edelim. Dönme ekseni d¬̧s¬ndaki R matrisinin özvek-

törleri

�!c2 (0; q2; q3; q4) =

2664
q3

q2

0

3775
�!c3 (q1; q2; q3; q4) =

2664
q4

0

q2

3775
şeklindeydi. Böylece,

h�!c2 ;�!c2 iL = q22 � q23 = 1 + q24 > 0

ve

h�!c3 ;�!c3 iL = q22 � q24 = 1 + q23 > 0

oldu¼gundan, dönme ekseni d¬̧s¬ndaki R matrisinin özvektörleri spacelike vektör

olur.

Örnek 4.3:

R (3; 0; 2; 2) =

2664
17 12 �12
12 9 �8
�12 �8 9

3775
matrisinin özvektörlerini bulal¬m.

17� 12
p
2 ve 12

p
2 + 17 özde¼gerlerine kaŗs¬l¬k gelen özvektörler s¬ras¬yla

�!c2 (3; 0; 2; 2) =

2664
�36

p
2 + 48

�24
p
2 + 36

24
p
2� 36

3775
ve

�!c3 (3; 0; 2; 2) =

2664
�36

p
2� 48

�24
p
2� 36

24
p
2 + 36

3775
şeklindedir. �!c2 ve �!c3 vektörlerini e¼ger di¼ger üçüncü bileşen ile bölersek

�!v2 =
�p
2;�1; 1

�
ve

�!v3 =
�
�
p
2;�1; 1

�
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vektörlerini buluruz. Burada dikkat edersek �!v2 ve �!v3 vektörleri null vektörlerdir.

Sonuç 4.3 : q1 6= 0 durumu için dönme ekseni d¬̧s¬ndaki özvektörler null

vektörler oldu¼gundan, dönme matrisinin özvektörleri üç boyutlu Minkowski 3-

uzay¬ için bir baz formu de¼gildir. Fakat bu özvektörleri kullanarak E31 uzay¬

için bir ortogonal baz bulabiliriz. Di¼ger taraftan, q1 = 0 durumunda dönme

ekseni d¬̧s¬ndaki özvektörler spacelike vektörlerdir. Yani, q1 = 0 durumu içindeki

özvektörleri kullanarak E31 uzay¬için bir ortogonal matris bulabiliriz.

Teorem 4.6: Bir R Lorentziyen dönme matrisinin özvektörleri �!u1, �!c2 ve �!c3
olsun ve �!u1 dönme ekseni bir timelike vektör olsun. O halde aşa¼g¬daki koşullar

sa¼glan¬r;

i) E¼ger q1 6= 0 ise,
�!u2 =

i

2
(�!c2 +�!c3 )

ve
�!u3 =

1

2
(�!c2 ��!c3 )

reel vektörleri spacelike vektördür. Ayr¬ca, �!u1; �!u2 ve �!u3 vektörleri aralar¬nda
ortogonaldir. Yani, bu vektörler E31 uzay¬için bir ortogonal bazd¬r.

ii) E¼ger q1 = 0 ise,

�!u2 = �!c2
�!u3 = �!c1 �L �!c2

ve

�!v2 = �!c3
�!v3 = �!c1 ^L �!c3

reel vektörleri spacelike vektörlerdir. f�!u1;�!u2;�!u3g ve f�!u1;�!v2 ;�!v3g kümeleri E31
uzay¬için iki farkl¬ortogonal bazd¬r (Özdemir ve Erdo¼gdu 2013).

·Ispat: Kabul edelim ki, bir R Lorentziyen dönme matrisinin özvektörleri �!u1,
�!c2 ve �!c3 olsun. �!u1 dönme ekseni timelike vektör olsun.
i) q1 6= 0 olsun. 4.1 ve 4.2 eşitliklerine göre

�!u2 =

2664
�i (q1q3 + q2q4)

p
�q41 + q21

�i (q1q2 + q3q4)
p
�q41 + q21

i (q23 � q22)
p
q41 � q21

3775
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ve

�!u3 =

2664
q21q2q4 + q1q3 (q

2
1 � 1)

q21q3q4 + q1q2 (q
2
1 � 1)

q21 (q
2
2 � q23)

3775
şeklinde yazabiliriz. Buradaki h�!u2;�!u3iL = 0�d¬r. Di¼ger taraftan dönme ekseni

timelike ise o zaman q1 2 (�1; 0) [ (0; 1) olur. Bu nedenle,

h�!u2;�!u2iL = q21
�
q21 � 1� q24

� �
q21 � 1

�
eşitli¼ginden dolay¬h�!u2;�!u2iL > 0 şeklinde al¬r¬z. Bu da

�!u2 vektörünün spacelike
vektör oldu¼gu anlam¬na gelir. Benzer şekilde,

h�!u3;�!u3iL = q21
�
q21 � 1� q24

� �
q21 � 1

�
eşitli¼gini buluruz. Bu da �!u3 vektörünün spacelike vektör oldu¼gu anlam¬na gelir.
ii) Sonuç 4.1 ve Teorem 4.5 ile do¼grudan sonuç görülür.

Örnek 4.4:
�
1

2
; 1;
1

2
; 0

�
ile oluşturulan dönme matrisini bulal¬m. R dönme

matrisi

R

�
1

2
; 1;
1

2
; 0

�
=

26664
3

2
�1 �1

2
1 �1 �1

�1
2

1 �1
2

37775
şeklindedir. q1 =

1

2
oldu¼gu için, dönme ekseni �!u1 =

�
1;
1

2
; 0

�
timelike vektördür.

Bu matrisin di¼ger özvektörleri

�!c2
�
1

2
; 1;
1

2
; 0

�
=

266666666664

� 3
16
� i
p
3

16

�3
8
� i
p
3

8

3

16
� i3

p
3

16

377777777775

�!c3
�
1

2
; 1;
1

2
; 0

�
=

266666666664

3

16
� i
p
3

16

3

8
� i
p
3

8

� 3
16
� i3

p
3

16

377777777775
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olur. Bu vektörler null vektörlerdir. Bu nedenle

�!u2 =
i

2
(�!c2 +�!c3 ) =

266666666664

p
3

16

p
3

8

3
p
3

16

377777777775
ve

�!u3 =
1

2
(�!c2 ��!c3 ) =

26666666664

� 3
16

�3
8

3

16

37777777775
spacelike vektörlerini elde ederiz. Buradan, Minkowski 3-uzay¬için(�

1;
1

2
; 0

�
;

 p
3

16
;

p
3

8
;
3
p
3

16

!
;

�
� 3
16
;�3
8
;
3

16

�)
ortogonal baz¬n¬oluştururuz.

Teorem 4.7: Bir A Lorentziyen dönme matrisinin özvektörleri �!u2, �!c2 ve �!c3
ve �!u2 dönme ekseni bir spacelike vektör olsun. Bu durumda aşa¼g¬daki koşullar
sa¼glan¬r.

i) E¼ger q41 � q21 > 1 ise, o zaman �!u1 = 1
2
(�!c2 +�!c3 ) bir timelike vektördür ve

�!u3 = 1
2
(�!c2 ��!c3 ) bir spacelike vektördür.

ii) E¼ger q41 � q21 < 1 ise, o zaman �!u1 = 1
2
(�!c2 +�!c3 ) bir spacelike vektördür ve

�!u3 = 1
2
(�!c2 ��!c3 ) bir timelike vektördür.

�!u1; �!u2 ve �!u3 vektörleri her bir durum için birbirine ortogonaldir. Yani, bu

vektörler E31 uzay¬için bir ortogonal bazd¬r (Özdemir ve Erdo¼gdu 2013).

·Ispat: 4.1 ve 4.2 ba¼g¬nt¬lar¬na göre �!u1 ve �!u3 vektörlerini

�!u1 =

2664
�(q1q3 + q2q4)

p
q21 (q

2
1 � 1)

� (q1q2 + q3q4)
p
q21 (q

2
1 � 1)

� (q22 � q23)
p
q21 (q

2
1 � 1)

3775
ve

�!u3 =

2664
q21q2q4 + q1q3 (q

2
1 � 1)

q21q3q4 + q1q2 (q
2
1 � 1)

q21 (q
2
2 � q23)

3775
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şeklinde alabiliriz. Burada h�!u1;�!u3iL = 0 �d¬r ve

h�!u1;�!u1iL = �q21
�
q21 � 1� q24

� �
q21 � 1

�
h�!u3;�!u3iL = q21

�
q21 � 1� q24

� �
q21 � 1

�
yaz¬labilir. q1 2 R� f[�1; 1]g oldu¼gundan aşa¼g¬daki durumlar¬söyleyebiliriz;
i) E¼ger q41 � q21 > 1 ise, o zaman h�!u1;�!u1iL < 0 ve h

�!u3;�!u3iL > 0 olur. Böylece,
�!u1 bir timelike vektördür ve �!u3 bir spacelike vektördür.
ii) E¼ger q41 � q21 < 1 ise, o zaman h�!u1;�!u1iL > 0 ve h

�!u3;�!u3iL < 0 olur. Böylece,
�!u1 bir spacelike vektör ve �!u3 bir timelike vektördür.
Sonuç olarak, f�!u1;�!u2;�!u3g kümesi E31 uzay¬için bir ortogonal bazd¬r.

Örnek 4.5:

R (5; 1; 4; 3) =

2664
51 22 �46
38 17 �34
�34 �14 31

3775
Lorentziyen dönme matrisinin özvektörlerini kullanarak E31 uzay¬için ortogonal

baz bulal¬m.

q1 = 5 2 R� f[�1; 1]g oldu¼gundan, dönme ekseni

�!u2 (5; 1; 4; 3) =

2664
1

3

4

3775
spacelike vektördür. Teorem 4.7�nin ispat¬n¬kullanarak di¼ger vektörleri de

�!u1 (5; 1; 4; 3) =

2664
�190

p
3

�170
p
3

80
p
6

3775
�!u3 =

2664
460

420

�200

3775
şeklinde bulabiliriz. Buradan da görebiliriz ki bu üç vektör birbirine ortogonaldir.

h�!u1;�!u1iL = �4800 < 0

ve

h�!u3;�!u3iL = 4800 > 0
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oldu¼gundan �!u1 bir timelike vektördür ve �!u3 bir spacelike vektördür. Bu, Teorem
4.7�nin bir sonucudur, çünkü

q21 � q24 = 25� 9 > 1

şeklindedir. f�!u1;�!u2;�!u3g kümesi E31 uzay¬için bir ortogonal bazd¬r.

Örnek 4.6: q = (5; 5; 0; 7) birim timelike split kuaterniyonu ile elde edilen

Lorentziyen dönme matrisinin özvektörlerini kullanarak E31 uzay¬ için bir orto-

gonal baz bulal¬m.

q1 = 5 2 R� f[�1; 1]g oldu¼gundan

�!u2 (5; 5; 0; 7) =

2664
5

0

7

3775
dönme ekseni spacelike vektördür. Teorem 4.7 �nin ispat¬n¬n¬kullanarak

�!u1 (5; 5; 0; 7) =

2664
�350

p
6

�250
p
6

�250
p
6

3775
ve

�!u3 (5; 5; 0; 7) =

2664
875

600

625

3775
şeklinde buluruz. Buradan da görebiliriz ki bu üç vektör birbirine ortogonaldir.

h�!u1;�!u1iL = 15000 > 0

ve

h�!u3;�!u3iL = �15000 < 0

oldu¼gundan �!u1 bir spacelike vektör ve �!u3 bir timelike vektördür. Bu, ayr¬ca

Teorem 4.7 nin bir sonucudur, çünkü

q21 � q24 = 25� 49 < 1

şeklindedir ve f�!u1;�!u2;�!u3g kümesi E31 uzay¬için bir ortogonal bazd¬r.
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5 KUATERN·IYONLAR ·IÇ·INASL·I E¼GR·I-

E¼GR·IL·IKLERVEASL·I DO¼GRULTMANLAR

Bu bölümde split kuaterniyonlar için şekil operatörünü tan¬mlad¬k ve split

kuaterniyonlar¬n asli e¼griliklerini ve asli do¼grultmanlar¬n¬bulduk.

5.1 KUATERN·IYONLAR ·IÇ·IN ASL·I E¼GR·IL·IKLER

q = (q1; q2; q3; q4) 2 H kuaterniyonu bir birim kuaterniyon olsun. q birim

kuaterniyon oldu¼gundan dolay¬

q21 + q
2
2 + q

2
3 + q

2
4 = 1

eşitli¼gi sa¼glan¬r. Ayr¬ca, asli e¼grilikleri hesaplayabilmek için aşa¼g¬da verece¼gimiz

bir f lineer fonksiyonunu tan¬mlayabiliriz.

(q1; q2; q3; q4)! f (q1; q2; q3; q4) = q
2
1 + q

2
2 + q

2
3 + q

2
4 = 1

Bu fonksiyonun türevini alarak, grad f normal vektörünü hesaplam¬̧s oluruz.

rf = (2q1; 2q2; 2q3; 2q4)

Bu vektörün normu ise,

krfk =
q
(2q1)

2 + (2q2)
2 + (2q3)

2 + (2q4)
2 = 2

q
q21 + q

2
2 + q

2
3 + q

2
4

şeklindedir. q kuaterniyonu birim kuaterniyon oldu¼gundan dolay¬

krfk = 2

olmal¬d¬r. Buna göre, birim normal vektörümüz,

N =
rf
krfk =

2 (q1; q2; q3; q4)

2
= (q1; q2; q3; q4)

şeklinde hesaplan¬r. Elde etti¼gimiz kuaterniyonun normaline dik olacak şekilde,

birbirlerine ortogonal iki kuaterniyon X ve Y

X = (q2; q1; 0; 0) (5.1)

Y = (0; 0;�q4; q3) (5.2)

olarak kabul edilebilir. Buradan, N birim normalin X �e göre kovaryant türevi,

DXN = (q2; q1; 0; 0) (5.3)
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ve Y �ye göre kovaryant türevi ise

DYN = (0; 0;�q4; q3) (5.4)

olarak hesaplan¬r. O zaman, şekil operatörümüzü yukar¬daki eşitliklere göre oluş-

turabiliriz öyle ki şekil operatörü,

S =

"
a b

c d

#
al¬n¬rsa buradaki a; b; c ve d say¬lar¬

aX + bY = DXN (5.5)

cX + dY = DYN (5.6)

eşitliklerinde yerine yaz¬larak bulunur. Yani fX;Y g ortogonal baz¬n¬n bir lineer
birleşimi olarak DXN ve DYN vektör alanlar¬hesaplanarak bulunur. Böylece

(5.1) ve (5.2) eşitliklerini (5.5) denkleminde yerine yazarsak

a (q2; q1; 0; 0) + b (0; 0;�q4; q3) = (q2; q1; 0; 0)

(aq2 + 0; aq1 + 0; 0� bq4; 0 + bq3) = (q2; q1; 0; 0)

eşitli¼gi elde edilir. Buradan

aq2 + b:0 = q2

aq1 + b:0 = q1

a:0� bq4 = 0

a:0 + bq3 = 0

denklemleri bulunur öyle ki bu denklemler çözüldü¼günde aç¬kça görülür ki,

a = 1

b = 0

olur. Benzer şekilde (5.3) ve (5.4) eşitliklerini (5.6)denkleminde yerine yazarsak,

c (q2; q1; 0; 0) + d (0; 0;�q4; q3) = (0; 0;�q4; q3)

(cq2 + d:0; cq1 + d:0; c:0� dq4; c:0 + dq3) = (0; 0;�q4; q3)

eşitli¼gi elde edilir. Buradan

cq2 + d:0 = 0

cq1 + d:0 = 0

c:0� dq4 = �q4
c:0 + dq3 = q3
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denklemleri elde edilir. Bu denklemler çözüldü¼günde aç¬kça görülür ki

c = 0

d = 1

şeklinde bulunur. Böylelikle buldu¼gumuz a; b; c ve d say¬lar¬n¬S matrisinde yerine

yazarsak, kuaterniyonlar ile oluşturulan şekil operatörün matrisini elde ederiz. Bu

matris Sq şeklinde ifade edilir. O zaman, Sq matrisi

Sq =

"
1 0

0 1

#

şeklinde tan¬mlan¬r.

Şimdi, Sq şekil operatörünün matrisini kullanarak asli e¼grilik do¼grultular¬n¬

bulal¬m. Bunun için önce Sq matrisinin karakteristik de¼gerlerini bulmal¬y¬z.

Karakteristik de¼gerlerleri bulabilmek için

det (Sq � �I) = 0

karakteristik polinomunun köklerini hesaplamal¬y¬z. O zaman gerekli hesapla-

malar ile, "
1� � 0

0 1� �

#
= 0

(1� �) : (1� �) = 0

� = 1

� karakteristik de¼geri bulunur. Sq matrisinin karakteristik de¼gerlerine kaŗs¬l¬k

gelen karakteristik vektörler asli do¼grultular oldu¼guna göre, � = 1 karakteristik

de¼gerine kaŗs¬l¬k gelen asli do¼grultu;"
1 0

0 1

#"
x

y

#
= �:

"
x

y

#
"
1 0

0 1

#"
x

y

#
= 1:

"
x

y

#
şeklinde bulunur. Buradan da

x = x

y = y
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eşitlikleri elde edilir. Bunun anlam¬, Sq matrisinin karakteristik de¼gerine kaŗs¬l¬k

gelen asli do¼grultular¬8x; y 2 R için sa¼glan¬r. Yani, � = 1 karakteristik de¼gerine
kaŗs¬l¬k gelen asli do¼grultu

Z = x:X + y:Y

= x (q2; q1; 0; 0) + y (0; 0;�q4; q3)

= (xq2; xq1;�yq4; yq3) , x; y 2 R

şeklindeki vektör olur. Burada, lineer ba¼g¬ml¬l¬ktan dolay¬, özel olarak x =

x = y = 1 olarak seçilirse asli do¼grultu

Z = (q2; q1;�q4; q3)

vektörü olur.

5.2 SAFKUATERN·IYONLAR ·IÇ·INASL·I E¼GR·I-

E¼GR·IL·IKLER

Bu bölümde, saf kuaterniyonlar için şekil operatörünü oluştural¬m ve asli

e¼grilikleri bulal¬m.

q = (q1; q2; q3; q4) 2 H kuaterniyonu birim saf kuaterniyon olsun. q kuaterni-

yonu saf kuaterniyon oldu¼gu için q1 = 0 d¬r. q birim saf kuaterniyonun normunu

ise

Nq =
q
q22 + q

2
3 + q

2
4 = 1

şeklinde tan¬mlam¬̧st¬k. Bölüm 2�de saf kuaterniyonlar¬n Minkowski 3-uzay¬ile

özdeş oldu¼gunu aç¬klam¬̧st¬k. Bu izomor�zm yard¬m¬yla q saf kuaterniyonunu

parametrize yazabiliriz. O zaman

q22 + q
2
3 + q

2
4 = 1

eşitli¼gini parametrik denklem şeklinde ifade edelim. Kabul edelim ki, u ve v reel

parametreler olmak üzere,

q2 = u

q3 = v

olsun. q2 ve q3 de¼gerlerini Nq�de yerine yazarsak

q4 =
p
1� u2 � v2
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bulunur. O zaman saf birim kuaterniyonun parametrizasyonu

� : E2 ! E3

(u; v)! � (u; v) =
�
u; v;

p
1� u2 � v2

�
(5.7)

şeklindedir. O halde yukar¬daki parametrelendirmeden yararlanarak � fonksi-

yonunun k¬smi türevlerini alabiliriz. � fonksiyonunun u�ya göre türevi

�u =

�
1; 0;

�up
1� u2 � v2

�
ve � fonksiyonunun v�ye göre türevi

�v =

�
0; 1;

�vp
1� u2 � v2

�
şeklinde olur. Birim normal vektörü

N =
�u ^ �v
k�u ^ �vk

olarak hesaplayabiliriz (Hac¬saliho¼glu 1994). O halde,

�u ^ �v =

���������������

i j k

1 0
�up

1� u2 � v2

0 1
�vp

1� u2 � v2

���������������
=

�
up

1� u2 � v2
;

�vp
1� u2 � v2

; 1

�

ve

k�u ^ �vk =
1p

1� u2 � v2
şeklindedir. Buradan bulunan ifadeleri birim normal vektöründe yerine yazarsak

N =
�u ^ �v
k�u ^ �vk

=

�
up

1� u2 � v2
;

�vp
1� u2 � v2

; 1

�
1p

1� u2 � v2
=
�
u;�v;

p
1� u2 � v2

�
(5.8)

vektörünü elde ederiz. Şekil operatörünü elde etmek için Bölüm 5.1 deki i̧slemler

yap¬labilir. Buna göre f�u; �vg baz¬için,

S (�u) = a�u + b�v (5.9)

S (�v) = c�u + d�v (5.10)

eşitliklerinden yararlanarak S şekil operatörünün matris temsili

S =

"
a b

c d

#
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olur. O zaman, parametrize etti¼gimiz kuaterniyon için (5.8) eşitli¼ginden S (�u)

ve S (�v) yi hesaplayal¬m. N birim normalin u�ya göre türevi kullan¬larak

S (�u) =
dN

du
=

�
1; 0;

up
1� u2 � v2

�
ve N birim normalin v�ye göre türevi

S (�v) =
dN

dv
=

�
0;�1; �vp

1� u2 � v2

�
hesaplan¬r. Buradan, �u ve �v vektörlerini (5.9) ve (5.10) eşitliklerinde yerine

yazarsak

S (�u) =

�
1; 0;

up
1� u2 � v2

�
= a

�
1; 0;

up
1� u2 � v2

�
+b

�
0;�1; �vp

1� u2 � v2

�

S (�v) =

�
0;�1; �vp

1� u2 � v2

�
= c

�
1; 0;

up
1� u2 � v2

�
+d

�
0;�1; �vp

1� u2 � v2

�
eşitlikleri elde edilir. Bu eşitliklerden,

a = 1

b = 0

c = 0

d = �1

bulunur. Buradan q saf kuaterniyonu için şekil opeatörünün matrisi,

Sq =

"
1 0

0 �1

#

şeklinde olur. Şimdi Sq matrisinin karakteristik de¼gerlerini bulal¬m. Bunun için,

karakteristik polinomun köklerini hesaplamal¬y¬z.

det (Sq � �I) = 0"
1� � 0

0 �1� �

#
= 0

(1� �) (�1� �) = 0

oldu¼gundan karakteristik de¼gerler;

�1 = 1

�2 = �1
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şeklindedir. Bu karakteristik de¼gerlere kaŗs¬l¬k gelen asli e¼grilikler ise,

� �1 = 1 de¼geri için "
1 0

0 �1

#"
x

y

#
= 1:

"
x

y

#

x = x

�y = y

olarak bulunur. Bu demektir ki 8x 2 R, fakat ancak y = 0 için asli do¼grultular
hesaplan¬r. Yani, �1 = 1 de¼gerine kaŗs¬l¬k gelen asli do¼grultu

Z1 = x�u + y�v

= x:

�
1; 0;

�up
1� u2 � v2

�
+ 0 ; x 2 R

olur. Burada, u ve v de¼gerleri yerine yaz¬l¬rsa asli do¼grultu

Z1 = x:

�
1; 0;

�q2
q4

�
vektörüdür.

� �2 = �1 de¼geri için"
1 0

0 �1

#"
x

y

#
= �1:

"
x

y

#

x = �x

y = y

şeklinde bulunur. Bu ise 8y 2 R için fakat, ancak x = 0 için asli do¼grultular

bulunabilir demektir. O halde �2 = �1 de¼gerine kaŗs¬l¬k gelen asli do¼grultu

Z2 = x�u + y�v

= 0 + y:

�
0; 1;

�vp
1� u2 � v2

�
; y 2 R

olur. Burada, u ve v de¼gerleri yerine yaz¬l¬rsa asli do¼grultu

Z2 = y:

�
0; 1;

�q3
q4

�
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şeklindeki vektör olur. Lineer ba¼g¬ml¬l¬ktan dolay¬, özel olarak x = y = 1 olarak

seçilirse asli do¼grultular

Z1 =

�
1; 0;

�q2
q4

�

Z2 =

�
0; 1;

�q3
q4

�
vektörleri olur.

Örnek 5.1: q =
�
0;
1p
3
;
1p
3
;� 1p

3

�
birim kuaterniyonunun asli e¼griliklerini

ve asli do¼grultmanlar¬n¬bulal¬m.

q1 = 0 oldu¼gu için kuaterniyon, saf birim kuaterniyondur. Dolay¬s¬yla asli

e¼grilikler �1 de¼gerleridir. Bu de¼gerlere kaŗs¬l¬k gelen asli do¼grultular ise s¬ras¬yla
aşa¼g¬daki gibi olur;

Z1 =

�
1; 0;�q2

q4

�
= (1; 0; 1)

Z2 =

�
0; 1;�q3

q4

�
= (0; 1; 1)

5.3 SPL·ITKUATERN·IYONLAR ·IÇ·INASL·I E¼GR·I

E¼GR·IL·IKLER

Bu bölümde split kuaterniyonlar için şekil operatörünü tan¬mlad¬k ve asli

e¼grilikleri ile asli do¼grultular¬hesaplad¬k.

q = (q1; q2; q3; q4) 2 bH kuaterniyonu birim split kuaterniyon olsun. Buna göre,
Nq = q

2
1 + q

2
2 � q23 � q24 = 1

olmal¬d¬r. Ayr¬ca, split kuaterniyonlar için asli e¼grilikleri hesaplayabilmek üzere

aşa¼g¬daki f fonksiyonunu tan¬mlayal¬m. Bu fonksiyon q = (q1; q2; q3; q4) split

kuaterniyonunu kullanarak

(q1; q2; q3; q4)! f (q1; q2; q3; q4) = q
2
1 + q

2
2 � q23 � q24 = 1

şeklinde tan¬mlan¬rsa türevi de

rf = (2q1; 2q2;�2q3;�2q4) = 2 (q1; q2;�q3;�q4)

olur. rf �in normu

krfk =
q
(2q1)

2 + (2q2)
2 + (�2q3)2 + (�2q4)2 = 2

q
q21 + q

2
2 + q

2
3 + q

2
4
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hesaplanabilir. Buna göre birim normal vektörü,

N =
rf
krfk =

1p
q21 + q

2
2 + q

2
3 + q

2
4

(q1; q2;�q3;�q4)

şeklinde yazabiliriz. Birim normale ortogonal olacak şekilde bir ortogonal baz

tan¬mlamal¬y¬z. Bu baz¬,

X = (q2; q1; 0; 0) (5.11)

Y = (0; 0;�q4; q3) (5.12)

olmak üzere � = fX; Y g olarak seçelim. Buna göre X ve Y vektörlerine göre N

birim normalinin kovaryant türevleri aşa¼g¬daki gibi hesaplan¬r;

DXN =

 
q21q2 + q

2
3q2 + q

2
4q2 + q

3
2

(q21 + q
2
2 + q

2
3 + q

2
4)
3=2

;�q
2
2q1 + q

2
3q1 + q

2
4q1 + q

3
1

(q21 + q
2
2 + q

2
3 + q

2
4)
3=2

; 0; 0

!

gerekli düzenleme ile

DXN =

 
q2p

q21 + q
2
2 + q

2
3 + q

2
4

;
q1p

q21 + q
2
2 + q

2
3 + q

2
4

; 0; 0

!

=
1p

q21 + q
2
2 + q

2
3 + q

2
4

(q2; q1; 0; 0)

olur. Benzer şekilde

DYN =

 
0; 0;

q4p
q21 + q

2
2 + q

2
3 + q

2
4

;
�q3p

q21 + q
2
2 + q

2
3 + q

2
4

!

= � 1p
q21 + q

2
2 + q

2
3 + q

2
4

(0; 0;�q4; q3)

hesaplan¬r. Bölüm 5.1 ve 5.2 de yapt¬¼g¬m¬z i̧slemlere benzer olarak � baz¬na göre

DXN veDYN vektörlerini ifade ederek S şekil operatörünün matris temsilini elde

edebiliriz. Bu bölümde de gerekli i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda,

Sq =
1p

q21 + q
2
2 + q

2
3 + q

2
4

"
1 0

0 �1

#

matrisini elde ederiz. Asli e¼grilikler için bu matris ile oluşturdu¼gumuz karakte-

ristik polinomun köklerini hesaplamal¬y¬z. Böylece,
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det (Sq � �I2) = 0

= det

2666664
1p

q21 + q
2
2 + q

2
3 + q

2
4

� � 0

0 � 1p
q21 + q

2
2 + q

2
3 + q

2
4

� �

3777775
 

1p
q21 + q

2
2 + q

2
3 + q

2
4

� �
!
:

 
� 1p

q21 + q
2
2 + q

2
3 + q

2
4

� �
!
= 0

bulunur.Buradan karakteristik de¼gerler,

�1 =
1p

q21 + q
2
2 + q

2
3 + q

2
4

�2 = �
1p

q21 + q
2
2 + q

2
3 + q

2
4

olur.

� �1 =
1p

q21 + q
2
2 + q

2
3 + q

2
4

asli e¼grili¼gine kaŗs¬l¬k gelen asli do¼grultu:

1p
q21 + q

2
2 + q

2
3 + q

2
4

"
1 0

0 �1

#"
x

y

#
=

1p
q21 + q

2
2 + q

2
3 + q

2
4

"
x

y

#
eşitli¼ginin çözümünden

x = x

y = �y

olmal¬d¬r. x = x eşitli¼gi 8x 2 R için geçerlidir. y = �y eşitli¼gi ise sadece y = 0
için geçerli olur. Yani 8x 2 R fakat y = 0 için bulunur. O halde �1 �e kaŗs¬l¬k

gelen asli do¼grultu

Z1 = x:X + y:Y

= x: (q2; q1; 0; 0) ; x 2 R

şeklindeki vektördür.

� �2 = �
1p

q21 + q
2
2 + q

2
3 + q

2
4

asli e¼grili¼gine kaŗs¬l¬k gelen asli do¼grultu

ise,
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1p
q21 + q

2
2 + q

2
3 + q

2
4

"
1 0

0 �1

#"
x

y

#
= � 1p

q21 + q
2
2 + q

2
3 + q

2
4

"
x

y

#
olur. Bu eşitli¼gin çözümünden

x = �x

y = y

şeklinde bulunur. y = y eşitli¼gi 8y 2 R için geçerlidir fakat x = �x eşitli¼gi ise
x = 0 için geçerli olur. O halde, �2 de¼gerine kaŗs¬l¬k gelen asli do¼grultu

Z2 = x:X + y:Y

= y: (0; 0;�q4; q3) , y 2 R

vektörüdür. Özel olarak, lineer ba¼g¬ml¬l¬ktan x = y = 1 al¬nabilir. O zaman,

Z1 = X = (q2; q1; 0; 0)

Z2 = Y = (0; 0;�q4; q3)

asli do¼grultular¬baz¬n ayn¬s¬olur.

Di¼ger yandan birim olmayan split kuaterniyonlar için de bu çal¬̧smay¬genelleye-

biliriz.

(q1; q2; q3; q4)! f (q1; q2; q3; q4) = q
2
1 + q

2
2 � q23 � q24 = k2 , (k 2 R)

dönüşümü al¬nd¬¼g¬nda birim normal vektör alan¬benzer şekilde elde edilecektir.

Böylece (5.11) ve (5.12) de verilen baz seçimide ayn¬ olacakt¬r. Sonuç olarak

�1 ve �2 karakteristik de¼gerleri ile bunlara kaŗs¬l¬k gelen Z1 ve Z2 karakteristik

vektörleri de yukar¬da bulundu¼gu şekilde ayn¬biçimde elde edilecektir.

Örnek 5.2 : q =
�
2;�1;

p
3; 1
�
birim timelike split kuaterniyonunun asli

e¼grilik ve asli do¼grultmanlar¬n¬bulal¬m.

q =
�
2;�1;

p
3; 1
�
birim split kuaterniyonu için asli e¼grilikler

�1 =
1p

q21 + q
2
2 + q

2
3 + q

2
4

=
1

3

ve

�2 = �
1p

q21 + q
2
2 + q

2
3 + q

2
4

= �1
3

olur. Bu de¼gerlere kaŗs¬l¬k gelen asli do¼grultular ise

Z1 = (�1; 2; 0; 0)

Z2 =
�
0; 0;�1;

p
3
�
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olarak hesaplan¬r.

Örnek 5.3 : q =
�
1p
6
;
1p
6
;
1p
3
;� 1p

3

�
spacelike split kuaterniyonunun asli

e¼grilik ve asli do¼grultmanlar¬n¬bulal¬m.

q =

�
1p
6
;
1p
6
;
1p
3
;� 1p

3

�
split kuaterniyonu için asli e¼grilikler

�1 =
1p

q21 + q
2
2 + q

2
3 + q

2
4

= 1

ve

�2 = �
1p

q21 + q
2
2 + q

2
3 + q

2
4

= �1

olur. Bu de¼gerlere kaŗs¬l¬k gelen asli do¼grultular ise,

Z1 =

�
1p
6
;
1p
6
; 0; 0

�

Z2 =

�
0; 0;

1p
3
;
1p
3

�
şeklinde hesaplan¬r.

5.4 SAF SPL·ITKUATERN·IYONLAR ·IÇ·INASL·I E¼GR·I

E¼GR·IL·IKLER

Bu bölümde saf split kuaterniyonlar için şekil operatörünü oluştural¬m ve asli

e¼grilikler ile asli do¼grultmanlar¬bulal¬m.

Şimdi, saf split kuaterniyonlar için asli e¼grilikleri inceleyelim:

q = (q1; q2; q3; q4) kuaterniyonu bir birim saf split kuaterniyon olsun. q ku-

aterniyonu saf split kuaterniyon oldu¼gu için q1 = 0 �d¬r. q = (q1; q2; q3; q4) birim

saf split kuaterniyonu için normu Bölüm 2 �den,

Nq =
q
jq22 � q23 � q24j

şeklindedir. Yani,

q22 � q23 � q24 = 1

dir. Buradaki eşitlikten, saf split kuaterniyonlar Bölüm 2 �de sunuldu¼gu üzere

Minkowski 3-uzay¬ile özdeş oldu¼gundan dolay¬
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� : E2 ! E3

(u; v)! � (u; v) =
�
u; v;

p
ju2 � v2 � 1j

�
şeklinde parametrilendirme yapabiliriz. Bu parametrelendirme ise u ve v reel

parametreler olmak üzere,

u = q2

v = q3p
ju2 � v2 � 1j = q4

şeklindedir. Bu parametrizasyon kullan¬larak ��nin u�ya göre k¬smi türevi

�u =

 
1; 0;

up
ju2 � v2 � 1j

!
ve ��nin v�ye göre k¬smi türevi

�v =

 
0; 1;

�vp
ju2 � v2 � 1j

!
olarak hesaplan¬r. � = f�u; �vg bir baz oluşturacakt¬r. Bu baza göre, birim
normali

N =
�u ^ �v
k�u ^ �vk

şeklinde ifade edebilirdik. Buradan,

�u^�v =

���������������

i j k

1 0
up

ju2 � v2 � 1j

0 1
�vp

ju2 � v2 � 1j

���������������
=

 
up

ju2 � v2 � 1j
;

�vp
ju2 � v2 � 1j

; 1

!

ve

k�u ^ �vk =
p
2u2 � 1p

ju2 � v2 � 1j
elde edilir. O halde birim normal vektör,

N =
�u ^ �v
k�u ^ �vk

=

 
�up
2u2 � 1

;
vp

2u2 � 1
;

p
ju2 � v2 � 1jp
2u2 � 1

!
olur. Buradan şekil operatör matrisimizi oluşturabilmek için yine � baz¬ kul-

lan¬larak oluşturulan lineer ba¼g¬nt¬lar¬çözmemiz gerekir.

S (�u) = a�u + b�v (5.13)

S (�v) = c�u + d�v (5.14)
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Buradaki S (�u), birim normalin u�ya göre türevi

S (�u) =
dN

du
=

 
�1

(2u2 � 1)3=2
;

�2uv
(2u2 � 1)3=2

;
�2uv2 + u

(2u2 � 1)3=2
p
ju2 � v2 � 1j

!

ve S (�v), birim normalin v�ya göre türevi

S (�v) =
dN

dv
=

 
0;

1p
2u2 � 1

;
�vp

(2u2 � 1) (u2 � v2 � 1)

!

şeklindedir. S (�u)�yu (5.13 ) eşitli¼ginde yerine yazarsak

S (�u) = a:

 
1; 0;

up
ju2 � v2 � 1j

!
+ b:

 
0; 1;

�vp
ju2 � v2 � 1j

!

=

 
�1

(2u2 � 1)3=2
;

�2uv
(2u2 � 1)3=2

;
�2uv2 + u

(2u2 � 1)3=2
p
ju2 � v2 � 1j

!

buradan S (�u) = a�u + b�v eşitli¼gine göre,

a =
1

(2u2 � 1)3=2

b =
�2uv

(2u2 � 1)3=2

bulunur. S (�v)�yi (5.14) eşitli¼ginde yerine yazarsak, S (�v) = c�u+d�v eşitli¼gine

göre,

S (�v) = c:

 
1; 0;

up
ju2 � v2 � 1j

!
+ d:

 
0; 1;

�vp
ju2 � v2 � 1j

!

=

 
0;

1p
2u2 � 1

;
�vp

(2u2 � 1) (u2 � v2 � 1)

!

olup

c = 0

d =
1p

2u2 � 1

şeklinde hesaplan¬r. Böylelikle, şekil operatörünün matris temsili,

Sq =

2664
a b

c d

3775 =
266664

1

(2u2 � 1)3=2
�2uv

(2u2 � 1)3=2

0
1p

2u2 � 1

377775
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olarak bulunur. Şimdi karakteristik polinomu oluşturarak asli de¼gerleri bulal¬m.

det (Sq � �I2) = 0

det

266664
1

(2u2 � 1)3=2
� � �2uv

(2u2 � 1)3=2

0
1p

2u2 � 1
� �

377775 = 0

 
1

(2u2 � 1)3=2
� �
!
:

�
1p

2u2 � 1
� �
�

= 0

eşitli¼ginden karakteristik de¼gerler,

�1 =
1

(2u2 � 1)3=2

ve

�2 =
1p

2u2 � 1
şeklinde hesaplan¬r. Bu karakteristik de¼gerlere kaŗs¬l¬k gelen asli do¼grultmanlar

ise önceki bölümlere benzer şekilde elde edilecektir. Asli e¼griliklere kaŗs¬l¬k gelen

asli do¼grultmanlar aşa¼g¬daki gibi elde edilirler;

� �1 =
1

(2u2 � 1)3=2
için

266664
1

(2u2 � 1)3=2
�2uv

(2u2 � 1)3=2

0
1p

2u2 � 1

377775
266664
x

y

377775 =
1

(2u2 � 1)3=2

266664
x

y

377775

�2uvy = 0 (5.15)

ve

y:
p
2u2 � 1:

�
2u2 � 2

�
= 0 (5.16)

eşitlikleri elde edilir. (5.15) eşitli¼ginin, u ve v reel parametreleri s¬f¬rdan farkl¬

oldu¼gunda (yani q2 6= 0 ve q3 6= 0 olmak üzere) çözüm vard¬r. Aksi halde
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q4 =
p
�1 = i kompleks say¬s¬ istenilen reel çözümü vermez. (5.16) eşitli¼gi

çözüldü¼günde,

y = 0;

u = � 1p
2

veya

u = �1

de¼gerleri bulunur. Fakat, � 1p
2
de¼gerleri, �1 de¼gerini tan¬ms¬z yapar. O zaman,

u = �1 de¼gerlerini yerine yazd¬¼g¬m¬zda"
1 �2
0 1

#"
x

y

#
= 1:

"
x

y

#

�2vy = 0

eşitli¼gi elde edilir. Böylece v 6= 0 olmak üzere ancak y = 0 bu eşitli¼gi sa¼glar.

Buradan, 8x 2 R için y = 0 olup, �1 de¼gerine kaŗs¬l¬k gelen asli do¼grultu

Z1 = x�u + y�v

= x:

�
1; 0;

i

v

�
; x 2 R

vektörü olarak elde edilir. Fakat, bu asli do¼grultu kompleks oldu¼gundan dolay¬,

reel kuaterniyonlarda tan¬ml¬olmaz.

� �2 =
1p

2u2 � 1
için

266664
1

(2u2 � 1)3=2
�2uv

(2u2 � 1)3=2

0
1p

2u2 � 1

377775
266664
x

y

377775 = 1p
2u2 � 1

266664
x

y

377775

y =
x (1� u2)

uv

eşitli¼gi elde edilir. O halde, s¬f¬rdan farkl¬u ve v reel parametreleri için 8x; y 2 R
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için asli e¼grilik

Z2 = x�u + y�v

= x

 
1; 0;

up
ju2 � v2 � 1j

!
+
x (1� u2)

uv

 
0; 1;

�vp
ju2 � v2 � 1j

!

= x

 
1;
1� u2
uv

;
2u2 � 1

u
p
ju2 � v2 � 1j

!
, x 2 R

vektörü olarak elde edilir. Burada, lineer ba¼g¬ml¬l¬ktan dolay¬, özel olarak x = 1

seçilip, u ve v de¼gerleri yerine yaz¬ld¬¼g¬nda asli do¼grultu

Z2 =

�
1;
1� q22
q2q3

;
2q22 � 1
q2q4

�
olur. Burada, q2 6= 0, q3 6= 0 ve q4 6= 0 olmal¬d¬r.
Sonuç olarak, reel saf split kuaterniyonlar için asli do¼grultu�

1;
1� q22
q2q3

;
q2 � q3 + q22q3

q4

�
vektörüdür.

Di¼ger yandan birim olmayan saf split kuaterniyonlar için bu çal¬̧smay¬genelleye-

biliriz. E¼ger norm birden farkl¬olursa, yani,

q22 � q23 � q24 = k2 , (k 2 R)

al¬n¬rsa baz vektörleri

�u =

 
1; 0;

up
ju2 � v2 � k2j

!

�v =

 
0; 1;

�vp
ju2 � v2 � k2j

!
şeklinde elde edilir. Buradan birim normal vektör alan¬ gerekli hesaplamalar

yap¬ld¬¼g¬nda

N =

 
�up
2u2 � k2

;
vp

2u2 � k2
;

p
ju2 � v2 � k2jp
2u2 � k2

!
olarak bulunur. Böylelikle birim olmayan saf split kuaterniyonlar için şekil ope-

ratörünün matris temsili,

Sq =

266664
1

(2u2 � k2)3=2
�2uv

(2u2 � k2)3=2

0
1p

2u2 � k2

377775
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olarak hesaplan¬r. Sonuç olarak, birim olmayan saf split kuaterniyonlar için asli

e¼grilik de¼gerleri

�1 =
1

(2u2 � k2)3=2

�2 =
1p

2u2 � k2

ve bu karakteristik de¼gerlere kaŗs¬l¬k gelen asli do¼grultular s¬ras¬yla aşa¼g¬daki

şekilde elde edilirler;

y = 0

u = � kp
2

veya

u = �1

için

Z1 =

�
1; 0;

i

v

�
olur. Ayr¬ca,

y =
1� 2u2 + k2

2uv

için

Z2 =

 
1;
1� 2u2 + k2

2uv
;

4u2 � 1� k2

2u
p
ju2 � v2 � k2j

!
olarak hesaplan¬r.

Örnek 5.4 : q =
�
0;
p
3; 1; 1

�
birim timelike split kuaterniyonunun asli e¼grilik

ve asli do¼grultular¬n¬bulal¬m.

q1 = 0 oldu¼gundan q =
�
0;
p
3; 1; 1

�
kuaterniyonu, birim saf split kuaterniyon-

dur. O halde asli e¼grilik,

� =
1p
5

olur ve bu de¼gere kaŗs¬l¬k gelen asli do¼grultu vektörü

Z =

�
1;
1� q22
q2q3

;
2q22 � 1
q2q4

�

=

�
1;� 2p

3
;
5p
3

�
hesaplan¬r.
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Örnek 5.5 : q =
�
0;
1p
3
;
1p
3
;� 1p

3

�
spacelike split kuaterniyonunun asli

e¼grilik ve asli do¼grultular¬n¬bulal¬m.

q1 = 0 oldu¼gundan q =
�
0;
1p
3
;
1p
3
;� 1p

3

�
kuaterniyonu, saf split kuater-

niyondur. O halde asli e¼grilik,

� =
p
3

olur ve bu de¼gere kaŗs¬l¬k gelen asli do¼grultu vektörü

Z =

�
1;
1� q22
q2q3

;
2q22 � 1
q2q4

�

= (1; 1; 0)

hesaplan¬r.
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6 SONUÇ VE DE¼GERLEND·IRME

Bu çal¬̧smadan ç¬kar¬lan sonuçlar aşa¼g¬daki gibi ifade edilebilir.

1-) Bir timelike (veya spacelike) eksene dayal¬ tüm dönmeler vektör k¬sm¬

timelike olan birim timelike kuaterniyonlar (veya vektör k¬sm¬spacelike olan birim

timelike kuaterniyonlar) ile ifade edilebilir.

2-) Bir birim timelike kuaterniyon ancak bir lightlike olmayan vektör ekseni

etraf¬nda dönme gerçekler.

3-) Timelike vektör ancak bir timelike vektör eksen etraf¬nda, spacelike vektör

ise bir spacelike vektör eksen etraf¬nda dönme gerçekler.

4-) Kuaterniyonlat ve split kuaterniyonlar için elde edilen dönme matrisleri

ortogonal hatta ortonormal matrislerdir. Yine Bölüm 4 �de yap¬lan çal¬̧smalar

bu dönme matrisleri için özde¼ger ve özvektörlerin hesaplanabilece¼gini gösterir.

Ancak bu hesaplamalarda vektörün timelike ya da spacelike olmas¬na (yani causel

karakterine) ba¼gl¬olarak karakteristik polinomun çözümü gerçeklenir.

5-) Bu çal¬̧sman¬n beşinci bölümü tamam¬ ile orijinal bir çal¬̧smad¬r. Bu

bölümde kuaterniyonlar ve split kuaterniyonlar için şekil operatörü ve onun mat-

ris temsili tan¬mlanm¬̧st¬r. Bu matris ile dönme matrisi aras¬ndaki ili̧skiler ince-

lenmi̧stir. Ayr¬ca elde edilen şekil operatörü matrisleri üzerinden asli e¼griliklerin

hesaplanmas¬gösterilmi̧stir. Buna ba¼gl¬olarak, bulunan asli e¼griliklere kaŗs¬l¬k

gelen asli da¼grultular elde edilmi̧s ve bu do¼grultu vektörlerinin özellikleri yorum-

lanm¬̧st¬r.
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