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MINKOWSKI 3 UZAYINDA SPLIiT KUATERNiYONLARIN
GEOMETRISi: DONMELER VE ASLi EGRILIKLER
YUKSEK LISANS TEZI
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MATEMATIK ANABILIM DALI

(TEZ DANISMANI: DOC. DR. CANSEL YORMAZ)

DENIZLIi, HAZIRAN - 2018

Bu ¢alisma bes boliimden olusmaktadir.

Ik béliimde 6ncelikle Minkowski ve Hamiton’nin hayati ve calismalari ile
ilgili kisa bir tarih¢e sunuldu. Daha sonra c¢alismamizin sonraki bdliimlerinde
kullanilacak temel yapilar tanimlanmistir.

Ikinci béliimde, kuaterniyon cebiri ve split kuaterniyon cebiri tanimlandh.
Ayni1 zamanda, kuaterniyonlara karsilik gelen matris formu verildi. Ayrica,
tiglincii boliim i¢in timelike, spacelike ve lightlike kuaterniyon tanimlari verildi.

Ugiincii béliimde, split kuaterniyonlar ile dénme geometrisi verildi. Bu
boliimde split kuaterniyonlar i¢in donme matrisi tanimlandi ve &zellikleri
incelendi.

Dordiincti  boliimde, tiglinci boliimde olusturulan donme matrisinin
0zdeger ve Ozvektorleri bulundu. Split kuaterniyonlarn tiirtine gore bulunan
0zdeger ve 0zvektorler incelendi ve 6rnekler verildi.

Besinci boliimde ise, kuaterniyonlar ile Minkowski uzayinin 6zdes
olmasindan yararlanilarak kuaterniyonlar igin asli egrilikler incelendi.
Kuaterniyonlar ve split kuaterniyonlar icin sekil operatorii bulundu ve bu sekil
operatoriine karsilik gelen asli egrilik ve asli dogrultmalar verildi. Ayn1 zamanda,
saf kuaterniyonlar ve saf split kuaterniyonlar iginde asli egrilik ve asli
dogrultmanlar bulundu.

ANAHTAR KELIMELER: Kuaterniyon, Split Kuaterniyon, Dénme Matrisi,
Asli Egrilikler, Asli Dogrultular, Ozdegerler, Ozvektorler



ABSTRACT

THE GEOMETRY OF SPLIT QUATERNIONS: ROTATIONS AND
BASIC CURVATURES
MSC THESIS
SERIFE NAZ ELMAS
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS

(SUPERVISOR: ASSOS. PROF. DR. CANSEL YORMAZ)

DENIZLIi, JUNE 2018

This study consists of five parts.

In the first part, firstly a brief history of Minkowski and Hamiton's life and
work was presented. The basic structures, which used in the later sections to be
defined.

In the second part, quaternary algebra and split quaternion algebra are
defined. At the same time, the matrix form corresponding to the quaternions was
given. In addition, timelike, spacelike and lightlike quaternion definitions were
given for using in the third part.

In the third part, the rotation geometry is given by the split quaternions. In
this section, the rotation matrix for split quaternions is defined and its properties
are examined.

In the fourth part, eigenvalues and eigenvectors of the rotation matrix that
created in the third part were found. The eigenvalues and eigenvectors calculated
for the split quaternions type.

In the fifth part, the principal curvatures for quaternions were examined
by using identically of Minkowski space and quaternions. For quaternions and
split quaternions, the shape operator was found and the principal curvature and
principal directions corresponding to this shape operator were given. Similarly,
principal curvature and principal directions corresponding to pure quaternions and
pure split quaternions were calculated.

KEYWORDS: Quaternions, Split Quaternions, Rotation Matrices, Principal
Curvatures, Principal Directions, Eigenvectors, Eigenvalues
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1 GIRIS
1.1 HERMANN MINKOWSKI VE MINKOWSKI
UZAYININ TARIHCESI

B Sonkoirk

Hermann Minkowski 1864-1909 yillar1 arasinda yasamig Litvan bir mate-
matik bilginidir. 1864 yilinda Aleksotas’da dogdu ve heniiz 44 yagindayken 1909
yilinda Gottingen’de hayata veda etti. 1896 ile 1902 yillar1 arasinda Ziirih Fe-
deral Politeknik Okulunda ve oliinceye kadar da Gottingen Universitesinde pro-
fesorlitk yapti. Hermann Minkowski ¢aligmalar: ile matematige énemli katkilar
yapmistir. 1881 yilinda heniiz lise 6grencisiyken hazirladig yiiz kirk sayfalik bir
calismayla Paris Bilimler Akademisinin actig1 bir yarismada birinciligi Irlandal
matematikci M.J Smith ile paylagarak adini duyurmay1 bagardi. 1882 yilinda, tam
katsayil ikinci dereceden sekiller kuraminin temelleri iistiine inceleme yazisiyla
Fen Akademisinin biiyiik matematik odiiliinii aldi. 1902 yilinda en iyi dostlar
arasina katildigi Hilbert’in, kendisi icin bir profesorliik kadrosu agtirdigr Gottin-
gen Universitesinde apandist ameliyatindan hemen sonra éliinceye dek bu okulda,
ders vermeyi siirdiirdii.

Minkowski say1 geometrisini yaratt1 ve gelistirdi. Gelistirdigi bu geometriyi
say1 teorisi, matematiksel fizik ve ozel gorelilik teorisindeki problemleri ¢dzmek
icin kullandi. Hermann Minkowski caligmalar: icerisinde en ¢ok gorelilik teorisi
ile bilinir. Euclides olmayan geometriyle karistirilmamas: gereken bir sayilar
geometrisi kurarak sayilar kuramina bazi geometrik kavramlar getirdi. Sonunda
ozel bir metrikle donatilmig dort boyutlu 6zel bir uzaya bagvurarak, Einstein’in
kisith baglilik kuraminin, bugiin klasik sayilan geometrik bir yorumunu verdi.
Albert Einstein’in fizikte ortaya attigi teoriler, “Minkowski uzay zamani” de-
nilen dort boyutlu uzayda daha kolay anlagilir. Hermann Minkowski ¢aligmalar:
ile matematik ve fizige 6nemli katkilarda bulunmugtur. 1907 yilinda Hermann
Minkowski, 1905 yilinda eski 6grencisi Albert Einstein tarafindan yayimlanan

rolativite teorisinin en iyi dort boyutlu uzayda anlagilabilecegini fark etti. Teori



Lorentz ve Poincaré’nin 6nceki ¢aligmalarina dayanilarak ortaya atilmigti. Minkows-
ki uzay zamaninda uzay ve zaman birlikte yer alir.

80. Alman Doga Bilimleri ve Hekimleri Meclisi’'nde (21 Eyliil 1908) yayinlanan
yazinin baglangicinda soyle diyordu: Deneysel fizik topraklarindan firlamadan
once yerlestirmek istedigim alan ve zamana iligkin goriislerin igerisinde onemli
giicler vardir. Bunlar radikal gerceklerdir. Bundan boyle, tek bagina alan veya
zaman sadece golgeler halinde kaybolmaya mahktmdur ve yalnizca bu tiirden bir
birliktelik, bagimsiz bir gercegi muhafaza edecektir.

FEinstein 1915 yilinda genel gorelilik teorisinin devami niteligindeki ¢aligmalarini
tamamlamak i¢in uzay-zaman geometrisi goriintimiiniin gerekli olacagini fark etme-
den 6nce Minkowski’'nin ¢oziimiinii basit matematiksel bir numara olarak gor-
miigtir.

Minkowski’nin "Sayilar geometrisi" isimli kitabi, 1896 yilinda basildi. 1907
yilinda 'Diophantus Yaklagimlari’ adli eseri yayinladi. "Caligmalar" adli yapitinin
da 1911 yilinda ¢iktigr bilinmektedir.

Literatiirde yukarida sunulan caligmalarin devami olarak Minkowski uzay za-
man kavrami gelistirilmig ve bulunan bu yeni metrik ile farklh vektorel yapilarin
tanmimlanabilecegi gosterilmigtir. (Catoni ve digerleri 2011), (O’neill 1983), (Tur-
gut 1995), (Dagh 2012)

Ayrica, Minkowski uzayi ile hareket geometrisi ve kuaterniyon teorisinin bir-
legtirilebilecegi 1900’11 yillarin sonlarinda Hacisalihoglu tarafindan galigilmigtir.
Minkowski uzayinda metrigin degisimi neticesinde tanimlanan timelike, space-
like ve lightlike vektor ve egri kavramlari iizerine farkli ¢aligmalarin oldugu da
yine literatiir taramasinda goriilmektedir. (Ozdemir ve Ergin 2005),(Tozak 2010),
(Turgut 1995).

Biz bu caligmada literatiirde kullanilan yontemleri inceleyerek, Minkowski
uzayinda verilen kuaterniyonik yapi ile tanimlanan timelike ve spacelike vek-
torlerin olusturdugu matrislerin kullanilmasiyla asli egrilik ve asli dogrultular:
hesapladik.



1.2 WILLIAM ROWAN HAMILTON VE
KUATERNIYON TARIHCESI

Sir William Rowan Hamilton, optik, dinamik ve cebirin geligmesinde 6nemli
katkilarda bulunmus Irlandali matematikei, fizikci ve astronomdur. Kesfettigi
kuaterniyon teorisi belki de onun en bilinen ¢caligmasidir. Hamiltonun ¢aligmalar:
daha sonra kuantum mekaniginin gelismesinde de yararl olmustur.

William Rowan Hamilton 4 Agustos 1805’te Dublin’de dogdu, 2 Eyliil 1865’te
ayni kentte 6ldii.Uc¢ yasinda okuma, yazma ve aritmetik, bes yasinda Latince,
Yunanca ve Ibranice 6grendi. Dokuz yagina geldiginde Arapca, Farsca ve San-
skritce de aralarinda olmak tizere bircok Dogu dilini biliyordu. Hamilton 1824’te
Dublin’deki Trinity College’a girdi. Ertesi yil optikle ilgili énemli ¢aligmalarin
habercisi olan "On Caustics" adli makalesini Irlanda Kraliyet Akademisi’ne sundu.
Inceleyen kurul tarafindan genel formiillere dayali ve soyut bulunan bu arastirma
tizerindeki ¢aligmalarim stirdiirdii ve 1827’de, konuyu daha genel bir acidan ve
"karakteristik fonksiyon" yardimiyla ¢oziimleyen "Theory of Systems of Rays"
(Isin Dizgeleri Kurami) baghkl ¢aligmasinm tamamladi.

(aligmalarinin bilim gevrelerinde uyandirdigi hayranlik, heniiz 22 yaginda
bir 6grenci olan Hamilton’in, Brinkley’den bosalan gokbilimi profesorliigiine ve
Dunsink Gézlemevinin astronomluguna segilmesini sagladi. Hamilton, gokbilim
alaninda bagar1 gosterememesine kargin oliinceye degin Dunsink’te kald1 ve za-
maninin ¢ogunu kuramsal aragtirmalarina ayirdi.

Hamilton’ i son yirmi iki yilini1 kapsayan caligmalarinin konusu doérdeyler
(kuaterniyonlar) kurami olmugtur. 1829 yilinda karmagik sayilarin, biri gergek
obtirti sanal olmak {izere iki eksen yardimiyla diizlemde gosterilebildigini 6gre-
nen Hamilton, karmasik sayilara karsilik gelecek biitiin islemlerin yapilmasini
olanakli kilacak bir cebirsel gosterim bulmaya yoneldi. Bu konuda 1833 yilinda
yayimladigr ilk caligmalarinda, karmagik sayilarin tek bir say1 yerine sayi ikilileri
ile anlatilabilecegini gosterdi. Ardindan ii¢ boyutlu uzaydaki noktalarin, gelisi
giizel secilmis yapay koordinatlara bagl olmayan cebirsel gosterimlerini bulmak

icin caligti. Harcadig1 yogun cabalar ancak on yil sonra ve son derece koktenci bir
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yaklagimla, ¢arpma isleminin degisme ¢zelliginden vazgecmesiyle sonuca ulaga-
bildi. Ug¢ boyutlu uzaydaki noktalarm iicliilerle degil ancak dortliiler ile gosteri-
minin olanakl oldugunu gérmiistiir. Matematikde kuaterniyon Kompleks sayilar-
dan genisletilmis bir say1 sistemidir. “Elements of Quaternions “ kitab1 Hamilto-
nun oliimiinden kisa bir siire sonra basilmigtir.

Hamilton komplex sayilarin diizlemde isaretlenemeyecegini gérmiis bunun {i-
zerine ayni noktalar1 3-boyutlu reel uzayda gostermeye caligmigtir. 1843 de bir
giin Royal Irish Akademi de bir toplantiya katilir. Ardindan Royal kanalda
yiiriiyiise ¢ikar ve ilk defa Kuaterniyonlarla ilgili temel hususlar orada aklina

gelir. Kanal da ilk notlarin1 kazidig1 bir tag bulunmaktadir. (Sekil-1)

Sekil-1

“Quaternion plaque on Brougham (Broom) Bridge, Dublin, which says: Here
as he walked by on the 16th of October 1843 Sir William Rowan Hamilton in a
flash of genius discovered the fundamental formula for quaternion multiplication
i? = j2 = k? = ijk = —1 cut it on a stone of this bridge.” (Sekil-1)

Sonraki yillarda Kuaterniyonar vektor analizindeki gelismelerle Josiah Willard
Gibbs, Oliver Heaviside ve Hermann Von Helmholtz tarafindan ¢aligilmaya devam
edilmigtir. Quaternion Society adinda bilimsel bir komite oldugu bilinmektedir.
Bu komite, tinleri diinyaya yayilmig Kuaterniyonlar ve hiper-kompleks say: sistem-
leri tizerine calisan yaklasik 60 matematikciden olusmaktaydi. i1k zamanlarinda
grubun sekreteri olan Alexander Macfarlane 1909 yilinda bu komiteye bagkan
olmustur.

Macfarlane, kuaterniyonlarin fizik bilimine adaptasyonu olan Fiziksel Cebiri
yaratmigtir. Macfarlane’nin Uzay Analizi konusundaki ilk yayinlari, Minkowski
Uzaymin sunumundan on yedi yil 6énce olmustur. Quaternion Society Biilteni,
vektor analizi ve ekipollens teorisi gibi soyut cebir konularinda dergi haline gelmis-
tir.

Kuaterniyonlar genel olarak a,b,c ve d reel sayilar i,j ve k temel birim ku-

aterniyonlar olmak iizere a+bi+cj+dk formunda tamimlanirlar. Kuaterniyonlar



teorik ve uygulamali matematik de kullanmldig1 gibi, 6zellikle 3-boyutlu dénme
hareketinde, 3-boyutlu bilgisayar grafiklerinde ve kristalografik doku analizinde
yararlanilabilir.

Kuaterniyon carpim tablosu:

1 i j k
1 i j k
i [ -1 k —j
j j -k | -1 i
k k j —i | —1
Tablo-1

1853 yilinda William Rowan Hamilton "Lectures on Quaternions" isimli bikuater-
nions fiizerine olan caligmasimi yayinladi. Bu caligmada kuaterniyonlar bir kiire
denkleminden hyperboloid elde etmek icin kullanilmigtir.

Literatiirde yukarida sunulan caligmalarin devami olarak kuaterniyon, split
kuaterniyon, kompleks kuaterniyon ve Fibonnacci kuaterniyonlar: kavramlarinin
tanimlanarak detayl olarak incelenmis oldugu goriilmektedir. (Altmann 2013),
(Bekar ve Yayli 2013), (Girard 2007), (Halici 2012, 2013)

Kuaterniyonlarin ve split kuaterniyonlarin {izerinde matrislerin olugturulmasi,
donme matrislerinin tanimlanmasi ve Minkowski-Riemann uzaylarinda kuaterni-
yonlarin incelenmesi ise son yillarda cesitli bilim insanlar1 tarafindan yapilmigtir.
(Kula ve Yayli 2007), (Meral 2009), (Ozdemir ve Ergin 2005).

Diger yandan, kuaterniyonlarin cebirin énemli yapilarindan olan Clifford ce-
biri, Lorentz gruplari, zdeger ve dzvektorler, Cayley sayilar: iizerine; hatta baz
fiziksel uygulamalari da yine son yillarda incelenmistir. (Girard 2007), (Hacisa-
lihoglu 1983), (Morita 2007), (Ward 2012).

Biz bu calismada literatiirde kullanilan yontemleri inceleyerek yapilan bu
calismalarin diferensiyel geometride uygulanabilecegi problemlerin olusturmasini
amagladik. Bulunan sonuclar1 ve yontemleri diferensiyel geometriye genisleterek,
ozellikle kuaterniyonlar ve split kuaterniyonlar ile asli egriliklerin hesaplanmasinda
kullandik. Buldugumuz bu asli egriliklere karsilik gelen kuaterniyonik formdaki
asli dogrultman vektorlerini hesapladik. Calismamizin uygulanabilirligini gesitli

ornekler sunarak gostermis olduk.



1.3 TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, sonraki boliimlerde kullanilacak olan Lorentz - Minkowski uza-
yinin temel yapilari, sekil operatorii, asli egrilik ve asli dogrultmanlar tanimlan-

migtir.

1.3.1 LORENTZ - MINKOWSKI UZAYI

Tanmim 1.1: V sonlu boyutlu reel vektor uzay: olsun,

(, ): VXV —->R

bi-lineer fonksiyonu Yo, w € V i¢in (v, w) = (w,v) 6zelligini saglayan ( , )’ ye
V' {tizerinde bir simetrik bi-lineer form denir.

V', vektor uzay iizerinde bir simetrik bi-lineer form ( , ) olmak iizere

Wv €V, v # 0igin (v,7) > 0ise ( , ) bi-lineer formu pozitif

tanamls,

iWv €V, ¥ # 0igin (v, V) < 0ise ( , ) bi-lineer formu negatif
tanamls,

i) Vo' € V, ¥ # 0icin (v, W) > 0ise {( , ) bi-lineer formu yari-pozitif
tanamla,

VY €V, v #0igin (v, ?) <0ise( , ) bi-lineer formu yari-negatif
tanamls,

vV € V, (v, %) = 0i¢in ¥ = 0 oluyorsa ( , ) bi-lineer formuna

non-dejenere, aksi halde dejenere denir (Dagh 2012).

Tanim 1.2: ( , ), V iizerinde simetrik bi-lineer form ve W da V’ nin bir

altuzayi olsun. ( , )’ nin W tizerinde kisitlamg1 ( , ), olmak tizere
(., )w:WxW—=R

negatif tanimh olacak gekilde en biiyiik boyutlu W altuzayimin boyutuna ( , )

simetrik bi-lineer formun indeksi denir. Eger ( , )’ nin indeksi v ise
0 <v<boyV

dir (Dagh 2012).



Tanim 1.3: M, tiirevlenebilir (C*°-sinifindan) manifold ve

seklinde tanimlanan simetrik, bi-lineer ve non-dejenere metrik fonksiyonuna M
iizerinde bir metrik tensor denir. Bu metrik tensoriin indeksi M manifoldunun
indeksi olarak ifade edilir.

M bir C*-simifindan manifold olmak iizere, y (M)’ de tammmh ( , ) i¢ carpim
fonksiyonu, M nin her bir tanjant uzayina bir i¢ carpim indirger, dyleki;

?, Y ¢ X (M) ve p € M igin, )_(>p, 710 € Ty (p) dir. Boylece

(, ):Tu) xTu(p) — R

simetrik bi-lineer, non-dejenere déniigiim tanumlayan ( , ) fonksiyonuna Ty (p)

iizerinde bir metrik tensor denir (Dagh 2012).

Tanmim 1.4: M bir C*-simifindan manifold ve ( , ) de M iizerinde sabit in-
deksli bir metrik tensor olmak iizere (M, ( , )) ikilisine bir yari-Riemann mani-
foldu denir.

M’ nin indeksi v olmak iizere 0 < v < n = boyM i¢in, v = 0 ise M’ nin
bir Riemann manifoldu, v = 1 ve n> 2 durumunda ise M’ ye Lorentz manifoldu
denir (Dagh 2012).

Tamim 1.5: R3, 3- boyutlu standart reel vektor uzay: iizerinde Vp € R3 ve
V,, W, € T,(R?) olmak {izere

<‘/p, Wp> = —VwWy + Vwsy + V3Ws3 (11)

esitligyle verilen v-indeksli metrik tensorle elde edilen uzaya yari-Oklidyen uzay
denir ve R? ile gosterilir. Burada sirasiyla v; ve w; bilesenleri V,, ve W, tanjant
vektorlerinin bilegenleridir. Ozel olarak v = 1 ve n > 2 durumunda ise E?,
3- boyutlu Minkowski uzayr adim alir. Metrik tensor ise Lorentz metrigi olarak
adlandirilir (Turgut 1995).
Indeksi 2 olan 4-boyutlu yar1-Oklidyen uzaym Ej ile ifade edilir. Ej yar-
Oklidyen uzayinda Yu,v € E} icin i¢ carpim

(u, U>Eg = —UV] — UV + U3V3 + UgVy (1.2)

olarak tamimlanir (Turgut 1995).



=l

Tanim 1.6:

) (X%

— —
< , > > ( ise veya X = 0 ise X spacelike vektor

= (71,2, 73) € F} olsun. Eger,

H
< 0 ise X timelike vektor

— —
iii <X , X )=0ve X # 0 ise X null(lightlike) vektor

olarak ifade edilir (Catoni ve digerleri 2011). Buradan aym tammlar1 Ej yari-
Oklidyen uzay1 icinde verebiliriz. X = (71, 22,3, 74) € Ej igin agsagidaki tanim-
lar gegerlidir (Tozak 2010);

- =
<X , X > <0 ise timelike vektor
E4
R
<X , X > >0 ise spacelike vektor
E

- =
<X, X> =0 ise lightlike vektor
E.

Tamim 1.7: E? Minkowski 3-uzaymin biitiin timelike vektorlerin kiimesi 7

olsun. Boylece, Yu € 7 igin
C(W)={7er: (W, 7)<0}={7 € E}:g(x—u,z—u) <0}

o . . — s . . . o . .
bigiminde tanimlanan C' (') kiimesine u’ yu igeren E3 uzaymin time-konisi denir

(Sekil-2) (Tozak 2010).

Spacelike

Ohgerver /ﬂ !
—_—

1 -
Plane of :
Lightlik
Sirultaneity ’
Tumelike
Sekil-2



Teorem 1.1: E£? Minkowski 3-uzayinda 7’ ve 7/ timelike vektorleri ayni time

konisinin elemani olmak iizere
(7, Y) == 17y coshd

olacak sekilde bir tek § > 0 reel sayis1 vardir. Buradaki 6 reel sayisina = ve
Y timelike vektorleri arasindaki Lorentz timelike (hiperbolik) a1 denir (O’neill
1983).

Tamim 1.8: v € E3} vektoriiniin normu | 7| = +/](7, 7)]| seklinde tanim-
lanir. Normu bir olan vektore de birim vektor denir. Eger, v spacelike bir
vektor ise normu ||| = \/(¥, ¥') olur. Eger, v timelike bir vektor ise normu,
| 7| = /— (¥, V) olur (Tozak 2010).

— — . o s s —> —
Tanmim 1.9: U = (uy,uz, uz), v = (v1,ve,v3) € E} vektorleri igin w ve v

vektorlerinin Lorentziyen vektorel carpimi

—i ok
— —
uxXv = up Uz ug
V1 V2 Vs
= <— (UQ?J3 — Ugvg) , U3V — UIV3, U1V — u21)1) (13)

bigiminde tanimlanir (Tozak 2010).

Teorem 1.2: « ve v iki timelike vektor olsun. Bu iki timelike vektor ayni
timelike koni icindedir ancak ve ancak (w, v') < 0 (Ozdemir ve Ergin 2006).
Teorem 1.3: 3-boyutlu Minkowski uzayinda 7, ', 2, W vektorleri icin asag1-

daki 6zellikler saglanir,

2) (« , 2 X W) =—
S ’<7,7> mm'

3) 7 ve y timelike vektorleri icin @ x ¥ vektorii spacelike vektoriidiir.

Ayrica 7 ve y vektorleri arasindaki ac1 6 olmak iizere,

(@, ) = =77 coshd

ve

17 x Gl =127l sinh

esitlikleri saglanir.



4) 7 ve Y spacelike vektorleri
(O < IZ

esitsizligini saglar ise 7 x ¥ vektorii timelike vektordiir. Ayrica 7= ve ¥y vek-

torleri arasindaki ag1 6 olmak iizere
(@, 7)) =17Vl cos 6

ve

17 < Gl =121 lsin0

esitlikleri saglanir.

5) @ ve ¥ spacelike vektorleri
1= N> 17T

esitsizligini saglar ise 7’ x ¥ vektorii spacelike vektordiir ve @ ve Y vektorleri

arasindaki aci # olmak iizere
(@ Y) =II7[ Y1l cosho

ve

17 x 7l = |7 17l sinh o

esitlikleri saglanir.

6) @ ve Y spacelike vektorleri
= =127
esitligini saglar ise 2’ x ¥y vektorii lightlike vektordiir (Ozdemir ve Ergin 2006).
Tamim 1.10: E} ii¢ boyutlu Minkowski uzay1 olsun.
Hi ={u€ E}: (u,u) =1}
kiimesine Hiperbolik kiire (Sekil-3) ve
St ={ue€E}: (uu)=-1}

kiimesine Lorentziyen kiire denir (Sekil-4). Hz’nin (1,0, 0) noktasindan pozitif
yarim kiiresi H2* ve (—1,0,0) noktasindan gecen negatif yarim kiiresi HZ~ ile

gosterilir (Ozdemir ve Ergin 2006).
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Sekil-3

—22:1)

2+y2

X

(

Hiperbolik kiire

Sekil-4

Lorentziyen kiire (—x2 +y? 422 = —1)
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1.3.2 SEKIiL OPERATORU VE ASLi EGRILIK

Bu boliimde sekil operatorii ve asli egrilikler ile ilgili temel kavramlar veri-

lecektir.

Tanmim 1.11: M bir yari-Riemann manifoldu olsun ve D, M manifoldu iize-
rinde bir afin konneksiyon olsun. D afin konneksiyonu i¢in asagidaki 6zellikler
vardir:

i) D, C* smfindandir.

ii) Sifir Torsiyon Ozelligi: M nin bir A bolgesi tizerinde, C*®olan her X,Y €

X(M) ve
DxY — Dy X = [X,Y]

seklindedir.
iii) (Konneksiyonun metrikle bagdasabilme ozelligi): M’ nin bir A bolgesi

tizerinde, C'™ olan her XY € x(M) ve her p € A igin
Xp (Y. Z) = (DY, Z),+ (Y, Dx Z),
seklindedir (Hacisalihoglu 1994).

Tanim 1.12: E" de bir hiperytizey M olsun ve M’ nin birim normal vektor
alani N olsun. E™ de Riemann konneksiyonu D olmak iizere, her XY € x(M)
icin

S(X)=DxN

seklinde tanimli S doniistimiine M iizerinde sekil operatorii veya M’ nin Wein-

garten doniisiimii denir (Hacisalihoglu 1994).
Tanim 1.13: M yiizeyinin bir D noktasinda,
Sp: Tp (M) — T, (M)
lineer doniisiimiiniin karakteristik degerlerine p noktasindaki asli egrilikler denir.
Sp: Tp (M) — T, (M)

lineer doniistimiiniin sifirdan farklh karakteristik vektorlerine p noktasindaki asli
vektorler denir. Bir egrilik vektoriiniin gerdigi alt vektor uzayina, p noktasindaki

asli egrilik dogrultusu denir (Hacisalihoglu 1994).

12



2 KUATERNIYON VE SPLIiT KUATERNIYON
CEBIRI

Bu boliimde oncelikle kuaterniyon ve split kuaterniyon tanimlari verilmistir.
Ayrica kuaterniyonlarin matris formu incelenmistir ve bu yapilarin geometrik ve

cebirsel 6zellikleri incelenmistir.

2.1 KUATERNIiYON CEBIRI

Kuaterniyon cebiri,

1y = —ji=
kj = —jk=1
ki = —ik=

kosullarini tagiyan
¢=ql+qitagj+auk (¢€R)

seklinde ifade edilen {1,4,7j,k} say1 dortlillerinin olugturdugu birlesimli fakat
degismeli ve bolmeli olmayan bir cebirdir. Bu say1 dortliilerinin olusturdugu

ciimle H ile gosterilir. H kuaterniyonun her kiimesi, ¢ €H icin
H
q=5+V,
seklinde ifade edilir. Buradaki
Sq =q1
q kuaterniyonun skaler kismi olarak adlandirilir.
Vo= @i+ q3j + aak

q kuaterniyonunun vektorel kismi olarak adlandirilir. ¢ kuaterniyonu ayni za-

manda
q = (q1, 9243, %)
seklindede ifade edilebilir (Ozdemir ve Ergin 2006).

Tanmim 2.1: p, ¢ €H olmak tizere,

q = q+qi+qg+qk

ve

p = D1+ pai+p3j+ pak

13



reel kuaterniyonlarinin toplami, ¢ kuaterniyonunun skaler kismi S, = g1, vektorel
kismi V, = g2 + q3J + quk ve p kuaterniyonunun skaler kismi S, = p;, vektorel

kismi V), = pai + psj + psk olmak tizere
— =
a+p=(S,+5)+ (V;+7;)
seklinde tanimhidir (Ozdemir ve Ergin 2006).

Tanmim 2.2: H kuaterniyon kiimesi ve p,q € H i¢in ¢ = (q1,¢2,q3,q4) Ve

p = (p1, p2, P3, p4) kuaterniyonlarinin, kuaterniyon ¢arpimu,

¥ H xH — H
(¢,p) = q*p
olmak iizere
— — — — — —
a5 = 5,5~ (Vo Vy) + SV, + SV + Vyx V, (2.1)

seklinde ifade edilir. Burada, (,) ve X sirasiyla i¢ ¢arpim ve vektorel garpimi
gostermektedir (Ozdemir ve Ergin 2006).

Tamim 2.3: H kuaterniyon kiimesi ve ¢ €H olmak tizere ¢ = S, + V; icin

eger S, = 0 ise, ¢ kuaterniyonu saf(pure) kuaterniyon olarak adlandirilir.

Tanim 2.4: ¢ = ¢ + @t + q3J + quk ve p = p1 + pai + p3j + pak iki saf

kuaterniyonunun ¢arpimi

— — - =

qxp = _<V;1> p>+ g X Vp
i § ok
= —(@p2+@ps+ap)+ | ¢ ¢ @
P2 P3 P4

seklinde ifade edilir (Ward 2012).

H
Tanmim 2.5: ¢ = (q1,¢2,93,91) = S, + V, bir kuaterniyon olmak tizere, ku-
aterniyonun eglenegi

N
Kq:sq_‘/;z

seklinde tammlamr ve K, ile gosterilir (Ward 2012).
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Tanim 2.6: Bir q kuaterniyonu i¢in norm
_ _ 2 2, 2 2
Ny=qxK;=K;xq=¢q+¢ +q5+q (2.2)
seklinde tanimlanir ve N, ile gosterilir. Eger,

1q=;%a (¢ #0)

ise birim kuaterniyon olarak adlandirilir. Yani N, = 1 olan kuaterniyona birim
kuaterniyon denir. Birim kuaterniyonlarin kiimeside H; olarak gosterilir. Ayrica,
N, # 0 olmak {izere,

ifadesi bir kuaterniyonun tersini belirtir (Olmez 2006).

Tanim 2.7: ¢ = q1 + @21 + g3 + q4k ile verilen bir ¢ kuaterniyonu

q= /N, (cos® + &g sin ) (2.3)

seklinde kutupsal formda ifade edilir. Burada,
41

/N,

Vi +a+a
V Nq

ozelliklerini saglayan bir 6 acgis1 vardir ve buradan aciktir ki

cosf =

ve

sinf =

-1 < cosf <1

-1 < sinf <1

ve

cos? @ +sin?6 =1

esitliklerini saglar. Oyleyse her kuaterniyon

q= /N, (cos + &g sin )

kutupsal formunda yazilabilir (Ward 2012). Buradaki gg bir birim vektordiir ve

8_5 = (51752753)

_ q2 qs3 qa (2 4)
VETE+E VETE+E VE+E+ 4
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seklindedir. Gergekten de

q = @+ @i+qg)+ qk

¢ 1 . .
+ (920 + g3j + quk)
VNe /N
q1 3 +a3+q? . )
- /N PR g2 a3 94 k
d ( /N, T /N, (\/q§+q§+qiz * \/q§+q§+q2j + VE+a3+4a ))

= /N, (cosf +sinf (e1,e2,¢3))

-

= /N, (cos + gy sind)

olur. Burada g; vektoriiniin birim vektor oldugunu (2.4) denklemi yardimiyla

kolayca agagidaki sekilde gorebiliriz:

_ 2 2 2
Na; = 51+€2+€3

75 @ i
G+aE+a G+HaéE+a G+a+a

@+ q:+q

2 743 T A4 4
% + a3+ ¢
Buradaki zg birim vektorii g9 x 29 = —1 esitligini saglar ve kuaterniyonun ekseni

olarak adlandirilir.

Bir ¢ birim kuaterniyonu kutupsal formda
q = cosf + 2 sinf
bi¢giminde ifade edilir. Burada 6 agisi i¢in
cos=q ve sinf=\/@+q¢@+q
saglanir. Gergekten de

q = @+ qi+q)+qk

1 o
= Q+\ G+ G+l (20 + 3] + @k)
7t a3

+q;

— .
= cosf + g sinf
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yazilir. Burada €g birim vektorii igin

1 . )
g = — (q21 + q3j + quk)
q; +q35 +q;
1 . .
= —— (@i + gj + @k)
1 —qi

oldugu kolayca goriilebilir. (Ward 2012)

2.2 KUATERNIYONLARA KARSILIK GELEN
MATRIS FORMU

x, bir kuaterniyon olsun. Sol ¢arpim fonksiyonunu

¢r: ¢(r) = qr
seklinde tammlayalim. R* = span {1,4,j, k} olmak iizere ¢, doniisiimii R* den
R* e lineer bir doniistimdiir.
¢; : R* — R*
¢r(x) — qu
Bu doniisiim bir donmeye kargilik geldiginden kolayca gosterilebilir ki aciy1 ve

normu korur. R* uzayim geren vektorler,

1 = (1,0,0,0)
i = (0,1,0,0)

= (0,0,1,0)
k = (0,0,0,1)

seklindedir. Bir ¢ = q1 + ¢27 + ¢3J + quk kuaterniyonu birim kuaterniyon olsun.
Yani /N, = 1 olsun. O zaman, bu vektorlerin sol carpim fonksiyonlari,

¢L(1) = gql
= (q1 + @i + g3J + uk).1

= q + @i+ qj+ @k

¢p(i) = qi
= (@ + @i + q3j + qak) i
= Q1.0+ @il + q3j.0 + qak.a
= —@+qi+qs) — gk
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or(d) = q.Jj
= (q1 + qi + qsj + qak) .j
= (1. + @i+ q3).J + qik.]
= —@3— qui+qj+ @k
¢r(k) = qk
= (q1 + @i + q3] + k) .k
= q.k+ q@i.k+qj.k + qk.k
= —qu+tq3i—qJ+qk

seklindedir. Boylece, ¢; doniigiimiiniin matris temsili,

@1 —q2 —q3 —q4
@2 qg1 —q4 g3
s 44 @1 —q2
d4 —43 Q2 q1

Ay, =

L

olur. Acikca gosterilebilir ki bu matris ortogonaldir. Yani, A¢L.A£L =1 ve
det (A¢L) = 1 dir. Boylece, A5, € SO(4,R) olup burada g¢.z , R* de 2’in
donmesine karsilik gelir. Kuaterniyon cebiri birlesmeli oldugundan matrislerde de
ayni ozellik saglanir. Boylece, ¢ doniisiimii reel kuaterniyon uzay1 ile bilegenleri
reel sayilar olan 4 x 4 tipindeki matrisler uzay: arasinda asagidaki gibi ifade edilen

bir tanimlama yapabiliriz.
¢ : (H7 +, ) - (M(4,R)7 @7 ®)

qgr —q2 —q3 —q4

2 q1 —qs G3

a3 44 @i 42

d4 —43 Q2 q1

Burada, ¢ matrislerde toplama islemini, ® matrislerde carpma iglemini ifade eder
(Meral 2009).

¢ (1 + @2t + @37 + k) —

TEOREM 2.1 :
¢ : (H7 +7 ) - (M(4,R)7 @7 ®)

a1 —q2 —q3 —q4
92 41  —44 g3
q3  qa q  —q2
q4 —q3 2 41

(1 + @i + qsj + k) —
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seklinde tanimlanan ¢ doéniigtimii bir izomorfizmdir. (Ward 2012)

Ispat: ¢ doniigiimiiniin izomorfizm oldugunu gostermek icin bire-bir, érten
ve homomorfizma oldugunu gostermemiz gerekir. Oncelikle bu doniisiimiin ho-

momorfizma oldugunu gosterelim. Yani,

o(p+q) = op) @ d(q)
o(p-q) = o(p) ®9(q)

esitliklerinin saglandigini gosterelim.

p,q € H ve p=p1 + poi + p3j + pak , ¢ = q1 + q21 + q3J + qak olsun.

dp+q) = &((p1+p2i+psj+ pak) + (1 + @i + q3j + quk))
= ¢m+qa+p2+q)i+(pPs+qs)i+ (patqu)k)

m+a —Pe+aq) —(ps+q) —(pa+aqa)

|2t pita —(pata)  pstgs
P3+qs  pataa pta —(p2+q)
pa+q —(p3s+aqs) P2 + qo P11+ q
pP1 —P2 —P3 —P4 1 —q2 —q3 —qu
- P2 P11 —Ps  P3 o @2 1 —q4 @3
P3 D4 P11 —P2 g3 Q4 g1 —q2
Ps —PpP3 P2 b1 44 —q3 Q2 q1
= ¢(p) ® &(q)

oldugu goriiliir.
O(p-q) = ¢ ((p1 + pai + p3j + pak) . (1 + qoi + q3j + quk))
olup, burada kisalik adina

= D1G1 — P292 — P393 + Paqa
= P1Q2 + P3q4 — Paq3 + P21
D193 + Paga — P2qs + P31

O Q W =
I

= D194 + D293 — P3q2 — Paa
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seklinde ifade edelim. O halde

— ¢(A+ Bi+Cj+ Dk)

[ A -B —C -D
_|B A -D C
¢ D 4 =B

D -C B A

pP1 —P2 —P3 —P4 q1 —q2 —43 —Q4
o P2 P11 —DPs P3 2 a2 q1 —q4 g3
b3 P4 b1 —P2 q3 44 9.  —q2
| P4 —P3 P2 Y4 s —q3 Q2 q1
= ¢(p) ®@¢(q)
oldugu goriiliir. (Ward 2012)
Simdi ¢ doniistimiiniin bire bir oldugunu gosterelim;
o) = ¢(@), 1<k I< 00
Q1k _QQk _CISk _Q4k (11l _q21 _QSL _Q4l
92, 41, —q4, 43, _ q2, q1, —4qa, g3
q3, 44, q1, 42, 43, 44 q1, 42,
44, —43, q2;, qi1, qs, —43; 42, qi1,
Oyleyse,
qlk = Chl
QQk Q2l
Q3k QSZ
Q4k Q4l

dir. O halde, gx = ¢; dir. Simdi de ¢rten oldugunu gosterelim;

H =
M4,r)

{a1, 92, --qn, ...}
{Gas Pas s g -}

olmak tizere her ¢, € Mg icin ¢(q) = ¢, olacak sekilde g, € H vardir.

Boylelikle ispat tamamlanmig olur.
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Simdi Ay, matrisini kutupsal formda ifade edelim; ¢ birim kuaterniyonunu

¢ = G+ q@i+q)+quk
= cosf+ g;sinf
= cost +e1sinf + eysinf + e3sin 6

= (cosf,e;sinf, 9806, e3sin6)

seklinde ifade edebiliriz. Buradan,

g1 —Qq2 —q3 —Q4 cosf —eisinf —eysinf —ezsiné
@2 @ —q4 3 | exsinf  cosd —e3sinfl e98inf
B QG4 @ —Q B g9sinf  e5sinf cos —e18inf
44 —q3 G2 q1 e3sinf) —e3sinf  e;sind cos 0

esitligi ile ¢; matrisinin kutupsal formdaki ifadesine ulagabiliriz.

2.3 SPLIT KUATERNIYON CEBIRi

Bu boéliimde, split kuaterniyon tanimini ve 6zelliklerini verecegiz. Split kuater-
niyonlar1 kullanarak timelike, spacelike ve lightlike kuaterniyon tanimlamalarini

yapacagiz.
Tanmim 2.8: Split kuaterniyon cebiri,

2= —1

2= K =ijk=1

ij = —ji=k
ki = —jk=—i
ki = —ik=j

kogullarini tagiyan

¢=q@l+q@i+qj+euk (¢ €R)

seklinde ifade edilen {1,4,j,k} say1 dortliiliilerinin olugturdugu birlesimli fakat
degismeli ve bolmeli olmayan bir cebirdir. Bu say1 dortliiliilerinin olusturdugu
ciimle H ile gosterilir (Ozdemir ve Ergin 2006).

Split kuaterniyonlar Ej ile gosterilen iki indisli yari-Oklidyen 4-uzay ile split

kuaterniyonlarin alt uzay: olan saf split kuaterniyonlar ise Mikowski 3-uzay1 ile
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ozdestir. Boylece, Lorentzian i¢ ve vektor carpimlar: kullanimiyla vektor ana-
lizinde yapilan iglemlerin ¢ogunu split kuaterniyonlarla yapmak miimkiin olmak-
tadir.

Tanim 2.9: T split kuaterniyon kiimesi ve g € H olmak tizere q split kuater-
niyonu
ﬁ
q=5q+Vq

seklinde gosterilir. Buradaki, S, ve V; kuaterniyonlarda oldugu gibi q split kuater-
niyonun sirasiyla skaler kismi ve vektorel kismi olarak adlandirihir. Aym zamanda

q split kuaterniyonu

¢ = (01,42, q3, 1)
seklinde ifade edilebilir (Ward 2012).

Tanim 2.10: H split kuaterniyon kiimesi ve p,q € H olmak lizere,

q = q+qit+aqsj+ k= (q,qq,q4)
p = p1+pai+psj+ pak = (p1,p2,03,P4)

iki split kuaterniyonunun ¢arpimi

* o ﬁxﬁeﬁ
— — — — — —
axp = S8+ (Vo Vo) + SV + SV +Vy xi ¥, (2.5)

seklinde tammlamir. Burada (, ) ve X sirasiyla, Lorentzian i¢ garpim ve Lorentzian

vektorel carpimi gostermektedir. Ayrica split kuaterniyon carpimi

g1 —q2 43 4 Y41
a2 q 44 —G3 P2
a3 —q4 @1 —Q2 p3
4 Q43 QG2 Q1 2

q*p=

seklinde de yazlabilir (Erdogdu ve Ozdemir 2015).

~ —
Tamum 2.11: ¢ € H olmak fizere, bir ¢ = S, + V, split kuaterniyonunun

skaler kismu sifir, yani

S, =0

ise ¢ split kuaterniyonu, saf(pure) split kuaterniyon olarak adlandirihir. Saf split

kuaternyonlar kiimesi Hj, ile gosterilir (Erdogdu ve Ozdemir 2015).
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Tanim 2.12: Iki saf split kuaterniyon

¢ = @i+qj+ k= (q,q s, )
p = poi+ psj+ pak = (p1, 2, D3, Pa)

olmak tizere; bu iki saf split kuaterniyonunun c¢arpimi

— — — —
axp = (VW) +VixiV,

—i j k
= —@P2t+@pst+qupit| g2 g3 q (2.6)
P2 P3 D4

seklinde ifade edilir (Ozdemir ve Ergin 2006).

Tanmim 2.13: ¢ = (q1,92,q3,qa) = Sy + V; bir split kuaterniyon olmak {izere,
split kuaterniyonun eslenegi
ﬁ
Kq=5,—-Vq

seklinde tammlamir ve K, ile gosterilir. Ayrica saf split kuaterniyonlar icin (2.6)
esitligindeki determinanttaki ikinci ve {i¢iincii satirlarin yer degistirmesi ve igsaret
degisikligi ile

—

— = —
K (Vi) =7,

_Q

elde edilir (Ozdemir ve Ergin 2006).
Tanim 2.14: Bir ¢ split kuaterniyonu ile egleniginin ¢arpimi
¢+ Ky=q+6 -6 -6 (2.7)

seklinde tanimlanir (Ozdemir ve Ergin 2006).

Verdigimiz tanimlardan ¢ikarilabilen bir sonug olarak,
LY g« K, = K,xq (2.8)

esitligi yazilabilir.
H split kuaterniyon kiimesi, Fj yari-Oklidyen uzay1 ile 6zdes oldugundan
timelike, spacelike ve lightlike kuaterniyon tanimlarini 2.8 esitligini kullanarak

verebiliriz.
Tanim 2.15: ¢ = (q1, g2, g3, q4) bir split kuaterniyon olsun ve
quéfq*Kq:Kq*q

esitligi verilsin. Eger,
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1) I, < 0 ise ¢ kuaterniyonu spacelike kuaterniyon
2) I, > 0 ise g kuaterniyonu timelike kuaterniyon
3) I, = 01ise q kuaterniyonu lightlike kuaterniyon

olarak tanimlamr. (Ozdemir ve Ergin 2006).

Tanim 2.16: Bir ¢ = (q¢1, ¢2, g3, q4) split kuaterniyonun normu

NqZ\/\Q%+Q%—Q§—Qi!

seklinde tanimlanir. Eger N, = 1 ise ¢ split kuaterniyonu, birim split kuaterniyon

olarak adlandirilir ve

(Ng # 0)

esitligi saglanir (Ozdemir ve Ergin 2006).

Ayrica spacelike ve timelike kuaterniyonlarin carpmaya gore tersi vardir ve

q*q_lzq_l*q:l

ozelligine sahiptir. Boylece, spacelike ve timelike kuaterniyonun tersi

olarak elde edilir. Fakat lightlike kuaterniyonlarm tersi yoktur (Ozdemir ve Ergin
2006).

TEOREM 2.2: Split kuaterniyonlar i¢in agagidaki 6zellikler saglanir

) g*(rxs)=(qg*r)xs

i) g (r+s)=q*r+qx*s

iii) Ky = K, x K,

iv) Jigury = Iy x I,

V) Nigery = Ng * N,

vi) V,, V. 'ye paralel olmast i¢in gerek ve yeter sart Vg, r € H igin
qxr = r*q (Ozdemir ve Ergin 2005).
Bu teoremden ulastigimiz sonuca gore spacelike kuaterniyon ciimlesi carpma
islemine gore kapalilik 6zelligi olmadigi i¢in grup degildir.

Iki spacelike kuaterniyonun carpimi timelike quaterniyondur. Diger yandan,

TH = {q = (917927%7(]4) 1q1,42,43,44 € R7 Iq > 0}

ile gosterilen timelike kuaterniyon kiimesi, split kuaterniyonlarda tanmimlanan

carpim altinda gruptur. Ayrica birim timelike kiimesi T]ﬁll ile gosterilir ve
S3 = {u € E;: (u, u) ps = 1}
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ile gosterilen yari-oklidyen kiiresi TH’nin altgrubudur.
i +4¢5—a¢5—qi <0

ve

0<qi <—a+a+ai= (Vg Vi)
oldugundan bir spacelike kuaterniyonun vektor kismi spacelike vektordiir. Fakat
bir timelike kuaterniyonun vektor kismi spacelike, timelike ve null olabilir. Bu
yiizden E3 uzaymda timelike kuaterniyonlarin, vektor kisminin spacelike, timelike
veya null olma durumlarini ayr1 ayr: inceleriz. Bu 6zellikle kutupsal formlar ve
donmeler i¢in onemlidir.

Kompleks sayilarda ve kuaterniyonlarda oldugu gibi split kuaterniyonlar da
kutupsal formda ifade edilebilir. Fakat split kuaterniyonlarda, split kuaterni-
yonun spacelike ya da timelike olmasi, hatta timelike kuaterniyonlarda vektorel
kismin timelike ya da spacelike olmasi bu kutupsal formu degistirir. Yani split
kuaterniyonlar i¢in ayr1 ayri kutupsal formlar belirtilecektir.

1) Bir g = (q1,¢2,q3,q4) € H birim spacelike kuaterniyonu igin

. q1
sinhf = -—
Ny

) D) 2

coshg) — Y 45 +q5 + qi

N,
— @it q) Ttk
o —

V=G + @+ 4
olmak fizere,

q= N, (sinhf + 2o cosh 0)

formunda yazilabilir. Burada, g vektorii £? uzayinda spacelike birim vektordiir.

2) Vektorel kismui spacelike olan bir ¢ = (q1,42,43,q1) € H birim timelike

kuaterniyon,
a1
coshf = —
Ny
\/ﬁ
sinhf = GHaTh
Nq
— @it q3) Ttk
gy —

V-G + G+ 4

olmak {izere,
q = N, (cosh ) + g sinh #)

formunda yazilabilir. Burada, g; vektorii E uzayinda spacelike birim vektordiir
ve

— =
Ep * 0:1
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esitligini saglar.

3) Vektorel kismi timelike olan bir ¢ = (¢1,¢2,q3,q4) € H birim timelike

kuaterniyon,

q1

cosf) = —

N,
2 p) 2
. 43 —q3 — 4;

sinf =
N,

q
— @it q)t sk

VG -G -4

olmak {izere,

q = N, (cosf + gy sinf)
formunda yazilabilir. Burada, &g vektorii E$ uzaymda timelike birim vektordiir
ve

goxeg=—1
esitligini saglar (Ozdemir ve Ergin 2006).

Ornek 2.1: ¢ = (2,1,0,2) timelike kuaterniyonu i¢in kutupsal formu ifade

edelim.
q = (2,1,0,2) kuaterniyonun normu N, = 1 bulunur. ¢ = (2,1,0,2) kua-

terniyonun vektor kismi spacelike vektor oldugu igin

hg = — =2
cos N,
\/ﬁ
sinh 0 QZ+QS+Q4:\/§
Nq
— (10,2

B - ' ' 7/
’ NE
esitlikleri bulunur. Buradan ¢ = (2, 1,0, 2) kuaterniyonun kutupsal formu
q = N,(coshf+ g¢ sinh 0)

(1,0,2)
2+—ETV§

seklinde ifade edilir.

Ornek 2.2: ¢ = (1,2,1,1) timelike kuaterniyonu icin kutupsal formu ifade
edelim.

q=(1,2,1,1) timelike kuaterniyonun normu
N, =3
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bulunur. ¢ = (1,2,1,1) timelike kuaterniyonun vektor kismi timelike vektor

oldugu icin

cosf = ﬂzl

Ny
\/ﬁ
sinh§ — Q2+Q3+Q4:\/§
Nq

= _ @itejtak  (2,1,1)

€0 =
Vi —da V2
esitlikleri bulunur. Buradan ¢ = (1,2,1,1) timelike kuaterniyonun kutupsal

formu

q = N,(cos+ g;sind)

va(1+ 22 0)

seklinde ifade edilir.

TEOREM 2.3: Vektor kismi spacelike olan bir ¢ = cosh # + £¢ sinh § birim
timelike kuaterniyonu, u ve v Lorentzian vektorleri arasindaki hiperbolik a1
olmak {iizere

i) g¢ birim spacelike vektorii u ve v birim timelike vektorlerine diktir,

ii) u ve v birim spacelike vektorleri |(u,v)| > 1 esitsizligini saglar ve Zg birim
spacelike vektoriine diktir,

durumlarmdan biri saglanirsa, v * u~! seklinde ifade edilebilir (Ozdemir ve Ergin
2006).

Ornek 2.3: Vektor kismi spacelike olan birim timelike ¢ = (3, —8, —6, —6)
kuaterniyonunu u = (9,8,4) ve v = (3,1, 3) birim timelike vektorleri ile v * u~*

seklinde ifade edelim.

cosh) = —(u,v) =3
N U XV 1
z U (-8,-6,—6
"= Juxo] VB )
sinhd = V8

olarak hesaplanir. Bulunan degerler ¢ = cosh# + g sinh @ esitliginde yerine
yazilirsa

q= (37 _87 _67 _6)

kuaterniyonu elde edilir.
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Ornek 2.4: Vektor kismi spacelike olan ¢ = (—9,0, —4, 8) kuaterniyonunu
u=(2,2,1) ve v = (—2,2,1) birim spacelike vektorleri ile v * u~! geklinde ifade
edelim.

u=(2,2,1) ve v = (—2,2,1) vektorleri

[(u, v)| > 1
esitsizligini ve

_ uXv 1

6 = =
" Juxv] VRO

(0,—4,8)

esitligini saglar ve
cosh® = (u,v) =9

olarak hesaplanir.

TEOREM 2.4: Vektor kism timelike olan her ¢ = cosh § + &g sinh # birim
timelike kuaterniyon u * v seklinde yazilabilir.Burada u ve v birim spacelike vek-
torleri g birim timelike vektoriine diktir ve 6 , u ve v arasindaki agidir (Ward
2012)

Ornek 2.5: Vektor kismi timelike olan ¢ = (0, —3, —2, —2) birim timelike
kuaterniyonu u = (2,2,1) ve v = (2,1,2) birim spacelike vektorleri ile u * v

seklinde yazilabilir dyle ki |(u, v)| < 1 egitsizligini ve
g0 = uxv=(-3,-2-2)
cosf = (u,v) =0
esitligini saglar.
Bu teoremlerdeki vektor kismi spacelike olan timelike kuaterniyon bagm-
tilarinin her biri HZ birim hiperboloidinin biiyiik hiperbol yay ile benzerdir, ve

bu bagmtilar kullanilarak H3* tizerindeki hiperbolik tiggenler icin siniis ve kosiniis

formiilleri ispatlanabilir (Ozdemir ve Ergin 2006).
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3 LORENTZIYEN UZAYDA SPLIiT
KUATERNIYONLAR IiLE DONME

Doénmeler icin ortonormal matrisler, Fular acilar: ve kuaterniyonlar gibi cesitli
metodlar kullanilabilir. Bunlarin iginde kuaterniyonlar en kullanigl olanidir.
Birim kuaterniyonlar1 kullanarak bir dénmeyi ortonormal matris ile ifade etmek
kolaydir. Her birim kuaterniyon Oklid uzayinda bir désnmeyi temsil eder. § = 0°
derecelik dénme ¢ = (1,0,0,0) birim kuaterniyonu ile gosterilir ve yine bir u
birim vektorii etrafindaki § = 180" derecelik bir dénme ise ¢ = (0,u) kuater-
niyonu tarafindan temsil edilir. Bir ¢ = (q1, g2, g3, ¢4) kuaterniyonu kullanilarak

3-boyutlu Oklid uzayinda dénmeyi ifade etmek icin asagidaki matris verilebilir.

G+@E -G - 20q+20pE 200+ 20
R= 20203 + 2011 G — B+ G — @G 20304 — 221 (3.1)
2q2q4 — 2q3q1 20001 + 2q3q0 @ — @G — @+ ¢

Standart koordinat eksenleri x,y, z etrafinda 6 acis1 kadar donme, ortonormal

matrisin terimleri ile

1 0 0
R, = 0 cosf) —sinf

0 sinf cosf

cos@ 0 sinf
R, = 0 1 0

—sinf 0 cosf

cosf@ —sinf 0 ]
R, = sinf cosf O
0 0 1

matrisleri ile ifade edilir. Bu dénmeleri standart koordinat ekseninde sirasiyla

0 0
Qe = <cos §,Sin 5,0,0)

0 0
@ = (Cosi,(),sin?())

0 0
q, = (COS§,0,0,Sin§)

birim kuaterniyonlar: ile temsil edebiliriz. 3-boyutlu Oklid uzaymda her donme

standart bazla verilen ortonormal donme matrisleri tarafindan temsil edilir. Bu
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matrisler 3 boyutlu 6zel ortogonal grup olan SO(3) ii olugtururlar. Ayrica
f:S3~H; — SO(3)

fonksiyonu ¢ = (q1, g2, g3, q4) kuaterniyonunu (3.1) matrisine gétiiren bir homeo-
morfizmdir. Boylece f fonksiyonunun gekirdegi {41} oldugundan dénme mat-
risi {#¢} birim kuaterniyon ciftine kargilik gelir. Ozellikle SO(3) birinci izomor-
fizm teoremi tarafindan H; / {1} boliim grubuna izomorfiktir (Ozdemir ve Ergin
2006).

TEOREM 3.1: ¢ ve r timelike kuaterniyonlar olsun. Bu durumda
R : TH-— TH
Ry(r) = qxrx q!

seklinde R doniisiimii tanimlanabilir ve bu R doniisiimii normu ve r timelike
kuaterniyonunun skaler kismini koruyan lineer bir déniisiimdiir (Ozdemir ve Ergin

2006).
Ispat: R,(r) doniisiimiiniin skaler kismi
SRy(r) = S(gersq=1) = S(geg-1er) = S

oldugundan R doniigiimii  kuaterniyonunun skaler kismini degistirmez. Aymni

sekilde R, (r) doniigiimiiniin normu
Np,r) = Ng* Np x Ng-1 = Nyx Ny-1 % N, = N,

oldugundan R doniigiimii normu koruyan bir doniistimdyir.
Simdi R doniisiimiiniin lineer oldugunu gosterelim;

ry1, 19 € TH olsun,

R(ar, +19) = qx*(ary +1m)xq ' = (q * ary * q_l) +(gxrexqh)

= a(g*ri*xq ')+ (gxraxqg ) =aRy(r1) + Ry(ra)

esitligi saglandigindan R doniisiimii lineer bir dontistimdiir.

Bu teoreme gore, R doniisiimii altinda r timelike kuaterniyonun skaler kismi
degismedigi acikca goriilmiistiir. Buna gore r = (S,, V,) timelike kuaterniyonun
vektor kisminin R doniisiimii altinda nasil degistigini incelemeliyiz. O zaman

3-boyutlu Minkowski uzayinda dénmeleri, g * V, * ¢!

split kuaterniyon carpimi
kullanarak ele almaliy1z. ¢ = (q1, g2, g3, ga) bir timelike kuaterniyonu igin i.bilegini
ifade edilmek iizere

(g Vixq™), = Z Ri;(V2);

Jj=1
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esitligi kullanarak R donitigiimiine karsilik gelen matris

G+E+E+E 2100 — 20203 —2q1q3 + 2q24
R, = 20203 + 2041 G — G — G+ @G —203q4 — 2¢2n (3.2)
20204 — 2431 201 — 2q3q1  GT — @5+ @G — @3

seklinde bulunur. Bu matrisin tiim siralarinin Lorentziyen anlamda ortogonal
oldugu goriilmektedir. Ayrica bir ¢ € T H, birim kuaterniyonunu alirsak, 3-
boyutlu Minkowski uzayimmda bir ortogonal dénme matrisini elde ederiz. 3-boyutlu
Minkowski uzayinda her déonme standart baza gére bir dosnme matrisi tarafindan

temsil edilir. 3-boyutlu 6zel ortogonal grup matris formu

-1 0 0 00
SO(1,2)=¢ReM3(R):R'=| 0 1 0|,R= 1 0| vedetR=1
0 01 01
seklindedir. Ustelik ¢ : S5 ~ T]f-\]ll — S0O(1,2) seklinde tanmimlanan fonksiyonu
q = (q1, g2, g3, q4) kuaterniyonunu (3.1) esitligide verilen R matrisine gotiiren bir
homeomorfizmdir. ¢ fonksiyonunun gekirdegi {41} dir, boylece dénme matrisi
birim kuaterniyonun ¢ ciftine karsilik gelir. Ozellikle SO(1,2) birinci izomor-
fizm teoremi ile TH, / {£1} boliim grubuna izomorfiktir. Yani F; Minskowski
3-uzaymda her donme icin, bu dénmeyi belirleyen iki tane birim timelike kuater-
niyon vardir. Bu timelike kuaterniyonlar ¢ ve —¢ kuaterniyonlaridir. Boylece H
split kuaterniyonlarin otomorfizm grubu, SO(1, 2) ile izomorfiktir. Bu nedenle bir
q¢ = (q1, q2, ¢3, q1) timelike kuaterniyonu bir 3x3 tipinde R, ortogonal dénme mat-
risine egdegerdir. Bu matris det R, = 1 sart1 altinda Minkowski 3-uzayinda bir
doénmeyi temsil eder. Bu birim timelike kuaterniyonlar ile miimkiindiir. Boylece,
q timelike kuaterniyonunun vektor kisminin causal karakteri i¢in 6nemlidir. Eger

q kuaterniyonunun vektor kismi timelike veya spacelike ise donme agis1 sirasiyla

kiiresel veya hiperboliktir.

Ornek 3.1: Vektor kismu timelike olan ¢ = (%g, %, 0, O) birim timelike ku-
aterniyonu icin donme matrisini bulahm.

q = (‘/737 %,0,0) kuaterniyonunun bilegenleri (3.2) matrisinde yerine yazil-
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diginda ¢ = (‘/75, %, 0, O) kuaterniyonu i¢in dénme matrisi

1 0 0
LE]
R, = 0 2 2
0 V3 L
i 2 2
seklinde bulunur. Burada ¢ = (73, %,0,0) timelike kuaterniyonu ¢ = (1,0,0)

timelike ekseni etrafinda 120° ’ lik bir ac1 boyunca dénmeyi temsil eder.

Ornek 3.2: Vektor kism spacelike olan p = (2,1,0,2) birim timelike kuater-
niyonu i¢in dénme matrisini bulalim.
(3.2) esitliginde p kuaterniyonunun bilegenleri yerine yazilirsa p = (2, 1,0, 2)

birim timelike kuaterniyonunun dénme matrisi

9 8 -4

seklindedir. Burada p = (2, 1,0, 2) birim timelike kuaterniyonu
Qi+ q3) + @k

V- +a+ 4

- ()

spacelike ekseni etrafinda hiperbolik 26 acisiyla bir dénmeyi temsil eder tyle ki

coshf = 2
sinhf = V3
seklindedir.

Tersine, Minkowski 3-uzayinda verilen bir 3x3 tipinde ortonormal dénme mat-

risi icin, agagidaki formiilleri kullanarak ilgili birim timelike kuaterniyonlar1 bu-

labiliriz;
q1 # 0 igin
G = i (14 Ry, + Ryyy + Ryyy)
i = g (R~ Ry
B = —4%1 (Rgis + Rayy)
qs = 4%]1 (qu — Ry,)
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olur.

¢1 = 0 icin

1

G = —5 R
2q2 q12
1

@ = —5 R
2q2 q12

G = 1+¢G+4q

seklindedir. 0 < ¢? + g2 — ¢ — ¢2 oldugunda timelike kuaterniyonu belirlemek
yeterlidir. ¢; = 0 oldugu zaman ise 0 < g2 — g5 — ¢3 veya g2 # 0 alimabilir. Sonug
olarak, R, € SO(1,2) dénme matrisi i¢in, R, dénme matrisini tanimlayan bir ¢
birim vektorii bulunabilir, 6yle ki bu vektér +1 dzdegerine karsilik gelen birim

ozvektordiir. O zaman, R, ve

0 0
cosh? 5~ sinh? 3 =1
veya
cos? i + sin? 0 =1
2 2

denklemlerini kullanarak 6 agisin1 buluruz yle ki, R, dontistimii bu ag1 boyunca
¢ etrafinda doner. Boylece ¢ donme ekseninin timelike veya spacelike olmasina

gore R, donme matrisine kargilik gelen birim timelike kuaterniyonlarin ¢ifti

0 0
+ (COS 5 + esin —)

2
veya
0 0
+ <cosh 3 + esinh 5)
seklindedir.
Ornek 3.3:
9 5 1
4 4
A=| -1 1 -1 |€80(1,2)
T 1
4 4

donme matrisine karsilik gelen kuaterniyonu bulalim.

+1 6zdegerine kargilik gelen 6zvektor yani donme ekseni € = (2,1, —2) olarak
bulunabilir. ¢ vektorii bir spacelike vektordiir. Dolayisiyla A dénme matri-
sine kargilik gelen birim timelike kuaternion ¢ifti 4 (Cosh g + sinh g) formundadir.
Boylece, bu matrisin birinci satir ve birinci siitun elemani olan,

9
Au=ﬁ+£+ﬁ+ﬁzz
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ve ; .
qg==+ <cosh 3 + (2,1, —2)sinh 5)

denklemlerini kullanarak

_i(?) 2 1 2)
q \/g? 8’ 87 3

birim timelike kuaterniyonunu buluruz.

Ornek 3.4:
_ 5 5 _
2 £_1 _£_1
/3 2 2
2 1 1
B=| Y241 _Z _\/2-2-1€850(,2
2 Tf 2 2 (1,2
2 1 1
1- 2= V- =
L 2 2 2 .

donme matrisine karsilik gelen kuaterniyonu bulalim.
Bu durumda dénme ekseni € = (\%, \/Li’ \/Li) bir timelike vektor, sonra da B

donme matrisine karsilik gelen birim timelike kuaternion cifti

0 0
qg== (cos§+8sin§>

formunda yazilir. Bu yiizden By =2 ve ¢ = £+ (cosg + esin g) kullanilarak

0 V2

sin— = +—
2 2
0 2

cos — — :|:£
2 2

esitliklerini buluruz. Yani B dénme matrisi ¢ timelike ekseni etrafinda 90° lik

donmeyi ifade etmektedir.

TEOREM 3.2: ¢ bir Lorentz vektor olsun ve ¢ = coshf + £¢sinh6
kuaterniyonu vektor kismi spacelike olan bir birim timelike kuaterniyon olsun.

R,(e) = q* e x ¢! doniisiimii ¢y spacelike ekseni etrafinda hiperbolik 20 agis1
kadar dénmedir (Ozdemir ve Ergin 2006).

Ispat: Oncelikle

€0 Xp€1 = &2
€2 Xp & = &1
€1 Xp&2 = ¢&o
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denklemlerini saglayacak sekilde dogruya ait {eg, €1, €5} kiimesini segelim. Burada
€1, €o diizleminde bir timelike vektordiir ve (e1,¢0); = 0 esitligini saglar. Bu

yiizden e vektoriiniin sirasiyla spacelike veya timelike olmasina gore
€ = cosh 7gg + sinh 7¢4

veya
€ = sinh 7eg + cosh 7¢;
yazabiliriz. Simdi R,(¢) = gxexq " esitligi ile &g ve &1 vektorlerinin R, doniigtimii

altinda nasil degistigini hesaplayalim. V,, ey vektoriine paralel oldugundan

gxey = E9*¢q
Ry(g0) = qxeoxq ' =co*xq*q ' =ep
esitlikleri saglanir. Boylece,
R,(s1) = q*e1xq " = (cosh + ggsinh ) * g1 * (cosh § — o sinh 6)

= £, cosh® @ — cosh@sinh 0 (g1 * £¢) + cosh @sinh 0 (gq * £1)

— (g9 % €1) * g sinh? f

bulunur. Ayrica biliyoruz ki, eg*xe; = €1 X1, €¢ saf kuaterniyonlar i¢in ortogonaldir

ve u, v, w Lorentziyen vektorleri icin
uxg (vXxpw)=(u,v), w— (u,w), v
denklemi saglanir. O zaman
(g0 *e1) *xe0 = (60 XL €1) XL €0

oldugundan
R,(e1) = €1 cosh 20 + £5 sinh 26

denklemini buluruz. Bunun anlami ise e¢'nun R,(¢) doniistimii ile ¢y etrafinda
hiperbolik 26 acgis1 kadar dénmesini ifade eder. Bu nedenle, vektor kismi spacelike
olan bir ¢ birim timelike kuaterniyonu, 3-boyutlu lightlike olmayan Lorentziyen
vektoriiniin, ¢ ekseni etrafinda hiperbolik 20 aci ile donmesini temsil eder. Bu

teorem icin bir 6érnek verelim:

Ornek 3.5: Vektor kismu spacelike olan ¢ = cosh 6 + ksinh 6 birim timelike
kuaterniyonunu alalim ve €, 7 ve k diizleminde spacelike vektor olsun. 7, € ve k

arasindaki hiperbolik ac1 olmak iizere
€ = cosh 7k + sinh 77
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esitligi yazilir. V,, k&’ ya paralel oldugu i¢in R,(k) = q* k * ¢~' = k olur. Ayrica,
R,(i) = qxixq ' = (coshf + ksinh ) x i x (cosh § — ksinh )
olur ve split kuaterniyon ¢arpimini kullanarak
R, (i) = icosh 20 + j sinh 26

denklemini elde ederiz. Bu da ¢ nin k etrafinda pozitif yonde hiperbolik 26 acis1
kadar dondiiriilmesiyle R,(¢) timelike vektoriinii elde ettigimiz anlamina gelir.
Bundan dolay1, ¢ = cosh 7k 4+ sinh 7 spacelike vektorii R, doniisiimii altinda

R,(¢) = cosh 7k + sinh 7R, (i) spacelike vektoriine doniistir.

Minkowski 3-uzayinda hiperbolik 0 agis1 kadar, j = (0,1,0) ve k& = (0,0,1)

standart spacelike koordinatlar1 boyunca dénmeler

coshf 0 sinh@ |
R, = 0 1 0
sinh® 0 cosh@

[ coshf sinhf@ 0 ]
R, = sinhf coshd O
0 0 1

ortonormal matrisleri ile ifade edilir veya

0 0
q = (cosh 3 0, — sinh 5 O)

0 0
G = (cosh 2 0,0, sinh 5)
birim timelike kuaterniyonlar ile ifade edilir.

TEOREM 3.3: Vektor kismu timelike olan ¢ = cos + g sinf timelike ku-

aterniyonu olsun ve ¢ bir Lorentziyen vektor olsun. O zaman
Rye)=qxexq!

doniistimii, €y timelike ekseni etrafinda 260 ag1 kadar donmeyi belirtir (Ozdemir
ve Ergin 2006).

Ispat:
€o Xp &1 = ¢&2
€2 XL & = &1
E1 XL & = —¢&
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denklemlerini saglayan bir sag yanlh kiime secelim. ¢; vektorii, g timelike vektor
diizleminde bir spacelike vektordiir ve (g, 1), = 0 dir. Boylece, € nun sirasiyla

timelike ve ya spacelike olmasina gore
€ = cosh 7gg + sinh 7¢4

ve

€ = sinh 7eg + cosh 7¢;

esitliklerini yazabiliriz. Simdi, R,(c) = g* e x ¢ esitligi ile £ ve &1 vektorlerinin
R, dontisiimii altinda nasil degistigini hesaplayalim. V,, e, vektoriine paralel

oldugundan

g*c = ¢co*(q

Ry(eo) = qxeoxq ' =eoxqxq ' =g
esitlikleri saglanir. Boylece
Ry(g0) = €1 c0s20 + e55in 26

denklemini buluruz. Bu da € nun R,(e) doniistimii tarafindan ¢, etrafinda 26
acis1 kadar dondiiriildiigii anlamina gelir. Boylece, timelike vektor kismina sahip
¢ birim timelike kuaterniyonunun, ¢'nun ekseni etrafinda 26 agis1 kadar dosnmesine
kargilik gelen 3-boyutlu lightlike olmayan Lorentziyen vektorii temsili (Sekil-5)’
deki gibidir.

Sekil-5
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Ornek 3.6: Vektor kismu timelike olan ¢ = cos@ 4 isin@ birim timelike
kuaterniyonunu alalim ve ¢, ¢ ve j diizleminde birim timelike vektor olsun. 7 | €
ve ¢ arasinda hiperbolik ac1 olmak iizere

€ = cosh 7¢ + sinh 75

1 —j olur. Ayrica,

esitligi yazilir. V, i’ ye paralel oldugu icin R, (i) = g *i* ¢~
R,(j)=q*j*q ' = (cosf+isinh)* j* (cosf — isin0)
olur ve split kuaterniyon carpimini kullanarak

R,(j) = jcos 20 + ksin 20

denklemini elde ederiz. Bunun anlami, R,(j) nin, j nin i etrafinda pozitif yonde

260 agis1 kadar dondiiriilmesiyle elde edilen vektor oldugudur. Bu yiizden
¢ = cosh 77 + sinh 7j
birim timelike vektori R, dontistimii altinda
R,(¢) = cosh i + sinh 7R, (j)

timelike vektoriine doniigiir. Standart timelike koordinat ekseni i = (1,0,0)

etrafinda 0 acis1 kadar dénme

1 0 0
Ry =10 cosf —sinf

(3

0 sinf cosf

ortonormal matrisi ile ifade edilir veya

0 0
q= (COS §,Sin 5,0,0)

birim timelike kuaterniyonu ile ifade edilir.
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4 SPLIT KUATERNIYONLAR ILE VERILEN
LORENTZIYEN DONME MATRISININ
OZDEGER VE OZVEKTORLERI

Bu boliimde split kuaterniyonu kullanarak Minkowski 3- uzayimda bir
doénme matrisinin 6zdegerlerini inceledik. Bir déonme matrisinin 6zdegerlerinin ve

ozvektorlerinin, birim timelike kuaterniyonun katsayilari ile iligkisini agikladik.

4.1 E? UZAYINDA DONME MATRISININ OZDEGER
VE OZVEKTORLERI

Bu kisimda E$ uzayindaki Lorentziyen dénme matrisinin ézdeger ve 6zvek-
torlerini inceleyecegiz. A Lorentziyen dénme matrisinin 6zdegerleri A\, Ao ve A3

olsun.O zaman A’ nmin karakteristik polinomu,
Ay=det(xl —A)=(x—\)(z— X2) (z — A3)

seklindedir. Eger x = 0 ise det A = A A\2A3 = 1 olur. Bunun anlami, dénme

matrisinin 6zdegerlerinin ¢arpiminin bu matrisin determinantina esit olmasidir.

TEOREM 4.1: Minkowski 3-uzayinda 3x3 tipinde bir dénme matrisinin
ozdegerlerinden biri 1’dir ve bu 6zdegere karsilik gelen 6zvektor, donme eksenidir
(Ozdemir ve Erdogdu 2013).

Ispat: A, E? uzaymmda bir Lorentziyen donme matrisi olsun. A matrisinin

karakteristik polinomu,
Ay =det (v — A)

seklindedir. det A = 1 oldugundan
det (I — A) = det Adet (I — A)
yazabiliriz. Transpozun ve determinantin 6zelliklerini kullanarak,

det (I —A) = det (IA"T)det (I — A)
et (AT —1)
(

= d
= det (1A - 1)
= det(A—-1)
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yazabiliriz. Ayrica A matrisi, 3x3 tipinde bir matris oldugundan
det (A—1)=—det(I —A)

esitligini yazabiliriz. Yani,
det (A—1)=—det(A—-1)

olarak bulunur. Boylece, det (A — I) = 0 olmast A’ nin karakteristik denklemi-
nin koklerinden birinin 1 oldugu anlamina gelir. (3.2) esitliginde verilen matris

kullamlarak, A = 1 6zdegerine karsihik gelen 17, donme matrisinin 6zvektoriinii

q1
H
c ((117(12;(137614) =1 g3
44

stitun matrisi ile ifade edebiliriz. Diger taraftan, Teorem 3.2 ve Teorem 3.3’ den
dolay1 bu vektor R, donme matrisinin déonme eksenidir. Boylece bu teoremin

ispat1 tamamlanmig olur.

TEOREM 4.2: A, E} uzayinda bir Lorentziyen dénme matrisi olsun. O
zaman A matrisi agagidaki ozellikleri saglar;

i) Eger A matrisinin dénme ekseni timelike vektor ise, A matrisinin 6zdegerleri

/\1 - 1
Xy = €% =cosh+isind
A3 = e ¥ =cosf—isind

seklindedir.
ii) Eger A matrisinin dénme ekseni spacelike vektor ise A matrisinin 6zdeger-

leri
M o= 1
Xy = €% =coshf +isinh6f
A3 = e % =coshf —isinh6

seklindedir (Ozdemir ve Erdogdu 2013).

Ispat: A, E3} uzaymda bir Lorentziyen dénme matrisi olsun. A matrisinin
timelike 6zvektoriinii ve spacelike 6zvektoriinii ayr1 ayri inceleyecegiz.
i) 47 bir birim timelike vektor olsun. Bu durumda, AW, = ' olur. Boylece,

1 birim timelike vektorii Teorem 4.1 ’den dolay1 A matrisinin dénme eksenidir.
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¢ vektoriine dik bir birim spacelike w5 vektorii alalim, o zaman s = w1 X1 U o
vektorii birim spacelike vektor olur. Bu durumda {41, W, w3} bazi E} icin sag
yonlii bir bazdir. E3 uzaymda standart ortogonal matris {e7, €, e3 } ve B, Be; =
U ; esitligini saglayan bir matris olsun. O zaman B matrisi pseudo ortoganal
matristir ¢iinkii bu matrisin siitunlar1 E} uzaymin ortonormal bazlaridir. Simdi
B! AB matrisini hesaplayalim. Biliyoruz ki iki pseudo ortogonal matrisin ¢arpimi
yine pseudo ortogonal matristir ve pseudo ortogonal matrisin tersi de pseudo

ortogonal matristir. Oyleyse, B~'AB matrisi pseudo ortogonal matristir ve
B'ABe,=B1'Au,=B'u,="¢,

esitligi saglanir. Bu nedenle, B~'AB matrisinin ilk stitunu e; ’ dir. Ilk siitun

diger iki siitunla ortogonal olmahdir. Oyleyse, B~'AB matrisi

seklinde olur. Ayrica, B~'AB matrisinin ikinci ve fi¢iincii siitunlar: kendi ara-
larinda ortogonaldir. Yani, ac + bd = 0 ’dir. Diger taraftan B~'AB matrisinin

determinant1 1’ dir. Bundan dolay1
det B'AB =det A=ad —bd =1

olur. Burada,

a = d=cosf
b = sinf
¢ = —sinf

seklinde yazilabilir. Yani, B~'AB matrisi e ve e3 spacelike vektorleri ile gerilen

diizlemde bir Lorentziyen dénme matrisi olur. Oyleyse bu matris
1 0 0
B'AB= |0 cosf —sinf
0 sinf cos#@
seklinde yazihr. Buradan goriiriiz ki B~'AB matrisi e; ve e3 spacelike vek-

torleri tarafindan gerilen diizlemde, e5 ekseni etrafinda 6 acis1 kadar donen bir

Lorentziyen dénme matrisidir. Boylelikle B~!AB matrisinin 6zdegerlerini

AN o= 1
Xy = € =cosf+isind

A3 = e ¥ =cosf —isind
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olarak bulabiliriz. Ayrica, bu ozdegerler A Lorentziyen dénme matrisinin de
ozdegerleridir.

ii) Wy vektorii, AUy = U esitligini saglayan birim spacelike vektor olsun.
Boylece, 11 birim spacelike vektorii Teorem 4.1 ’ den dolay1 A matrisinin dénme
eksenidir. w5 vektorii o vekoriine dik olacak sekilde birim spacelike vektorii
olsun. O zaman,w; = ws X, U3 vektorii birim timelike vektor olur. O zaman,
{1, W, W3} baz B} icin sag yonlii bir bazdir. E? uzaymda standart ortogonal
baz {e71, €3, €3 } olsun ve B matrisi Be; = u; esitligini saglayan bir matris olsun.
B matrisinin siitunlar1 E? uzayinda bir ortonormal baz oldugundan dolay1 B
matrisi pseudo ortogonal matristir. Oyleyse, B~'AB matrisi pseudo ortogonal

matristir ve

BlABE, =B AWy =B Uy = ¢y

esitligi saglanir. Bu nedenle, B~'AB matrisinin ikinci siitunu €,’dir. Ikinci

stitun diger iki siitunla ortogonal olmalidir. O zaman, B! AB matrisinin formu

B 'AB =

> O R

0
1
0

_Q O O

seklinde olacaktir. B~'AB matrisi pseudo ortogonal matris oldugu icin,
—ac+bd =0

ve

det BT'AB =ad —bd = 1
olur. Burada,

a = d=coshf
b = c=sinhd

seklinde yazilabilir. Yani, B~'AB matrisi e; timelike vektorii ve e3 spacelike

vektoriiniin gerdigi diizlemin Lorentziyen donme matrisidir. Oyleyse bu matris,

coshf 0 sinh@
B'AB = 0 1 0
sinhf 0 coshé

seklinde yazilir. Buradan goriiliir ki, B~'AB matrisi e; timelike vektorii ve ez

spacelike vektoriiniin gerdigi diizlemde, e; ekseni etrafinda 6 acis1 kadar dénen
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Lorentziyen dénme matrisidir. Boylelikle, B~ AB matrisinin 6zdegerlerini

X = €’ =cosh@ +isinh6

A3 = e % =coshf —isinh6

olarak hesaplayabiliriz. Ayrica, bu degerler A Lorentziyen déonme matrisinin de

ozdegerleridir.

TEOREM 4.3: A, E} uzayinda bir Lorentziyen dénme matrisi olsun. O

zaman, A matrisinin karakteristik polinomu
2 —tr(A)a? + tr(A)z — 1

seklindedir. Ayrica,

i) A matrisinin 6zdegerleri komplekstir ve A matrisinin dénme ekseni timelike
vektordiir ancak ve ancak —1 < tr(A) <3,

ii) A matrisinin 6zdegerleri reeldir ve A matrisinin dénme ekseni spacelike
vektordiir ancak ve ancak —1 > tr(A) veya tr(A) > 3.

Burada tr(A), A matrisinin izini ifade etmektedir (Ozdemir ve Erdogdu 2013).

Ispat: Biliyoruz ki E3 uzayinda dénme matrisinin karakteristigi
P(z) =det (v — A) = 2* —tr(A)2* + Cx — 1

seklindedir. Burada, C' € R dir. Karakteristik polinomunun koklerinden biri 1
oldugundan P(1) = 0 esitligini saglamalidir. Boylece, C' = tr(A) elde edilir. Yani

A matrisinin karakteristik polinomu
2® —tr(A)a® + tr(A)z — 1
seklindedir. Bu polinomu carpanlara ayirirsak
P(z) = (z—1) (2*+ (1 — tr(A) z + 1)
olur. Bu nedenle, A matrisinin diger tzdegerleri
(2 + (1 —tr(A)az+1) =0
denkleminin kokleridir. Bu denklemin diskriminanti

A=(1—tr(A)? —4=(tr(4) +1) (tr(4) — 3)
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olarak hesaplanir. A < 0 ancak ve ancak —1 <tr(A) < 3 olur. Yani, A matrisinin
ozdegerleri komplekstir ve A matrisinin dénme ekseni timelike vektordiir ancak
ve ancak —1 < tr(A) < 3 dir. A > 0 dir ancak ve ancak —1 > tr(A) veya
tr(A) > 3 dir. Boylece, A matrisinin 6zdegerleri reeldir ve A matrisinin dénme

ekseni spacelike vektordiir ancak ve ancak —1 > tr(A) veya tr(A) > 3 dir.

SONUC 4.1: A, E} uzayinda bir Lorentziyen dénme matrisi olmak iizere,
i) Eger A matrisinin dénme ekseni timelike vektor ise A matrisinin dénme

agist 6 olur ve .
cosf = 5 (tr(A) — 1)

seklinde ifade edilir.
ii) Eger A matrisinin dénme ekseni spacelike vektor ise A matrisinin dénme

acist hiperbolik 6 olur ve
1
cosh § = 5 (tr(A) — 1)
seklinde ifade edilir.

Ispat: Eger donme ekseni bir timelike vektor ise E3} uzaymdaki A matrisinin

karakteristik polinomu
Py = A=D1 A=-€)(A—e)

= N — (1 +2cosf) N+ (1+2cosf)\—1

seklinde ifade edilir. Benzer sekilde, F} uzayindaki A matrisinin, dénme ek-

seninin spacelike vektor olma durumu igin de karakteristik polinomu
Py =X —(1+2coshf) \* + (1 +2coshf) XA — 1

seklinde bulabiliriz. Boylece teorem 4.2 kullanilarak donme ekseninin causal
karakterine gore asagidaki sonuclara ulasabiliriz;

. Donme ekseni timelike vektor ise

cosf = %(tT(A) - 1)

olur.
° Donme ekseni spacelike vektor ise
1
coshf = 5 (tr(A) —1)
olur.
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Ornek 4.1:

9 1
2 9 =
4 4
-1 1 -1
7 1
4 4

matrisi E uzayinda bir Lorentziyen donme matrisi olsun. Bu matrisin 6zdeger-
lerini bulalim.

Ik olarak bu matrisin izini inceleyelim. Matrisin izi

seklinde bulunur. Matrisin izi g > 3 dir. Yani bu matrisin dénme ekseni spacelike

vektordiir. Donme ekseni spacelike vektor oldugu icin

2coshf+1 =

coshf =

NG 8GR IEN

seklinde bulunur. Burada cosh? § — sinh? # = 1 oldugundan dolay1
3
inhf = —
sin 1
bulunabilir. Boylece bu matrisin 6zdegerleri

A= 1
Ay = coshf +sinhf =2
A3 = coshf —sinh8 =

N | —

olarak hesaplanir.

Ornek 4.2:
r 15 _5 7 7
2 2
11 5
— —— -5
2 2
| 5 -1 -5 |

matrisi F uzayinda bir Lorentziyen dénme matrisi olsun. Bu matrisin 6zdeger-

lerini bulalim.
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Ik olarak bu matrisin izini inceleyelim. Matrisin izi

15 5
—_Z_5=0
2 2

seklinde bulunur. Matrisin izi 0 < 3 oldugundan dolay: matrisin dome ekseni

timelike vektordiir. Bundan dolay1

2cosf+1 = 0

cosf = ——

seklinde bulunur. Burada cos?# + sin? @ = 1 oldugundan dolay1

V3

sinf = —
2

bulunabilir. Bulunan degerlere gére donme agisi 2?” olur. Yani tzdegerler,

A o= 1
1 3
Ay = COS€+isin0:_§+Z’§
1 3
A3 = cos@—isine__§_@'§

olarak hesaplanir.

Verilen érneklerden goriiliir ki 3-boyutlu Oklid uzaymnda bir donme matrisinin

1 digindaki 6zdegerleri reel veya kompleks olabilir.

Teorem 4.4: q¢ = (q1, 42, q3,q4) kuaterniyonu bir birim timelike split kua-

terniyon olsun. O zaman dénme matrisinin ¢ tarafindan iiretilen 6zdegerleri;
Ao =1
2
Ay = <|Q1| —\/ 4 - 1)
2
A3 = <\Q1\ + \/Q% - 1)

seklinde ifade edilir. Yani, ¢ 'nun 6zdegerleri sadece ilk bilesene baghdir (Ozdemir
ve Erdogdu 2013).

Ispat: ¢ = (q1, g2, g3, q4) birim timelike split kuaterniyonu tarafindan tiretilen
bir donme matrisi R olsun. Denklem 3.2 ’yi dikkate alarak R matrisinin 6zdeger-

lerini;

46



R Y A
N o= @@ @ -2 dd - i+ G

N = @ - B @G+ 2GR~ G+ i
seklinde buluruz. ¢ birim timelike split kuaterniyon oldugundan
G+ a—q;—di =1
dir. Bu esitligi kullanarak 6zdegerleri,

Moo= 1

2
Ay = <|91|—\/Q%—1)

2
Az = <|CJ1‘+\/Q%_1>

olarak hesaplariz.
Sonug 4.2 : Denklem 3.2 deki R matrisinin izini veren esitlik
4¢3 — 1

seklinde ifade edilir. Diger taraftan, R matrisinin karakteristik polinomu, Teorem
4.3 kullanilarak

PA) =X — (4 —1) N+ (4 —1)A—1

seklinde bulunabilir.

° Donme ekseni timelike vektordiir ancak ve ancak
A= (42 —2)" —4=16¢7 (2 —1) <0
° Donme ekseni spacelike vektordiir ancak ve ancak
A= (4¢2-2)" —4=16¢ (¢ —1) >0

Yani, donme ekseni timelike vektordiir ancak ve ancak ¢; € (—1,0) U (0, 1)’dir ve
aksi takdirde donme ekseni spacelike vektordiir. Dolayisiyla R donme matrisinin,
donme ekseninin causal karakteri, R matrisine kargilik gelen birim timelike split
quaterniyonun sadece birinci bilesenine baglidir. Bu durumda ¢; = 0 oldugunda

R matrisinin 6zdegerleri

A= 1
A = A3=-1
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olur ve bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zvektorler ise sirasiyla

q2
u_1> (07612793794) = qs3
qs
e (0,42,q3,q1) = | qo
0
q4
C—3>(O7q27Q37Q4) = 0

olur. Burada,
(ut,ul), = =3 + @3 +¢; = =1 <0

oldugundan donme ekseni bir timelike vektordiir. Boylece, donme ekseni timelike
vektordiir ancak ve ancak ¢; € (—1,1) dir ve donme ekseni spacelike vektordiir
ancak ve ancak ¢; € R — {(—1,1)} dir.

Teorem 4.5: Denklem 3.2 deki R donme matrisi i¢in, agagidaki ozellikler
saglanir.

i) Eger ¢1 # 0 ise o zaman doénme ekseni digindaki R matrisinin 6zvektorleri
null vektorleridir.

ii) Eger ¢; = 0 ise o zaman dénme ekseni digindaki R matrisinin 6zvektorleri
spacelike vektorleridir (Ozdemir ve Erdogdu 2013).

Ispat: 3.2 denklemini saglayan bir dénme matrisi R olsun.

i) ¢1 # 0 oldugunu kabul edelim. R matrisinin 6zvektorlerini gerekli hesapla-
malar sonucunda

e~ (veya e~?) ozdegeri igin 6zvektor,

01q2qs + @31 (@3 — 1) — (1G5 + G2q4) /¢
G (1,2, 33, 0a) = | G301+ 01 (6 — 1) — (1¢2 + G304) \/ (4.1)
(q1 —Vai — q1> (65 — ¢3)
olarak elde ederiz. Benzer sekilde

e (veya e) 6zdegeri icin vzvektor,

— @20 — @31 (6 — 1) — (g3 + G2a) \/

c3 (q1,92,q3,q4) = —CI1Q3Q4 — Q21 (q 1) — (q1g2 + q3q4)

<—CI1 -V qi — Ch) (CIQ - 613)
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olarak hesaplanir. Boylelikle, ¢7 + ¢ — ¢2 — g3 = 1 esitligini kullanarak T ve C3
vektorlerinin null vektor oldugunu ispatlamig olduk.

ii) ¢1 = 0 oldugunu kabul edelim. Doénme ekseni digindaki R matrisinin 6zvek-

torleri
qs
e (0,42, 43,04) = | @
0
q4
C_3>(Q17Q2,Q37Q4) =10
q2

seklindeydi. Boylece,

ve

oldugundan, donme ekseni digindaki R matrisinin 6zvektorleri spacelike vektor
olur.

Ornek 4.3:
17 12 —-12
R(3,0,2,2) = 12 9 -8
-12 -8 9

matrisinin ozvektorlerini bulalim.

17 — 12v/2 ve 12y/2 4 17 zdegerlerine karsihk gelen ozvektorler sirasiyla

[ 3612 148 |
e (3,0,2,2) = | —24v/2+ 36
24/2 — 36
ve _ -
—36v/2 — 48
c3(3,0,2,2) = | —244/2 — 36
241/2 + 36

. . — — . L v Y] es as . . 3 .
seklindedir. cs ve c3 vektorlerini eger diger iiciincii bilesen ile bolersek

U3 = (\/5,—1,1)

ve
FB: = <_\/§7 _17 1)
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vektorlerini buluruz. Burada dikkat edersek v5 ve v3 vektorleri null vektorlerdir.

Sonug 4.3 : ¢; # 0 durumu ic¢in dénme ekseni digindaki 6zvektorler null
vektorler oldugundan, donme matrisinin 6zvektorleri iic boyutlu Minkowski 3-
uzay1 i¢in bir baz formu degildir. Fakat bu 6zvektorleri kullanarak E3? uzay
icin bir ortogonal baz bulabiliriz. Diger taraftan, ¢y = 0 durumunda dénme
ekseni digindaki 6zvektorler spacelike vektorlerdir. Yani, ¢; = 0 durumu i¢indeki

ozvektorleri kullanarak E? uzay icin bir ortogonal matris bulabiliriz.

Teorem 4.6: Bir R Lorentziyen dénme matrisinin 6zvektorleri Ui, Ca Ve Ca
olsun ve u; dénme ekseni bir timelike vektor olsun. O halde asagidaki kosullar
saglanir;

i) Eger ¢; # 0 ise,

ve

reel vektorleri spacelike vektordiir. Ayrica, uy, us ve us vektorleri aralarnda
ortogonaldir. Yani, bu vektorler E3 uzay icin bir ortogonal bazdir.

ii) Eger ¢; = 0 ise,

— —
Uy = Cg
— —
ug = € X C
ve
— —
Vg = (3
— — —
vg = c¢1 N C3

reel vektorleri spacelike vektorlerdir. {u7, us,uz} ve {uj,vs,vs} kiimeleri F3

uzay1 icin iki farkli ortogonal bazdir (Ozdemir ve Erdogdu 2013).

Ispat: Kabul edelim ki, bir R Lorentziyen dénme matrisinin ézvektorleri u;,
Cs ve ¢z olsun. u; donme ekseni timelike vektor olsun.
i) ¢1 # 0 olsun. 4.1 ve 4.2 egitliklerine gore
—i (g3 + g2q4) /a1 +qi
uz = | —i(q1g2 + 3qa) V/—G + &
i(g3—d3) vai —a

20



ve
Ga2qs + gz (¢ — 1)
us = | @azqu+qqe (¢ —1)
@ (6 — a3)

|

seklinde yazabiliriz. Buradaki (us, us3) ;, = 0’dir. Diger taraftan dénme ekseni

timelike ise 0 zaman ¢; € (—1,0) U (0, 1) olur. Bu nedenle,

<—>—> 2

U3, Uz); = qi (ql 1- qi) (q% - 1)

esitliginden dolay1 (uy, u3); > 0 seklinde aliriz. Bu da uy vektoriiniin spacelike

vektor oldugu anlamina gelir. Benzer sekilde,

u3, u3z); = G (CJ% —-1- qi) (Q% - 1)

esitligini buluruz. Bu da us vektoriiniin spacelike vektor oldugu anlamina gelir.

ii) Sonug 4.1 ve Teorem 4.5 ile dogrudan sonug goriiliir.

. 1 1
Ornek 4.4: (5, 1, 2’ O> ile olugturulan dénme matrisini bulahm. R dénme

matrisi

3 1
s b3

1 1
R|l=-,1,-,0) = 1 -1 -1
2 2 1 1
_ - 1 _Z
2 2

1
seklindedir. ¢; = 2 oldugu icin, donme ekseni u; = (1,

N | —

, 0) timelike vektordiir.

Bu matrisin diger 6zvektorleri

[ 3 V3]
16 16
1 1
e (=,1,=,0]= —§—i£
2 2 8 8
3 3V3
— —1
L 16 16 -
— 3 B \/g -
16 16
1 1
a(iilo)y=| 3,3
2 2 8 8
3 3V3
L 16 16 -




olur. Bu vektorler null vektorlerdir. Bu nedenle

—_
| w
]

ve

3
L 16
spacelike vektorlerini elde ederiz. Buradan, Minkowski 3-uzay1 igin

ortogonal bazini olustururuz.

Teorem 4.7: Bir A Lorentziyen dénme matrisinin 6zvektorleri U3, Ca V€ Ca
ve uy donme ekseni bir spacelike vektor olsun. Bu durumda asagidaki kosullar
saglanir.

i) Eger ¢f — ¢ > 1 ise, 0 zaman u; = % (¢3 + ¢3) bir timelike vektordiir ve
u3 = 1 (3 — ¢3) bir spacelike vektordiir.

ii) Eger ¢f — ¢} < 1 ise, o zaman u; = 1 (¢; + ¢3) bir spacelike vektordiir ve
U3 = % (¢; — ¢3) bir timelike vektordiir.

Uy, up ve uz vektorleri her bir durum icin birbirine ortogonaldir. Yani, bu

vektorler E3 uzayi igin bir ortogonal bazdir (Ozdemir ve Erdogdu 2013).

Ispat: 4.1 ve 4.2 bagmtilarina gore u; ve w3 vektorlerini

—(103 + )V G (67 — 1)
u = | —(q1¢2 + @300) VG (6 — 1)
— (63 —a3) Vai (af — 1)
ve
Gapqs + gz (g — 1)
uz = | ¢iqsqa + q1q2 (¢f — 1)
(% — g3)
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seklinde alabiliriz. Burada (uj, uz), = 0 'dir ve

(wi,w);=-¢ (G -1-q) (¢ — 1)

(uz,u3); = q; (s —1—q3) (¢ — 1)

yazilabilir. ¢; € R — {[—1, 1]} oldugundan agagidaki durumlar séyleyebiliriz;

i) Eger ¢i — q? > 1 ise, o zaman (uy, u1),; < 0 ve (u3,uz), >0 olur. Boylece,
77 bir timelike vektordiir ve ug bir spacelike vektordiir.

i) BEger ¢i — ¢? < 1 ise, o zaman (uy,u;); > 0 ve (uz, uz); < 0 olur. Boylece,
u; bir spacelike vektor ve uz bir timelike vektordiir.

Sonug olarak, {u;, u3, us } kiimesi E uzay icin bir ortogonal bazdir.

Ornek 4.5:
51 22  —46
R(5,1,4,3) = 38 17 —-34
—-34 —-14 31

Lorentziyen dénme matrisinin ézvektorlerini kullanarak E? uzayi igin ortogonal

baz bulalim.

¢ =5 € R—{[—1,1]} oldugundan, dénme ekseni

1
uy (5,1,4,3) = | 3
4

spacelike vektordiir. Teorem 4.7'nin ispatini kullanarak diger vektorleri de

[ _190v/3
uy (5,1,4,3) = | —170v/3
80/6

[ 460

Uy = 420

—200

seklinde bulabiliriz. Buradan da gorebiliriz ki bu ii¢ vektor birbirine ortogonaldir.
(uy,u7), = —4800 < 0

ve
(uz,uz), = 4800 > 0
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oldugundan u; bir timelike vektordiir ve ug bir spacelike vektordiir. Bu, Teorem

4.7’nin bir sonucudur, ¢iinkii
G- =25-9>1
seklindedir. {u7, us, us} kiimesi E} uzay icin bir ortogonal bazdir.

Ornek 4.6: ¢ = (5,5,0,7) birim timelike split kuaterniyonu ile elde edilen
Lorentziyen dénme matrisinin 6zvektorlerini kullanarak E3 uzay1 igin bir orto-

gonal baz bulalim.
¢ =5 € R—{[-1,1]} oldugundan

5
us (5,5,0,7) = | 0
7

donme ekseni spacelike vektordiir. Teorem 4.7 'nin ispatinini kullanarak

3506
uy (5,5,0,7) = | —250v/6
—2501/6

ve

875
?73)(5757077) = 600
625

seklinde buluruz. Buradan da gorebiliriz ki bu ii¢ vektor birbirine ortogonaldir.
(w1, u1),; = 15000 > 0

ve
(uz,uz); = —15000 < 0

oldugundan u; bir spacelike vektor ve wug bir timelike vektordiir. Bu, ayrica

Teorem 4.7 nin bir sonucudur, ¢iinkii
G —q¢=25-49<1

seklindedir ve {uy, u3, us } kiimesi E3 uzay icin bir ortogonal bazdir.
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5 KUATERNIYONLAR ICIN ASLi
EGRILIKLER VE ASLi DOGRULTMANLAR

Bu boliimde split kuaterniyonlar igin sekil operatoriinii tanimladik ve split

kuaterniyonlarin asli egriliklerini ve asli dogrultmanlarini bulduk.

5.1 KUATERNIYONLAR iCiN ASLi EGRILIKLER

q = (q1,92,q3,q4) € H kuaterniyonu bir birim kuaterniyon olsun. ¢ birim

kuaterniyon oldugundan dolay1
G +d;+d;+ai =1

esitligi saglanir. Ayrica, asli egrilikleri hesaplayabilmek i¢in asagida verecegimiz

bir f lineer fonksiyonunu tanimlayabiliriz.

(01,02, 43, q1) = f (1,2, @3, 0) = @3 + 2 + @5 +¢; = 1

Bu fonksiyonun tiirevini alarak, grad f normal vektoriinii hesaplamis oluruz.

V= (2%, 242, 2q3, 2614)

Bu vektoriin normu ise,

141 = /20)* + (202 + (200)° + (200 = 2/ + 3+ @3 + a3
seklindedir. ¢ kuaterniyonu birim kuaterniyon oldugundan dolay1
IVl =2

olmahdir. Buna gore, birim normal vektoriimiiz,

N V20420590
IVA 2

= (q17 42,43, Q4)

seklinde hesaplanir. Elde ettigimiz kuaterniyonun normaline dik olacak sekilde,

birbirlerine ortogonal iki kuaterniyon X ve Y
X = <QQ7Q17070) (51>

Y = (Oa 07 —{q4, (13) (52)

olarak kabul edilebilir. Buradan, NV birim normalin X ’e gtre kovaryant tiirevi,
DXN — <QQ7QI7070) (53)
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ve Y ’ye gore kovaryant tiirevi ise
-DYN - (07 07 —dq4, q3) (54)

olarak hesaplanir. O zaman, sekil operatoriimiizii yukaridaki egitliklere gore olug-

turabiliriz oyle ki sekil operatorii,

b
c d
aliirsa buradaki a, b, c ve d sayilarn

aX +bY = DyN (5.5)

cX +dY = DyN (5.6)

esitliklerinde yerine yazilarak bulunur. Yani {X,Y} ortogonal bazinin bir lineer
birlesimi olarak Dx N ve Dy N vektor alanlar1 hesaplanarak bulunur. Boylece

(5.1) ve (5.2) esitliklerini (5.5) denkleminde yerine yazarsak
a(Q?uQ17070) +b<0707 _Q47QS) = (q27QI7070)
(agz +0,aq1 + 0,0 — bgs, 0+ bg3) = (q2,41,0,0)
esitligi elde edilir. Buradan
ag +00 = ¢
agpp +b.0 = q
a.0 — bQ4 =0
a0+bgs = 0

denklemleri bulunur yle ki bu denklemler ¢oziildiigiinde acik¢a goriiliir ki,

olur. Benzer gekilde (5.3) ve (5.4) esitliklerini (5.6)denkleminde yerine yazarsak,

c(QQJQD()?O) +d(0707 _Q47Q3) — (0707_Q47Q3)
(cqa + d.0,cq; 4+ d.0,c.0 — dgy, c.0 + dgs) (0,0, —q4, q3)

esitligi elde edilir. Buradan

cga+d0 = 0
cg1+d0 = 0
c0—dgys = —q

c0+dgs = g3
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denklemleri elde edilir. Bu denklemler ¢oziildiigiinde agikca goriiliir ki

seklinde bulunur. Boylelikle buldugumuz a, b, ¢ ve d sayilarini S matrisinde yerine
yazarsak, kuaterniyonlar ile olusturulan sekil operatoriin matrisini elde ederiz. Bu

matris S, seklinde ifade edilir. O zaman, S, matrisi

10
S p—t

Simdi, S, sekil operatoriintin matrisini kullanarak asli egrilik dogrultularini

seklinde tanimlanir.

bulalim. Bunun icin 6nce S, matrisinin karakteristik degerlerini bulmaliyiz.

Karakteristik degerlerleri bulabilmek i¢in
det (S, —AI) =0

karakteristik polinomunun koklerini hesaplamaliyiz. O zaman gerekli hesapla-

ll—A 0 ]
— 0
0 1-2)\
1-XN).1-X = 0
A= 1

malar ile,

A karakteristik degeri bulunur. S, matrisinin karakteristik degerlerine karsilik
gelen karakteristik vektorler asli dogrultular olduguna gore, A = 1 karakteristik
degerine kargilik gelen asli dogrultu;

x x
=\
10 1| ]v] Y
(1 0] [ 2] [ 2 ]
=1.
101 |]vy ] Y
seklinde bulunur. Buradan da
r =
y =y
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esitlikleri elde edilir. Bunun anlami, S, matrisinin karakteristik degerine karsilik
gelen asli dogrultular: Va,y € R igin saglanir. Yani, A = 1 karakteristik degerine

karsilik gelen asli dogrultu

Z = zX+yY
= T <q27 q1, 07 0) + Yy (07 07 —q4, q3)

= (37(]2a$Q17 —Z/Q4ayCI3) y T, Y € R

seklindeki vektor olur. Burada, lineer bagimlhiliktan dolayi, 6zel olarak

x =y = 1 olarak secilirse asli dogrultu

Z = <QQ7 q1, —4a, q3)

vektorii olur.

5.2 SAF KUATERNIYONLAR ICIN ASLI
EGRILIKLER
Bu boliimde, saf kuaterniyonlar igin sekil operatoriinii olusturalim ve asli
egrilikleri bulalim.

q = (q1, 92,93, q2) € H kuaterniyonu birim saf kuaterniyon olsun. ¢ kuaterni-

yonu saf kuaterniyon oldugu i¢in ¢; = 0 dir. ¢ birim saf kuaterniyonun normunu

Ny=vdd+a+di=1

seklinde tanimlamigtik. Boliim 2’ de saf kuaterniyonlarin Minkowski 3-uzay1 ile

ise

ozdes oldugunu aciklamigtik. Bu izomorfizm yardimiyla ¢ saf kuaterniyonunu

parametrize yazabiliriz. O zaman
¢ +¢5+ai =1

esitligini parametrik denklem seklinde ifade edelim. Kabul edelim ki, u ve v reel

parametreler olmak iizere,

G2 = U

a3 = v
olsun. ¢ ve g3 degerlerini IV,” de yerine yazarsak

g =V1—u?—102
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bulunur. O zaman saf birim kuaterniyonun parametrizasyonu
¢: E* — B3

(u,v) = ¢ (u,v) = (u,v, V1—u?— v2> (5.7)
seklindedir. O halde yukaridaki parametrelendirmeden yararlanarak ¢ fonksi-

yonunun kismi tiirevlerini alabiliriz. ¢ fonksiyonunun v’ ya gore tiirevi

—u
= (1,0, ———
Ou ( 1—u2—1)2)

ve ¢ fonksivonunun v’ ye gore tiirevi
Yy Yy

—v
= (0,1, ———
& ( 1—u2—v2)

seklinde olur. Birim normal vektorii

¢UA¢U
N=_u""v
160 A &,

olarak hesaplayabiliriz (Hacisalihoglu 1994). O halde,

—u
o Nd,=| 1 0 VI — 2 — 2 —( - ; — ,1)
—ut=v V1—u2—v2 V1 —u2—12

V1—u?2 -2

ve
1

P A @l = A

seklindedir. Buradan bulunan ifadeleri birim normal vektoriinde yerine yazarsak
U —v

) ,1)
N oneT " (ﬂuL = (w0 vT-w=7)
N e

(5.8)
vektoriinii elde ederiz. Sekil operatoriinii elde etmek icin Boliim 5.1 deki islemler

yapilabilir. Buna goére {¢,, ¢, } baz i¢in,

S(¢.) = ag, +bo, (5.9)
S(¢,) = cd, +do, (5.10)

esitliklerinden yararlanarak S sekil operatoriiniin matris temsili
a b
c d

29
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olur. O zaman, parametrize ettigimiz kuaterniyon icin (5.8) esitliginden S (¢,,)

ve S (¢,) yi hesaplayalim. N birim normalin u’ ya gore tiirevi kullanilarak

dN u
60 = = (10, 7==)

ve N birim normalin v’ ye gore tiirevi
dN —v

hesaplanir. Buradan, ¢, ve ¢, vektorlerini (5.9) ve (5.10) esitliklerinde yerine

yazarsak

U U —v
S(b,)=(1,0,—r ) =a(1,0,—ot )4p(0,-1,——
(6] < 1—u2—v2> ( 1—u2—1)2) ( 1—u2—vz)

—v U —v
Sb,)=(0-1,—o ) =¢(1,0,——r )4d(0,-1,———
(4,) ( 1—u2—02> ( 1—u2—v2) < 1—u2—v2>

esitlikleri elde edilir. Bu esitliklerden,

a = 1
b = 0
c = 0
d = -1

bulunur. Buradan ¢ saf kuaterniyonu i¢in gekil opeatoriiniin matrisi,

1 0
S =

seklinde olur. Simdi S, matrisinin karakteristik degerlerini bulalim. Bunun icin,

karakteristik polinomun koklerini hesaplamaliyiz.
det (S, —A[) = 0
1—A 0
= 0
0 —-1-2AX
(I-=XN)(-1-=x) =0
oldugundan karakteristik degerler;

A= 1
Ay = —1



seklindedir. Bu karakteristik degerlere karsilik gelen asli egrilikler ise,
e )\ =1 degeri i¢in

olarak bulunur. Bu demektir ki Vo € R, fakat ancak y = 0 i¢in asli dogrultular

hesaplanir. Yani, \; = 1 degerine karsilik gelen asli dogrultu

Zl = :L‘qu + stv

—— (1,0,_—“)+0, reR
1 —u2—92

olur. Burada, u ve v degerleri yerine yazilirsa asli dogrultu

7, =z (1,0, _—qz)
q4

vektoriidiir.

e )y = —1 degeri igin

seklinde bulunur. Bu ise Vy € R icin fakat, ancak = = 0 i¢in asli dogrultular
bulunabilir demektir. O halde Ay = —1 degerine karsilik gelen asli dogrultu

Z2 - x¢u+y¢v

—v

- 049 (01, ———— ) . yeR
y( 1—u2—v2> Y

olur. Burada, u ve v degerleri yerine yazilirsa asli dogrultu
Ty =y (o, 1, _—%)
q4
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seklindeki vektor olur. Lineer bagimlhiliktan dolayi, 6zel olarak x = y = 1 olarak

7, = <1,0,_—qz>
qq

Z, = <0,1,_—Q3>
qa

Aot
V3 V31 V3

ve asli dogrultmanlarii bulalim.

segilirse asli dogrultular

vektorleri olur.

Ornek 5.1: ¢ = (O, ) birim kuaterniyonunun asli egriliklerini

¢1 = 0 oldugu icin kuaterniyon, saf birim kuaterniyondur. Dolayisiyla asli
egrilikler =1 degerleridir. Bu degerlere karsilik gelen asli dogrultular ise sirasiyla

asagidaki gibi olur;

7, = (1,0,—@) = (1,0,1)

q4

Ty = (0,1,—@) = (0,1,1)

44

5.3 SPLIT KUATERNIYONLAR ICIN ASLi
EGRILIKLER
Bu boliimde split kuaterniyonlar igin sekil operatoriinii tammmladik ve asli
egrilikleri ile asli dogrultular1 hesapladik.
q=(q1,42,4q3,q1) € H kuaterniyonu birim split kuaterniyon olsun. Buna gére,
Ny=ai+a—q3—q3 =1

olmahdir. Ayrica, split kuaterniyonlar icin asli egrilikleri hesaplayabilmek iizere
agagidaki f fonksiyonunu tamimlayalim. Bu fonksiyon ¢ = (q¢1, 2, g3, q4) split

kuaterniyonunu kullanarak

(01,42, 03 a) = [ (1,02, u) = G+ 65 — 3 —ai = 1
seklinde tanimlanirsa tiirevi de
V= (2q,2q, =243, —2q1) = 2 (q1, 32, —q3, —a)

olur. Vf’ in normu

IV =/ 20)* + (202)* + (<200)° + (—20)° = 20/ + @3 + 63 +
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hesaplanabilir. Buna gore birim normal vektorti,
Vf 1

N: p—
IVl VE+@E+ @+

(qh 42, —qs3, _q4>

seklinde yazabiliriz. Birim normale ortogonal olacak sekilde bir ortogonal baz
tanimlamaliy1z. Bu bazi,
X = <QQ,Q1,0,0) (511)

Y = (0, 0, —{4, Q3) (512)

olmak tizere ¢ = {X, Y} olarak segelim. Buna gore X ve Y vektorlerine gore N

birim normalinin kovaryant tiirevleri agagidaki gibi hesaplanir;

DyN = (C_I%Ch + @B+ Eet+ e Ga+ e+ e+ E@ 0 0)

327_ 3/2
@+ &+ @+ )Y @+ @+ @+ )Y

gerekli diizenleme ile

DxN = 2 2q2 2 2’ 2 2q1 2 2’0’0
\/Q1+Q2+Q3+CI4 \/Q1+QQ+CI3+Q4
B 1
VE+E+3E+4E

olur. Benzer sekilde

(q27 qi1, Oa 0)

DyN = 0,0, 2 2Q4 2 2’ 2 _2Q3 2 2
\/Q1+Q2+Q3+Q4 \/Q1+Q2+Q3+Q4

1
= - 3 3 ) ) (0707 _Q4aQ3>
\/Q1 +q; T g3+ gy

hesaplanir. Boliim 5.1 ve 5.2 de yaptigimiz islemlere benzer olarak ¢ bazina gore
Dx N ve Dy N vektorlerini ifade ederek S sekil operatoriiniin matris temsilini elde

edebiliriz. Bu boliimde de gerekli islemler yapildiginda,
1 0
0 —1

matrisini elde ederiz. Asli egrilikler i¢in bu matris ile olusturdugumuz karakte-

1

Sq =
VE+B+d+ 4

ristik polinomun koklerini hesaplamaliy1z. Boylece,
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det (S, — AL) = 0

) ' .
VE+@E+E+ 4

= det
1

VE+E+E+ ¢

1 1
2 2 2 2_)‘ 3 2 2 2_>\ =0
VE+B+@E+ ¢ V@ +aéd+aE+q

bulunur.Buradan karakteristik degerler,

1
M= 2. 2. 2. 2
Vai 6+ 6+ 4
1
A=
\/(11 +q; T 43+ q;
olur.
1 VR D1
o )\ asli egriligine kargilik gelen asli dogrultu:

VE+B+dE+ 4

1
VE+B+d+ 4

esitliginin ¢oziimiinden

;|

1 0 r | 1
0 —1 Y VE+E+E+q

r = x
y = -y
olmahdir. x = z esitligi Vo € R icin gecerlidir. y = —y esitligi ise sadece y = 0

icin gecerli olur. Yani Vo € R fakat y = 0 i¢in bulunur. O halde )\; ’e karsilik

gelen asli dogrultu

= x'(QZaQboao) ) SCGR

seklindeki vektordiir.

1
° Ay = asli egriligine karsilik gelen asli dogrultu

VE+B+d+ 4

ise,

64



1 1 0 r | 1
VE+E+E+@ |0 -1 ||y VE+E+E+ ¢

olur. Bu esitligin ¢oziimiinden

.

r = -
y =¥

seklinde bulunur. y = y esitligi Vy € R icin gecerlidir fakat © = —x esitligi ise
x = 0 i¢in gegerli olur. O halde, \s degerine karsilik gelen asli dogrultu

= Y. (0707—5147%) y Y €ER

vektoriidiir. Ozel olarak, lineer bagimhiliktan = y = 1 almabilir. O zaman,

Zl = X= (Q27Q17070)
ZZ = Y= <0707 _Q47Q3)

asli dogrultular1 bazin aynisi olur.
Diger yandan birim olmayan split kuaterniyonlar icin de bu ¢alismay1 genelleye-

biliriz.
(41,2, 03:01) = f(q1. @2y @3 00) =i+ 63 — a3 — @1 =k, (k€R)

doniisiimii alindiginda birim normal vektor alani1 benzer sekilde elde edilecektir.
Boylece (5.11) ve (5.12) de verilen baz segimide ayni olacaktir. Sonug olarak
A1 ve Ao karakteristik degerleri ile bunlara karsilik gelen Z; ve Z, karakteristik
vektorleri de yukarida bulundugu sekilde ayni bigimde elde edilecektir.

Ornek 5.2 : ¢ = (2,—1,\/5, 1) birim timelike split kuaterniyonunun asli
egrilik ve asli dogrultmanlarini bulalim.

q= (2, —1,/3, 1) birim split kuaterniyonu icin asli egrilikler

1 1
)\1 - -

VE+@E+éd+¢ 3

ve

\ 1
9 = — —
VE+E+E+ ¢

olur. Bu degerlere karsilik gelen asli dogrultular ise

1
3

Z, = (~1,2,0,0)
Zy = @@—Lﬁﬁ
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olarak hesaplanir.

Ornek 5.3 (1 L.
rn O g = T =T =y T = T
V6 V6 V3

egrilik ve asli dogrultmanlarini bulalim.

1
—3) spacelike split kuaterniyonunun asli

1 1 1 1
= | —,—=, —=, ———= | split kuaterniyonu icin asli egrilikler
q < 6’ /3 \/—> p Y G g

D
w

A = 1 =1
1= 3 ) 2 7
\/Q1+Q2+CI3+Q4

ve

1
— =1
V@ +a@+d+a
olur. Bu degerlere karsilik gelen asli dogrultular ise,

Ao =

seklinde hesaplanir.

5.4 SAF SPLIT KUATERNIYONLAR iCIN ASLi
EGRILIKLER
Bu boliimde saf split kuaterniyonlar igin sekil operatoriinii olugturalim ve asli

egrilikler ile asli dogrultmanlar1 bulalim.

Simdi, saf split kuaterniyonlar icin asli egrilikleri inceleyelim:
q = (q1, 92, g3, q1) kuaterniyonu bir birim saf split kuaterniyon olsun. ¢ ku-
aterniyonu saf split kuaterniyon oldugu icin ¢; = 0 ’dir. ¢ = (q1, g2, g3, ga) birim

saf split kuaterniyonu i¢in normu Boéliim 2 ’den,

Ny=1/laz — a5 — &
seklindedir. Yani,
G — a3 —q; =1

dir. Buradaki egitlikten, saf split kuaterniyonlar Boliim 2 ’de sunuldugu iizere

Minkowski 3-uzay1 ile 6zdes oldugundan dolay:

66



¢:E? — EP
(u,v) = ¢ (u,v) = (u,v, |u? — v? — 1\)

seklinde parametrilendirme yapabiliriz. Bu parametrelendirme ise u ve v reel

parametreler olmak {izere,

U = gz
v = (3
u? =02 =1 = @

seklindedir. Bu parametrizasyon kullanilarak ¢’ nin «’ ya gore kismi tiirevi

U
w = | 1,0,
¢ ( |u2—v2—1])

ve ¢’ nin v’ ye gore kismi tiirevi

—v
»= 10,1,
¢ ( |u2—v2—1]>

olarak hesaplanir. ¢ = {¢,,¢,} bir baz olusturacaktir. Bu baza gore, birim

normali
N
N D
[ A &, |l
seklinde ifade edebilirdik. Buradan,
i k
Y U v
_| 1 0 _ -
u/\ v 22— 1 - ) ) 1
Pl ot (W—zﬂ—u ViE— -1 )
0 1 v
|u? — 0?2 — 1|
ve
2u? — 1

[0 A @l =

|u? — v? — 1|
elde edilir. O halde birim normal vektor,
N — Gy N, —u v |u? — 02 — 1|
lou Aol \V2ur =1 V22 =1 V2u? -1

olur. Buradan sekil operator matrisimizi olusturabilmek icin yine ¢ baz kul-

lanilarak olugturulan lineer bagintilar1 ¢cozmemiz gerekir.

5(¢.) = ag, +0b9, (5.13)
S(¢,) = co,+do, (5.14)
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Buradaki S (¢,), birim normalin u’ ya gore tiirevi

S(6,) = dN —1 —2uv —2uv® +u
du \ (2u2 — 1) (2u2 — 1) (2u2 — 1) JJuE — 0 — 1

ve S (¢,), birim normalin v’ ya gore tiirevi

AN 1 Y
S(¢,) = do <O’ Vouz —1’ V(u? —1) (u2 — 02 — 1)>

seklindedir. S (¢,)’ yu (5.13 ) esitliginde yerine yazarsak

u —v
S(6,) = a.|1,0, b {01,
(@) ( |u2—v2—1|) ( |u2—02—1]>

-1 —2uv —2uv? +u
(2u2 — 1)*? (2u2 — 1?7 (2u2 — 1)** /Ju2 = v® — 1

buradan S (¢,) = a¢, + bp, esitligine gore,
1
(2u? —1)*°

a =

—2uv
(2u2 — 1)%/?
bulunur. S (¢,)’ yi (5.14) esitliginde yerine yazarsak, S (¢,) = c¢,, +do, esitligine

gore,
u —v
S(6,) = e |1,0, +d (o1,
() ( |u2—v2—1|> ( |u2—v2—1|)

olup

2u? —1

seklinde hesaplanir. Boylelikle, sekil operatoriiniin matris temsili,

—2uv
a b 2u2 —1)**  (2u2 —1)*?
Sq pu— pu—
c d 0 1_
2u? — 1
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olarak bulunur. Simdi karakteristik polinomu olusturarak asli degerleri bulalim.

det (S, — M) = 0

1 \ —2uv
(2u2 — 1)%? (2u2 — 1)%?
det =0
1
0 —_— — )
2u? —1

<(2u2 i 1)%2 _A> ' (\/21;7—1 _A> -0

esitliginden karakteristik degerler,

1
A\ =
w1
ve
1
Ap =
2T V2R =1

seklinde hesaplanir. Bu karakteristik degerlere karsilik gelen asli dogrultmanlar
ise onceki boliimlere benzer sekilde elde edilecektir. Asli egriliklere karsilik gelen

asli dogrultmanlar agagidaki gibi elde edilirler;

N — 1 .
[} 1= W 1¢INn
1 —2uv " "
(2u2 —1)**  (2u2—1)*? ) .
] (2u2 — 1)%?

0 - -

2u? — 1 Yy Y

—2uvy =0 (5.15)

ve

yV2u?—1. (20> —2) =0 (5.16)

esitlikleri elde edilir. (5.15) esitliginin, u ve v reel parametreleri sifirdan farkli

oldugunda (yani ¢z # 0 ve g3 # 0 olmak iizere) ¢oziim vardir. Aksi halde
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g2 = v/—1 = i kompleks sayisi istenilen reel ¢oziimii vermez. (5.16) egitligi

¢ozildiigiinde,
y = 0,
u = :I:L
V2
veya
u==+l1

1
degerleri bulunur. Fakat, iﬁ degerleri, A; degerini tanimsiz yapar. O zaman,

u = %1 degerlerini yerine yazdigimizda

-]

+2vy = 0

1 +£2
0 1

esitligi elde edilir. Boylece v # 0 olmak {iizere ancak y = 0 bu esitligi saglar.
Buradan, Vz € R igin y = 0 olup, A\; degerine karsilik gelen asli dogrultu

Zl - $¢u + ygbv

= . (1,0,1) , T ER
v

vektorii olarak elde edilir. Fakat, bu asli dogrultu kompleks oldugundan dolayn,

reel kuaterniyonlarda taniml olmaz.

1

e M= ——""icin
e
1 —2uv v "
2u2 —1)**  (2u2—1)*"? .
NG
1
0 -
2 —1 Y Y
(1 —u?
o=

uv
egitligi elde edilir. O halde, sifirdan farkli u ve v reel parametreleri i¢in Vx,y € R
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i¢in asli egrilik

Z2 = x¢u+y¢v

u x(1—u?) —v
= z (1,0, + 0,1,
( \u2—02—1]> uv ( ]u2—v2—1\>

1 —u? 2u? — 1
= x|1, u, i ,TER
U un/|u? — 02— 1|

vektorii olarak elde edilir. Burada, lineer bagimliliktan dolayi, 6zel olarak x = 1

secilip, u ve v degerleri yerine yazildiginda asli dogrultu
1—¢% 2¢3—1
7, = (1, 4,2 )
4243 4244
olur. Burada, g # 0, g3 # 0 ve ¢4 # 0 olmalidir.

Sonug olarak, reel saf split kuaterniyonlar i¢in asli dogrultu

(1 1— g3 Q2—q3+q§<J3)

4293 ’ qa
vektoriidiir.

Diger yandan birim olmayan saf split kuaterniyonlar i¢in bu ¢alismay1 genelleye-

biliriz. Eger norm birden farkl olursa, yani,

G-—a—q¢=~kK, (k€R)

u
w T 1707
¢ ( ’u2_v2_k2’>
—v
v T 0717
¢ ( ’U2—U2—k2’>

seklinde elde edilir. Buradan birim normal vektor alani gerekli hesaplamalar

alinirsa baz vektorleri

yapildiginda

N — —1u v |u? — v? — k2|
Vouz — k2 Vouz — k2 2u2 — k2
olarak bulunur. Boylelikle birim olmayan saf split kuaterniyonlar i¢in sekil ope-

ratoriiniin matris temsili,

1 —2uv
(2u2 _ k2)3/2 (2u? — k:2)3/2
Sq =
1
0 -
2u2 — k2
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olarak hesaplanir. Sonug olarak, birim olmayan saf split kuaterniyonlar i¢in asli
egrilik degerleri
1

M T e P

1
NoTeEe

ve bu karakteristik degerlere karsilik gelen asli dogrultular sirasiyla asagidaki
sekilde elde edilirler;

Ay =

y =0
k
u = *—
V2
veya
u= =1
icin
7
Zl = <]., O, —)
v
olur. Ayrica,
1= 2u? + k?
v 2uv
icin
1 —2u? + k2 4u? — 1 — k?
Zy = 17 s ) -
2uw 2u/|u? — v? — k2|

olarak hesaplanir.

Ornek 5.4 : ¢ = (O, V3,1, 1) birim timelike split kuaterniyonunun asli egrilik
ve asli dogrultularini bulalim.

q1 = 0 oldugundan q = (O7 V3,1, 1) kuaterniyonu, birim saf split kuaterniyon-
dur. O halde asli egrilik, .

A=

olur ve bu degere karsilik gelen asli dogrultu vektorii

g O}—ﬁ2£—v

g3 Qa4

- (-55)

hesaplanir.
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. 1 1
Ornek 5.5: ¢ = (0,—,—, —
1 V3 V3

egrilik ve asli dogrultularii bulalim.

1 1
¢1 = 0 oldugundan ¢ = (O, —,— ——> kuaterniyonu, saf split kuater-

V3 V3 V3
A=+3

olur ve bu degere karsilik gelen asli dogrultu vektorii

g _ Of—ﬁﬂﬁ—v
4243 4244

> spacelike split kuaterniyonunun asli

1
V3
1

niyondur. O halde asli egrilik,

= (1,1,0)

hesaplanir.
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6 SONUC VE DEGERLENDIiRME

Bu ¢alismadan ¢ikarilan sonuclar agagidaki gibi ifade edilebilir.

1-) Bir timelike (veya spacelike) eksene dayal tiim donmeler vektor kismi
timelike olan birim timelike kuaterniyonlar (veya vektor kismi spacelike olan birim
timelike kuaterniyonlar) ile ifade edilebilir.

2-) Bir birim timelike kuaterniyon ancak bir lightlike olmayan vektor ekseni
etrafinda donme gercekler.

3-) Timelike vektor ancak bir timelike vektor eksen etrafinda, spacelike vektor
ise bir spacelike vektor eksen etrafinda donme gergekler.

4-) Kuaterniyonlat ve split kuaterniyonlar igin elde edilen dénme matrisleri
ortogonal hatta ortonormal matrislerdir. Yine Bolim 4 ’de yapilan caligmalar
bu dénme matrisleri i¢in 6zdeger ve 6zvektorlerin hesaplanabilecegini gosterir.
Ancak bu hesaplamalarda vektoriin timelike ya da spacelike olmasina (yani causel
karakterine) bagh olarak karakteristik polinomun ¢oziimii gergeklenir.

5-) Bu galigmanin beginci boliimii tamamu ile orijinal bir ¢ahigsmadir. Bu
boliimde kuaterniyonlar ve split kuaterniyonlar icin sekil operatorii ve onun mat-
ris temsili tanimlanmigtir. Bu matris ile donme matrisi arasindaki iligkiler ince-
lenmigtir. Ayrica elde edilen sekil operatorii matrisleri tizerinden asli egriliklerin
hesaplanmasi gosterilmigtir. Buna bagl olarak, bulunan asli egriliklere karsilik
gelen asli dagrultular elde edilmis ve bu dogrultu vektorlerinin 6zellikleri yorum-

lanmgtar.
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