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OZET

CHEBYSHEV DALGACIK SIRALAMA YONTEMIYLE KISMi
DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN YAKLASIK COZUMLERI
YUKSEK LiSANS TEZi
ASLI SULTAN KARATAS
PAMUKKALE UNIVERSITESI FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIiM DALI
(TEZ DANISMANI:PROF. DR. IBRAHIM CELIK)
DENIZLI, OCAK 2020

Bu tezde kismi diferansiyel denklemlerin Chebyshev Dalgacik Siralama
Yontemi ile yaklasik ¢éziimlerinin hesaplanmasi amaglanmaktadir.

1. Bolimde dalgaciklarin ne olduguna kisaca deginilmis, kullanildig:
yerler ve literatlir taramasina yer verilmistir.

2. Bolimde dalgaciklarin tarihgesinden bahsedilmistir. Dalgacik
dontligiimii gosterilmistir. Haar, Daubechies ve Legendre dalgaciklari ve 6zellikleri
verilmigtir.

3. Bolimde Chebyshev dalgaciklarmm tanimi verilmistir. Chebyshev
Dalgacik Yontemi belirtilmigtir. Daha sonra siralama noktalarinin kullanildigi
Chebyshev Dalgacik Siralama Yo6ntemi’ne deginilmistir. Son olarak hata analizi
icin gereken lemma ve teoremler verilmistir.

4. Bolimde Chebyshev Dalgacik Siralama Yo6ntemi’nin uygulamalarindan
bahsedilmistir. Bu boliimdeki yaklagik yontemin uygulanmasi kismi literatiirde ilk
defa bu ¢alismada yapilmustir. ilk olarak ikinci mertebeden iki boyutlu kismi
diferansiyel denklemlerin genel olarak nasil ¢dziileceginden bahsedilmistir. Ozel
olarak Magnetodinamik aki denkleminin yaklasik ¢oziimii bulunmustur. Bulunan
bu yaklasik ¢ozlim, tam ¢oziimle kiyaslanmistir. Daha sonra dordiincii mertebeden
bir ve iki konum boyutlu kismi diferansiyel denklemlerin genel olarak nasil
¢oziileceginden bahsedilmistir. Bir ve iki konum boyutlu genellestirilmis Fisher
Kolmogorov denkleminin yaklasik ¢dziimii anlatilmistir. Ikiser tane oOrnek
¢Ozllmistiir. Hata tablolar ve literatiir karsilastirmalari ilgili alanlarda verilmistir.
Bu tezdeki yaklasik hesaplamalar Matlab programi kullanilarak yapilmistir.

5. Boliimde tez ¢alismasinin sonucundan bahsedilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Chebyshev  Dalgacik  Siralama  Ydntemi,
Magnetodinamik aki denklemi, Genellestirilmis Fisher Kolmogorov denklemi



ABSTRACT

NUMERICAL SOLUTIONS OF PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS
BY USING CHEBYSHEV WAVELETS COLLOCATION METHOD
MSC THESIS
ASLI SULTAN KARATAS
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS
(SUPERVISOR:PROF. DR. iBRAHIM CELIK)
DENIZLI, JANUARY 2020

In this thesis, our aim is solving partial differential equations by using
Chebyshev Wavelets Collocation Method.

In 1st Chapter, some information is given about wavelets shortly. Their
using areas are mentioned. General information about thesis is given.

In 2nd Chapter, there are history of wavelets, wavelet transform, definition
and properties of Haar, Daubechies and Legendre wavelets.

In 3rd Chapter, definition of Chebyshev wavelets is given. Chebyshev
Wavelets Method and Chebyshev Wavelets Collocation Method are mentioned.
Finally, lemma and theorems are given for error analysis.

In 4th Chapter, there are applications about Chebyshev Wavelets
Collocation Method. The application of the approximate method in this section
was made for the first time in the literature. The method is applied for second
order partial differential equations in two variables. We find
Magnetohydrodynamic flow equations’ solution approximately. After that,
method are applied for fourth order partial differential equations in one and two
space variable. We applied the method on extended Fisher Kolmogorov equations.
Two examples for each are given. Tables are mentioned about error analysis. In
this thesis we use Matlab program to obtain approximate solutions.

In 5th Chapter, results of the thesis are mentioned.

KEYWORDS: Chebyshev Wavelet Collocation Method, Magnetohydrodynamic
flow equation, Extended Fisher Kolmogorov equaiton
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1. GIRIS

Dalgaciklar, verileri ve diger fonksiyonlar1 ifade etmek ic¢in kullanilan
fonksiyonlardir. Joseph Fourier 1800’lerin ilk yillarinda fonksiyonlari siniis ve
kosiniisle ifade edebilecegini kesfettikten sonra, bu fonksiyonlarla yaklagim
kullanilmistir. Dalgacik analizinde verinin 6lgegi onemli bir role sahiptir. Dalgacik
algoritmasinda veri farkli dlgek ve coziiniirliiktedir. Dalgacik analizi biitiinii ve
ayrintilar1 ayn1 anda gorebilmemizi saglar.

Bu durum dalgaciklar ilging ve kullanisl kilar. Uzun yillar boyunca bilim
insanlari, dalgali sinyallere yaklagmak icin Fourier analizinin temellerini olusturan
sinilis ve kosiniis fonksiyonlarindan daha uygun fonksiyonlara ihtiya¢ duymuslardir
(Crandall 2000). Siniis ve kosiniis fonksiyonlari lokal olmamakla beraber, keskin
sivri uglara yaklagsmak konusunda zayif kalmaktadir. Fakat dalgacik analizinde sinirli
alanda daha uygun yaklasim saglayan fonksiyonlar kullanilabilmektedir. Dalgaciklar
keskin uclara yaklagim saglamaya daha uygundur.

Dalgacik analizinde ‘analiz dalgacigi (analyzing wavelet)’ veya ‘ana dalgacik
(mother wavelet)’ denilen dalgacik ele alinir. Dalgacik analizi bu ana dalgacigin sik
frekanslarda kullanilmas1 fikrine dayanir. Fonksiyon ya da sinyal dalgacik
fonksiyonunun lineer kombinasyonu seklinde yazilir. Veriye en uygun dalgacik
secilirse yaklasim daha iyi olur.

Matematiksel fizigin bir¢ok problemi integral denklemler, adi diferansiyel
denklemler, kismi diferansiyel denklemler ve fark denklemler olarak ifade edilebilir.
Ortogonal tabanli dalgaciklar yardimiyla bu denklemlerin yaklagik ¢oziimii igin
problemi cebirsel denklem sistemi ¢oziimiine indirgeyen basit ve etkili birgok metot
kullanilmaktadir (Hvang ve Shih 1983, Chang ve Wang 1983, Horng ve Chou 1985,
Razzaghi ve Razzaghi 1988, Guf ve Jiang 1996, Chen ve Hsiao 1997, Maleknejad ve
dig. 2003).

Lokal olarak tanimlanabilen dalgaciklar cesitli fonksiyon ve operatdrlerin
dogru (hatasiz) bir sekilde gosterilmesini saglar. Integral ve diferansiyel
denklemlerin ¢ozlimlerinde dalgacik metodu kullanilmasinin avantaji, elde edilen
cebirsel denklem sistemlerinin katsayilar matrisinin seyrek olmasidir. Bu nedenle

hizli algoritmalar kullanilabilir ve hesaplama i¢in gereken zaman ve gii¢ daha azdir.
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Yani dalgacik yontemi diferansiyel ve integral denklemlerin ¢oziimii i¢in kullanigh
bir yontemdir (Kajani ve Vencheh 2004, Adibi ve Assari 2010, Barzkar ve dig. 2012,
Biazar ve Ebrahimi 2012, Zhu ve Fan 2012, Yang ve Hou 2013). Lepik (2005),
Maleknejad ve Mirzaee (2005), Celik (2012?), Celik (2013?) de Haar dalgaciklar
metodu sunulmustur. Legendre ve Chebyshev dalgaciklarinin operasyonel matrisleri
ve bu matrislerin hesaplanmasi c¢esitli kaynaklarda bulunmaktadir (Razzaghi ve
Yousefi 2000, Kajania ve dig. 2009, Razzaghi ve Yousefi 2001P). Razzaghi ve
Yousefi (2001?) de lineer olmayan problemler i¢in Legendre dalgaciklari metodunu
sunmustur. Maleknejad ve dig. (2003) Fredholm ve Volterra integral denklemleri
icin Legendre dalgaciklart metodunu sunmustur. Ayn1 zamanda Zheng ve Yang
(2009) integral ve diferansiyel denklemleri Legendre dalgaciklariyla ¢ézmiislerdir.
Matematiksel modellere kolay uyarlanabilmesi ve bilgisayar programlamaya
uygunlugu sebebiyle Chebyshev dalgaciklar integral ve diferansiyel denklemlerin
niimerik ¢6ziimiinde kullanighidir. Babolian ve Fattahzadeh (20072P) de integral ve
diferansiyel denklemlere Chebyshev dalgaciklarinin integrasyonuyla olusan
matrisleri (operational matrix) uygulamislardir. Sohrabi (2011) Abel integral
denkleminin ¢6ziimiinde Chebyshev Dalgacik Yontemi’ni Block-pulse fonksiyonlari
yontemiyle karsilastirmistir. Ali ve dig. (2013) de Chebyshev Dalgacik Yontemi’ni
gecikmeli diferansiyel denklemlere uygulamistir. Celik (2013%), Celik (2016), Celik
(2018?), Celik (2018) ve Celik (2018°) calismalarinda Chebyshev Dalgacik
Siralama Yontemi gelistirilmis ve diferansiyel denklemlere, genellestirilmis
Burgers—Huxley denklemine ve diizensiz (non-uniform) Euler-Bernoulli kiris
denklemlerine uygulanmistir. Dalgacik teknigi diger algoritmalarla kiyaslandiginda
hizli algoritmalar saglar ve dalgacik analizi fizik, iletisim ve goriintii islemedeki zor
problemlerin ¢oziilmesine olanak saglar (Chen ve Hsiao 1997). Kesirli tiirevli
denklemlerin ¢oziilmesinde de dalgacik yontemi kullanilmistir (Wang ve Fan 2012,
Heydari ve dig. 2013*P | Saeed ve dig. 2015). Yuanlu (2010) da Chebyshev
Dalgacik Yontemi lineer olmayan kesirli diferansiyel denklemlerin ¢dztimiinde
kullanmustir.

Kismi diferansiyel denklemlerin c¢oziilmesinde de dalgaciklar, verilen
denklemi cebirsel denklem sistemine doniistiirerek daha kullanigh ve daha iyi sonug

veren sistem haline getirirler (Heydari ve dig. 2014?)



Bu calismada Chebyshev dalgaciklar yaklagimi yardimiyla matematiksel
modellerle ifade edilmis diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimiinde belirli bir
hassasliga sahip sonuclarin elde edilmesi ve hata analizinin yapilmasi amaglanmustir.
Chebyshev Dalgacik Siralama Yontemi’nin ikinci ve dordiincii mertebeden lineer ve
lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin ¢dziimiinde kullanilmasi
anlatilmaktadir.

Lineer olmayan denklemler i¢in yar1 lineerlestirme (quasilinearization) (Baird
1970) asagidaki gibi uygulanir:

YO ) = Fx,y(),y' (%), .,y P (x))
seklinde r-inci mertebeden lineer olmayan adi diferansiyel denklem verilmis olsun.

Bu denklemin yar1 lineerlestirilmis hali

@) = Fx, 3,0, 3000, ... 57 (@)

r—1
+3 (19,00 =3P @) 0 (536,700, 70 00)
i=0
seklindedir. Burada

F B
y®

(53600, 7200, - 3T () = & (P20, %G0), 1)

s
ve y,(x) verilen baslangi¢ ve sinir degerlerini saglayan bir fonksiyon olarak alinir.
Herhangi bir a < x < b arahig1 t = (b — a)x + a esitligiyle 0 < x < 1 araligina
dontistiiriilebilir (Fox 1968).

[k olarak, dalgaciklar hakkinda genel bilgi verilecek, daha sonra Chebyshev
Dalgacik Yontemi ve Chebyshev Dalgacik Siralama Yontemi ifade edilecektir.
Kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimii Chebyshev Dalgacik Siralama Yontemi ile
genel olarak anlatildiktan sonra Magnetohidrodinamik aki (Magnetohydrodynamic
flow) denkleminde uygulanmasi, bir ve iki konum boyutlu genellestirilmis Fisher
Kolmogorov denklemlerinin ¢6ziimiinde uygulanmasi anlatilacaktir. Coziimlerde

Matlab programi kullanilmstir.



2. DALGACIKLAR

2.1  Dalgaciklarin tarihcesi

Dalgacik yonteminin ortaya ¢ikmasina onderlik eden fikir Joseph Fourier
(1807)’in analiz teorisidir. Fourier herhangi bir 2 periyotlu f(x) fonksiyonunun

Fourier serilerinin toplam1 seklinde yazilabilecegini sdyler:

a
flx) = 70 + Z(ak cos kx + by sin kx)
k=1

Burada

Y s
1 1
a = — ff(x)coskxdx, b, = - Jf(x)sinkxdx
-7t —TT

seklindedir.

Fourier, fonksiyonlar hakkinda yeni fikirlerin olugsmasina onciiliik etmistir.
Ancak, Fourier analizinin temelini olusturan siniis ve kosiniis fonksiyonlar1 ani
degisiklikleri tespit etmeye uygun olmadigindan bilim insanlar1 daha kullanigh
fonksiyonlara ihtiya¢ duymuslardir.

Literatiirde bahsedilen ilk dalgacik doniisiimiine 1910 yilinda Alfred Haar’in
tezinde rastlanir (Haar 1910). Haar dalgaciklar: siirekli olmadigindan bir¢ok alanda
kullanimi1 sinirhidir.

1930’larda arastirmacilar birbirlerinden bagimsiz olarak dlgege dayali temel
fonksiyonlar (scale-varying basis functions) kullanarak bir fonksiyonun ifade
edilmesi tlizerinde ¢alistilar. Bu zamanda yasamis bir fizik¢i olan Paul Levy, Haar
temel fonksiyonlarmi kullanarak gelisigiizel sinyal tipi olan Brown hareketini
inceledi. Levy ve Loeve (1965), Brown hareketindeki kiigiik karmagsik ayrintilarda
Haar bazli fonksiyonlarin Fourier bazli fonksiyonlardan daha iyi oldugunu buldu.

1980 yilinda fizik¢i Grossman ve miihendis Morlet kuantum fizigi
baglaminda dalgaciklar1 tanimladi. Bu iki arastirmaci Onsezilerine dayanarak
dalgaciklar i¢in yeni bir kullanim alan1 olusturdular.

Bu ¢aligmalardan ilham alan matematik¢i Yves Meyer 1985 yilinda kendi

adryla anilan ikinci ortogonal dalgaciklari olusturdu. 1985 yilindan &nce bilinen tek
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ortogonal dalgacik Haar dalgaciklaridir. Haar dalgaciklarinin aksine Meyer
dalgaciklari siirekli tiirevlenebilirdir, fakat kompakt degildir (Meyer 1990).

1987 yilinda Fransa da diizenlenen uluslararast bir konferans, dalgacik
teorisinin gelismesinde 6nemli bir rol oynamistir. 1988 yilinda ise Ingrid Daubechies
kompakt ortogonal dalgaciklari insa etmek igin kullanish bir yontem ortaya koydu ve
Mallat’in ¢alismalarint kullanarak ortonormal baz tabanli bir dalgacik olusturdu
(Daubechies 1988). Bu ¢alisma dalgacik teorisinin kose tasi niteligindedir.

Stephane Mallat, ¢eyrek ayna siizgecler (quadrature mirror filters), piramit
algoritmalar ve ortonormal dalgacik bazlari arasinda bazi iligkiler kesfetti ve hizli
dalgacik dontigsiimiinii gelistirdi. Bu hizli donilisiim yontemi sinyal isleme alaninda
kullanilmaktadir (Mallat 1989).

Glinlimiizde dalgaciklar astronomi, akustik, niikleer enerji, kodlama, sinyal ve
gorilintli igleme, noropsikoloji, miizik, manyetik diren¢ goriintiileme, konusma
ayrigtirllmasi, optik, fraktallar, tiirblilans, deprem arastirmalari, radar, insan
goriintiileme gibi uygulama alanlarinda, diferansiyel ve integral denklemlerin
¢ozimi, kesirli tiirevli denklemlerin ¢oziilmesi, kismi diferansiyel denklemlerin

¢Oziilmesi gibi temel matematik uygulamalar1 alanlarinda kullanilmaktadir.

2.2  Dalgacik Doniisiimii

a Olgekleme parametresi ve b Oteleme parametresi olmak {izere siirekli

dalgacik ailesi agsagidaki gibi ifade edilir (Daubechies 1992):

1 /t—b
Yap(t) = lalzy (T), abeRa+#0

a Olgekleme parametresindeki degisim dalgacigi yatay eksen boyunca belli
bir oranda uzatir veya biizer. Burada |a| < 1 iken dalgacik biiziiliir, |a| > 1 iken

uzar. b 6teleme parametresindeki degisim ise dalgacigi yatay eksende siiriikler.

2.3  Dalgaciklar Ailesi

@ (x) o6lgtim fonksiyonu ile birlikte 1(x) dalgacik fonksiyonu bir dalgacik
sistemi olusturur. Farkli ozelliklere sahip bazi dalgaciklar mevcuttur. Bunlardan

bazilar1; Haar dalgaciklari, Daubechies dalgaciklari, Coiflet dalgaciklari, Chebyshev
5



dalgaciklari, Legendre dalgaciklari, Shannon dalgaciklari, Morlet dalgaciklari, Meyer
dalgaciklar1 olarak siralanabilir. Bu dalgaciklar bilinen en yaygin dalgacik tipleridir.
Bu tez c¢alismasinda Chebyshev dalgaciklar1 ele alinacak, bunun yaninda diger

dalgaciklarin bazilarina da kisaca deginilecektir.

2.3.1 Haar Dalgaciklar ve Ozellikleri

Haar dalgaciklar1 en eski dalgacik fonksiyonlarindan olup bu metot 1910
yilinda Alfred Haar tarafindan olusturulmustur. Haar dalgaciklarimin 6lgiim

fonksiyonu asagidaki gibidir:

hy (x) = {1, 0<x<1
1 =1, diger durumlarda
ve ana dalgacigi
1
1, 0<x<-=
( x<3
= | 1
2 =1y S<x<1
L 0, diger durumlarda
seklindedir.
Haar dalgaciklar ailesi x € [0,1] igin su sekilde tanimlanur;
1, x € [£1,82)
hi(x) =4-1, x € [§5,¢3]
0, diger durumlarda
Burada &, = %’52 = kt:'s,{} = % dir. m = 2/, j=1,2,..,] dalgacigin derecesi,

k =0,1,..,m— 1 6teleme parametresidir. Coziiniirliigiin maksimum seviyesi J i¢in
M = 2/ olarak gosterilir. h;(x) ifadesindeki i indisinin formiili i =m+k + 1
seklindedir.

Haar dalgaciklar ailesinin diger tim fonksiyonlar1 [0,1) araliginin alt
araliklarinda tanimlidir, genlesme ve Gteleme islemleri ile h,(x) den tretilirler.

Haar dalgaciklarinin hepsi birbirine ortogonaldir. Yani

1
(27, i=1=2+k
Jhi(x)hl(x)dx—{ K
0

olur.
Haar dalgaciklar iyi bir donlisim saglar. Haar dalgaciklari simetriklik,

ortogonallik, biortogonallik 6zelliklerini saglarken stireklilik 6zelligini saglamaz.
Stirekli olmadigindan tiirevi mevcut degildir. Bu nedenle diferansiyel denklemlerin

¢oziimilinde Haar dalgaciklarinin integralleri kullanilir (Chen ve Hsiao 1997).
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2.3.2 Daubechies Dalgaciklar1 ve Ozellikleri

Daubechies dalgaciklari, Haar dalgaciklart ile kiyaslandiginda daha
karmasiktir ve daha uzun islemler gerektirmektedir. Daubechies dalgaciklar1 iki
onemli Ozellige sahiptir. Birincisi, sonlu sayida sifirdan farkli p, 6l¢tim katsayilari
vardir. Bunun anlami, 6l¢iim fonksiyonlarinin ve dalgaciklarinin kompakt olmasidir.
N -mertebeli Daubechies 6l¢iim fonksiyonu 2N adet sifirdan farkli 6l¢iim katsayisina
sahiptir ve Ol¢lim fonksiyonu ile ana dalgacik fonksiyonunun destegi [0, 2N — 1 ]
araligi tizerindedir.

N-mertebeli Daubechies dalgaciginin ikinci 6nemli 6zelligi, dalgaciklarin ilk
N — 1 momentlerinin sifir olmasidir. ¢ ( x) 6l¢iim fonksiyonu ve ¥ ( x) dalgacik

fonksiyonu olmak iizere, 6l¢iim ve dalgacik fonksiyonlarinin momentleri sirasiyla

o)

f (x)x™dx

— 00

ve
f Y(x)x™dx

olarak tanimlanir. Kompakt destekli dalgaciklar i¢in bu integraller dalgacigin destegi

tizerinde alinan integrale denktirler. Daubechies dalgaciklarinin momenti
fl/JN(x)xmdx=0, m=20,.. N—1,

olur. Yy dalgaciginin ilk N momentinin sifirlanmasi genellikle,ip;, N tane sifirlanan
momente sahiptir bigiminde kisaltilir ki bu ifadeden ilk N tanesi anlasilir. Sifirlanan
momentler, N-mertebeli her Daubechies dalgacik baz fonksiyonunun, derecesi N den
kiiciik olan tiim polinomlara ortogonal oldugu anlamina gelir. Yukarida bahsedilen
konudan hareketle, Daubechies dalgaciklar1 sahip olduklar1 sifirlanan moment
sayisina gore smiflandirilirlar. Olgiim fonksiyonunun ve dalgacigin diizgiinliigii
sifirlanan momentlerin sayis1 ile artar. N = 1 durumunda Haar dalgaciklar olur,
hem 06l¢iim fonksiyonu hem de dalgacik fonksiyonu siireksizdir. N = 2 durumunda,
Daubechies ol¢ciim fonksiyonu ve dalgacigi siireklidir, ancak kesinlikle diizgiin
tirevlere sahip degildirler. N = 3 durumunda, her ikisi de siirekli olarak
diferansiyellenebilir. N biiyiikk oldugunda, ¢y ve ¥y fonksiyonlarinin siirekli
tiirevlerinin sayisi kabaca N /5 kadardir (Giil 2008).



Daubechies dalgaciklari tanimlanirken, ¢ ( x) 6lgiim fonksiyonu,

JZ @(x)dx = 1 bigiminde normalize edilmek iizere,

00 =2 ) pup(2x = k)
k=0

genisleme (dilation) denkleminin ¢oziimii olarak ve P (x) dalgacigr Olciim

fonksiyonu cinsinden

N-1
¥ () =VZ ) nep2x— k)
k=0

olarak tanimlanir (Bujurke ve dig. 2007).

2.3.3 Legendre Dalgaciklar1 ve Ozellikleri

Legendre dalgaciklann k €N, n=1,2, ..., 2k-1 ve i = 2n — 1 olmak {izere
dort degiskenli ¥, ,,(x) = Y(k,7,m,x) olarak ifade edilir. Bu durumda [0,1)
araliginda tanimli m dereceli Legendre polinomlari m =0,1,...,M — 1 ve M sabit

pozitif bir tam say1 olmak iizere,

1 k o a—1 a+1
lpn,m(x): m+§22Pm(2 X—Tl), ok <x< ok

0, diger durumlarda

bigiminde tanimlanir (Venkatesh ve dig. 2012). Burada X normallestirilmis zamandir.

Yum(x) esitligindeki /m+% katsayis1  ortonormalligi, a = 27% genlesme

parametresini ve b = A27% ise Oteleme parametresini ifade etmektedir. Bunun
yaninda B, (x), [-1,1] arahiginda w(t) = 1 agirhk fonksiyonuna gore ortogonal
olan ve iyi bilinen m dereceli Legendre polinomlaridir. m = 0,1,2, ... ve

Po(t) = 1,P1(x) = x,
olmak iizere

2m+1
m+1

Prnia () = (o ) B () = (=2 ) P (),

formiilii ile tiim Legendre polinomlar1 bulunabilir.

m+1



3. CHEBYSHEV DALGACIK SIRALAMA YONTEMI

3.1  Chebyshev Dalgaciklar1 ve Ozellikleri

Chebyshev dalgaciklar dort degiskene sahiptir.
Y am (%) = (k,n,m, x)
k=0,12.., n=1.2,..,2% mbirinci tip Chebyshev polinomunun derecesi ve x
normallestirilmis zaman olmak {iizere; Chebyshev dalgaciklar1 [0,1) araliginda su

sekilde tanimlanir:

k

W () = a:/nEZZ T,(2"1x — 2n + 1), %stnz-l;l
0, diger durumlarda
Burada
a,, = {\/E, m=20
2, m=1.2, ..
ve

To(x) =1, Ty (x) = x, Ty (x) = 2xTp (x) — Ty (x) m =1,2,3, ...
Chebyshev polinomlaridir. Chebyshev polinomlar1 [—1,1] araliginda w(x) =
1/V1 —x? agurlik fonksiyonuna gore ortogonaldir. Chebyshev dalgaciklar1 da

wyp(x) = w(2¥"1x — n + 1) agirlik fonksiyonuna gore ortogonaldir (Fox ve Parker
1968).

3.2 Chebyshev Dalgacik Yontemi

Chebyshev dalgaciklar1 kullanilarak bir fonksiyonu ifade edelim. f(x) €
L2,[0,1] olan bir fonksiyon f,,,, = (f (), Ym (%)) olmak iizere

fG0 = i i frmtnm ()

n=1m=0

seklinde yazilabilir. Bu serinin kesilmis hali



2k M1

FE 2D D funtham() = CT¥ ()

olur. Burada

n=1m=0

lp(x) = [l/)10» lpllﬂ ---;l/)1M—1; lpZOl ""lpZM—l' ""lpsz' ""lpsz—l]T

ve

c' = [f1o’f11’ ---’f1M—1’f20’ ---:fZM—lﬁ --wfzko: ---'fsz_1]
Cve W(x) 2¥M x 1 boyutlu vektorlerdir.

Ynm (x) in integrali su sekilde gosterilebilir:

m = 0 igin p,, (),

Prm (X) = flljnm(s)ds
0

( n—1
0, 0<x< oK
k
j‘x oc022d n—1 <n
s, <x<z
Pro() = § Jnt Vi 2" 2"
zn B
Jz_koc(,sz n < x<1
s —<x
- ’ k=
\ Vr 2
( n—1
0, 0<x< T
-1
X 2 2 n-— n
= T(2k+1x—2n+2), T Sx<ﬁ
k
oy 2 2 n
v ﬁSx<1
) -1
0, 0<x< oF
k
o, 27zt -1 n
=< T[T1(2k+1x—2n+ 1) +T0(2k+1x—2n+ 1)], ok S X <2_k
Ky 2 2 n
| & To(2¥1x —2n + 1), wFsx<1

seklinde bulunur. Benzer sekilde m = 1 i¢in
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0, 0<x< T
k
(x) =< @272 k+1 k+1 —1 n
Pn1 7 [To(21x — 2n+ 1) — Ty (2¥*1x — 2n + 1)], TRE ST
n
\ 0, ﬁ <x<1
seklindedir. m > 1 i¢in u = 2¥*1x — 2n + 1 olmak iizere
( n—1
0, 0<x< oK
k
U272 " [Ty (W) = D™ Ty () = (D™ n-1 n
Prm () = 4 - _ ’ k Sx<_k
VT m+1 m—1 2 2
k
0272 21— (D)™ 1— (-1™! n
— , —<x<1
NI m+1 m-—1 2k
seklindedir.

T
P(x) = j Y(s)ds = [P10» P11s > P1M—-1)P20s =+ » P2M—15 =2 Pokgs s szM_1]

olur. ikinci integral

X

nm = fpnm(s) ds

0
olarak gosterilirr m=0,m=1,m =2 ve m > 2 i¢in u = 2¥*1x — 2n + 1 olmak

tizere asagidaki gibidir:

( n—1
0, 0<x< T
_3k_,4
xp 2 2 n—1 n
Gno(X) = A \/E [T, (u) + 4Ty (u) + 3T (w)], ok <x< %
Ko 2 2 22 n n
K \/— 2k+1+x_ﬁjl’ F_x<1
( n—1
O’ 0 <x< Zk
3k
o 272 [Ty (w) 3T(w 4To(u) n—1 n
in(x) = < \/— 6 2 Zk <x< ﬁ
0(1 2727 ] n et
\ 17: 3 2k =X
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n—1
0, 0<x< T
3k
<, 27z 2 [T,(w)—1 T,(w)—-1 2 2 n—1 n
()= = ="y~ 3 ~3hW-3hW| Zr<x<zx
oy 2_5 1 n n 1
ST 3] s
Gnm (1)
0 0<x< _kl
Tne2 (W) = (=D™?  T,(w) - (D™ T,(w) - (D™
«,, 2—%—3 2m+1)(m +2) 2(m+ Dm 2m(m —1) n—1 n
L — X < —
VI L) = (™2 pmt Epm| 2T
T 2 m—Dmm-2) +(1+T1(”))[ m—1  m+1 ]
) 1= (D™ 1= (D" 1 ()"
2m+1D(m+2) 2(m+Dm 2m(m-—1)
22| 1= (DM Dmt (—1ym n
- Ne +2(m—1)(m—2) Z[m—l B m+1] ng<1
" n (_1)m—1 (_1)m+1
+2¢ (x_z_k) m—1 m+1]

seklindedir.

X

Qx) = jxf‘l’(w)dwds =JP(S) ds
00

0
T
= [Cho, i1, - Q1M—-1, 9205 = Q2m—1s > Qokgs s qsz_l]
olur (Celik 2013P).
Heydari ve dig. (2012), Heydari ve dig. (2013?), Heydari ve dig. (2014°)

integrasyonun P operasyonel matrisini

f Y(s)ds = PW¥(x)
0

N

ff Y(w) dwds = P?¥(x)
00

olarak kullanmistir. Burada W(x) 2¥M x 1 vektor ve P 2¥M x 2¥M matristir. Bu
metodun dezavantajlarindan biri P matrisinin hesaplanmasinda bazi veriler gézden
kagirilmis olmasidir. W(x)’in birinci ve ikinci integrasyonunda ortaya ¢ikan Ty, Ve

Ty+1 ., P ve P? 'nin olusturulmasinda kullanilmamistir. ikinci integrasyonun

12



operasyonel matrisinin P2 olarak kullanildig1, fakat direk integral hesapla bunun

P2’ye esit olmadigi Celik (2013P) tarafindan gosterilmistir. Ayrica Celik (2013P)

M=2vek =1i¢in

f‘P(s) ds = P¥(x) =
0

N

Of Of Y(w) dwds =

oldugunu gostermistir.

[ 1 V2
4 8
V2
-~ 0
16
0 0
0 0
3 V2 0
64 2
V2 3 V2
48 128 96
0 0 3
64
V2
0 0 ——
48

L 0
2
0 0
WY(x
L3 x)
4 8
V2
—— 0
16 .
V3
1
0
Y(x) # P?W(x
N (x) (x)
32
3
128

Daha sonra Celik (2018P) integrasyonun operasyonel matrislerinin

genellestirilmis halini vermistir. Bu tezde Celik (2018") makalesindeki integrasyon

matrisleri kullanilmistir. ¥(x)’in integrali

X

T
j‘l’(s) ds = [P101P11f vy P1iM—1,P20s =y P2M—15 > Pokgs ---'szM—1] =P, ¥ (x)
0

olarak gosterilsin. Burada

T
lpl(x) = [1/)10' lnblll "-fl)l}lM' lrbZO' "'l¢2M' ""lpzkor ""lpsz]
ve

Ly F F FF F

1|0 L F F, F
P1:2k+1 : : : F1 F1
0 0 L, F

0 0 0 0 L,
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V2
1 - 00 0 0 0
V2 0 ! 0 0 0 0
4 4
V2 ! 0 ! 0 0 0
L, = 3 26 . . .
5 (—1)M‘5 o SRR 3 : :
7<M—3 - M—l) 0 00 - T2(M -3) 0 2(M — 1)
V2 (DM DM 1
_7<M—3 h M—l) 0 00 - 0 T 2(M - 2) 0
2 0 0
0 0 0
2V2 0 0
3 .
F, = _: _
VZ(1- (DY 1- (DM 0
2\ M-1 = M-3
VZ(1—-(-D" 1-—(-1M2 0 0
| 2 M M-2
seklindedir.
WY(x)’in ikinci integrali
x X1 x X
jj W(s) dsdx; = jP1‘P1(x1) dx, = P1J‘P1(x1)dx1 = P,P,¥,(x)
00 0 0
olur.
WY(x)’in r-inci integrali
x X1 X2 Xr—1
]j J ‘P(S) dsdxr_ldxr_z dxl = P1P2 Prlpr(x)
00 O 0
olur. Burada
L. F F F K
T F. F.
P, = 2k+1 F F
0 L, F
0 0 O 0 L,
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V2
1 - 00 0 0 0 0 0 0 0
-2 1
- 0 7 0 - 0 0 0 0 0 0 0
-2 -1 1
ER z e ] ; o oo
V2 (—1)M*3' (—pM-1 - -1 ' 1 '
L= 7(1\/1—3 B M—l) 0 00 - 2(M —3) 0 2(M —1) 0 0 0 0
V2 (=DM (=DM -1 1
7<M_2—M> 0 0 0 - 0 ) 0 T 0 0 0
ALY (G Gl 0 00 - 0 0 1 . 0 0 0
2\ M-1 M+1 2(M-1)
\/E (_1)M+T—3‘ (_1)M+T—1 ' ’ ’ ) ’ ' ' ’ ' _.1 ' 1
7(M+r—3_1v1+r—1) 0 00 - 0 0 0 o - 2(M =3 +71) 0 2(M—1+71)
2 0 - 0
0 0 - 0
2V2 0 0
3
\/z 1-— (_1)M—1 1— (_1)M—3 0 0
2 M-1 M -3
E=1 V2/1-(-D" 1-(-1)M2 0 0
2 M M-2
\/E 1— (_1)M+1 1— (_1)M—1 0 0
2 M+1 M-1
\/j 1— (_1)M+r—1 1— (_1)M+r—3 0 0
| 2 M+r—-1 M+r-—3

ve

T
lpr(x) = [1/)10,1/J11' e Yimar—1, V20 o Yomar—1, ...,l/Jsz, ---,lpszJ,r_l]
olur. L, ve F,’nin boyutlar1 (M + r — 1) x (M + r) ve P,’nin boyutu 2¥(M + r —
1) x 2K(M + r)’dir Celik (2018P).

3.3  Chebyshev Dalgacik Siralama Yontemi

Bir boyutlu lineer veya lineer olmayan diferansiyel denklem verilmis olsun.
Eger diferansiyel denklem lineer degilse yar1 lineerlestirme kullanilarak lineer hale
getirilir. Diferansiyel denklemdeki en yiiksek mertebeli ifade Chebyshev dalgaciklari
cinsinden

2k Mm-1

YO =" frntham () = €M)

n=1m=0

seklinde ifade edilir. Bu ifadenin 0°dan x’e kadar ardisik integralleri alinarak
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X
YD) = [ CMGs)ds + YT 0) = CTRL GO + T 0(0)

0
X

YD) = [ TR () ds +xyTI(0) + YD)
0
= C"P P, W, (x) + xy "D (0) + y 2 (0)

2
X
Yy (x) = CTPP,P; W (x) + 7)’“"1) (0) + xyT=2(0) + y2(0)

Boyle devam edilirse
r—1 r—2
r — 1)!y(r_1)(0) T2
+xy'(0) + y(0)
elde edilir. Buradaki y(0),y’(0),-,y™~1(0) ifadeler diferansiyel denklemle

verilen kosullarla bulunur. Elde edilen bu denklemler diferansiyel denklemde yerine

y(x) = CTP,P, ..P, ¥, (x) + y(r"z)(O) + -

koyularak denklem diizenlenir.
Siralama noktalar1 Ty, (2¥"1x — 2n + 1), Chebyshev polinomunun dénme
noktalar1 olarak alinir ve

(M+1D) -

2Kty —2n+1=
Xni n cos M+ 1D

veya

(M+1)—i)n
(M +1)

1
Xni = SH <2n— 1+ cos

i=12,..,M, n=12,..,2k
) (3.1)

seklinde ifade edilir. Bu noktalar diferansiyel denklemin diizenlenmis halinde
Y Y, g, -, P, ifadelerinde yerine yazilarak diferansiyel denklem
C'uU=B

denklem sistemi halini alir. Burada U, 2¥M x 2¥M boyutunda bir matris, C ve B
2%M x 1 boyutunda vektdrlerdir. Denklem sistemi ¢oziilerek Chebyshev dalgaciklar
serisinin katsayilar matrisi olan C matrisi bulunur. Boylelikle verilen kosullar altinda
denklemin yaklasik ¢oziimii elde edilmis olur (Celik 2018P).

Iki boyutlu diferansiyel denklemdeki en yiiksek mertebeli ifadeden yola

cikariz.

2
D) tbam () = PTECER)

2
PO y) = )
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seklinde Chebyshev dalgaciklari cinsinden ifade edilir. Bu ifadenin 0°dan x’e ve
0°dan y’ye integralleri alinarak bir boyutludakine benzer sekilde denklemler elde
edilir. Diferansiyel denklemle verilen sinir ve baslangic kosullar1 yardimiyla
denklemin ¢o6ziimiinde gereken ifadeler elde edilir. Bu ifadeler, diferansiyel
denklemde yerine yazilir. Siralama noktalar1 W,W¥;,W,,-- ifadelerinde yerine
yazilarak diferansiyel denklem, denklem sistemi halini alir. Bu denklem sistemi

¢oziilmesiyle C matrisi bulunur. Yaklasik ¢6ziim hesaplanir.

34 Hata analizi

Lemma 3.4.1 Siirekli bir f(x) fonksiyonun Chebyshev dalgaciklar agilimi
diizgiin yakinsaksa, bu a¢ilim f(x) fonksiyonuna yakinsar (Adibi ve Assari 2010).
Ispat 3.4.1 ¢ = (fums Ynm (X)), olmak iizere,

900 = i i Cam Yrum ()

n=1m=0

olsun. Her iki tarafi 4 (x)wy (x) ile carpar, 0°’dan 1’e integralini alir ve daha sonra

da diizgiin yakinsaklig1 kullanirsak

[ 96w
0

- foli i Crm Yrn () WPpq (Wi (x)dx

n m=0

1l
ey

NgE
Nk

Cnmjo l/)nm(x)l/)pq(X)Wk(x)dx = Cpq

1m=0

3
i
3

elde ederiz.

Buradann = 1,2,...ve m = 0,1, ... igin (9 (), Yrum (X)), = cpm oldugu
goriiliir. Sonug olarak f ve g aynt Chebyshev dalgaciklar bazlarina gore Fourier
acilimina sahiptir. Yani 0 < x < 1 araliginda f(x) = g (x)olur (Adibi ve Assari
2010).

Teorem 3.4.2 f(x) € L%,[0,1] ve ikinci tiirevi sinirlt [f”(x)| < N olan bir
fonksiyon Chebyshev dalgaciklarin sonsuz toplami seklinde yazilirsa yazilan bu seri

f(x) e diizgiin yakinsar (Adibi ve Assari 2010). Yani
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fG0) = i i Frm¥m ()

n=1m=0

olur.

Ispat 3.4.2 cpm = (fum, Wnm (X))w, esitliginden,

1
= [ £COmCOw

k— k
= f: ' 22f ()T, (2¥x — 2n + Dw(2kx — 2n + 1)dx

2k—1

m > 0ise 2% x — 2n + 1 = cos @ yerine koyularak

1 (™ /cos@+2n—1\ |2
C”mzzk/zj; f( T ) ;cosm@d@

_ Zgjﬁf (cos ] -;an — 1) (sinmme)]:

N J‘" ,(cosO +2n—1
23k/2mq1t J f 2k

)sinm@ sinfdo

V2 , (cos@ +2n — 1) <sin(m —1)6 B sin(m + 1)9)]”
0

N 23k2mn\m 2k m-—1 m+1
cos 6+2n—1 d
25k/2m\/_f 2k ) m(e) 9
Burada
sin(lm — 1)6 sin(m + 1)6
hm (0) = -1 m+1
dir. Buradan
V2 T cosf@+2n—-1
el = | | £ () (@) d6
22mv2m”0
V2 T cosf+2n—1
: <_k— J, I (=) ] e
2z2mvV2m/ 70

s(—)f | (6] 6
272m\2m

18
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sin(m—1)0 sin(m+ 1)60
m-—1 m+1

fonlhm(e)l do = fon

T |} _
< f sin(m — 1)6
0 m-—1

as

sin(m + 1)6
m+1

‘ a6
2mn

<

“(m*-1)

olur. n < 2¥~1 jken,

V271N
(2n)z(m? — 1)

|Cnml <

elde ederiz. Eger m = 1 ise

_ V2 , (cos@ +2n — 1) sin(m — 1)8  sin(m + 1)6\]"
Enm = 23k/2mA[Tr 2k m—1 m+ 1 .

V2 ™ o (cosf+2n—1
e WA G LMOLE

denklemini kullanarak

|Cn1| <

T
5 max |f'(x)]
(27’1,)5 0=<x<1

olur. Y o1 Yo =1 Cnm yakinsaktir. m = 0 i¢in {¥,0}n=q W(t) agirlik fonksiyonuna
dayanan Haar 6l¢ek fonksiyonuyla olusturulmus ortogonal sistem oldugundan, yani

Y1 CnoWno yakinsaktir (Daubechies 1992). Diger taraftan

[ee] (o] (o] [ee] [ee]
Z Z Cnmlpnm(x) < z CnO‘/)nO + |Cnm||l/}nm(x)|
n=1m=0 n=1 n=1m=1
(o] co co
< ch0¢no +ZZ|Cnm| < ©
n=1 n=1m=1

olur. “Lemma 3.4.1” kullanilarak ;-1 Y=o CrnmWnm (x) serisinin f(x)’e diizgin
yakinsak oldugu goriiliir (Adibi ve Assari 2010).
Kesilmis Chebyshev dalgaciklari serisinin ¢ézlime yaklastigi
E(x) = ly(x) — C"W(x)|
hata fonksiyonu incelenerek bulunur. Asagidaki teorem hata fonksiyonunun sinirl
oldugunu yani kesilmis Chebyshev dalgaciklart serisinin ¢dzlime yaklastigini ifade

eder.
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Teorem 3.4.3 y(x) € C™[0,1] ve CTW(x) Chebyshev Dalgacik Siralama
Metodu kullanilan problemin yaklasik ¢ozliimii olsun. Hata fonksiyonu su sekilde

siirhidir (Yang ve Hou 2013):

2

E(x) < ” aX |y(m)(x)|

4m2m(k 1) x€[0

Ispat 3.4.3 i¢ carpim uzayinda norm tanimini kullanarak
1

EGOI2 = f [u(x) — €T (x)]2dx

0

n-—1 n
2k—1"7 2k-1

elde ederiz. [0,1] arahg1 I, = ] n=12,..,25" olmak iizere 2¢~" alt

araliga bollinsiin.

1
IEGOI2 = f () — CTW(x)]2dx
0

TL/Zk 1
Z f [y(x) — CTW(x)]2dt
(n—1)/2k-1
Zk—l n/zk_l
< f [y(x) — Pn(x)12dt

£t Jn-1)/2k-1

Burada P,,(x) m-inci dereceden

2
ly(x) = Prn(x)| < Wmaﬂy“’”(xﬂ

X€EIl

ifadesini I,, araliklarinda saglayan herhangi bir polinomdur.

k-1
2 n/2k-1

IE@)II? < Z f [y(x) — P, (x)]%dt

(n—1)/2k-1

2
S — (m)
Z fn 1y/2k-1 Lm! 4m2mk=1) y max|y (x)|] dt

2’(—1

n/2k-1 2 ,
= ————— max |[y™(x ] dt
J(‘n—l)/zk—l m! 4m2m(k_1) xE[O,l]ly ( )l

2
f [W max Iy(m)(x)l] dt

= [; y(m) (x)l]

m! 4m2mk-1) xe[o 1]
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4. YAKLASIK YONTEMIN UYGULANMASI

4.1  Ikinci Mertebeden iki Boyutlu Denklem icin Chebyshev Dalgacik

Siralama Yontemi

Asagidaki ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemi goz oniine alalim.
2, 92u 2

J0“u du
Al(x,y)ﬁ+A2(x,y)m+A3(x,y) 2+A4(X.}’)a

ay?
du
+ As(x,y) 3y + Ag(x,y)u = G(x,y) (4.1)

denkleminde A4, A,, A3, Ay, As, Ag Ve G; a < x,y < b araligindaki x ve y’ye bagh
fonksiyonlardir. Herhangi bir a<zt<b arahigi z=(b—a)x+a ve t=

(b — a)y + a ifadeleri yardimiyla 0 < x,y < 1 araligina donistiiriilebilir.
(4.1) denklemi ve

u(x,0) = fo(x),ulx, 1) = f1(x),u(0,y) = go(»), u(1,y) = g:(»)

sinir kosullart verilmis olsun.

u®2)(x,y); crs, katsayilar, ,,,,, (x) ve ¥, (y) Chebyshev dalgaciklar olmak iizere

2k M-1
ueD(xy) = ) Y
n=1m=0

bi¢ciminde yazilabilir. Bu ifadenin matris gosterimi

u®d(x,y) = T (x)C¥(y) (4.2)

Zk

M-1
> Chintbam (s ()
1 s=0

r=

seklinde yazilabilir. Burada

PT(x) = [1/110(35)'1/’11(95): e Wim—1 (), Y20 (%), oo, Yop—1 (%), oo, Yo (%), ---'¢2kM_1(x)]
¥(y)

= [1/}10()’); Y11 ) s Y11, Y20Y)s oo Wom—1 (), v wzko(S’)' e ll)sz_l(Y)]T

21



k -
10 11 1(M-1) 20 2(M-1) 2ko 2%(M-1)
C10 C10 r Cqo Cio o Cqo e Cio AT

k
10 11 1(M-1) 20 2(M-1) 2ko 2%(M-1)
C11 Cll e Cll Cll cee Cll e Cll cee Cll

(10 ol e QlM-1) 20 o R2WM-n o 2k o 2km-1)

1(M-1) 1(M—-1) 1(M-1) 1(M-1) 1(M—-1) 1(M-1) 1(M-1)
k
10 11 1(M-1) 20 2(M-1) 2ko 2%(M-1)
C20 C20 20 €20 o Gy - C20 Gy
C= . . : . . : . : . :

(10 ol e QM=) 20 o M- 2ko o 2
2(M-1) 2(M-1) 2(M-1) 2(M-1) 2(M-1) 2(M-1) 2(M-1)
cLo ot ... A1) c20 .. p2M-1 c2ko R (/5

2k0 2ko 2k0 2k0 PL 2k 2k0

10 11 1(M-1) 20 2(M-1) 2ko 2km-1)

C C e C C cee C e C cee

| “2km-1)  “2km-1) 2km-1)  “2km-1) 2kM-1) 2k(M-1) 2km-1)

dir. k = 1 ve M = 2 i¢in dogrulugunu gosterecek olursak;

i ii SERTMMONINGY

n=1 0r=1s=0

NgE

3
I

D R banro ) + Bt (P )]

0or=1

I
NS

S
Il
=

m

=

[camWnm OP10(Y) + ChimtPnm P11 (V) + cAmthnm () P20 (¥)

=0

rlnlpnm (x)ll)21 (y)]

I
NS

S
I
3

+

(9]
SN

[Ciglpno(x)lpw(Y) + C%(lﬂl’no (P11 (y) + Cﬁglpno ()P0 ()

I
NS

=1
+ o Pno (W21 () + a3 Pn1 (DW10(¥) + a1 Pn1 (W11 (Y) + 22 Pn1 (W20 (¥)
+ i tn (Y21 (V)]
= cio¥10()PY10(Y) + cio10()W11(¥) + {3 P10 () P20 (V) + cfo110(X)W21(¥)
+ 1 P11 (P10 ) + e P11 (P11 (1) + 211 (P20 (¥) + cf1 P11 (D) P21 ()
+ 20020 (P10 (V) + 30920 () W11(¥) + c50120 (XD P20 (V) + c361020 ()21 (V)
+ 2P0 (P10 (V) + 31921 (W11 (¥) + 57121 (P20 (V) + 311021 (D) P21 (V)
clo clo cio i |[P10(¥)
=[0G P Yool ol AL il vn®)

C0 G20 C20 C% 12316
ol 20 2, (y)

3

=¥T()C¥()
(4.2) denklemini x’e gore 0’dan x’e, y’ye gore 0’dan y’e integralleyerek
asagidaki denklemleri elde ederiz.

u®?(x,y) = W7 (x)C¥(y)

22



uP(x,y) = (PP)T()CP () + u2(0,y) (4.3)
u®?(x,y) = (PP, P,)T()CP () + xu2(0,) +u®?(0,y)  (4.4)
u@Y(x,y) = ¥T()CP W, (y) + u®(x,0) (4.5)
u®9(x,y) = WT()CPP W, (y) + yul(x,0) + u®O(x,0)  (4.6)

@D (x,y) = (P,¥)T()CP, W, (v) + u® (x,0) — uV(0,0)
+ @D (0,y) 4.7)

uO(x,y) = (P,¥;)T(x)CP, P, W, (y)
+ y[u®Y(x,0) — u@(0,0)] + u*(x,0)

—u®9(0,0) + u9(0, y) (4.8)
u(o'l)(x, y) = (P1PZIP2)T(x)CP1lP1(y) +u0b) (x,0) — uOV (0,0)
+ x[u®V(0,y) — u®V(0,0)] + u®(0,y) (4.9)

u®9(x,y) = (P,P,¥,)T(x)CP, P, W, () + y[u®Y(x,0)
—u©D(0,0)] — xyu>(0,0)
+ x[u®9(0,y) — u®(0,0)] + u©9(0,y) (4.10)
—u®9(0,0) + u®9(x,0)
Verilen sinir kosullarindan;
u®(x,0) = fo(x)
u®(x, 1) = fi(x)
u®9(0,y) = go(»)
u®9(1,y) = g:(»)
u®(x,0) = f'(x)
u®(x, 1) = fi'(x)
u®(0,y) = g0’
u®(1,y) = g.' )
u®9(x,0) = f,""(x)
u®9(x, 1) = f;"(x)
u®2(0,y) = go" ()
ul?(1,9) = g,"»)
u®(1,1) = f1(1) = g: (1)
u®(1,0) = g,'(0)
u®9(0,1) = go'(0)
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u®90,1) = £1'(0)
u9(0,0) = £5'(0)
u®9(0,1) = f1(0) = go(1)
u®9(1,0) = fo(1) = g1(0)
u®9(0,0) = £5,(0) = go(0)
elde edilir. Smir degerleri géz oniinde bulundurularak (4.10) denklemini yeniden
yazarsak
u©9(x,y) = (P;P,¥,)T(x)CP P, ¥, (y) + y. [u®V(x,0) — ul®V(0,0)]
= x.y.uP(0,0) + x. [u™(0,y) — uV(0,0)] + go(») — fo(0)
+ fo(x)
olur. x =1, y = 1 yazarak
u®9(1,1) = (PP, ¥,)"(1)CP; P, ¥, (1) + [u®(1,0) — u®>(0,0)] — u™?(0,0)
+ [u®9(0,1) — u®9(0,0)] + u®9(0,1) — u®*(0,0) + u®9(1,0)
olur. Buradan
u®1(0,0) = (P;P,W,)"(1)CP;P,¥,(1) + g1(0) — go(0)
+£1(0) = f5(0) + f1(0) — £o(0) + fo (1) (4.11)
- f1(1)
elde edilir. (4.10) denkleminde y = 1 yazarak
u®(x, 1) = fi(x)
= (P,P,W¥,)T(x)CP, P, W, (1) + [u®Y (x,0) — ul®V(0,0)]
—xu®D(0,0) + x[u®?(0,1) — u*9(0,0)] + u®9(0,1)
—u©9(0,0) + u®9(x,0)
olur. Buradan
u®B(x,0) = —(P,P,¥,)T(x)CP,; P, ¥, (1) + g4(0) + xu1(0,0)
— x[f1(0) — f5(0)] — f1(0) + fo(0) — fo(x) + f1.(x)
elde edilir. (4.11) denklemini yerine yazarsak
u®@(x, 0) = —(P,P,¥,) " (x)CP, P, W, (1) + g5(0)
+ x[(P1P, W) T (1)CP, P, W, (1) + g1(0) — go(0)
+ £1(0) = £o(0) + fo(1) = f1(D] = £1.(0) (4.12)
+ fo(0) = fo(x) + f1(x)
elde edilir. (4.10) denkleminde x = 1 yazarak
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u®(1,y) = (PP, ¥2)"(1)CP P, W, () + y[u®(1,0) — u®(0,0)]
—yu1(0,0) + [u*(0,y) — u™®9(0,0)] + u©*(0,y)
—u©9(0,0) + u©9(1,0)
elde edilir. Bu ifade diizenlenirse
91(y) = (P1P,W¥,)T(1)CP, P, ¥, (y) + y[g1(0) — go(0)] - yu1(0,0)
+u®9(0,y) = f5(0) + go () — fo(0) + fo(1)
olur. Buradan
u9(0,y) = —(P,P,¥,)"(1)CP, P, ¥, (y) + y[u*V(0,0) — g1(0) + go(0)]
+ £0(0) — go ) + f0(0) — fo(1) + 9:(¥)
elde edilir. (4.11) denklemini yerine yazarsak
ul9(0,y) = —(P,P,¥,)"(CP P, W2 ()
+ y[(P1P,W,)T(1)CP, P, W, (1) + £/ (0) — f4(0)
+ £1(0) = fo(0) + fo(1) = f1(D] + f5(0) (4.13)
= go(¥) + f0(0) — fo(1) + g:(»)
elde edilir. (4.9) denkleminde x = 1 yazarak

ul®V(1,y) = (PP, ¥)"(DCP, W, () + u®D(1,0) —u®P(0,0)
+ [u®D(0,y) — u@V(0,0)] + u®V(0,y)
elde edilir. Bu ifade diizenlenirse
919) = (PP W) T (DCP W, () + 91(0) — g5(0) — u™V(0,0) +u™(0,y)
+90(y)
olur. Buradan
u(0,) = —(PP,¥,)"(DCP W1 () — 91(0) + g5(0) + g1 ()
— o) +u(0,0)
elde edilir. (4.11) denklemini yerine yazarsak
u®(0,y) = —(P,P,¥2)"(1CP ¥ ()
+ (PyP,W5) T (1)CP P, W5 (1) + g1(¥) — o)
+ £1(0) = f5(0) + f1(0) = fo(0) + fo (1) = fu(1) ~ (4.14)
elde edilir. (4.8) denkleminde y = 1 yazarak
u0O(x, 1) = (P,¥)T(x)CP P, W, (1) + [uP (x,0) — uD(0,0)] + w9 (x, 0)
—u9(0,0) + u+9(0,1)

elde edilir. Bu ifade diizenlenirse
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fi(x) = (PyPD " (X)CP P W, (1) + ul D (x, 0) — u™P(0,0) + f5 (x) — f5 (0)
+ f1(0)
olur. Buradan
utD(x,0) = —(P,¥Y)T(x)CP; P, W, (1) + uD(0,0) + f{ (x) — fy(x) + £, (0)
- f1(0)
elde edilir. (4.11) denklemini yerine yazarsak
uD(x,0) = —(P,¥1) " (x)CP, P, W, (1)
+ (PP, ¥,)T(1)CP; P,W, (1) + fi () — f5 (%)
+91(0) — go(0) + f1(0) — fo(0) + fo (1) — f1(1)  (4.15)
elde edilir. (4.4) denkleminde x = 1 yazarak
u®(1,y) = (PP, ¥2)T(CP() +u?(0,y) +u®?(0,y)
elde edilir. Bu ifade diizenlenirse
g1 ) = (PP W) T()CP () + u2(0,y) + go"' ()
olur. Buradan
u2(0,y) = —(PP,¥)T(DCY(y) + g1 () — 90" ) (4.16)
elde edilir. (4.6) denkleminde y = 1 yazarak
u@9(x, 1) = ¥T(x)CP, P, W, (1) + u@Y(x,0) + u®9(x,0)
elde edilir. Bu ifade diizenlenirse
{'(x) = $T(x)CP P W, (1) + u®V(x,0) + fo"'(x)
olur. Buradan
ulD(x,0) = ~WT(X)CP P, W, (1) + fi'(x) = fo'' (x) (4.17)
elde edilir. (4.3) denkleminde (4.16) denklemi yerine yazilirsa
u?(x,y) = (P,¥)"()CP(y) — (PP, ¥)"(DCY () + g1 () — 90" )
elde edilir. (4.4) denkleminde (4.16) denklemi yerine yazilirsa
u®?(x,y) = (PP, ¥,)T()CP(y) + x[= (PP, W) "(DCP () + g7 ) — g5 )]
+90" )
elde edilir. (4.5) denkleminde (4.17) denklemi yerine yazilirsa

uV(x, ) = PTEOCP Y (v) — PT()CP P W (1) + £ (%) — fo'' (%)
elde edilir. (4.6) denkleminde (4.17) denklemi yerine yazilirsa
u®9(x,y) = ¥T()CPP W, (y) + y[—¥T () CP P W, (1) + i (1) — fo ()]
+ fo''(x)
elde edilir. (4.7) denkleminde (4.15), (4.11) ve (4.14) denklemleri yerine yazilirsa
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uD(x, y) = (P (x)CP W (y) — (P W;)T (x)CP, P, W, (1)
— (P,P,¥,)T(1)CP, ¥, (v) + (P,P,¥,)T(1)CP,P,W¥,(1) + f{ (x)
—fo(x) +g1(y) = go(¥) + £1(0) = £o(0) + fo(1) — f2(1)
elde edilir. (4.8) denkleminde (4.15), (4.11) ve (4.13) denklemleri yerine yazilirsa
uO(x,y) = (P,¥;)T(x)CP, P, W, (y) — (P,P,¥,)T(1)CP, P, ¥, ()
+ y[= (PP T (X)CP P, W, (1) + (P, P,¥,) " (1)CP, P, ¥, (1)
+£1(0) = fo(0) + fo(1) = fA(D) + fi(x) = foIT + fo(x) + 91 ()
= 90(¥) + fo(0) = fo(1)
elde edilir. (4.9) denkleminde (4.12), (4.14) ve (4.11) denklemleri yerine yazilirsa
u®(x,y) = (PP ¥,)"(x)CP W, () — (PP, W) " (x)CP, P, W, (1)
+ x[(P;P,¥,)T(1)CP; P, ¥, (1) — (P,P,¥,)T(1)CP,¥P; (¥) + fo (1)
— )+ 910) = 9o W) + f1(0) = fo(0)] = £1(0) + fo(0) — fo(x)
+ () +90(y)
elde edilir. (4.12), (4.11) ve (4.13) denklemleri, (4.10) denkleminde yerine yazilirsa
u®0(x,y) = (P;P,¥,)T(x)CP, P, W, (y) + xy[(P;P,¥,) " (1)CP, P, ¥, (1) + £,(0)
— fo(0) + fo (1) — f1(1)]
+ y[= (PP, W) T (x)CP P, W, (1) — £1(0) + f5(0) — fo(x) + f1(x)]
+ x[— (PP, W) T (D CP P, W, () — 9o () + fo(0) — fo(1) + g1 ()]
+90(y) + fo(0) — fo(x)

elde edilir. Elde edilen bu ifadeler;

u®?(x,y) = ¥T(x)C¥(y)
u(x,y) = (P,¥)T()CP(y) — (PP, W) T(DC¥ () + g7 (1) — 90" )

u®(x,y) = (PP, W,)T()CP(y) + x[— (P, P,W,) T(DCP(y) + g7 () — g6 (0)]
+90" )

u®V(x,y) = ¥T(x)CPW; (y) — ¥T(x)CP, P, W, (1) + £ (x) — fo"(x)

u®0(x,y) = $T(x)CPP, W, (y) + y[-PT(x)CP P, W, (1) + fi' (x) — fo"' ()]
+ fo'' (%)
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u(l'l)(x; y) = (P1W1)T(X)CP1W1(J’) - (P1W1)T(X)CP1P2W2(1)
— (PP, W) (1CP, P, () + (PP, W) T (1)CP; P, P, (1) + £ (x)
—fo() +g1(¥) — go(¥) + f1(0) — £5(0) + fo(1) — f1,(D)

u0(x,y) = (P,¥,)T(x)CP,P,W,(y) — (P,P,%,)T(1)CP, P, ¥, (y)
+ y[—(P, ¥ T (x)CP, P, ¥, (1) + (P,P,¥,)T(1)CP, P, ¥, (1)
+ f1(0) = fo(0) + fo(1) — f1(1) + f(x) — fo ()] + fo (x) + 91 (¥)
= 90(¥) + fo(0) — fo(1)

u®D(x,y) = (P P¥,)" (1) CP W1 (y) — (PP, W) (x) CP P, W, (1)
+ x[(P,P,W,)T(1)CP, P,W, (1) — (P, P,W,)T(1)CP, W, (y) + fo (1)
— 1)+ 91(») — go(¥) + £1(0) — £5(0)] — f1(0) + fo(0) — fo(x)
+ f1(x) + go ()

u®9(x,y) = (P,P,W,)T(x)CP; P, W, () + xy[(P,P,W,)T(1)CP, P, W, (1) + £1(0)
— fo(0) + fo(1) — £1(1)]
+ y[=(P1P¥)T(x)CP P, W, (1) — f1(0) + f5(0) — fo(x) + f1(x)]
+ x [~ (PP, W) T (DCP P,Y, (y) — 9o (0) + fo(0) — fo(1) + g:(»)]
+ go) + fo(0) — fo(x)

seklindedir.  Bu ifadeler (4.1) ikinci mertebeden lineer kismi diferansiyel

denkleminde yerine koyularak ACB formunda matrislerin toplami elde edilir. ACB

formundaki bu ifadeler a; ; € A ve b, ; € B olmak {izere

X1,(j-1)N+k = Q1,jDk 1, j, k=12, o, 2kM

(Kesan 2003) ve
= [ 10 -1 1(m-1) 2k 2k1 2*(M-1) 10 11 1(M-1) 2k0 2k1 2k (mM-1)
D = [c0 10 €19 €10 €10 " Cro €11 €11 """ Cq1q e €Y1 Ci1 * Cqq
k k k k T
L0 AMeD gbe  2Muen) go | 2D a0 2K
C1(m-1) C1(mM-1) """ C1(m-1) 1(M-1) 1(M-1) €20 2(M-1) 2k 2*(M-1)

X=|x,] q=12..,2M)?
olmak tizere XD formuna doniistiiriilebilir. Bu XD formundaki matrisler toplanarak
(4.1) denklemi
W(x y)D = G(x, )
seklinde ifade edilebilir. Burada W = [Wl,q],q =12, .., (2"M)2 seklindedir, ayrica

Wy,q ler x ve y ye baglh fonksiyonlardir.
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Xni = = (2n—1+cos

2k+1

((M+1)—i)n)

D N i=12 . M =12,..,2¢

_ (41— f)m
Ynj = Ji (Zn 1+co (M+1) )

Chebyshev  siralama noktalarinin W(x,y)D = G(x,y) denkleminde yerine
yazilmastyla UD = G denklem sistemi elde edilir. Burada U (2¥M)?2 x (2kM)?
boyutlu matris, D ve G (2¥M)? x 1 boyutlu vektorlerdir. Bu denklem sistemi

coziilerek D vektorii ve boylece Chebyshev dalgacik serisinin katsayilart bulunur.
4.1.1 Chebyshev Dalgacik Siralama Metodunun Magnetohidrodinamik
aki denklemine uygulanmasi

Magnetohidrodinamik aki (Magnetohydrodynamic flow) denklemi sinir deger

kosullartyla; sinirlarda V- = B = 0 ve bolgede

V2V + Hyye o *+Hay af =-1
2p _ ov _ v _
v'B Hax* dx* Hay* ay* 0 (4.18)

seklindedir (Dragos 1975). (4.18) denklemindeki V(x*,y*) ve B(x", y*)sirasiyla hiz
ve manyetik alandir. H, Hartmann sayis1 H, = (Hax*,Hay*) vektoriiniin normuna

esittir. Yani y ekseniyle yaptigi a¢1 a olmak iizere
Hur = Hysina,  Hgyr = Hy cosa, Hy = (Hiw + H3 )2

olur. Uy =V +B ve U, =V —B (Tezer-Sezgin ve Aydin 2002) degiskenleri
tanimlanarak (4.18) ifadesi siir kosullar1 U; = U, = 0 olan

d a
VU, + Hope 5 Hoy 5t = =1

,—1l<x%y*<1
Vzljz‘_'}{ *222'—'}{ *222 =:"1
ax dx* ay ay* (419)

haline doniigiir. Burada U; (Hax s ) ¢Oziimii bulunursa U, = U1( H gy ,—Hay*)

U;+U, U,;-U,

2

ifadesinden direk hesaplanabilir. (4.18) denkleminin ¢6ziimii V = ,B =

esitliklerinden hesaplanir.

(4.19) denklemi —1<x*y*<1 araligt 0<x,y <1 basit araligma

doniistiiriilerek
V2U, + 2Hap 52 + 2Hgy 52 = —4
652 ,0<x,y<1
VZUZ - ZHaxE - ZHay E = -4 (420)

29



seklinde yazilabilir (Celik 2013?). Sinir kosullart U;(x,0) =0, U;(x,1) =0,
U;(0,y) =0, U;(1,y)=0 ve U,(x,0)=0, U,(x,1)=0, U,(0,y) =0,
U,(1,y) = 0dir.

(4.20) denkleminde x’e ve y’ye gore en yiiksek mertebeli tiirev ifadelerinden
olusan u®?(x,y) ifadesinden yola ¢ikacagiz. Daha once bahsedildigi gibi c$,
katsayilar, ¥, (x) ve ¥,s(y) Chebyshev dalgaciklar olmak tizere

2k m—-1 2k M-1

uCDy)= ) D DN im0 )

n=1m=07r=1 s=0
bi¢ciminde yazilabilir. Bu ifade yerine
u?(x,y) = ¥T()CP ()
seklindeki matris gosterimini kullanabiliriz. Bu denklemini x’e gore 0’dan x’e, y’ye
gore 0°dan y’ye iki defa integralleyerek ve sinir kosullarini kullanarak asagidaki
denklemleri elde ederiz.
u®?(x,y) = ¥T()CP()

ut?(x,y) = [(P,¥)"(x) — (PP, W) (DICY ()
u®?(x,y) = [(PP,¥,)T(x) — x(P,P,¥,)T(1)]CP(y)
ul(x,y) = PTC[P W, () — PP W, (1)]
u®9(x,y) = WT(x)C[P, P, W, () — yP, P, W, (1)]
u®(x,y) = [(P,¥)"(x) — (P,P,¥,)"(D]C[P, ¥, () — PP, W, (1)]
u®0(x,y) = [(P,¥)T(x) — (P,P,%,)T(1)]C[P, P, ¥, (y) — v. P, P,W,(1)]
u®(x,y) = [(PP¥,)T(x) — x (PP, W) "(D]C [P1¥; () — PP, W, (1)]
u®0(x,y) = [(P,P,¥,)T(x) — x(P,P,¥,)"()]C[P, P, W, (y) — yP, P, W, (1)]

(4.20) ifadesinin birinci denklemi;
u@9(x,y) + u®?(x,y) + 2H,uO(x,y) + 2H,u®Y (x,y) = —4
seklinde yazilabilir. Yukaridaki tiirev ifadeleri bu denklemde yerine yazilirsa,
(%700 + 2Ha (P P)T(x) — (PP, W,)T(1))| CIP PP, (y) — yP P, (1)]
+ [(P1P, W) (x) — x(P P, W) T (D]C[¥P ()
+ 2Hgy [P W1 (y) — PP, W, (1)]] = —4
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elde edilir. Denklemin ilk kismindaki ACB formundaki bu ifadeler

X1(j-D)N+k = Q1br1, k= 12,..,2kM
ve

X=|x,4, q¢=12..,02"M)?
olmak {izere XD formuna doniistiiriilebilir. Bu XD formundaki matrisler toplanarak
denklem
W(x y)D = G(x, )

seklinde ifade edilebilir. Burada

k k
_ .10 11 1(mM-1) 2kg k1 2“(M-1) 10 11 1(mM-1) 2ko 2k 24(M-1)
D = [cjgcqp C10 €10 €10 " Cqp €11 €11 11 €11 €11 vt Cqp
T
.. 610 Cll cee Cl(M_l) cee C2k0 e CZk(M_l) ClO... CZk(M_l) e ClO Ry CZk(M_l)
1(M-1) €1(M-1) 1(M—1) 1(M-1) 1(m-1) “20°"" C2(m-1) 2k T2k(m-1)

ve

W = [Wy,].q =12, .., (2kM)?
seklindedir, ayrica Wy, ler x ve y ye bagh fonksiyonlardir.

1
- 2k+1

(Zn — 1+ cos

(M+1)—i
Xni ( l)ﬂ)

(M+1)
((M+1)- j)n)
(M+1)

) j=12,...,M, n=12..,2k

Ynj = Skt (Zn — 1+ cos

Chebyshev siralama noktalarinn  W(x,y)D = G(x,y) denkleminde yerine
yazilmastyla UD = G denklem sistemi elde edilir. Burada U (2¥M)?2 x (2kM)?
boyutlu matris, D ve G (2¥M)? x 1 boyutlu vektdrlerdir. Bu denklem sistemi
coziilerek D vektorii ve boylece Chebyshev dalgacik serisinin katsayilari bulunur.

Yani C katsayilar matrisi elde edilir. Buldugumuz bu katsayilar matrisini

u®(x,y) = [(PP,¥2) (x) — x(P,P,¥;)T(DIC[P, P, W, () — yP P, W2 (1)]
ifadesinde yerine yazarak yaklasik ¢oziimii elde ederiz.

Sekil 4.1 ve Sekil 4.2°de swasiyla H, =10,M =10,k =1,a = n/2
degerleri icin yaklasik ¢oziim olarak bulunan hiz ve manyetik alanin {i¢ boyutlu

goriintiisii verilmistir.
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Sekil4.1: H, = 10,M = 10,k = 1, ¢ = n/2 degerleri i¢in hizin yaklagik ¢6ziimii

Sekil 4.2: H, = 10,M =10,k = 1,a = m/2 degerleri i¢in manyetik alanin yaklasik ¢6ziimii

Sekil 4.3’ten itibaren Sekil 4.18 dahil olmak iizere hiz veya manyetik alanin
yaklasik c¢oziimleri tam c¢oOziimleri ile karsilastirllmistir. Verilen degerlerdeki
karsilastirmalarda -.-. tam ¢Oziimii, --- yaklasik ¢oziimii ifade etmektedir. Bu
calisgmada elde edilen sonuglarin Tezer-Sezgin (2004), Tezer-Sezgin ve Aydin
(2006), Bozkaya ve Tezer-Sezgin (2007), Celik (2011), Celik (2012P), Celik
(2013%) makalelerinde elde edilen sonuglarla ve tam ¢oziimle karsilagtirilmasi

Onerilen yontemin iyi bir yontem oldugunu gostermektedir.

32



Sekil 4.3 ve Sekil 4.4°te sirastyla H, = 10,M = 10,k = 1, a = /2 degerleri
icin hiz ve manyetik alanin yaklagik ¢oziimleri tam ¢oziimler ile karsilagtirilmistir.
Bulunan bu sonuglar Tezer-Sezgin (2004), Tezer-Sezgin ve Aydin (2006), Celik
(2011), Celik (2012P), Celik (2013?) makaleleriyle uyumludur.

-1 0.5 0 05 1
X

Sekil4.3: H, = 10,M =10,k = 1, @ = m/2 degerleri i¢in hiz

Sekil4.4: H, = 10,M = 10,k = 1, ¢ = m/2 degerleri i¢in manyetik alan
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Sekil 4.5 ve Sekil 4.6’da swrasiyla H, =50,M =15,k =1,a = m/2
degerleri icin hiz ve manyetik alanin yaklasik ¢oziimleri tam c¢oziimler ile
karsilagtirilmistir. Bulunan bu sonuglar Tezer-Sezgin (2004), Tezer-Sezgin ve Aydin
(2006), Bozkaya ve Tezer-Sezgin (2007), Celik (2011), Celik (2012P), Celik
(20132) makaleleriyle uyumludur.

Sekil4.5: H, = 50,M = 15,k = 1, = /2 degerleri igin hiz

Sekil 4.6: H, = 50,M = 15,k = 1, a = ©/2 degerleri i¢in manyetik alan
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Sekil 4.7 ve Sekil 4.8’de swrasiyla H, =300,M =30,k =1,a =m/2
degerleri icin hiz ve manyetik alanin yaklasik ¢oziimleri tam c¢oziimler ile
karsilagtiritlmistir. Bulunan bu sonuglar Tezer-Sezgin ve Aydin (2006), Bozkaya ve
Tezer-Sezgin (2007), Celik (2011), Celik (2012P) makaleleriyle uyumludur.

0.00242

05

Sekil 4.7: H, = 300,M = 30,k = 1,a = ©/2 degerleri igin hiz

| B
| 1 [
i 00265
.
| | |
L
0.00265 |0.00%H7 |
g | : . 0._?00863 000206
. :
A (. ’
|
pooze i
05 .
LS -
‘ ) |
' P.0008s3
A N
/,/ ¢ . \\J
S | —— = + + -
-1 05 0 05 1

Sekil 4.8: H, = 300,M = 30,k = 1,a = m/2 degerleri i¢in manyetik alan
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Sekil 4.9 ve Sekil 4.10’da siwrasiyla H, = 700,M =50,k =1,a =m/2
degerleri icin hiz ve manyetik alanin yaklasik ¢oziimleri tam c¢oziimler ile
karsilastirlmistir. Bulunan bu sonuglar Celik (2011), Celik (2012P) makaleleriyle

uyumludur.

Sekil 4.9: H, = 700,M = 50,k = 1, @ = /2 degerleri igin hiz

[
L 000064 :
05 Q000128 1
| i
; !
| !
.!.

05

4 S
s s s S s s s
&>

-1 0.5 0 0.5
X

Sekil 4.10: H, = 700,M = 50,k = 1, @ = m/2 degerleri i¢in manyetik alan
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Sekil 4.11 ve Sekil 4.12°de swrasiyla H, = 1000,M =90,k = 0,a =1 /2
degerleri icin hiz ve manyetik alanin yaklasik ¢oziimleri tam c¢oziimler ile
karsilastirlmistir. Bulunan bu sonuglar Celik (2011), Celik (2012P) makaleleriyle

uyumludur.

| e 0.000273 :
: 0.00082
0.5 f0.000182 e —s——
000546 S ——
P 1 R S
~ o 0000729 P
098 T
110.000911 056 054 052 05
05 X

Sekil 4.11: H, = 1000,M =90,k = 0,a = m/2 degerleri i¢in hiz

0.5

|

|

|

|

|

|

|

|

I 9.05e-05
|

.000452

-0.000271
05

Sekil 4.12: H, = 1000,M =90,k = 0, = m/2 degerleri i¢in manyetik alan
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Sekil 4.13 ve Sekil 4.14°te sirasiyla H, = 300,M =40,k =1,a =mn/
4 degerleri icin hiz ve manyetik alanin yaklasik ¢oziimleri tam c¢oziimler ile
karsilagtiritlmistir. Bulunan bu sonuglar Bozkaya ve Tezer-Sezgin (2007), Celik
(2011), Celik (2012P) makaleleriyle uyumludur.

P J D020 0~00°41_/
4 . =S
A 05 0 05 1
X

Sekil 4.13: H, = 300,M = 40,k = 1, = m/4 degerleri i¢in hiz

1 T y =t t
~ X

000279  -0.08359
+

05} 20012000199

Oi,'000398 -0.000398

-1 0.5 0 05 1

Sekil 4.14: H, = 300,M = 40,k = 1, a = /4 degerleri igin manyetik alan

38



Sekil 4.15 ve Sekil 4.16’da sirasiyla H, = 700,M =50,k = 1,a = /4
degerleri icin hiz ve manyetik alanin yaklasik ¢oziimleri tam c¢oziimler ile
karsilastirlmistir. Bulunan bu sonuglar Celik (2011), Celik (2012P) makaleleriyle

uyumludur.

" 0.000893 0000179
+0.000536 /

-1 0.5 0 0.5 1

Sekil 4.15: H, = 700,M = 50,k = 1, = m/4 degerleri i¢in hiz

1 T T r + t
I 00158
0.8 000123 \J

06F 0.00088
; 4.000528

-0.000176

Sekil 4.16: H, = 700,M = 50,k = 1, a = w/4 degerleri i¢in manyetik alan
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Sekil 4.17 ve Sekil 4.18°de sirasiyla H, = 1000,M =90,k =0, = /4
degerleri icin hiz ve manyetik alanin yaklasik ¢oziimleri tam c¢oziimler ile
karsilastirlmistir. Bulunan bu sonuglar Celik (2011), Celik (2012P) makaleleriyle
uyumludur.

Sekil 4.17: H, = 1000,M =90,k = 0, = m/4 degerleri i¢in hiz

1 T T S R

A 08112 |
08 o.mpan\
06F N\

;0000373
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08}

Sekil 4.18: H, = 1000,M =90,k = 0, = m/4 degerleri i¢in manyetik alan
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4.2  Dérdiincii Mertebeden Bir Konum Boyutlu Denklem icin
Chebyshev Dalgacik Siralama Yoéntemi

Dordiincii mertebeden bir konum boyutlu
ou 0%*u ou 0%u d3u
E-I_W-I_f(x’t'u’a’ﬁ'ﬁ) = G(x,t)
diferansiyel denklemi g6z 6niine alinirsa en yiiksek mertebe tiirevden yola ¢ikarak
u®(x, t) = CTP(x)
alinir. t’ye gore t,’dan t’ye integrallersek
u®(x,t) = AtCT®(x) + u® (x, t,)
elde edilir. x’e gore 0’dan x’e integrallersek
uw" (x,t) = AtCTP, W, (x) + u"" (x, to) + u'"(0,8) — u'"' (0, to)
elde edilir. x’e gore 0°dan x’e integrallersek
u”(x,t) = AtCTP, P, W, (x) + u' (x,ty) + x[u'"’(0,t)
—u'""(0,ty)] +u"(0,t) —u"(0,ty) (4.22)

elde edilir. x’e gore 0°dan x’e integrallersek
2

X
u'(x,t) = AtCTP,P,P; W5 (x) + u'(x, ty) + = [u"'(0,t) —u'"(0,ty)] + x[u""(0,t)
—u""(0,ty)] +u'(0,t) —u'(0, ty)

elde edilir. x’e gore 0’dan x’e integrallersek

3
X
u(x, t) = AtCTPP,P;P, W, (x) + u(x, tp) + 3 [u"(0,t) —u""(0,tp)]

2

+ x7 [u"”(0,t) —u"(0,ty)] + x[u’'(0,t) —u'(0, to)] + u(0,t)

—u(0,ty)

elde edilir. t’ye gore tiirevini alirsak

x3 x?

u(x,t) = CTP,P,P;P,W,(x) + ?u”’(O, t) + 711”(0, t) + xu'(0,t) +u(0,t)
ifadelerini elde ederiz. Baslangi¢ ve simir kosullar1 kullanilarak u(0,t,), u(0,t),
u'(0,t,), u'(0,t), u"'(0,ty), u”(0,t), u"'(0,ty), u"'(0,t) degerleri bulunup yerine
yazilir. Elde edilen tiirev ifadeler, diferansiyel denklemde yerine koyulur ve (3.1)
ifadesindeki Chebyshev siralama noktalart géz Oniine alinirsa cebirsel denklem

sistemi elde edilir.
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4.2.1 Chebyshev Dalgacik Siralama Yontemi’nin Bir Boyutlu

Genellestirilmis Fisher Kolmogorov Denklemine Uygulanmasi

Bu alt bolimde 6zel olarak bir boyutlu genellestirilmis Fisher Kolmogorov
denklemini inceleyecegiz.
Up + Vigrx — Uz + () = G(x, 1)
u(0,t) = fo(t)
u(l,t) = f1(¢)
U (0,8) = go(t)
Uk (1,8) = g1(8)
u(x,0) = uo(x)
(4.21) denklemi x = 0 igin
u"(0,t) = go(t)
olur. (4.21) denklemi x = 1 i¢in
u"(1,t) = 9:(¥)
= AtCTP P, W, (1) + g1 (to) + [w'(0,8) — u'"(0, )] + go(t)
— 9o(to)
olur. Buradan

u""(0,t) —u'""(0,ty) = —AtCTP; P, W, (1) + g1 (t) — g1(to) + go(to) — go(t)
elde edilir. Bu denklemini (4.21) denkleminde yerine yazarsak
u"(x,t) = AtCT[P P, W, (x) — xP P, W, (1)] + u'' (x, to) + x[g1(t) — g1 (o)
+ go(to) — go(O)] + go(£) — go(to)

bulunur. x’e gore 0°dan x’e iki defa integrallersek

2
X
u'(x,t) = AtCT[P1le:'3lPs (x) — 7P1P2‘l’2(1)] +u'(x, to)

2

+ % [91(8) — 91 (to) + go(to) — go ()]

+ x[go(t) — go(to)] +u'(0,t) —u'(0,t0) (4.22)
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3
X
u(x,t) = AtCT[P,P,P;P, W, (x) — < P, P, ¥, (1] + u(x, to)

3

+ % [91 () — g1 (to) + go(to) — go(t)]

2
+2190(0) = go(t)] + X[ (0,0 —w'(0,t)]  (4.23)
+ fo(©) — fo(to)
denklemlerini elde ederiz. (4.23) denklemi x = 0 i¢in

u(0,8) = £,(t)
olur. (4.23) denklemi x = 1 i¢in

u(l,t) = f1(0)

1 1
= AtCT[P,P,P;P, W, (1) — 5P1P2q"2(1)] + f1(to) + 5 [g:(®)

1
— 91(to) + go(to) — go(O)] + 5 [go(t) — go(to)] + [u'(0, 1)
—u'(0,t0)] + £ (t) — fo(to)
olur. Buradan
u'(0,t) —u'(0,ty)

1
91(t) — g1(to)

1
= —AtCT[P,P,P,P, ¥, (1) — g PP (D] -2

L 10600 — o] + Fi(0) — £ (t0) + folto)

+ 9o(to) — go(©)] — 5

— fo(®)
elde edilir. Bu denklemi (4.22) ve (4.23) denklemlerinde yerine yazarsak

' T (1 - 3X2)
u (X, t) = AtC [P1P2P31P3(x) - P1P2P3P4_1P4(1) +

(3x%2 —1)
6

P, P,¥,(1)]

+u'(x, ty) + [9:(t) — g1(to) + go(to) — go(t)]

(2x—1)
2

[90(t) — go(to)] + f1(t) — f1(to) + fo(to) — fo(t)

3
X—Xx
u(x,t) = AtCT[P;P,P;P,W,(x) — xP,P,P;P, W, (1) + %Pﬂ’zlpz(l)]

x3—x
+ u(x, ty) + ( )

[91(t) — g1(to) + go(to) — go(D)]

(x* —x)

> [90(t) — go(to)] + x[f1(t) — f1 (o) + fo(to) — fo(t)]
+ fo(t) — fo(to)

+
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denklemleri elde edilir. Denklemleri diizenlersek
u®(x, t) = CTY(x)

u®(x, t) = u®(x, t,) + AtCTP(x)
u"" (x,t) = u"" (x, ty) + AtCT[PyW; (x) — Py P, W, (1] + g1(t) — g1 (t0) + go(to)
— go(t)
u"(x,t) = u"(x,t) + AtCT[P; P, W, (x) — xP; P, W, (1)] + x[g4 () — 941 (to)
+ go(to) — go(®)] + go(£) — go(to)

u'(x,t) = u'(x, to) + AtCT[P,P,P;W5(x) — P,P,P;P, W, (1)

N (1 —3x?) (3x2-1)

P,P,¥,(1)] + [9:1(®) — g1(to) + go(to)

6 6
(2x—-1)
— go(O)] + s [90(t) — go(to)] + f1(8) — f1(to) + fo(to)
— fo(®)
u(x, t) = u(x, ty) + AtCT[P,P,P;P, ¥, (x) — xP, P,P;P,W,(1)
(x —x%) (x® —x)
+ Tpﬂ)zq’z(l)] + 6 [91(t) — g1(to) + go(to)
(x* —x)
— go(O)] + — [90 () — go(to)] + x[f1 (D) — f1(to) + fo(to)

= fo(O] + fo(8) = fo(to)

(x —x%)

(x,t) = CT[PyPPs Py W, (x) — xPyPaPo Py Wy (1) + -

3 _ 2 _
+ 2 5,00 - gyon + 2

+ fo ()

P, P, (1)]

[g0(O)] + x[fi(¢) = fo(©)]

olur. Ozel olarak f(u) = u® — u alalim.
Up + Vilyyex — Uy TU> —u = G(x,1)
lineerligi bozan u3 ifadesinde yar lineerlestirme (quasilinearization) uygularsak bu
ifade
ud = 3ulu, . — 2ud
halini alir. Baslangic anindaki ¢6ziim u, bilindiginden birinci adimdaki ¢6ziim

u; bulunur. Benzer sekilde iterasyon tekrarlanarak ¢O6ziime yaklasilir.
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Denklemimizde r-inci adim ¢6ziimiinden faydalanarak elde ettigimiz (r + 1)-inci
¢Ozimi u olarak gosterirsek

Up + YlUyrrx — Ugye + 3UPU — 2u3 —u = G(x,t)

Up + YlUggrx — Uy + (U2 — Du = G(x, t) + 2ud

olur. Kullandigimiz notasyonla ifade edecek olursak;

u(x, t) + yu®(x, t) —u' (x,t) + Bu? — Dulx, t)
= G(x,t) + 2u3 (4.24)

seklindedir. Buldugumuz tiirev ifadelerini (4.24) denkleminde yerine yazarsak;

(x —x?)
C'[P,P,P;P,¥,(x) — xP,P,P;P, ¥, (1) + Tplpijz(l)]

3 _ z—
+E 1000 - g1+ 2 g1 + 210 - fi o)

+ i) +y[u®(x, ty) + AtCTW(x)] — [ALCT [P, P, W, (x)
— xP; P, W, (1] +u"(x, o) + x[g1(£) — g1(to) + go(to) — go ()]
+ go() — go(to)] + Bu? — 1)[AtCT[P,P,P;P, W, (x)

(x —x3)
— xP,P,P;P, W, (1) + Tpﬂ)zlpz(l)] + u(x, to)

3 _ 2 _
+ (x‘fx) [91(t) — g1(to) + go(to) — go(O)] + (XZ—X) [g0(2)

— go(to)] + x[f1(t) — f1(to) + fo(to) — fo(®)] + fo(t) — fo(to)]
=G(x,t) + 2ud
elde edilir. Baslangi¢ ve sinir kosullarini
u(x,0) = uy(x)
u=0Au=0
olarak alirsak denklemler;

u®(x, 1) = CTP(x)
u®(x,t) = u®(x, t,) + AtCTP(x)
u" (x,t) = u""(x,ty) + AtCT[P, W, (x) — P;P,W,(1)]
u(x,t) = u'"(x,ty) + AtCT[P; P, W, (x) — xP, P, W, (1)]

u'(x,t) = u'(x, ty) + AtCT[P,P,P;W;(x) — P,P,P;P, W, (1)
(1 —3x?)
+ TPle‘Pz(l)]
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u(x, t) = u(x, ty) + AtCT[P, P,P;P,W,(x) — xP, P,P;P,W,(1)

— 3
+ w1

(x —x?)

(x,£) = CT[PyPPsPy W, (x) — xPyPoPo Py Wy (1) + -

P, P, ¥, (1)]

halini alir. (4.24) denkleminde yerine koyarsak;
CT|(1 + At. (3u? — 1))[P,P,P5P,¥,(x) — xP,P,P;P,¥,(1)

_ .3
+ g, 1)

+ At[y¥P(x) — PP, W;(x) + xP, P, W, (1)]

= G(x; t) + Zug - yu(4) (xl tO) + u”(x' tO)
— (Bu2 — Dulx, ty) (4.25)

olur. (3.1) ifadesindeki Chebyshev siralama noktalari (4.25) denkleminde yerine
yazilirsa CTU = Byapisinda bir denklem sistemi elde edilir. Burada U, 2¥M x 2kM
tipinde bir matris, C ve B 2¥M x 1 tipinde vektorlerdir. Oncelikle t = t, baslangig
aninda u, ifadesi u, olarak aliir. Elde edilen lineer denklem sistemi ¢oziilerek CT

vektoru bulunur.

u(x, t) = u(X, to) + AtCT[P1P2P3P4lP4(x) - xP1P2P3P4lP4_(1)

(x —x%)
+ 6 P, P,W,(1)]

¢oziim denkleminde CTifadesi yerine koyularak bir sonraki ¢dziim u, bulunur.
Benzer sekilde u, = u; ¢6ziimiinden u, bulunur. Bu ¢dzliimler ayni olana kadar
iterasyon tekrarlanir. Coziimler ayni ¢ikinca son hesaplanan CT vektorii,

u(x,t) = u(x, ty) + AtCT[P,P,P;P,¥,(x) — xP,P,P;P,¥,(1)

43
+ 2 ppw, 1)

u”(x, t) = u"(x, t) + AtCT [Py P, W, (x) — xP, P, W, (1)]

u®(x,t) = u®(x, ty) + AtCTP(x)
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denklemlerinde yerine koyularak t = t; adimindaki ¢dziim bulunur. Islemler bu

sekilde tekrarlanarak istenilen zaman adimina kadar ¢ézliimler bulunabilir.

4.2.2 Ornekler

Ornek 4.2.2.1
Asagida Dbaslangic ve smir kosullari verilen bir konum boyutlu

genellestirilmis Fisher Kolmogorov denklemini ele alalim.
Up + Vlyyxx — Uy + (W) = G(x,t)
u(x,0) = sin(2mx)
u=0Au=0
f=u®-u
G(x,t) = (16yn* + 4n? — 2) sin(2mx) et + (sin(2mx) e™%)3
Bu denklemin tam ¢6ziimii su sekildedir:

u(x, t) = sin(2mx)e™t

Coziim 4.2.2.1
Yukarida verilen kismi diferansiyel denklemin yaklasik ¢dziimiinii

Chebyshev Dalgacik Siralama Yontemi ile bulup hatayi inceleyelim:
u(x,0) = sin(2mx)

ifadesinin gereken tiirevleri alinarak t = 0 baslangic aminda u™ (x, 0),u" (x, 0)

ifadeleri bulunur.
u" (x,0) = —4m? sin(2mx)
u®(x,0) = 16m* sin(2mx)

Elde edilen ifadeler (4.25) denkleminde yerine yazilirsa
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CT (1 + At. (3u5 - 1))[P1P2P3P4‘P4(x) - XP1P2P3P4lP4(1)

(x —x%)
+ TP1P2W2(1)] + At[yW(x) — PP, W, (x) + xP; P, W,(1)]

= (16yn* + 4m? — 2) sin(2mx) e~ + (sin(2mx) e~ 4)3 + 2u3
— ylén* sin(2nx) — 472 sin(2mx) — (3u? — 1) sin(2mx)

olur. (3.1) ifadesindeki Chebyshev siralama noktalar1 (4.25) denkleminde yerine
yazilirsa CTU = B yapisinda bir denklem sistemi elde edilir. Oncelikle t =
t, baslangic aninda u, ifadesi u, = sin(2mx) olarak alinir. Elde edilen lineer
denklem sistemi ¢oziilerek CT vektorii bulunur.

u(x,t) = u(x, ty) + AtCT[P,P,P;P,¥,(x) — xP,P,P;P, ¥, (1)

(x —x?)
+ 6 P,P,¥,(1)]

Coziim denkleminde CT ifadesi yerine koyularak bir sonraki ¢dziim u,; bulunur.
Benzer sekilde u; ¢oziimiinden u, bulunur. Bu ¢oziimler ayni olana kadar iterasyon

tekrarlanir. Coziimler ayni ¢ikinca son hesaplanan CT vektorii,

u(x,t) = u(x, ty) + AtCT[P,P,P;P,¥,(x) — xP,;P,P;P,W,(1)

(x —x%)
+ 6 P, P,W,(1)]

u" (x, t) = u" (x,t) + AtCT [Py P, W, (x) — xP, P, W, (1)]
u®(x,t) = u®(x, ty) + AtCTP(x)

denklemlerinde yerine koyularak t = t; adimindaki ¢6ziim bulunur. Benzer sekilde

¢dziim tekrarlanir. iterasyon tekrarlanarak t = t,, anindaki ¢éziim de bulunur.

Sekil 4.19°da y = 0.01 olmak iizere M = 50,k = 1 igin mutlak hatanin
zamana gore degisimi verilmistir. Burada At = 0.01°dir. Sekil 4.20 ve Sekil 4.21°de
y = 0.01 olmak tizere M = 50,k = 1 i¢in t = 1 anindaki mutlak hata gosterilmistir.
Sekil 4.20°de At = 0.01, Sekil 4.21°de At = 0.0001 ’dir. Sekil 4.20 ve Sekil
4.21°den de goriildigi gibi At degeri kiigtildiikge mutlak hata azalmaktadir.
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Sekil 4.19: M = 50, k = 1 i¢in mutlak hatanin zamana gore degisimi
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Sekil 4.20: At =0.01, M=50, k=1 i¢in t = 1 de mutlak hata
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Mutlak hata

35

257

05T

Sekil 4.21: At =0.0001, M=50, k=1 i¢in t = 1 de mutlak hata

Tablo 4.1°de y = 0.01 i¢in belirtilen x; degerlerinde farkli M ve k degerleri

icin mutlak hata tablosu verilmistir.

Tablo 4.1: y = 0.01 igin belirtilen degerlerdeki mutlak hata

M= 4 M=4 M=4 M=6 M=6 M=10 | M=10
i k=0 k=1 k=2 k=0 k=1 k=0 k=1
0 1,71052E-15 | 2,27607E-16 | 4,56332E-18 | 2,13288E-15 | 2,30303E-16 | 1,88367E-15 | 2,30263E-16
0,1 | 4,95398E-03 | 5,35727E-05 | 3,58009E-05 | 8,10544E-05 | 2,01837E-05 | 2,01249E-05 | 2,01258E-05
0,2 | 8,87293E-03 | 9,47824E-05 | 5,91775E-05 | 1,71349E-05 | 3,31820E-05 | 3,25720E-05 | 3,25597E-05
0,3 | 8,27332E-03 | 9,47824E-05 | 5,91775E-05 | 7,33866E-05 | 3,31820E-05 | 3,25660E-05 | 3,25597E-05
0,4 | 4,50541E-03 | 5,35727E-05 | 3,58009E-05 | 6,01874E-05 | 2,01837E-05 | 2,01173E-05 | 2,01258E-05
0,5 | 6,36042E-16 | 4,83794E-15 | 7,44398E-16 | 7,06975E-16 | 4,73251E-15 | 4,38226E-16 | 4,26598E-15
0,6 | 4,50541E-03 | 5,35727E-05 | 3,58009E-05 | 6,01874E-05 | 2,01837E-05 | 2,01173E-05 | 2,01258E-05
0,7 | 8,27332E-03 | 9,47824E-05 | 5,91775E-05 | 7,33866E-05 | 3,31820E-05 | 3,25660E-05 | 3,25597E-05
0,8 | 8,87293E-03 | 9,47824E-05 | 5,91775E-05 | 1,71349E-05 | 3,31820E-05 | 3,25720E-05 | 3,25597E-05
0,9 | 4,95398E-03 | 5,35727E-05 | 3,58009E-05 | 8,10544E-05 | 2,01837E-05 | 2,01249E-05 | 2,01258E-05
1 1,55721E-16 | 1,55721E-16 | 1,55721E-16 | 1,55721E-16 | 1,55721E-16 | 1,55721E-16 | 1,55721E-16
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Tablo 4.2°de Doss ve Nandini (2012) makalesindeki ornekle yeni metot

karsilagtirilmistir.  Belirtilen makalede H1-Galerkin sonlu elemanlar yontemi
kullanilmistir. Tabloda verilen N degeri araligin kag parcaya boliindiigiinii gosterir. t
degeri ile belirtilen zamanda maksimum hata verilmistir. Yeni metot karsilastirilirken
At = 0.00001 olarak almmustir. Yeni metotta siralama noktast sayis1 2¥M seklinde
hesaplanmaktadir. Dolayisiyla M = 40, k = 0 iken aralik 40 degere boliinmiis gibi
diistintilebilir. Tablo 4.2°’den sunulan yoOntemin daha iyi bir yaklasim verdigi

gortilebilir.

Tablo 4.2: Yeni metodun Doss ve Nandini (2012) ile karsilastiriimasi

Lo Lo
Yeni metot Doss ve
tson At=0.00001 N t Nandini (2012)
M=10 k=0 0,00215 9,80855E-09 40 0,00215443469 1,45127E-06
M=15 k=0 0,01077 3,95369E-08 40 0,01077217300 1,44877E-06
M=20 k=0 0,00215 1,01517E-08 80 0,00215443469 9,27115E-08
M=25 k=0 0,01077 3,98996E-08 80 0,01077217300 9,24142E-08

Tablo 4.3’te Kadri ve Omrani (2018) makalesindeki Ornekle yeni metot
karsilastirilmistir.  Belirtilen makalede sonlu fark semalari yontemiyle c¢oziime
yaklasilmigtir. Tabloda verilen h konum adimlarinin biyikligidir. Makalede
At = 0.0001 olarak almmustir. Yeni metot karsilastirilirken At = 0.001 olarak
alinmistir. Sunulan yontemin At = 0.001 alinmasina ragmen daha iyi sonug¢ verdigi

Tablo 4.3’te goriilmektedir.

Tablo 4.3: Yeni metodun Kadri ve Omrani (2018) ile karsilagtirilmasi

L, Lo
. Kadri ve Omrani
Yeni metot
(2018)
At =0.001 h At = 0.0001
M=20k=0 3,445401E-07 1/20 1,42525E-04
M=40k=0 3,436968E-07 1/40 8,98452E-06
M=80k=0 3,445401E-07 1/80 5,61664E-07
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Ornek 4.2.2.2
Asagida Dbaslangic ve smir kosullari  verilen bir konum boyutlu

genellestirilmis Fisher Kolmogorov denklemini ele alalim.
U + Vlhpxrx = Unx T (W) = G(x, 1)
u(x,0) = x3(1 — x)3
u=0Au=0
fw)=u®—-u

Coziim 4.2.2.2
Yukarida verilen kismi diferansiyel denklemin yaklasgik ¢oziimiini

Chebyshev Dalgacik Siralama Y 6ntemi ile bulalim:
u(x,0) = x3(1 — x)3

ifadesinin gereken tiirevleri alnarak t = 0 baslangic aninda u®(x, 0),u" (x, 0)

ifadeleri bulunur.

u"(x,0) = 6x — 36x2 + 60x3 + 30x*
u®(x,0) = =72 + 360x + 360x2

Elde edilen ifadeler (4.25) denkleminde yerine yazilirsa

CT|(1 + At. (3u? — 1)) [P, P,P;P, W, (x) — xP,P,P;P, W, (1)

(x —x%)
+ Tpﬂ)zlpz(l)] + At[yW(x) — PP, W, (x) + xP, P, W, (1)]

= 2ud — y[-72 + 360x + 360x2] + [6x — 36x% + 60x3 + 30x*]
— (Buz - Dx3(1 —x)3

olur. (3.1) ifadesindeki Chebyshev siralama noktalari (4.25) denkleminde yerine
yazilirsa CTU = B yapisinda bir denklem sistemi elde edilir. Oncelikle t =
to baslangi¢c aninda u, ifadesi u, olarak alinir. Elde edilen lineer denklem sistemi

coziilerek CT vektorii bulunur.
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u(x, t) = u(x, ty) + AtCT[P,P,P;P, W, (x) — xP,P,P;P, W, (1)

— 3
+ w1

¢oziim denkleminde CT ifadesi yerine koyularak bir sonraki ¢oziim u, bulunur.
Benzer sekilde u; ¢6ziimiinden u, bulunur. Bu ¢oziimler arasindaki fark istenildigi

kadar kiiciik olana kadar iterasyon tekrarlanir. Son hesaplanan CT vektorii,

u(x,t) = u(x, ty) + AtCT[P,P,P;P,¥,(x) — xP,P,P;P, ¥, (1)

— 3
+ 2w 1)

u’(x,t) = u"(x,ty) + AtCT [P, P, W, (x) — xP, P, W, (1)]
u®(x,t) = u®(x, t,) + AtCTE(x)

denklemlerinde yerine koyularak t = t; adimindaki ¢oziim bulunur. Benzer sekilde
diger zaman adimlar1 i¢in ¢6ziim tekrarlanir. Bdylece t = ¢, anindaki ¢oziim de

bulunur.

Sekil 4.22’de y = 0.01 olmak iizere M = 50,k = 1 i¢in yaklasik ¢oziimiin

zamana gore degisimi verilmistir. Burada At = 0.01’dir.

0.014

0.012

0.01r

0.008

0.006 [

0.004

0.002

Sekil 4.22: M = 50,k = 1 i¢in yaklasik ¢dziimiin zamana gore degisimi
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Sekil 4.23 ve Sekil 4.24°te y = 0.01 olmak lizere M = 50,k = 1 i¢in t = 1 anindaki
yaklasik ¢Oziim gosterilmigtir. Sekil 4.23’te At = 0.01 , Sekil 4.24te At =
0.0001dir.
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0.7 /

\\
06 / ‘\
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o/ \ |

Sekil 4.23: At = 0.01,M =50,k = 1igin t = 1 aninda yaklasik ¢6ziim

0 02 04 0.6 08 1

Sekil 4.24: At = 0.0001,M = 50,k = 1i¢in t = 1 aninda yaklagik ¢6zim
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43  Dérdiincii Mertebeden Iki Konum Boyutlu Denklem icin
Chebyshev Dalgacik Siralama Yontemi

Dordiincii mertebeden
Uy + yA%u — Au+ f(u) = G(x,y,t)
diferansiyel denklemi ve
u®9(0,y,t) = fo(v, t)
u®0(1,y,0) = f1;(v,t)
ul®9(x,0,8) = foo(y, )
u®(x,1,t) = f,(y,1)
ul®2(0,y,8) + u®(0,,) = g1o(y, )
u®?(L,y,6) +u®I(Ly,0) = g1 (v, )
u®©2(x,0,t) + u®9(x,0,t) = g,o(y,t)
u®©2(x,1,t) + u®9(x,1,t) = g1 (y,t)
u®(x,y,0) = up(x, y)
seklinde baslangic ve sinir kosullart verilmis olsun. En yiiksek mertebeli tiirev
ifadesinden yola ¢ikarak
W (x,y,t) = PT()CP(y) (4.26)
alalim. Burada
vT(x) = [lplo(x)'lpn(x)' s Wim—1 (), Y20 (X), oo s Yonr—1 (%), oo, Yok (X)), ---'wsz_1(x)]

P(y)

= [I/Jw(}’)' Y1100y s Y1imu-1), Y20 (0)y s Yom—1 (), - lpzko(}’)' ey ¢sz_1(J’)]T

10 11 1(M-1) 20 2(M-1) 2ko 2km-1)7
ClO C10 cee ClO C10 ces ClO cee ClO e ClO
10 11 1(M-1) 20 2(M-1) 2ko 2km-1)
Cll Cll X Cll Cll e C11 X C11 e Cll
(10 cl oo MM-D 20 . 2WM-D o 2k o 2D
1(M—-1) 1(M-1) 1(M-1) 1(M-1) 1(M-1) 1(M-1) 1(M-1)
10 11 1(M-1) 20 2(M-1) 2ko 2km-1)
C20 CZO cee CZO CZO ces CZO cee CZO e CZO
C= . . . : . . : . : . :
10 ol e ClM-1D 20 . 2WM-D o 2k o 2
2(M-1) 2(M-1) 2(M—-1) 2(M-1) 2(M-1) 2(M-1) 2(M-1)
10 11 1(M-1) 20 2(M-1) 2ko 2kmM-1)
Cokg Cokg Cokg Cokg ok Cok Cokg
10 o e M1 20 e ML CZkO NP CES)
[“2km-1)  “2km-1) k-1 “2KM-1) 2k(m-1) 2k(m-1) 2k(m-1) ]

dir. Verilen kosullardan asagidaki ifadeleri elde ederiz:
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u®9(0,y,t) = fio(y,t)
u®V(0,y,t) = flo(,t)
u®2(0,y,0) = f{(v.t)
u®(0,y,1) = fig (v, t)
u®9(0,y,8) = £P(y,t)
u9(0,y,t) = g10(y, t) = fio(y, t)
u@V0,y,t) = glo(y,t) — fid (7, )
u®2(0,y,6) = glo(,t) — £5) 0 1)
u@)(0,,t) = gig (. t) — fi5’ 3, 1)
u@9(0,y,t) = ¢, 0) - ;90,0
u©0)(q, yv,t) = f11(y, 1)
u®(L,y,t) = fi; (1)
u®(L,y,t) = fl1(r, 1)
u®I(1,y,0) = fif (v, 1)
u®9(1,y,6) = £P(y,t)
u®O(L,y,t) = g1:(3,0) — fi1 (. 1)
u®V(1,y,t) = g1, 1) — fi7 O, 1)
u®2(1,y,6) = g1, 0) — £, 6)
u®I(1,y,6) = g1 .0 - £ 0. 0)
uCH(Ly,0) = g;7 0,0 ~ £ 0,
u®9(x,0,t) = foo(x, t)
u®9(x,0,t) = fio(x,t)
u®9(x,0,t) = f5(x,t)
uBGO(x,0,t) = £ (x, 1)
w9 (x,0,t) = fz(:) (x,t)
u®2(x,0,t) = gy0(x, t) — fr6(x, 1)
u2(x,0,t) = gho(x,t) — far (x,t)
u@2(x,0,t) = gl (x, t) — fz(:) (x,1)
uGD(x,0,0) = glo(x,t) — £ (x,0)

6
u®(x,0,1) = g5g (x,6) = fr (%, )
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u®(x,1,6) = 1 (x,t)

u®9(x, 1,t) = f3,(x,t)

u@9(x,1,t) = f31(x,t)

43O (x,1,t) = £,{(x,t)

w0 (x,1,t) = f2(14) (x,t)
u®?(x,1,t) = g1 (x,t) — fr1(x, 1)
ulD(x, 1,1) = g1 (6, t) = f51 (6, 1)
U@ (x,1,6) = gy (6, ©) — £P (x, 1)

" 5
uBD(x,1,0) = gyi(x,t) — £is

u®d(x,1,t) = gg) (x, t) — fz(f ) (x,t)

)(x,)

Kosullar goz 6niinde bulundurularak (4.25) ifadesinin x’e gore 0°dan x’e ve

y’ye gore 0’dan y’ye integralleri alinarak asagidaki denklemler elde edilir:
14 (x,y,t) = $T(x)C¥(y)
u(x,y,t) = APT(x)CP(y) + u (x,y,t,)

u®d(x,y,t) = APTOCP WL (y) +uD (x,y, to) + u*(x,0,1)

—u®3(x,0,t,)

u®?(x,y,t) = AtPT(x)CP, P, W, (y) + u*? (x,y,t,)
+ y[u(4'3) (x,0,t) —u®3(x,0, to)] +u®2(x,0,t) —u®?(x,0,t,)
u*?(x,y,t) = APT(x)CP P W, (y) + u? (x, v, )
+y[u®D(x,0,6) — u®D(x,0,t0)] + 950 (6, 0) — £,9 (x, 1)

6
- gg?)) (x) tO) + fé(o)(xi tO)

y = 1igin
u®?(x,1,£) = AtWT(x)CP P, W, (1) + u*? (x, 1, t)

+ [u®®(x,0,t) —u®D(x,0,t,)] + g5 (x, ) — £ (x, 1)
6
= 930 (0 to) + 15 (3, to)

olur. Buradan
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u®3(x,0,t) —u*(x,0,t,)
= —At®T(O)CP P, (1) + 57 (. 0) — f (0, 1) — g57) (x, t)

+ f1) (6, t0) = 950 G ) + £5) (6, 8) + g5 (6, t0) = fg (%, t)
elde edilir. Yerine yazilirsa

u®?(x,y,t) = At®T(x)C[P, P, ¥, (y) — yP P, ¥, (1] + u? (x,y,t,)
+y|g50 0 - £P @6 - g t) + £ to) — 955 (6 )
+ 150 + 958 (1) — 5 (6 t0) | + 958 (e, ) — 55 ()
~ 950 (%, to) + fyg (¥, to)
bulunur. Bu ifadenin y’ye gore 0°dan y’ye integralleri alinirsa

2
ut(x,y, ) = AW )C[PP,P W (y) — - PP, W, (D] + 1D (x, y, )

[ng (0 0) = oy (6 1) = g57 (6, t) + £1 (%, t0) — g50 (x,0)
+ 1500 + 958 (o) — 5 (e to)| +¥1958 (. 6) = 5 ()
— 958 (o to) + £57 (6, 80)] + u®D(x,0,8) — u®D (%, 0, t)

3

y
= PP ¥ (D] + u0(x, y,t,)

u®0(x,y,t) = APT(x)C[P,P,P;P W, (y) —
y®
+ =[98 00 0 — £ 0 — g (o) + f;f) (x, t0) = G20 (6, £)

A0 + g5 (o) = £ ()] + 5 2 10060 - 100
— 958 (0 t0) + £5) 06 t)] + ¥ [u®D (x, 0,6) —u®D(x, 0, ¢)]
+ 5B, 0) = £ (x, o)

elde edilir. y = 1 i¢in

1
u®Ox, 1,6) = AWT(x)C[P PP P, W, (1) — 2 PP W (D] + u0(x, 1, 1)
200~ £9 000 — 08 6o to) + £ to) — 958G 1)

+ fro) (6, ) + g5 (6, ta) = o5 (x, to)] 1950 G ) = £5) (%, £)
— 950 (o) + fro) (6, t)] + [V (x, 0,8) — u®D(x, 0, 1)
oo (5 0) = fy (5 to)
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olur. Buradan

u®V(x,0,t) —u®V(x,0,t,)
1
= —AtWT(x)C[P,P,P;P, W, (1) — =P, P,W,(1)] + £, 1P (x, 1)

6
— £ (x, t)
1

— 200 — £ 0 — g (o) + £ Cx o) — 955 (6, 0)

1
157060 + 950 (to) — o (o to)| = 5 [950 (. 0) = £57 (6, 0)
— g0 te) + £ t0)] = £ ) + £ (x, t0)

elde edilir. Yerine yazilirsa

.3
w0 (x,,6) = AW (X)CIPP,P; P, () + 22 PP, (1)

— yP,P,P;P, W, (D] + u*9(x,y,t,)
3
y—y
]9 @0 ~ A7 0 — g5 (%, 1) + 11 (% o)
— G000 + AP 000 + 98 00 t0) — 155 0]

2
y -y
1950 (6 ) = £33 (6, 6) = 958 (v, to) + £ (6, to)]

+YIEP (00 = f (0 t0) = frg) (6, 0) + £57 (6 t)] + frg (%, 8)
— £ (x, to)

bulunur. Bu denklemin x’e gore 0’dan x’e kadar iki defa integrali alinirsa

_.|_

y—y?

uBO(x,y,t) = At(P,¥,)"(x)C[P,P,P;P, ¥, () + P, P,W¥,(1)

— yP,P,P;P W, (1] + uCO(x,y,t0)

3
y—y
000 - £ - o (1) + £ 0 1)

= 955 (O + f5) (6,6) + 953 (x,t0) — o5 (3, o)
— 20,0 = £20.6) = g0, 10) + £(0,t5) — g3 (0, 6)

2
y -y
+ED0.0 + 920,60 = £50,t0)|| + T2 105 . 0)

— 2000 = g5 (e te) + £57(x, t0) — [952(0,0) — £2(0,0)
— 9590, t0) + 52 (0,t)]] + YIS (6, £) — £ (%, to) — fr0 (2, )
+ 120 t0) = [500,8) — £5°00,£0) — £2(0,8) + £2(0, £0)]]

+ D0 = 2 te) = [20,0) — £3(0, £0)] +uB9(0,y, t)

+
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y—y?

u@0(x,y,t) = At(P,P,W,)T(x)C[P,P,P;P, W, (y) +
— yP;P,PP, W, (D] + u®9(x,y,t,)

3
y - y 173 144
3 [921(9@ t) — fz(f) (x,t) — g21(x, to) + fz(f) (x, to)

— G500, 6) + £ (6, 0) + g (x, o) — £ (x, t)

— 9500, = £200,6) — g21(0,t0) + £7°(0, t0) — 9300, 8)
+£500,8) + g30(0,t0) — £33 (0, t0) |

—x[g50,6) = £0.6) = 9570, t0) + £7(0,£5) — g3 (0, 1)

2
Y oY,
+£500,0) + g52(0, 8) — £3(0, tO)” + =5 [g50 ()

— FP 00 0) = go(x to) + £ (x,t0) — [950(0,8) — £3(0,6)

— 950(0,£0) + 2 (0,£0)] — x[g5(0,8) — £,5°(0,£) — g3 (0, t)
+ £, t)]] + YIfaa (e ©) = fra(x,te) = f26(e, 0 + f35(x, o)

— 1510, 8) = £310,t6) — £36(0,8) + £35(0, £0)] — x. [£,2(0,0)

~ £20,t0) = £2(0,8) + 200, t)]] + f36(x,£) — f3(%, o)

— [£26(0,8) = f34(0,t)] — x. [ (0, 8)

~ £2(0,t)]+x[uB9(0,y,t) — u®9(0,y, t)] + g10(y, £)

— flo,t) — 910y, to) + flo(V, to)
elde edilir. x = 1 i¢in

P, P, ¥, (1)

+

3
y—Yy
u@0(1,y,t) = At(PP,W,)T(1)C[P, P,Ps P, W, (y) + TplpquZ(l)

— yP,P,P. P, W, (1] + u®9(1,y,t)

3
y - y 113 "
6 [921(1: t) — fz(f)(ll t) —g21(1,t0) + fz(f)(l; to)

— 5L D) + £P A, 0) + gL, t0) — £ (1, )

— 95100, = £2(0,6) = 9510, t0) + £17(0,t5) — g50(0, 1)

+ £200,6) + g50(0,t0) — £33°(0, )

— 20,0 = £70,0) = g0, 10) + £(0,t5) — 653 (0,)
+ED0.0+ 680,60 - 0.1 + 25 Y 195,01.0

— 21,0 = ghe (L, te) + £ (1, t0) — [950(0,8) — £25°(0,8)

— 9500, to) + £ (0,£0)] — [g55 (0, 1) — £:57(0,£) — g53) (0, £o)
+ £, 1] + YL 0 — F1(Lte) = f36(L 0 + f35(L,to)
— [£400,) = £31(0,t0) — £26(0,) + £330, )] — [£(0,0)

— £20,t0) = £2(0,8) + £2(0, t)]] + f36(L, 1) = f35(L to)
— [£600,8) = £55(0,t)] — 1[£3(0,6) — £5(0, )] +[u®9(0, y,0)

—uB9(0,y,t)] + g1, t) — flo(,t) — G10, o) + fio(V, to)
olur. Buradan

+
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u®9(0,y,t) —u®9(0,y,ty)

3
y=y
= —At(P,P,W¥,)T(1)C[P,P,P;P, W, (y) + P,P,W¥,(1)

- yP1P23P3P4‘P4(1)] + 9110, ) — 10, £) — 911 (¥, o) + fi1(V, to)
-2 |gnn - P00 - gh () + £ )

— g5 (L O + £ (L) + gho(Lto) = £5) (1, t)

— |g5:00.6) = £P0,) - g31(0,t0) + £7(0,86) — g50(0,8)

+ £300,6) + g30(0, t0) — 30, t0)

—[8520,0 = £70,60) = g0, t0) + £ (0, t0) — 95 (0, )

2
yo—-y "
+HED0.0 + 980,60 - £ 0.0 | -2 L9510

— £, 0 = gho (L te) + £57(1,60) — [950(0,0) = £3(0, 1)

— 9500, t) + £ (0,t)] — [953 (0, ) — £,57(0,8) — g53) (0, £o)
+ £330, t)] = ¥ (L D) = (L, t0) — f1o (L) + f35(L, t)
— [£400,6) = £31(0,t0) — £36(0,0) + £35(0, )] — [£2(0,0)

— 5200, = £5°0,6) + £3200,t)1] — £6 (L) + f35(L, &)
+ £55(0,6) = £15(0,t0) + £5°(0,£) = £5) (0,t0) — g1o (3, )

+ fio, t) + 910y, to) — flo (W, to)

elde edilir. Denklemde yerine yazilirsa

u®0(x,y,t) = At[(PP,¥,)" (x) — x(P,P,W,)T(1)]C[P; P,P;P, W, (y)

y—y?

+ P,P,¥,(1) — yP,P,P;P, %, (1)] + u®9(x,y,t,)

y—y?

T

|95 1. 0) = £ 0 — g5 G ) + £ )

— 95006, t) + £ (0, 0) + g (x, t) — £ (x, 1)

— 9500, = £200,6) — g21(0,t0) + £7°(0, t0) — 9500, 8)
+£30,6) + g30(0,t0) — £7(0, t0)

~x[g52(0,0) = £70,6) = 9570, t0) + £7(0,8) — g5 (0,6)

HEDO.0 + g8 0,t0) — £70.6)|
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yi—y

2

+ gl 0 - £ () - gl to) + £ (1)

— [92000,6) = £5(0,6) = g56(0,t0) + £5(0,t0))]

- o8 0.0 - £ 0.0 - g (0,00) + £70, )]

+y [0 = 00 = D) + FlaCoto)

— [/71(0,0) = £21(0,t0) — £20(0,8) + f55(0, )]

- +£P0.0 - £2 0.t - £ 0,0 + L7, 0)]| + o 0

— f3506,0) = [£3600,6) = F(0, t)] = 2| £57(0,6) = ££3(0, )]
+x lgn(y. ) — 117, 0) — 911 (¥, to) + f{1(y, to)

y—y?
6
— gL D) + 21,0 + gio (1, t0) — £.32(1, t0)

— 95:00.0) = £P0,6) - 310, t0) + £57(0, ) — g30(0,8)

[93’1(1' t) — fz(f)(l' t) —g21(1,tp) + fz(f)(l' to)

+ £200,6) + g50(0,t0) = £ (0, 0)
— 6520, = £20,6) - g0,t0) + £7(0,t5) — g53(0,0)

HEDO.0+g80.t0) ~ £70.6)|

- sz_y | 950100 = £(1,0) = g5 (L, 0) + £ (1, t0)

— [95000,6) = £5(0,6) = g0, t0) + £5(0,80)]

- [6500.0 - £20,0 - g0, t) + £ 0,00

—y [0 - FiLE) - (LD + (1,5

= [/2100,8) = /2100, o) = f20(0,8) + f25(0, £)]

- [1P0.0 - £20.t0) - £70.0 + £ 0.t0)]| - £ 1.0
+ F0(1 t0) + £36(0,6) = 150, £0) + £5(0,6) = £5(0, )

— G100 ) + flo(r, ) + g0 (¥, to) — fio (v, to)l + 910, 1)

— fl6, ) — 910, to) + flo (¥, to)
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elde edilir. Bu denklemin x’e gore 0’dan x’e kadar iki defa integrali alinirsa

xz
u0(x,y, 1) = At[(P1P,P3W3)" (x) — > (P1P,W,)T(D]C[P,P,PsP, W4 (y)
y—y
6

3
y - y 12 ! !
+ (92106 0) = £57 (6. 0) = 95106, 1) + £ (. t0) = g (%, 0)

+ P,P,W¥,(1) — yPP,P3P, W, (1)] + uO(x,y,ty)

+ fz(og)(x» t) + gz0(x, to) — fz(o3) (x, to)

—[9510,0) = £2(0,6) — 9310, t6) + £5°(0,£0) — g50(0,8) + £ (0, ¢
921U, f217(0,8) = g21(0,80) + f1°(0,t9) — g20(0, ) + f55~ (0,8)

+ 920(0,¢) — fz(o3)(0» to)]

—x[95:00,0) = £0,6) = g51(0,t0) + £5(0,£5) — g55(0, )

AP0, + g56(0,t0) = (0, 10))]
2
X
~ S |9820.0 — £70,0) ~ g7 0,t0) + 70, 80) — 955 (0,0)
+ 150,60+ g5 (0,t0) = £33 (0,t0))

-y
2

G0 (6, 0) = (%, 8) — gho(x, to) + £,.2) (%, to)

+
— [92000,6) = £57(0,6) = 930 (0, t0) + £55 (0,t0))
—x[950(0,8) = £33°(0,6) = 550, t0) + £ 0, )

x2
-5 [0 0.0 - £70.6 - g 0.t) + £, to)]]

+ ¥ 2100 1) — f21(x, to) — f20(x, t) + f20(x, to)

— [£21(0,) = f21(0,t0) — f20(0,t) + f25(0, to)]
— x[f21(0,t) — £31(0,t0) — f20(0, ) + f20(0, t)]

2
-S AP 00 - 20,8 - £70,0 + £70.0)] | + frox. )

- fZIO (.X, tO) - [fZIO(OJ t) - fZIO(OI tO)] - x[fZI(,)(OI t) - f2,(,)(01 tO)]

2
-0 - £50.0)]
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2
+ % (9113, ) — f11(0, ©) — 911 (. to) + f11(¥, to)
y=y1 ., @ " @ "

~ 29510 — £, - g5 (L) + £ (L to) = g5 (1,0)
+ £ + gho(1,60) — £ (1,t)
— 95100, = £(0,6) — g510,t0) + £ (0, t0) — 9300, + £57(0,£)
+ 950(0,t0) = £5(0,t0))
- 950,60 - 570,60 - 920, t0) + £70,t) — 953(0,0)

2
1500+ 95 0.t0) ~ £, )| (950 (LD — £33 (L.D)

Y -y
2

— g5 (L,te) + £37 (1, t0) = [956(0,8) = £457(0,) — g30(0, o)

+ £5200,60)] — [959(0,6) — £3(0,6) — 953 (0,£0) + fr5” (0, £0)]]

— YA 0) = (L to) — f1o(L,0) + f35(1, ) — [f41(0,8) — £31(0, )

— £5500,6) + £6(0,t)] — [£200,6) — £ (0,0) — £:3(0,8)

+ £200,t)11 = fo(L6) + 35 (L to) + £26(0,8) — f25(0, t0) + £3(0, 1)

~ £3(0,t0) = 910, ) + Lo, 0) + gro (. to) — flo (v, to)]

+x[9100, 1) — fI6, ) — 910, to) + Fl6 (0 t)] + u9(0,y,¢)
- u(l'O) (0' y' tO)

x3
u®0(x,y, 1) = At[(P1P,P3P,¥,)T(x) — 3 (PlPZ‘PZ)T(l)]C[P1P2P3P4lP4(y)

y—y*
6

3

+ P,P,W,(1) — yPP,P3P, W, (1)] + u®O(x,y, ty)

y—-y

+
6

216, t) — f2106,t) — go1(x, to) + f21(x, o) — G20 (x, 1)

+ f20(x, t) + g20(x, to) — f20(x, to)
—[921(0,t) = £21(0,t) — g21(0, o) + £21(0,t5) — g20(0,t) + f20(0,t)
+ 92000, to) — f20(0,to)]

— x[92100,6) = £0,6) = g31(0,t0) + £33 (0, £0) — g30(0, £)

+F30,0 + g20(0,t0) = £3(0, )]
xz 17 (4) " (@) "
5 [921(0: t) — f51 (0,t) — g21(0,t0) + £ (0,t9) — g20(0, 1)

FEDO,6) + g56(0,t0) = (0, £6)]

3
X
~ =900 - £70,0) ~ g5 (0.t) + £7(0, 86) — 955 (0,6)

+ 1550, + g$20,t0) — £2(0, to)]
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yi—y

+
2

20, 1) — f20(x,t) — g20(x, to) + f20(x, to)

— [920(0,8) — f36(0,8) — g20(0, o) + f20(0, to)]
— x| 950(0,6) = £3(0,6) = g30 (0, t0) + £53 (0, t0)

2
X
— 5 (950000 = £57(0,0) = 9300, ) + £55” (0, )|

X3
- =900 - £50.0 - g 0.t) + £50 m]]

+y [f21(x,8) = f21(x, t0) — f20(x, 0) + foo(x, to)

— [£21(0,8) = £21(0,t9) — f20(0,t) + f20(0, to)]
— x[f21(0,t) — f21(0,t0) — f20(0,t) + f20(0,tp)]

2
= 20,0 = F40.00) = f150.0) + f(0,0)]

3
-0 -0 w- o0+ £ to)]]

+f20(x, 8) = fa0(x, to) = [f20(0, ) = f20(0, t)] — x[20(0, 1) — f30(0, )]
2 3
— S 50,0 = £5500,60)] = = [0, = £ (0, )]
3

#9100 = 0,0 - 91 0110) + 1040

3
y - y 17 124 n
3 [921(1» t) — fz(f)(l, t) —g21(1,to) + fz(f)(l. to) — g20(1, 1)

+ 170 + g5 (L t0) — £ (1 t)
— [95:00,0) = £0,6) = 9310, t0) + £5(0,80) — 955(0,6) + £33 (0, )
+950(0,t0) — £3(0,t0)
— 65200 - £70,0 - 4570, t0) + £7(0,80) - g5 (0,8)
HEDO.0 + g5 0.t~ £ 0.60)|

yi-y

2 [a5 L0 — £ (L0 — g1 to) + £ (1)

— [95000,) = £(0,6) = 9500, t0) + £53 (0, t0)]
- [820.0 - £5©0.0 - g ©.t0) + £ 0,10)]|
|50 ~ L) — (L0 + fi(L o)
— [£100,6) = £310,t0) — £10(0, ) + £15.(0, )]
- [£20.0 - £20.t0) ~ £50.0 + £0,0]| - F1,0)
+ £16 (1 t0) + £36(0,8) = £16(0,0) + £23(0,6) = £55(0, ) — 910, 8)

+ fio, t) + 910y, to) — fio (v, to)]
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2
X
+ > (910, 1) — flo(V, ) — 910V, to) + fio (V. to)] + x[u(1,0)(0’ y,t) —u9(0,y, to)]

+ f10(v, t) — f1o(, to)
bulunur. x = 1 i¢in
1
u®0(1,y,t) = At[(P1P,P3P, W) (1) — 3 (P1P2‘P2)T(1)]C[P1P2P3P4‘p4(y}
y—y
6

+ P,P,W,(1) — yPP,P3P, W, (1] + u®9(1,y,¢t))

y—y3

+
6

[921(1' t) — f21(1, ) — g21(1,t9) + f21 (1, tp) — g20(1, 1) + f20(1, 1)

+ 920(1, ) — f20(1, to)

—[921(0,8) = f31(0,8) — 921(0,t0) + f21(0, £0) — 920(0,8) + f75(0, )

+ 920(0,t0) — f20(0, t0)]

—[95100.0) = £00,6) = 9310, 80) + £(0,£6) — 9300, ) + £55 (0, )

+ 920(0,t0) — fz(o3)(0' to)]

2 [8:0.0 ~ 0.0~ 6510, t6) + £P0,t0) ~ 950 (0,0
+£30,8) + g50(0,t0) — £537(0, )]

e 0.0~ £P0.0 gD 0.t) + 0, t0) - 657 0,

+ 150,60 + 9530, t0) = £55 (0, to)]]

y:—y

+
2

[920(1' t) — f20(1,t) — g20(1, to) + f20(1, to)

—[920(0,8) — f26(0,8) — g20(0, £o) + f20(0, £)]
— [9200.6) = £57(0,6) = g0 (0, t0) + £53 (0, )

1
— 5 [9500. = £20,6) = 95,0, t0) + £ (0, )
1
2[00 - 100 - 60w + 1P 0

+y [f21(1» t) — f21(L, to) — f20(1,8) + f20(1, &)

— [£2100,t) = £21(0,t9) — f20(0,t) + f20(0, t)]
— [£21(0,8) — f21(0,t0) — f20(0,t) + f20(0,to)]

1
=S [F100,) = £41.(0, ) = £23(0,6) + £330, t)]
1
— 2[00 - 5200 - P00 + £, m]]
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+120(1,t) = f20(1, o) = [f20(0,t) — f20(0, to)] = [f20(0,t) — f25(0, to)]

1 1
5 £5600.0) = £550,t0)] = 2 [ 1550, ) = 3 (0, 6) |

1
+ 5 [911(3" ) — 11, 6) — 911 (v, to) + 11 (V. to)
y-y?
6

+ fz(:)(lv t) + 920(1,to) — fz(;)(l, to)
— [95:00.0) = £00,6) — 9310, 80) + £(0, ) — 9300, 8) + £33 (0, )
+ 920(0,t) — fz((f)(O, to)]

—[6520,0 - £20,6) = 9570, t0) + £5(0,t) — 953 (0, 6)

|95:10 = £20,0) - g1 (1t0) + £ (1, t0) — g5 (1,0)

HEDO.0 + g5 0.t~ £ 0.00)|

yi—y
2

— 950, = £5°(0,) = g5 (0, t0) + £53 (0, £0)

|9501,0) = £, 0 = g (1) + £ (1, t0)

- [R0.0 - £ 0.0 - g 0.t + £5 0,10

~y @O - 0 t) — L0 + Fs(1t)

~ [F400.0) = FA (O, t0) = F550,6) + F15(0,80)]

- [fP0.0 - 120t - £ 0.0 + £50,00)]| - (10

+ F2a(Lto) + £35(0,6) = £3(0, 80) + 15 (0,8) = £53 (0, £0) = 103, )

+ flo,t) + 910y, to) — o, to)]

1 1z " (1,0) (1,0)
+E[910()" t) — fiot) — g10(, to) + flo(y, to)] + [u 2(0,y,t) —u"(0,y, to)]

+ fio, t) — f10(¥, to)
olur. Buradan

u9(0,y,t) —u9(0,y,t,)
1
= —At[(P1P,P3P,W)T(1) - ‘ (Plele)T(l)]C[P1P2P3P4ll’4(y)

y—y3

+ PP, ¥,(1) — yP1P;P3P, WL (D] + f1:(v, 1) — f11 (W, to)
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y—y3

6

[921(1: t) — f21(1, ) — g21(1, t9) + f21 (1L, tp) — g20(1, 1) + f20(1, 1)

+ 920(1, t0) — f20(1, o)

—[921(0,8) = /21(0, ) — 921 (0, ¢0) + £21(0,¢0) — g20(0, ) + f20(0,¢)

+ 920(0,¢) — f20(0, £)]

— [95100,) = £20,6) = 9310, t0) + £57(0,86) — g5o(0,6) + £3(0, )

+ 930(0,t0) — £5(0,t0))

1
—5]98100.0 = £0.0) ~ 95100, t0) + £ (0,t0) — 9300, 1)
10,0 + g30(0,t0) = £, (0, o)

1
— 2[00 = £20.0 - g0, t) + £7(0,t) — 9530, 1)

+ 10/ (0,0) + 935 (0,80) = f5 (0, to)]]

yi—y
2

[920(1» t) — f20(1,t) — g20(1, to) + f20(1, to)

—[920(0,8) = 1250, ) — g20(0, £0) + f20(0, £o)]
— (9200, = £57(0,) = g0 (0, t0) + £53 (0, £0)

1
3 [95000.0 = £370,6) — 95,0, t0) + £, (0, )

1
—Z[g0 0.0 - £ 0.0 - gR0.t0) + £, m]]

-y [f21(1' t) — f21(1,t0) — f20(1,t) + f20(1, t0)

— [£2100,8) = £21(0,t0) — f20(0,t) + f20(0, £o)]
— [£21(0,8) = f21(0,t0) — f20(0,t) + f20(0, to)]

1
=5 [£2100,8) = f21(0,20) = f20(0,8) + f20(0, £o)]
1
— 2[00 -0 - P00 + £, to)]]
—[f20(1, ) = f20(1,to) — [f20(0,t) = f20(0,t0)] — [f20(0,t) — f20(0,to)]

1 1
~ 5 [0, = £50,t)] = 2[5 (0,0 = £57(0,20)]]
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1
5 [911(3" ) — 11, 0) — 911, to) + f11(y to)

3
y - y 12 n I
~ 29510 — £, - g5 (L) + £ (L to) = g5 (1,0)

+ fz(Sl')(l. t) + g20(L,to) — fz(;)(l» to)

— 95100, = £(0,6) — g510,t0) + £ (0, t0) — 9300, + £57(0,£)
+ 95000, ) = £ (0,t0))

— 85200 - £70,6 - g520,t0) + £7(0,8) — 957 (0,0)
1500+ 45 0.t0) ~ £ )|

yi-y
2

— 950, = £5°(0,) = g5 (0, t0) + £53 (0, t0)

|950(1,0) = £10) = g (1) + £ (1, t0)

- [sR0.0 - £D0.0 - g 0.t + £5 0,10

~y [0 - ) — L0 + F3(1,to)
- [120.0 - 120,60 - 10,0+ £20.0)]| - 0

+ F30(Lt0) + £45(0,6) — £36(0,t0) + £2(0,6) = £2(0,£0) — 9100, 1)

+ flo, ©) + g0, to) — flo v, to)]
1 n 14
5 (910, ) = fLo, 1) — 910V, to) + flo (V. to)] — f1o (v, ©) + f10 (¥, to)
elde edilir. Denklemde yerine yazilirsa

3
x—x
G (PP, W) (1)

u©0(x,y,t) = At[(P1PyP3P,W)T(x) +

y—y*
6

— x(P1P,P3P,W,)" (1)]C[P, P,P3P, W, (y) + P, P,W¥;,(1)

— yP1P,P3P, W, (1] + u®9(x,y,t,)
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y—y3

+
6

921, 1) — f210,t) — go1(x, to) + f21(x, to) — g20(x, ) + f20(x, 1)

+ 920(x, to) — f20(x, to)

—1921(0,8) — f51(0,8) — g21(0, 0) + f21(0,t0) — g20(0, ) + f25(0, )
+ 920(0,t0) — £20(0,¢0)]

— x[92100,) = £700,6) = g31(0,t0) + £53 (0, £9) — g30(0, £)

+£33°(0,6) + g30(0,t0) = £33 0, £)
x? " (4) " (4) "
-5 [98100.0 = £0.0) — 9310, 80) + £ (0,t) — 9550, D)

FEDO,0) + g56(0,t0) = (0, 16)]

3
X
~ =900 - £70,0) ~ g 0.t0) + £7(0,86) — 955 (0,0)

+£50,6) + g$2(0,t0) — £2(0, to)]

y:—y

+
2

20, 1) — f20(x,t) — g20(x, to) + f20(x, to)

—[920(0,8) = f25(0,t) — g20(0, ) + f20(0, £o)]
— x[950(0,) = £3(0,6) = g30 (0, t0) + £3 (0, t0)]

2
X
5 (95000, 0) = £7(0.0) = 95,0, t0) + 153 (0, )

3
X
— =000 - £ 0,0 - g O.t0) + £ (0,¢0)]

+y [ 2106 8) = f21(x, t0) — f20(x, 1) + fo0(x, to)

= [£2100,8) = £21(0,t9) — f20(0,t) + f20(0, £)]

— x[f321(0,t) — f31(0,t0) — f20(0,t) + f2(0,tp)]
52

2

[£21(0,8) = £21(0,t9) — £20(0,) + f30(0, t0)]

3
~Z P00 - £20.6) - 10,0+ £50,1)]
+120(x,t) = fo0(x, to) — [f20(0,t) — f20(0, )] — x[f20(0,t) — f20(0,t0)]

~E [42500,6) — F45(0,t0) —x—B[f(”(o £ — £5(0,t0)]
2 20\ 20\% %0 6 20 ’ 20 r L0
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x3
+- [gn(y, t) = 11, 1) — 911 (v, to) + fi1 (v, to)

3
y - y 12 n I
|50 - £ W0 - g (L to) + £ (L) — g5o(1,0)

+ fr0)(1,6) + g5o(1, t0) — f3” (1, o)

— 95100, = £(0,6) — g51.0,t0) + £ (0, t0) — 9300, + £57(0,8)
+ 920(0,tp) — fz(;)(o» to)]

—8520,6 - £2(0,6) - 950, t0) + £5 (0, t0) — 53 (0, )
+ED0.0+ 20, 1) = 70,6

2
y - y 17} 14
~ 29010 — £P(10) - gho(Lt0) + £ (1, t0)

— [950.6) = £57(0,0) = 950, t0) + £33 (0, £0)

- [520.0 - £5©0.0 - g 0.t0) + £ ©0,10)]|

~y[fALD = F A t0) — (LD + Fs(1,80)

= [/21(0,8) = f21(0, £0) = f20(0,8) + f20(0, t0)]

- [£20.0 - £20.t0) - £50.0 + £70,00]| - i)

+ £6(1,t0) + ££3(0,8) = £6(0,80) + £55(0,8) = £33°(0,£0) — 9207, £)

+ fio . t) + 910y, to) — flo (v, to)]

2
+ x7 (910, 1) — fio (W, £) — g10(V, to) + flo (W, to)] + fro (¥, 1)

= fio to) + x[f11.(¥, t) — f11 (¥, to)]

3
[921(1' t) — f21(1,t) = g21(1, t9) + f21(1, t0) — g20(1, 1) + f20(1,1)

y—y
6

—X

+ gZO(L tO) - f2’6(1J tO)
—[921(0,8) = £21(0,t) — g21(0,t0) + £21(0,t5) — g20(0,t) + f25(0,t)
+ 920(0,t0) — f20(0, t)]

— 9500, = £700,6) — 931.0,t0) + £5°(0,t0) — 9300, + £57(0,6)
+ 920(0,tp) — fz((f)(O. to)]

2 [5:0.0 ~ 90,0~ 6510, t6) + £P0,t0) ~ g0 (0,0
+£30,8) + g50(0,t0) — £537(0, )]

1
—2[920.0 ~ 70,0 ~ g7 (0.t0) + £,7(0,80) — 95 (0,0)

+ f5 (0,8 + 53 (0, 8) = £,3(0, to)]]
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yi—y
2

—-Xx [920(1: t) — f20(1, ) — g20(1, to) + f20(1, tp)

—[92000,8) = f36(0,8) — g20(0, o) + f20(0, )]

~ [92000.0) = £7(0.0) = 9200, to) + £557(0, 10)]
1

— 519500, = £,70.0) = g56(0,t0) + £15 (0, t0)]

1
% [gg?(o, t) — fz((?)(or t) — gé‘?(O, to) + fz(g)(o' to)]]

—xy [f21(1: t) — f21(L,t0) — f20(1,8) + f20(1, t0)

— [£21(0,8) — £21(0,t0) — f20(0,t) + f20(0,£0)]
— [£21(0,8) = £21(0,t0) — f20(0,t) + f25(0, to)]

~ SO0 = F10,t0) ~ F5(0,0) + 0, t0)]
200 - 0w - 00+ £ to>]]
—x[f20(1,8) = f20(1,t0) = [f20(0, ) = f20(0,0)] = [f20(0,£) = f20(0, to)]
20,0 - Bt~ ¢[00 - £, t0)]

- % [911(}’: t) — 11, t) — 911(v, to) + fi1(¥, to)

3
y - y 17 12} 14
3 [921(1' t) — fz(f)(l' t) —g21(1,to) + fz(f)(lr to) — g20(1,1)

+ 153 (16 + g5 (1, t0) — £55” (1, t0)

— [95:00,0) = £0,6) = 9310, t0) + £5(0,80) — 956(0,6) + £33 (0, )
+950(0,t0) — £3(0,t0)

— 85200 - £70,6 - 4570, t0) + £7(0,8) - g5 (0,8)
HEDO.0 + g5 0.t~ £ 0.00)|

- yzz—_y 95010 = £ (1. 6) = g50(1,t0) + £ (1, t0)

— 95000,) = £3(0,6) = 9300, t) + £55 (0,80

~[820.0 - £5©0.0 - g 0.t0) + £ ©0,10)]|

|50 ~ L) — (L0 + f(L o)

— [£50,6) = ££1(0, t0) = f5(0,£) + f55(0, )]

- [£20.0 - £20.t0 ~ £50.0 + £, - 1,0)

+ £ (1, t) + £3(0,6) = £36(0,t0) + £5(0,6) = £3(0,£6) = 910, )

+ fio, £) + 910y, to) — flo (v, to)]

_)2_6[910(3’; t) — flo. t) — g0, to) + flo, to)] — x[fio(, t) — f1o (. to)]

elde edilir.
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UG (x,y, 1) = At(P, W) T (D)CP () + uB (x, v, t0) + uCG(0,y,t)
—ul® 0,y,t0)

u® (x,y,t) = At (P P, W) T()CP(y) + u®(x,y, t,)
+x[u®9(0,y,8) —uB2(0,5,t)] + 955 0, ) — £33, 1)
— 9. t) + 150, to)

x = 1igin

uP(1,y,t) = At(PP,W,)T(1CP(y) + u®P (1, y,t,)

+ [P Oy, 1) —uBP(0,y,t)] + 915 . 1) — £’ 0,0)

- gﬁﬁ) (v, to) + fl(o6) (v, to)
olur. Buradan

u(3’4) (0, Y, t) - u(3’4) (01 Y, tO)
= —At(P,P,W,)T(DCP () + g0 0, ) — (20,0 — 9% (3, o)

+£D 0 t0) — 950 0,0 + £5° 0,0 + g5 3, te) — £5) (3, t0)
elde edilir. Yerine yazilirsa

u®®(x,y,t) = A[(PP,W,) " (x) — x(P,P,W,)T(D]C¥(y) + u®¥ (x,y,t,)
+x[g 0.0 - £ 0,0 - g0, t0) + 70, t0) — 98 3, 1)
+AP G0 + g0 t) = £5 0 t)| + 955 30 = £ 1)

6
— 95 0 t) + £5 (0, t0)
elde edilir. x’e gore 0’dan x’e kadar tekrar integraller alarak

2
X
u9 (x, ¥, t) = At[(Py PP W) T (x) — > (PP, W,)T(D]C¥(y) + u¥ (x, ¥, to)

2
X
+5 00,0 - £00.0 - 670, 0) + AP 0. t0) ~ 910 0,0
AP 0.0 + 90 0.t — £5) 0 t)| + 219 0.0 — £33 D)

— g, to) + 20, t)] + u9(0,y,£) — u®(0, v, t,)
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3

wOD(x,, ) = A[(PP,PsP¥T () — = (PP, W) T(D]CY()

+ u(OA) (x 3’; tO)
3

+ a0 0 - P00 - g0, to)+fl(6)(y, to) = 1o 0, 1)

HP 0.0+ 900,60 - £ 010+ 2 0,0 - £90,0

- g10) (y; tO) + f (y' tO)] + x[u(lA) (0' Y, t) - u(1’4) (01 Y, tO)]

+ £’ 0,0 = fi5’ 0, t0)
denklemleri bulunur. x = 1 i¢in

u©D(1,y,t) = At[((P,P,PsP,¥,)T(1) — % (PP, W) T (D]C¥(y)
+u®¥(1,y,t0)

6[954)(%0 ARG (y,to)+f11)(y.to) 915 3 1)

+ 57000 + 910 0ht) = f15° O, to)] ~1950 6,0 - £5 0.0

— 9P, t0) + £, t6)] + [u®2(0,, t) — w19 (0,y,t,)]

+ 150,06 - £57 0. t0)
olur. Buradan

u(0,y,t) — u®(0,y,ty)
1
= —At[(P,P,P;P,%,)"(1) — g (P,P,¥,)T(1)]CP(y) + f1(14) 1)
(4) . to)

[gf”(y, 0- P00 -g7 0, to)"‘ﬁé)(}" to) — 916 &, 0)

+fio 0, 0) + 910 (v, to) — za“(y,to)] S1910 0 D) = £ 3, 0)

~ 910 0, 0) + £5 00 )] — £ 00 + fu;” ¥, to)
elde edilir. Yerine yazilirsa

3

uOD(x,y,1) = At[(P1PP3PW,)T (1) + —— (P1P,W,)" (1)

— x(P1P,P3P W) (D]CY () +u®P(x,y, t)

3 _
X
+— “[690.0 - (20,0 - 6P 0. t0) + £P 0 t0) — 45 3, 0)

21090, - £O0,0)

— 9P, t) + A t)] + X [P 0, 8) — f(‘” 0, to) = P, t)

0.t + 30000 = £5) 0 o)
bulunur. Bu denklemin y’ye gore 0°dan y’ye kadar iki defa integral alinirsa

L0 + gD 0 t0) = P t0)] + -
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x —x3

6
— x(P1P,P3P,¥,)T(D]CP, W, () + ul® (x,y, t,)

w9 (x,y,6) = AL[(P1P, P3P W) (1) + - (PP, %) (1)

x3—x
+ 2 2000.0 - 10,0 - 60,00 + £ 0. 00) - g7 3.0

+ 50,0 + 95 0, t0) — £5) 0, t0)
~ 80,0 - £20,6) - g0,t0) + ££(0,t0) - 953 (0,6)

x? —x
1950 0.0~ £5°0.0)

—dPt) + £ t0) = 1620, — £ (0,8) — g5 (0, £)

+ 20t + 2P 3.0 - £, t0) = £, ) + £ 3, o)

~ 20,0 = £20,80) = £2 0,0 + £20,t)1 + D 9, 0)

@, t) — I£800,6) = ££(0,£0)] + u©@® (x,0,£) — u®(x,0, t,)

x —
6

— x(P1P,P3P,W,)T(1]CP P, W, (y) + u®? (x,y,t0)

X3

HED 0.0+ g 0.t0) - £50,60)]| +

3

x
u®(x,y,t) = At[(P1P, P3P, W) T (x) + (PP,W,) (1)

+

—X 17 (4) 17i (4) "
6 [911(}’; t)—fiy @) =911 to) + f11 O to) — 9o, )

+ AP 0.0 + g1 te) — £, to)
— 91100, = £(0,6) = 1100, t0) + £ (0, £6) — g16(0,6) + £ (0, )
+ 9100, t0) = £37(0,t0)

—y (90,0 - ££0,0) - g7 0,t0) + ££(0,t0) — 953 (0, )

HEP 0.0 + g3 0.t~ £50.00)|

x2 —X " (4) " (4)
+ > [910(}" t) = fio @) — gio to) + f1o” O, to)
— 99600, = £57(0,6) = g1 (0, t0) + £ (0, t0)]

-y [020.0 - 0,0 - g2 ©0.t0) + £ ©,t0)]| + x{f1 00

— 11, t0) — flo (. t) + fio (v, to)

— [£10,0) = £1(0,t6) = f{5(0,6) + £13(0,t)] = ¥[£(0,)

— 20t = £P0. 1) + L3O, )11 + A0, O) — fo O to — [f{5(0, 1)
— 50, t)] = YIS 0,6 = £5(0,t)] + y[u®(x,0,1)

—u®(x,0, )] + g2006, 1) = f15 (%, 1) — Gao(x, to) + f3(x, o)

bulunur. y = 1 igin
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X—X3

6 (PP ¥,)T(1)
— x(P;P,P;P,W,)" (1)]CP, P, W, (1) + u®?(x, 1, t,)
—= o110 = 21,0 - g (L) + AP ) — gho (L) + £ (10
+ 910 (1, t0) = 5 (1, )
— 9900, = £P(0,6) — g110,t) + £5°(0,£0) — g10(0,8)
+£570,0) + 91000, 80) = £ (0, )]
~ g0, 6 - £20.0) - g0, ) + £(0,t5) — g3 (0,0)

HED 0.0 + 95 0.6) - 20,1

u®(x,1,t) = At[(P,P,PsP,¥,)"(x) +

X3
+

xZ
+

— X
o110 - £ 0 - gio(Lt0) + £ 1)

— [9560.6) = £0,6) = 910, to) + £7(0, t0)]
- [000.0 - £8©,0 - g0t + £ 00|

+x[A1L0 = F3 L t0) = Ao(1L0) + £ (1L 5o)
— [£1100,t) = f{1(0,ty) — fi(0,t) + f{5(0, to)]
- [f20.0 - £20.0) - 500 + £50.60)|
5L, 6) = fls (1, t0) = [i6(0,8) = £16(0, to)] — [£E(0,8) = £2(0, )]
+ [ (x,0,6) — u®(x,0, £)] + g20(x, £) — f16(x, )
— g20(x, to) + f20(x, to)
olur. Buradan
u©3(x,0,t) — u®3(x,0, to)
X — X3
6
— x(P;P,P;P,W,)" (1)]CP, P, W, (1) + g21(x,t) — fr1(x, t)

— 921(x, to) + f21(x, to)

= —At[(P,P, P3P4lP4)T(x) +

(PP, ¥;)T(1)

x3 —x

- I g0 - AP0 - gh (L) + AP0 - gio(L0) + £5(L0)
+ 910(1, t) = £5° (1, t0)
— 98200, = £P(0,6) — g11(0,t0) + £ (0, t0) — 10(0,0)
+ £P0,6) + g16(0,8) — £57(0, )
— 80,0 - 120,60 - g0, 0) + £(0,t5) — g3 (0,0)
HEDO.0 + 95 0.0 - 20,1
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x% —x

2

|61 ) = £ (10 = gl (1,0) + £ (L t)
— |9160.6) = £3(0,6) = 9100, to) + £ (0, t0)
- [60.0 - £00.0 - g7 0.t0) + £ 0,00

—x [0 = (L) — fi (L0 + (1,5
— [1100,0) = £11(0, o) — fi5(0, £) + f15(0, £o)]
- [f20.0 - £20.t0) - £ 0.0 + £50.t0)|

—[fo(L,6) = flo(1,t0) — [f5(0.6) = £1(0,t)] = [£5(0,8) = £5(0,t0)]
+ g20(x, ) — fo(x, t) — g20(x, to) + f20(x, to)]
elde edilir. Denklemde yerine yazilirsa

x—x3 -
6 (P,P,¥;) (1)

— x(PyP,P;P, W)  (1)]C[P, P, W, (y) — yP P, W, (1)]
+u®D(x,y,t,)

u(o;z) (x’ y, t) = At[(P1P2P3P4lP4)T(x) +

3
+= 2 : [91'1 00— £P0.0 = g0 te) + £ 0 te) — 91,0 + £57 (. 6)
+ g1, t) = £i5) (7, t0)
— 9100, = £57(0,6) = 9110, t0) + £57(0,£6) — g0, 0)
+£70,6) + 150, t0) — £57(0, )]
~y[90.0 = ££0,0) - g 0,t0) + £5(0,t0) — 953 (0, )

HEDO.0 + 93 0,t0) — £50.60)|

x*-xr o, (4) ,, @
+ 2100 - £P 00 - g0 to) + AP 0 60)
— 91600, = £3(0,6) = 150, t0) + £ (0, 5)]
=g, - 90,0 - gD 0.t + £5 0.1
4 [f1000) = f0.80) = fa 0D + o)
~ [£14(0,8) — £/1(0,to) — f13(0, ) + f/3(0, )]
AP0, = £L0,t) - £ 0.0 + £50,1)]|
s 8) — Fls (it — [£6(0,8) — £15(0, )] = Y[£3(0,6) — £.5°(0,t0)]
+ g20(x,t) — fo(x, 1) — G20(x, o) + f20(x, to)
+Y[g21(x, t) — 210, t) — g21(x, o) + f21(x, to)]
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x3—x

6

y|gh @0 - £ 10 - gt + AP 0) - gi(L,0) + £7(1,0
+ 91o(L to) — £57 (1, t,)
— 91200, = £(0,6) — 9110, t0) + £57(0,£5) — 9150, )
+£30,0) + 1500, t0) = £5(0, )]
— 9200 - £20,0 - g0, t) + £5 0, t5) — g3 (0,0)
HED0.0 + 93 0,t0) ~ £50.0)|

x2

- X " (4) " 4
> y|910(L,t) — fio (1,8) — g16(1,80) + fip” (L, o)

— [9600.6 = £57 (0.5 = g16(0,t) + £ (0, )]
- [920.0 - £90.0 - g7 0.t0) + £70, 00

oy [FAL 0 = F3 (L to) = 31,0 + Fi(1, o)
— [f{1(0,8) = £{1(0, o) — f10(0,8) + f10(0, to)]
- [f20.0 - £20.t0) - £70.0 + £50.00)|
—YIAH(L6) = F5(L to) — [0, 8) = 150, t)] = [£5 (0,6) = £33 (0,£0)]
+ 92006, £) = f35(x,£) — G20 (X, to) + f15 (2, to)]

elde edilir. Benzer sekilde

U@ (x,y,t) = A{(P1P,¥2)" () — x(P1 P, W) T(D]C¥() + u®D (x,y, to)
+x|9P 0.0 - 1000 - 9P 0.t + £ 0 t0) — 950 0, 0)
S 00+ 95001t — £ 00| + 955 0,0 = £ 0, 0)
A CAD RS A CAY

U@ (x,y,t) = A[(P1P¥5)"(x) — x(P1 P, W) T (D]CP W, () + u®¥ (x,, to)
+x[900:0 - (90,0 - g0 0.t + 1P 01 t) ~ 9D 10
+£5 0,0 + 955 0, t) = £5 0, t0)

— 9306 - £20,0 - g0,t0) + £5(0,8) — 953 (0,6)
A0+ 08 0.t0) ~ £, + 07 0.0 - £ 0.0

— 9D to) + £ t) = [955 (0, 8) = £5°00,6) — g3 (0, )

+ 1500, t0)] + u®®(x,0,£) —u®(x,0, t,)
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u??(x,y,t) = At[(P1P, W) (x) — x(P1 P, W) "(D]CP P, W, () + u®?) (x,y, to)
+x [0, 0~ P00 — g1 0 00) + £ 0 80) — 91,0
+ P00 + g1 o) — £ 0, 8)
— 91200, = ££2(0,6) = 140, t0) + £570, ) — g16(0,6) + £(0,8)
+ 910(0,tp) — f1(:)(0; to)]
~y[920,0 - £20,6) - 970,80 + £5(0,t0) — 953 (0, 8)
H1D0,0+930,6) = £50,t0)]| + 9160, 0) = £ 0,0)
— g to) + £ 0. t0) — [910(0.8) = £5(0,6) — g16(0, £0)
+£70,t)] = ¥[955(0,6) = £57(0,6) = 53 (0, £0) + £i5° (0, £0)]

+ YU (x,0,6) = u@D(x,0,t0)] + g50(x, 1) — frg (6, £) — G50 (x, to)

4
+ £ (x, to)

bulunur. y = 1 igin
u®2(x,1,t) = At[(P,P,P,)" (x) — x(P,P,¥,)"(1)]CP, P, ¥, (1) + u®?(x, 1, t,)

+x|gh Lo - £ 10 - gh (L) + AP (L 50) - gio(L,D
+ AP0 + gL t) — AP (1, 1)
— 91200, = £57(0,6) = g11(0,t0) + £57(0,t0) — g16(0, )
+ 70,6 + g0 (0,t0) = £5(0, )]
~[820,0 - £20,6) - g0, ) + £2(0,t0) - 953 (0,6)
HEP0.0 +930.6) - £20.0)] |+ gio(1.0) - £ 1,0
— 9io(Lto) + £5 (1, to) — [910(0, ) = £5°(0,£) — g1 (0, £)

+ £5700,60)] = [955(0,6) = £57(0,6) — 913 (0, £) + £57(0, £0)]
+ [u®3(x,0,t) —u®(x,0,t)] + gy (x, t) — fz(:) (x,t)

n 4
— g5 (X, to) + fro) (%, to)
olur. Buradan

u@3(x,0,t) —u®3(x,0,t,)
= _At[(P1P2q’2)T(x) — x(P{P,¥,)"(1)]CP; P, W, (1) + g3, (x, t)

— £ (6 8) — g (6, ) + £ (0 )

~x gt (L0 = £P0 - gh (L) + AP (1L t) — glo (L) + £ (10
+ 910 (1 to) = £ (1, )
— 91200, = £2(0,6) = 9110, t0) + £(0,t5) — 9150, )
+£30,6) + g1 (0,t0) = £5(0, 8]
~ 80,0 - £P0.6) - g0, + £7(0,t) — g3 (0,0)
HED 0.0 + 93 0,t0) — £50.6)|
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~ a0 - AP0 - ot + £5 (1)
— [9160.6) = £(0,6) = 9100, t0) + £ (0, t0)]
- [s20.0 - £20.0 - 6 0.t + £, 0] | - [950 0

" 4
— £ 6) = g5 (6 to) + £ (%, t0)]
elde edilir. Yerine yazilirsa

u@2(x,y,t) = At[(PP,W,)" (x) — x(PyP,W,)T(1)]C[P, P, W, () — yP P, W, (1)]
+ u®?(x,y,t,)

+ 9103, to) — £ (3, to)
— 91200, = ££7(0,6) = 9110, t0) + £ (0,0 = 916 (0,0
+HP00,8) + 100, t0) — £5 (0, 0)
—y[90,0) = ,700,6) = g0, t0) + £5(0,t0) — g3 (0, 1)
HEDO.0+ 950,00 = £50,60)] | + 910000 - £,
— 91, t0) + £15) 0, t0) — [9%6(0,8) = £,57(0,8) — g15(0, o)
+£10°(0,t6)] = ¥1g55 (0.6 = £5°(0,6) = 935 (0, t0) + fi5 (0, t0)]
" " 4
+ 950(x, ) = frg (%,£) = gho(x, to) + fg) (%, to)
+ylg51 (0 t) = £1 (0, £) — g5 (. to) + foy (3, )]
—y [g1a (L0 = (1,0 = g (L) + AP (1) - gho(L.0) + £ (1,0
+ g10(1, to) — fl(:)(l, to)
— 91200, = £2(0,6) = 9110, t0) + £(0, t5) — 910, )
+ 5200,6) + 9160, t0) — £5° (0, 0)|
~ 80,0 - 20,6 - g0, t) + £7(0,t) — g3 (0,0)
0,0 +920,60) — £, 0]
~y g0 - AP0 - gio (L) + £ 1)
— [960.6) = £0,6) = g10(0, t0) + £(0, t0)]
- [60.0 - £00.0 - g70.t0) + £ (0. t0)] | - Ylg5o .0

4 4
— £ 06, ) = go (. to) + £ (%, £0)]
bulunur. u©®9 (x, y, t) ifadesinin t’ye gore tiirevi alinirsa
x—x3
6
— x(P1P,P;P,¥,)T(1)]C[P{P,P;P, ¥, (y) +

—yP,1P;P;P,W,(1)]

w00 (x,y,t) = [(P1P2PsP, W) (%) + (PP, ¥ ()

y—y3

P.P,¥,(1)
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y—y?

+
6

Ga1 (6, 0) — f510x, 0) — G20 (x, 1) + fo (x, ©)

—[92100,0) = £31(0,8) — G20(0,8) + f75(0,0)]
—xg210,6) = £7(0,6) = g30(0.6) + £5°(0,0)]

2
x 17 - 1! -
- S [g50.0- 0.0 - 450,60 + £7(0,0)]

3
-2 a0 -iP0.0 - P00 + £, t>]]

2 - . . .
=2 [gzoo«. £) = fi6(0 ) = [420(0,6) = £5(0,0] = x [426(0,6) = £5(0, )]
X0 @ I POV

5 [920(0; t) — f20 (0, t)] 6 [gzo (0,8) — f,0° (0, t)]
+y | for (6, ©) — fao(x,t) — [f21(0: t) — f'zo(o,t)] - x[f2'1(0't) — f40(0, t)]

x? . : x3 1 :(3)
-5 [#0.0 - f0.0] - [£0.0 - £ 0.0)]
2 3
+f20(x' t) - fZO(OJ t) - foIO(O' t) - x?fZI(’)(Oﬁ t) - %fz(OS)(Or t)
3
+= [gn(y, 0 - 0,0
3

y_y .17 A .17 A
6 [921(1' t) — f2(14)(1, t) — gz0(1,t) + fz((;})(l' t)

— [9500. = £20,0) = g500,0) + £ (0, )]
- [690.0- P00 - 30,0 + P00
L2 g5,01,0) = 01,0 = [4500.0  £90,0)

- 600 -£D0.0)|

|0 - f50.0 - [£10.0 - £0,0]

- [B20.0 - i0.0]| - 0 + 50,0+ £D0,0 = 41000

2

+ 1o, t)] + x? [910(3’: ) — f1o(y, t)] + 1o, t) + xf11(7, )

y-y°
6

= [92100,8) = £21(0,6) = g20(0,6) + f30(0, )]
— [92200.0 = £20,6) = G50(0,0) + £ (0, 0)]

1 . .
—5[9510,0 = 50,0 = g30(0,0) + £33 (0,0)]

1 . .
—Z[gR 00 - £P0.0 - gF 00+ 450 t)]]
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y_y

G20(1,8) = f2(1,6) = [920(0,8) = £56(0,8)] = [950(0,) = 23 (0, )]
[g 0(0,0) = £(0,6)] - [gé?(o, 0 - £5(0, t)]]
—xy [f21(1. £) = fa0(1,8) = [£21(0,8) = fo0 (0, O] = [£51(0,£) = £50(0,8)]
- % /10,0 = f2(0,0)] - % P00 -£50, t)]]
22010 = fro 0.0 = fo0,0) =3 F450,0) ~ 2 (0,0
~2|moo - o
L g 1,0~ 00,0 - a0 + AP D
— 950, = £ 0,6 = 6300, + £33 (0, 1)]
- [620.0- P00 - 30,0+ i 00|
y —Y

> [a5 L0 — £ 00— [350.0 - 70,0
[g(”(o, 0 - £500)]
~y[fao - 00 - [#0.0 - f0.0)]
- [£20.0-£20.0]] - L0 + 0.0 + £ 0.0 - g0,
+ flo®, t)] = 21910000 = s, 0] = 20 0)

bulunur. Elde edilen denklemler kismi diferansiyel denklemde yerine koyarak
ACB formuna getirilir. ACB formundaki bu ifadeler
X1(-N+k = Qb Jk=12,..,2"M
ve
X =|x4] g =12, .., (2kM)?
olmak tizere XD formuna doniistiiriilebilir. Bu XD formundaki matrisler toplanarak
denklem
W(x,y)D = G(x,)
seklinde ifade edilebilir. Burada W = [W, 4], q = 1,2, ..., (2¥M)? ve

_ .10 11 1(M-1) 2k o1 2"(M-1) 10 11 1(mM-1) ko o1 2K(m-1)
D =[cycip C1o €0 €10 " Cqo €11 €11 " Cq1 € €11 vt Cpg
k k k k T
.l ! o tM=1) 2k 28 (M-1) 10 2Y(M-D) 0 25(M-1)
1(m-1) €1(m-1) " C1(u—-1) " C1m-1) " Ci(mu—1) €20 " Co(m—1) 2ko """ Cok(y—1)
seklindedir.
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xni frd k1+1 (Zn _ 1 + COS M)
i (4 =12, M, n=12 . 2k
= (Zn—1+cos((M+1)—j)7T) b= e B S e
yn] 2k+1 (M+1) (426)

Chebyshev siralama noktalarmin = W(x,y)D = G(x,y) denkleminde yerine
yazilmastyla UD = G denklem sistemi elde edilir. Burada U (2¥M)?2 x (2kM)?
boyutlu matris, D ve G (2¥M)? x 1 boyutlu vektorlerdir. Bu denklem sistemi
coziilerek D vektorii ve boylece Chebyshev dalgacik serisinin katsayilar1 bulunur.
Yani C katsayilar matrisi elde edilmis olur. Gerekli denklemlerde C katsayilar matrisi
yerine koyularak (t, + At) aninda bu ifadelerin degeri bulunur. Denklem yeniden
c¢oziilerek C katsayilar matrisi bulunur. Benzer sekilde ¢6ziim tekrarlanarak istenilen

zaman adimindaki ¢6ztiimler elde edilir.

4.3.1 Chebyshev Dalgacik Siralama Yontemi’nin iki Konum Boyutlu

Genellestirilmis Fisher Kolmogorov Denklemine Uygulanmasi

Bu alt boliimde 6zel olarak iki konum boyutlu genellestirilmis Fisher
Kolmogorov denklemini inceleyecegiz.
U + yA%u — Au+ f(u) = G(x,y,t)
u(x,y,0) = uo(x, y)
u=0Au=0
fw=v’-u
Uy + yA?u — Au+ud —u =G(x,y,t)
lineerligi bozan u? ifadesinde yar1 lineerlestirme (quasilinearization) uygularsak bu
ifade
ud = 3ulu, ., — 2ud
halini alir. Baslangi¢ anindaki ¢6ziim u, bilindiginden birinci adimdaki ¢6ziim
u,; bulunur. Benzer sekilde iterasyon tekrarlanarak ¢oOziime yaklagilir.
Denklemimizde r-inci adim ¢6ziimiinden faydalanarak elde ettigimiz (r + 1)-inci
¢Ozlimii u olarak gosterirsek
up + yA*u — Au + 3uiu — 2ud —u = G(x,y,t)
ur + yA%u — Au+ Bu? — Du = G(x, y,t) + 2ud

olur. Smir kosullar1 sifir alindigindan dolay1
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y—y

6
— yP,P,P3P,¥,(1)] + u40) (x,y,t)
u@0 (x, y,t) = At[(P,P,W,) T (x) — x(P P, W,) " (1)]C[P, P, P3P, W, (y)

uO(x,y,t) = AtPT(X)C[PP,PsP, W, () +

P,P,W,(1)

3
y—y
+— P,P,¥,(1) — yP,P,P;P, ¥, (1] + u®9(x,y,t,)
(0,0) T x—x° T
u?(x,y,t) = At[(P,P,PsP,W,) (x) + o (P, P,%¥;) " (1)
T y—y
— x(P;P,P3P,¥,) (1)]C[P,P,P;P,W,(y) + p P,P,¥,(1)
- yP,P,P;P,¥,(1)] + u(00) (x,¥,to)
3
X —Xx
u®®(x,y,t) = At[(P,P,P;P, W) (x) + (P,P,%,)"(1)

- x(P1P2P3P4‘P4)T(1)]ClP(y) +u©4 (x,¥,to)

X —x
u®(x,y,t) = At[(P,P,PsP,¥,)" (x) + p (PP, W;)"(1)

— x(P;P,P3P,¥,)" (1)]C[P; P, ¥, (y) — yP; P, W, (1)]
+u®D(x,y,t,)
u@?(x,y,t) = At[(PP,¥,)T(x) — x (P, P,W,) T (1)]C[P, P, W, (v) — yP1 P, W, (1)]
+u®D(x,y,t,)

3
(P,P,¥,)"(1)

x —
6
— x(P;P,P3P,¥,)"(1)]C[P, P,PsP, W, (y) +

- yPP,P3P, ¥, (1)]
ifadeleri elde edilir.

11(0.0) (x,y,t) = [(P1P2P3P4lP4)T(x) +

y—y

6

P, P, ¥, (1)

Uy + yA%u — Au+ Bu? — Du = G(x, y,t) + 2ud
Kullandigimiz notasyonla ifade edecek olursak;
10 (x, y,t) + y[u(‘“’) (x,y,t) + u®P(x,y,t) + 2u@?(x, y, t)] — [u®9(x,y,t)
+u®?(x,y, 0] + Bu2 — Du®(x,y,t) = G(x,y,t) + 2u3

seklindedir. Buldugumuz ifadeleri denklemde yerine yazarsak
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_ 3
[(P1P,P;P, W) (x) + ——— (P, P,W,)T(1)

y3

— x(P1P,P;P,¥,)T(1)]C[P,P,P;P, ¥, (y) +2 P, P,W,(1)
-yP; P2P3P4'~P4(1)]

— yP1P2P3P4W4(1)] +u*O(x, y,t0) + At[(P1P,PsP,W,) T (x)

x —x3
+ (P1P,W,)T(1) — x(P1P,P;P,¥,)T(1)]C¥(y)

+u®D(x, y, to) + 2[At[(P1P,W2)T (%)
— x(P1P, %) T(D]C[P P, W, (y) — yP1 P, WL (1] + u?? (x, y, t0)]

[At[(P P,W,)T(x) — x(P1P,¥;)T(1)]C[P;P,P;P, W, (y)
y y

Y,(1) -yPq P2P3P4‘P4(1)] +u 0)(x ¥, to)
x3

+ At[(P1P2P3P4‘P4)T(X) +Z (P1P;W2)T(1)

— x(P1P,P;P,¥,)T(1)]C[P1 P, ¥, (y) — yP1 P, W, (1)]
+ u® 2)(x Y, to)] + (3ur — D[At] (P1P2P3P4‘P4)T(x)

(Plpzlpz)T(l) - x(P1P2P3P4'~P4)T(1)] [P1P,P;P, W, (y)

X —
+

yy3

+ PP, W, (1) — yP PP P W, (1] + u®O(x, y, to)]
= G(x,y,t) + 2ud
elde edilir. Bu denklemi diizenlersek
x—x3
(1 + At(3uZ — 1)[(P1P,P3P,W,) " (x) + (P, P,W,)"(1)
- x(P1P2P3P4‘P4)T(1)]C[P1P2P3P4‘P4(y)
y— y

+ P,P,¥,(1) — yP,P,P;P,W,(1)]
+ At[y‘PT(x) - (P1P2W2)T(x)
+x(P1P2lP2)T(1)] [P, P,P;P,¥,(y)

y - y

+ P, P,¥,(1) — yP,P,P3P,W,(1)]

3

+ At[(PlePgmlm)T(x) (PP, W) (D)

— x(P;P,P;P, %) (DIC[y¥(y) — P, P, W, ()

+ yP P, W, (1)] + ZAtV[(P1P2‘P2)T(x)

— x(PP,W,)"(D]C[P, P, ¥, (y) — yP; P, W, (1)]
=G(x,y,t) + 2ud

- V[u(4'0) (x,y,t0) + G (x,¥,to)

+ 2u®D(x,y,to)] + u?9(x, v, t,)

+u®D(x,y,t5) — (3uZ - Du®O(x,y, t,) “27)
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olur. ACB formundaki bu ifadede gerekli doniisiimler yapilir ve denklem
W(x,y)D = G(x,y) halini alir. (4.26) ifadesinde belirtilen Chebyshev siralama
noktalariin W(x,y)D = G(x,y) denkleminde yerine yazilmasiyla UD = G denklem
sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi ¢oziilerek t = t, baslangi¢ anindaki D
vektorii ve boylece Chebyshev dalgacik serisinin katsayilari bulunur. Yani
C katsayilar matrisi elde edilmis olur. Coziim denkleminde ve u®*®(x,y,t),
u®(x,y,t), u®9(x,y,t), u®?(x,y,t),u??(x,y,t) denklemlerinde C katsayilar
matrisi yerine koyularak (t, + At) aninda bu ifadelerin degeri bulunur. Denklem
yeniden ¢oziillerek C katsayilar matrisi bulunur. Benzer sekilde iterasyonu

tekrarlayarak t = t,, anindaki ¢oziimii de buluruz.

4.3.2 Ornekler

Ornek 4.3.1.1
Asagida baslangic ve smir kosullari verilen iki konum boyutlu
genellestirilmis Fisher Kolmogorov denklemini ele alalim.
U + yA%u — Au+ f(u) = G(x,y,t)
u(x,y,0) = sin(2mx) sin (2my)

u=0Au=0
F) = —u
G(x,y,t) = sin(2mx) sin (2mwy)e~t(sin?(2mx) sin?(2my) e "%t — 2 + 64ym*

+ 81?%)
Bu denklemin tam ¢6ziimii su sekildedir:

u(x,y,t) = sin(2mx) sin (2my)e*

Coziim 4.3.1.1
Yukarida verilen kismi diferansiyel denklemin yaklasik ¢Ozimiini
Chebyshev Dalgacik Siralama Yontemi ile bulup hatayi inceleyelim:
u(x,y,0) = sin(2mx) sin (2my)
ifadesinin gereken tiirevleri aliarak to baslangic aninda
u*0) 04 1(20) 1,(02) 1,(22) jfadeleri bulunur. Elde edilen ifadeler asagidaki

(4.27) denkleminde yerine yazilir. Daha sonra (4.26) ifadesinde belirtilen Chebyshev
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siralama noktalar1 (4.27) denkleminde yerine yazilirsa CTU = B yapisinda bir
denklem sistemi elde edilir. Oncelikle t = t, baslangic aninda u, ifadesi uy, =
sin(2mx) sin (2my) olarak alinir. Elde edilen lineer denklem sistemi ¢oziilerek C

katsayilar matrisi bulunur.

< (PP, (1)

x_
6

u®©0) (x,y,t) = At[(P;P,P;P,%,)" (x) +
y=y
6

— x(PP,PsP,¥,)"(1)]C[P;P,PsP, W, (¥) + P,P,¥,(1)

— yP1 P, P3P, W, (D] + ul®0 (x, y, t)
Coziim denkleminde C ifadesi yerine koyularak bir sonraki ¢6ziim u; bulunur.
Benzer sekilde u; ¢6ziimiinden u, bulunur. Bu ¢oziimler yeteri kadar birbirine
yaklagana kadar iterasyon tekrarlanir. Coziimler arasi fark istenildigi kadar azalinca
son hesaplanan C katsayilar matrisi, gerekli denklemlerde yerine yazilarak t; =
(to + At) anindaki ¢6ziim elde edilir. Bu sekilde iterasyon tekrarlanarak istenilen
zaman adimindaki ¢6zliime ulaslir.

Tablo 4.4’te verilen M ve k degerleri igin mutlak maksimum hata degerleri
gosterilmektedir. Burada y = 0.01 ve At =0.01 olarak almmistir. Tablo
incelendiginde M degeri sabit tutulup k degeri arttirlldiginda mutlak maksimum
hatanin azaldigi gozlemlenmistir. Ayrica k degeri sabit tutulup M degeri

arttirtldiginda da mutlak maksimum hata azalmaigtir.

Tablo 4.4: Verilen M ve k degerleri i¢in mutlak maksimum hata

M=4 M=4 M=4 M =4 M=25
k=0 k=1 k=2 k=3 k=0

5,28386E-03 | 4,84647E-05 | 3,51756E-05 | 1,47754E-05 | 1,88837E-03

M=5 M=6 M=6 M=38 M=10
k=1 k=0 k=1 k=0 k=0

1,15553E-05 | 7,24773E-05 | 1,21531E-05 | 1,34495E-05 | 1,23240E-05

Sekil 4.25, Sekil 4.26 ve Sekil 4.27°de sirasiyla M = 30, k = 1 degerleri i¢in
tam ¢Oziim, yaklasik ¢oziim ve hata verilmistir. Burada y = 0.01 ve At = 0.01
olarak alinmistir. Bu sekiller Khiari ve Omrani (2011), Ilati ve Dehghan (2018), Orug
(2019), Celik (2020) makaleleriyle uyumludur.
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Sekil 4.25: M = 30,k = 1 i¢in tam ¢6zim

(=]
Vi

o
N
L

=)
-h
¥

Sekil 4.26: M = 30,k = 1 i¢in yaklagik ¢6ziim
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Sekil 4.27: M = 30,k = 1 i¢in hata

Tablo 4.5’te yeni metot belirtilen makalelerle karsilagtirilmistir. Bu tabloda
k = 1/20 olarak gosterilen ifade N pargalanis sayisi olmak ftizere k = tg,,/N
seklindedir. h ifadeleri konum adimlarinin biiyiikliigiidiir. Tablo 4.5’ten de

goriilecegi gibi yeni metotla, kiigiik M ve k degerlerinde bile daha iyi sonuglar elde

edilmistir.

Tablo 4.5: Yeni metodun belirtilen makalelerle karsilastiriimasi

Lo
Khiari ve llati ve llati ve llati ve llati ve
Yeni metot Omrani Dehghan | Dehghan | Dehghan | Dehghan
(2011) (2018) (2018) (2018) (2018)

DLBIE LBIE-MLS LBIE-RPI LBIE-MK
M=5k=1| k=1/50

h=1/40 | h=1/40 | h=1/40 | h = 1/40

1,15553E-05 | 4.4541E-04 | 2.3295E-4 | 6.0959E-4 | 2.5933E-4 | 2.0228E-4
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Ornek 4.3.1.2
Asagida Dbaslangic ve siir kosullar1  verilen iki konum boyutlu
genellestirilmis Fisher Kolmogorov denklemini ele alalim.
U+ yA*u—Au+ f(u) =0
u(x,y,0) =x*(1 - x)°%y°(1 - y)°
u=0Au=20
fw) =u®—-u
Coziim 4.3.1.2
Yukarida verilen kismi diferansiyel denklemin yaklasik ¢oziimiini
Chebyshev Siralama Metodu ile bulalim:
u©@9(x,y,0) = x3(1 — x)3y3(1 — )3
ifadesinin gereken tiirevleri alinarak to baslangi¢ aninda
u®0) (08 3,20) 3,(02) 3,22 jfadeleri bulunur. Elde edilen ifadeler asagidaki
(4.27) denkleminde yerine yazilir. Daha sonra (4.26) ifadesinde belirtilen Chebyshev
siralama noktalar1 (4.27) denkleminde yerine yazilirsa CTU = B yapisinda bir
denklem sistemi elde edilir. Oncelikle t = t, baslangic aninda u, ifadesi u, =
x3(1 — x)3y3(1 — y)3 olarak alinir. Elde edilen lineer denklem sistemi ¢oziilerek C

katsayilar matrisi bulunur.

3

=% p,P,w)T(1)

w0 (x,y,8) = At[(P1P,P3P¥y)" (x) + —

y—y

6

— x(P1P,P3P,¥,)"(1)]C[P, P, P3P, W4(y) + PP, ¥, (1)

—yP, P, PP, W, (1] + u®0(x,y, )
¢oziim denkleminde C ifadesi yerine koyularak bir sonraki ¢6ziim u; bulunur. Benzer
sekilde u; ¢6ziimiinde u, bulunur. Bu ¢odziimler yeteri kadar birbirine yaklasana
kadar iterasyon tekrarlanir. Coziimler arasindaki fark yeterince azalinca son
hesaplanan C katsayilar matrisi, gerekli denklemlerde yerine yazilarak t; =
(to + At) anindaki ¢oziimler elde edilir. Bu sekilde iterasyon tekrarlanarak istenilen

zaman adimindaki ¢6ztime ulagilir.

Sekil 4.28°de M = 30, k = 1 degerleri i¢in ¢oziimiin {i¢ boyutlu goriintiisii
verilmistir. Burada y = 0.01 ve At =0.01 olarak alinmistir. Elde edilen bu sekil Joshi
ve Arora (2018) ve Celik (2020) calismalariyla uyumludur.
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5. SONUC

Bu tezde, dalgaciklarla ilgili temel bilgiler verilmis olup Chebyshev Dalgacik
Siralama Yontemi’nin kismi diferansiyel denklemlerin yaklagik ¢oziimlerinin elde
edilmesinde nasil kullanildigi gosterilmistir. Yontem hakkinda bilgi verildikten
sonra, yontemin uygulanmasiyla ilgili bilgiler verilmistir.

[k olarak Chebyshev Dalgacik Siralama Ydntemi’nin ikinci mertebeden iki
boyutlu denklemlerde nasil uygulanacagindan bahsedilmis, daha sonra
Magnetohidrodinamik aki denklemine uygulanmasi anlatilmistir. Elde edilen
sonuglar Tezer-Sezgin (2004), Tezer-Sezgin ve Aydm (2006), Bozkaya ve Tezer-
Sezgin (2007), Celik (2011), Celik (2012°) ve Celik (2013?) makaleleriyle ve tam
¢oztimle uyumludur.

Daha sonra dordiincii mertebeden bir ve iki konum boyutlu denklemler i¢in
metodun nasil uygulanacagi anlatildiktan sonra bir ve iki konum boyutlu
genellestirilmis  Fisher Kolmogorov denklemlerinin ¢dziimiinde kullanilmasi
anlatilmistir. Ikiser tane oOrnek c¢oziilmiistiir. Dordiincii mertebeden bir konum
boyutlu denklemler igin ¢6ziilen ilk 6rnekte 6nce Tablo 4.1°de belirtilen degerlerdeki
mutlak hata verilmis, daha sonra Tablo 4.2 ve Tablo 4.3’te Doss ve Nandini (2012)
ve Kadri ve Omrani (2018) makaleleriyle kullandigimiz yontem Kkarsilagtiriimig
kullandigimiz yontemin daha iyi sonuglar elde ettigi goriilmistiir. Dordiincii
mertebeden iki konum boyutlu denklemler igin ¢oziilen ilk Ornekte elde edilen
sekiller Khiari ve Omrani (2011), llati ve Dehghan (2018), Orug (2019), Celik (2019)
makaleleriyle uyumludur. Tablo 4.4’te verilen M ve k degerleri igin mutlak
maksimum hata tablosu verilmistir. Ayrica Tablo 4.5’te yeni yontem Khiari ve
Omrani (2011), llati ve Dehghan (2018) makalelerindeki yontemlerle karigilastiriimis
sunulan ydntemin oldukga iyi oldugu goriilmiistiir. Ikinci drnekte elde edilen sekiller
de Joshi ve Arora (2018) ve Celik (2019) calismalariyla uyumludur. Yapilan

hesaplamalarda ve ¢izimlerde Matlab kullanilmistir.
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