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OZET

MUTLAK EULER TOPLANABILEN SERILER UZAYI VE MATRIS
DONUSUMLERI
DOKTORA TEZi
FADIME GOKCE
PAMUKKALE UNIVERSITESI FEN BiLIMLERi ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

(TEZ DANISMANI: PROF. DR. MEHMET ALI SARIGOL)

DENIZLI, EYLUL - 2018
Bu tez ¢alismasi dort temel boliimden olugmaktadir.
Birinci boliimde hazirlik amaciyla girig verilmistir.

Ikinci béliimde diger béliimlerde kullanilacak olan bazi temel tanim, teorem
ve lemmalara yer verilmistir.

Ugiincii boliimde |Eg |, |E5_p|oove |E(Z|(p) mutlak Euler uzaylari sirasiyla
Ly, 1w Ve l(p) uzaylan iginde T"(p) ve T" (¢, p) liggensel matrislerinin toplama
alan1 olarak elde edilmistir. Ayn1 zamanda |Eg|,, |E(§,p|oo uzaylar ile ilgili bazi

kapsama bagintilar1 verilerek dual, baz, izomorfizm, norm gibi cebirsel ve topolojik
ozellikleri incelenmistir. Ayrica bu uzaylar tizerindeki belirli matris ve kompakt
operatorlerin karakterizasyonlari verilmis ve normlari ile Hausdorff kompaktsizlik
Olctileri belirlenmistir.

Dordiincii boliimde |E$|(p) mutlak Euler uzaymin dual, baz, izomorfizm,

paranorm gibi cebirsel ve topolojik 6zellikleri incelenerek matris doniistimlerinin
karakterizasyonlar1 verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Mutlak Toplanabilme, Euler Matrisi, Dizi Uzaylari,
Matris Doniistimleri, Sinirli Operatorler.



ABSTRACT

ABSOLUTE EULER SUMMABLE SERIES SPACES AND MATRIX
OPERATORS
PH.D THESIS
FADIME GOKCE
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS

(SUPERVISOR: PROF. DR. MEHMET AL SARIGOL)

DENIZLI, SEPTEMBER 2018
This thesis consists of four chapters.
In the first chapter, the introduction to the study has been given for preparation.

In the second chapter, some basic definitions, theorems and lemmas that will be
used in the other sections have been given.

In the third chapter, the absolute Euler spaces |E§ |, |E§,|_and |Eg|(p) have been
obtained as the domain of the triangle matrix T"(p) and T"(¢,p) in the spaces
L, lo and I(p) respectively. Also, having given some inclusion relations
concerning the spaces |Eg|p,|E5,p|oo, their some algebraic and topological
structures such as dual, base, isomorphism, norm have been investigated. Further,

certain matrix and compact operators on those spaces have been characterized and
also their norms and Hausdorff measures of noncompactness have been determined.

In the fourth chapter, some algebraic and topological properties such as dual, base,
isomorphism, paranorm and characterization of matrix transformations of the
absolute Euler spaces |E}|(p) have been given.

KEYWORDS: Absolute Summability, Euler Matrix, Sequence Spaces, Matrix
Transformations, Bounded Operators.
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SEMBOL LiSTESI

Reel sayilar kiimesi

Kompleks sayilar kiimesi

Dogal sayilar kiimesi

x’in A — donilistimii

X den Y ye olan biitiin matris doniisiimlerin sinifi
A matrisinin X uzayi i¢indeki toplama alani
p’nin eslenigi

Hausdroff kompaktsizlik 6l¢iisii

Euler toplanabilen dizi uzaylari

Mutlak Euler toplanabilen seri uzaylari

Mutlak Euler toplanabilen seri uzaylari

Mutlak Euler toplanabilen seri uzaylari
X uzayinda norm
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zaman yardime1 olan degerli hocam Saym Prof. Dr. Mehmet Ali SARIGOL’e
tesekkiirii bir borg bilirim.

Ayrica tiim hayatim boyunca bana her zaman destek olan aileme ve
arkadaslarima en igten tesekkiirlerimi sunarim.



1. GIRIS

Genis bir uygulama alanina sahip olan dizi veya seri kavram1 Matematigin en
temel kavramlarindan biridir. Seriler 17. ve 18. yiizyll boyunca incelenmis ve
kullanilmigtir. O donemde matematikgiler 1yi bilinen yakinsaklik kavraminin
tamimlanmadig1 periyotta rastgele dort islemler yaparak serilerin toplamiyla ilgili
celiskili sonuglar elde etmis ve bu geliskilerin uzun siire tistesinden gelememislerdir.
Gauss (1777-1855)un kesirli bir n sayist igin (1 + x)™ ifadesinin agilimini veren
Binom teoremi yardimiyla mevcut ¢eligkilerin bir kismi ¢6ziilebilmistir. Bu konunun
oncii arastirmacilarindan olan Cauchy (1789-1857) giliniimiizde halen kullanilan
dizinin (serinin) yakinsaklik tanimin1 formiiliize etmistir. Cauchy’nin bu tanimi o
doénemdeki birgok belirsizligi ortadan kaldirmasina ragmen beraberinde su problemin
dogmasina neden olmustur: Acaba yakinsak olmayan yani 1raksak seriler toplanabilir
mi veya 1raksak seriye bir toplam karsilik getirilebilir miydi? Bu sorunun cevabi
yakinsaklik kavraminin genisletilmesiyle verilmistir. Boylece toplanabilme teorisi
dogmustur. (Powel ve Shah 1988). Bu konuda Abel, Cesaro, Riesz, Norlund, Borel,

Holder, Hausdorff ve Euler doniisiimleri ilk akla gelenlerdir. Ornegin, Euler

1
1+x+x*+=—— <1
X +x — (IxI<D
formiiliinde x = —1 alarak
1-141—-14- ==

esitligini elde etmistir. Bu ise esasinda Cauchy anlaminda yanlistir, ¢iinkii esitligin
solundaki seri raksaktir. Ancak, serinin (s,) kismi toplamlar dizisinin 1. mertebeden
Cesaro ortalamasi ile elde edilen doniisiim dizisi

n

[1+ (D7

=2 am+ D



olup bu dizi 1/2 sayisina yakinsaktir. Su halde yukaridaki iraksak serinin bu metotla
toplami1 1/2°dir. Bu Ornek 1raksak serilerin toplanabilecegini gostermesi agisindan

bliyiik 6nem tagimaktadir.

Dikkat edilirse sozii edilen doniisiim bir lineer doniisiimdiir ve bu doniisiime

ayni zamanda

1
) 0<k<
Ank = \n+1 n
0, k>n

sonsuz matrisi karsilik gelmektedir. Bu 6rnekte oldugu gibi diziler arasindaki lineer
dontigiimlere genel olarak sonsuz matrisler karsilik geldiginden en 6nemli doniisiim
tiirleri matris dontisiimleridir. Bu kavrami ifade etmek gerekirse X ile Y iki dizi uzay1

ve A = (ay,,) kompleks terimli sonsuz bir matris olsun. Eger her n € N i¢in

[ee]

A,(x) = Z Ak X

k=0
serisi yakinsak ise A(x) = (4,,(x)) dizisine x = (x,) dizisinin donilisiim dizisi denir.
Eger her x € X i¢in A(x) € Y ise A ya X’den Y’ye bir matris doniistimi ad1 verilir
ve X’den Y’ye olan biitiin matris déniisiimlerin simifi (X,Y) ile gosterilir. Ornegin
(L, c), (lp, c), (L, cy) ve (lp, l) smiflarma 1 < p < oo igin siirekli lineer doniistimler
karsilik gelir ve bunun tersi de dogrudur yani bu uzaylar arasindaki siirekli lineer
dontistimler bu smiflarin matrisleri ile ifade edilir. Bu 6zellik uzaylarin daha sonra
verilecek olan AK -uzay1r olmasindan kaynaklanmaktadir ve ayrica bu matris
siniflarinin karakterizasyonlar: iyi bilinmektedir (Maddox, 1970). Dolayisiyla dizi
uzaylar1 arasindaki lineer doniistimlerin analiz edilebilmesi i¢in matris dontistimlerinin
incelenmesi biiyiik 6nem tasir. Bu baglamda adi, mutlak ve kuvvetli toplanabilme
metotlarindan faydalanarak bilinen pek ¢ok uzay genisletilmis ve bu uzaylarin cebirsel

ve topolojik yapilari ile matris doniisiimleri incelenmistir.

Toplanabilme teorisinin baska bir ¢alisma alani ise mutlak yakinsak seriler
uzay1, sinirlt salimimli diziler uzay: ve bazi temel dizi uzaylarimi genellestiren mutlak
toplanabilme metodudur. Bu kavrami kisaca ifade etmek i¢in Y a,, serisinin kismi
toplamlar dizisini (s,,) ve (s,,) dizisinin A —doniistim dizisini (t,,) ile gosterelim. Eger

(t,,) smurli salimimli bir dizi yani



o

ZIAtn-ll <o, (t_;=0)

n=0

ise ), a, serisine mutlak A-toplanabilirdir veya kisaca |A| toplanabilirdir denir. Bu
tanimda A matrisi yerine 6zel matrisler alinirsa iyi bilinen bazi toplanabilme metotlari
elde edilir. Ornegin; bu metot, A matrisi Norlund matrisi olarak alinirsa yani P, =

Po +p1 + -+ + p, # 0 olmak iizere

B’

Pk 0<k<n
Ank =
0, k>n

ise Mears (1937) tarafindan verilen |N,p,| mutlak Norlund metoduna, B, = py +

p1 + -+ pn = o olmak lizere, Riesz matrisi olarak segilirse yani

n

&, 0<k<n
Ank =
0, k>n

ise Sunouchi (1949) tarafindan verilen |N,p,| = |R, p,| mutlak Riesz toplanabilme

metoduna, a. mertebeden Cesaro matrisi alinirsa, yani

:(a+1)(a+2)...(a+n) 0> 1

a
An n!

Gg=1ve A%, =0 (neN)

olmak Uzere

A%l 0 <<
ank =\ A%’ =k=sn
0, k >n,

ise Fekete (1911) tarafindan tanimlanan |C, a | mutlak Cesaro metoduna ve 0< r <
1 i¢in Euler matrisi alinirsa |E, r|, mutlak Euler toplanabilme metoduna indirgenir (
Hardy 2000). Burada E™ = (e, ) Euler matrisi

n _ o \n—k. .k
e£k={(k)(1 M"krk, 0<k<n
0, k>n

ve



seklinde tanimlanir. Ayrica oy ve tj swrasiyla (s,) ve (na,) dizilerinin a.
mertebeden Cesaro ortalamalarini gostermek iizere, |C, a |, mutlak toplanabilme
metodu Flett (1957) tarafindan

(0]

Z P 1Ace [k < 00,1 <k < oo

n=0

veya denk olarak

oo

1
_tak<oo
annl

n=0

sart1 ile tanimlanarak |C, & | metodu indisel olarak genisletilmistir. Bu yonde Borwein

ve Cass (1968) tarafindan |N, p,,|;, mutlak Norlund toplanabilme metodu

1% 1%
tn = P—nz pn—ij = P—nz Pn_jaj
j=0 j=0

olmak tlzere

[0e]

Z nk=11At, ¥ < o
n=0
sart1 ile tanimlanmustir. Bu metotlar1 kapsayan |A|, metodu ise Tanovic-Miller (1979)

ve Sarigdl (1992) tarafindan sirasiyla

o)

Z W1 AA ()] < o0

n=1

(o]

D lamlH84, ()] < o0

n=1

sartlart ile verilmistir. |A|, metodu ise 2010 yilinda, Sarigol tarafindan n veya

|apn |1 carpanlan yerine keyfi pozitif 6,, ¢arpan1 almarak



Y o nA, L, ()<, k1
n=1

bi¢iminde genellestirilmistir. Nihayet Gokge ve Sarigdl (2017) tarafindan keyfi pozitif

sayilarin sinirli herhangi bir () dizisi i¢in |4, 8|(w) toplanabilme metodu

> 0 Ak, ()l <oo
n=1

sart1 ile ifade edilerek en genel metot elde edilmistir.

Mutlak toplanabilme c¢arpanlar1 ile bu metotlarin toplanabilme alanlarinin
karsilagtirilmast konusu toplanabilme teorisinin en onemli arastirma alanlarindan
birisidir ve bu konu simdiye kadar bir¢ok yazar tarafindan kapsamli olarak
incelenmistir. Son zamanlarda ise ilk olarak Sarigél (2011), Sarigdl (2016) ardindan
Hazar ve Sarigol (2018) tarafindan bu toplama metotlarinin karsilastirilmasi yerine
farkl bir bakis agisiyla |N, pp, 0, |k, |C, @ |, Ve |C, A, ul, metotlar ile toplanabilen seri
uzaylart insa edilmis ve bu uzaylarin cebirsel ve topolojik yapilari ile uzaylar
arasindaki matris doniisiimleri incelenmistir. Boylece iyi bilinen birgok sonucun
genellestirilmesinin yan1 sira mutlak toplanabilme konusunda yeni bir ¢alisma alani

yaratilmistir. Burada dikkat edilmesi gereken nokta, 6zel olarak birim ve

{ev, n=v
W =
nv 0, n+v

kosegen matrisi ile elde edilen bazi matris siniflarinin toplanabilme metotlarinin
kiyaslanmasi veya toplanabilme ¢arpanlarina indirgenmesidir.

Bu arada toplanabilme teorisinin ortaya ¢ikmasinda 6nemli rol oynayan bazi
0zel matris doniisimlerinin toplama alanlari g6z Oniine alinarak, bir¢ok dizi uzayi
tanimlanarak cebirsel ve topolojik yapilart ile bu uzaylar tizerindeki matris
doniisiimleri gesitli yazarlar tarafindan incelenmistir. Ornegin [(p), r(p), l(u, v, p)
ve Nt(p) uzaylan sirasiyla Choudhary ve Mishra (1995), Altay ve Basar (2002),
Altay ve Basar (2007), Yesilkayagil ve Basar (2014) tarafindan S- doniisiimlerin,
Riesz, genellestirilmis agirlikli ortalama ve Norlund matrislerinin [(p) uzay igindeki
toplama alanlar1 olarak tanimlanarak ele alinmistir. Keza son zamanlarda Mursaleen
ve dig. (2006) ile Altay ve dig. (2005) tarafindan Euler doniisiimleri kullanilarak e;,

ile el, uzaylar1 tanimlanmis ve benzer ¢alismalar yapilmistir.



Bu tezde Euler matrisi ile mutlak toplanabilme kavramlari birlestirilip

|Eg,|(p), |Egl, ve |Eg'p|oo seri uzaylari tanimlanarak bu uzaylarin bazi kapsama

bagintilari ile cebirsel ve topolojik yapilar1 incelenmistir. Ayrica bu uzaylar tizerinde

tanimli belirli matris operatérleri karakterize edilmis ve |Eg|, ile |E6 p| uzaylarinin
’ °9)

operator normlar1 ve Hausdroff kompaktsizlik ol¢iileri belirlenmistir.



2. TEMEL TANIMLAR, LEMMALAR VE HAUSDROFF
KOMPAKTSIZLIK OLCUSU

2.1 Temel Tanim ve Lemmalar

Bu boliimde, bundan sonraki boliimlerde kullanilacak olan temel tanim ve
lemmalar ifade edilmistir.

2.1.1 Tanmim X bos olmayan bir kiime, F reel veya kompleks sayilarin bir cismi
olsun. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa X kiimesine F cismi lizerinde bir lineer uzay
(vektor uzayi) denir:

1)T: XxX - X, Tx,y) =x +y

islemine gore X kiimesi degismeli gruptur yani vV x,y,z € X igin

Hx + y€eX,

iNDx+@+2)=((x+y)+ z

iii)x + e = e + x = x olacak sekilde bir tek e € X birim eleman1 vardir,
iv)x + (—x)+ = (—x) + x = e olacak sekilde bir tek (—x) € X vardr,
vx +y=y+ x.

2-) S:FxX-X, S(a,x) = a*x skalerle carpma islemine gore Vx,y € X ve
Va,B € Figin

Daxx €X,

i (a+ B)*x = a*xx + L *x,

i) (a.B) xx = ax* (B *x),

iv) 1+xx = «x.

2.1.2 Tanmm X ve Y ayn1 F cismi iizerinde iki lineer uzay olmak tizere T :

X — Y doniisiimii verilmis olsun. Eger Vx,y € X ve Va € F igin
Tx +y) =Tx + T)
T(a.x) = a.T(x)

sartlar1 saglaniyorsa T’ye lineer déniisiim denir. Ozel olarak kompleks degerli bir
lineer doniisiime ise lineer fonksiyonel ad1 verilir.

2.1.3 Tanmm X, F cismi iizerinde bir lineer uzay olsun. Eger |.||: X - R
fonksiyonu Vx,y € X veV a € F igin
N llxll= 0o x = 6



Ny ) llex]l = lal llx]|
N3 ) llx + yIl < llxll + Iyl
sartlarin1 sagliyorsa, ||. || fonksiyonuna X tizerinde norm ve (X, ||. ||) ikilisine normlu
uzay denir.
2.1.4 Tamim X lineer uzayi ve g: X — R donilisiimii verilsin. Eger Vx,y € X
veV A€ C icin
Ny) g(6) =0
N2) g(x) = g(=x)
N3) glx +y) <gx)+9»)

N, ) Aﬂ/lo vexixo iken Axiloxo
sartlar1 saglaniyorsa, g’ye X lizerinde paranorm ve (X, g) ikilisine paranormlu uzay
denir.
2.1.5 Tammm X ve Y iki normlu uzay ve T: X — Y bir lineer doniistim olsun.
Eger Vx € X i¢in
ITCOlly < M. 1l xllx
olacak sekilde M > 0 reel sayis1 varsa T'ye sinirli lineer doniisiim denir. Bir sinirh

lineer doniisiimiin normu

IT ol
ITIl = sup !

=0 lxllx
ile tanimlanir.
2.1.6 Tanim (X, ||.[]) bir normlu uzay, (x,) bu uzayda bir dizi olsun. Eger
Ve > 0igin m,n > n, iken ||x,, — x,|| < € olacak sekilde en az bir ny, € N varsa
(xy) dizisine X uzaymda bir Cauchy dizisi denir.

Her Cauchy dizisinin yakinsak oldugu normlu uzaya Banach uzayi ad1 verilir.

2.1.7 Tammm w kompleks terimli diziler uzayi, X ile Y, w’nin keyfi iki alt
kiimesi ve her n,v € N ={0,1,2,...} i¢in A = (a,,) kompleks terimli sonsuz bir

matris olsun. Eger her n € N ve x € X i¢in

() = ) amry 2.1)
v=0



serisi yakinsak ve Ax = (4,(x)) € Y ise bu durumda A’ya X’den Y ye bir matris
doniisimii tanimlar denir ve boéyle bir donlisim A € (X,Y) veya A: X - Y ile

gosterilir.
Bir A matrisinin X uzay1 igindeki X, toplama alani
Xy={x=(x,) Ew:Alx) € X} (2.2)
bi¢ciminde tanimlanir ve bu uzay ayni zamanda bir dizi uzayidir.
2.1.8 Tanim X ve Y iki dizi uzay1 olsun. Bu durumda
SX,Y)={z=(zx)ew: Vx = (x;) € Xicinxz = (x,2z;)eY }

kiimesine X Ve Y’nin carpan uzay: ad1 verilir. Ozel olarak X uzayinin a—,—,y —

dualleri sirastyla
X*=SX,l)={z=(z)ew:Vx = (x3) € Xicin xz = (x3,2;. )€l }
XB =5X,cs) ={z=(z)e w:V x = (x3) € X icin xz = (x;,2;,)ecs }
XY =S5SX,bs) ={z=(zx)e w:Vx = (xy) € Xicin xz = (x,zy)ebs }

kiimeleri ile tanimlanir. Burada [, cs ve bs sirasiyla mutlak yakinsak, yakinsak ve
kismi toplamlar dizisi sinirli olan serilerin uzaymi gostermektedir. Ayrica bu ¢alisma
boyunca 1,, c, l, Ve ¢ sirasiyla biitiin p. dereceden mutlak yakinsak seriler ile

yakinsak, sinirli ve sonlu dizi uzaylarini ifade edecek ve

l(p) = {X = (xx)e w:Zkalpk < oo }
k=0

olacaktir.

2.1.9 Tamim X bir dizi uzay1 olmak tizere tam lineer metrik uzay olsun. Eger
her n € N i¢in P,(x) = x, seklinde taniml1 P,;: X — C fonksiyoneli siirekli ise X’e
FK —uzay1 ad1 verilir. Normlu bir FK —uzayma ise BK — uzay1 denir. Ayrica ¢ C
X ve e® k. terimi 1 diger terimleri 0 olan dizi olmak iizere her x € X i¢in

n
x — Z x e
=0

-0, n — oo




olacak sekilde skalerlerin bir tek (x;) dizisi varsa X’e AK ozelligine sahiptir denir.

Bu durumda x = 3%, x,e® yazilir. Ornegin, Maddox tarafindan verilen [(p) uzayi,

M = max {1, sup pk} olmak {izere
k

o 1/M
9(0) = (Zukw)
k=0

paranormu ile birlikte AK 6zelligine sahip bir FK — uzayidir ve ayn1 zamanda her k

icin p, = 11ise

|x|| = inf{c? > O:lek/Slpk < 1}
k=0

normu ile de bir BK —uzayidir (Maddox 1969; Maddox 1968; Maddox 1967; Nakano
1951).

2.1.10 Tamm } a,, kismi toplamlar dizisi (s, ) olan seri, (u,) pozitif reel

sayilarin dizisi ve (p,,) pozitif reel sayilarin bir sinirlt dizisi olsun. Eger

D @) Ay(5) = A1 ()P < o0 23)

ise ). a, serisi |A, u|(p) toplanabilirdir denir (Gokge ve Sarigol 2017).

Dikkat edelim ki A, u ve p’nin 6zel se¢imlerine gore |A, u|(p) toplanabilme

metodu iyi bilinen bazi toplanabilme metotlarina indirgenir. Ornegin,

(@) Her ni¢in p, = k alinirsa, |A, u|(p) toplanabilme metodu |4, u|;, metoduna
indirgenir (Sarigél, 2010).

(b) Herniginp, = kve A, @ > —1 i¢in a. mertebeden Cesaro matrisi alinirsa,
|A, u|(u) metodu |C, | toplanabilme metoduna indirgenir (Flett, 1957).

(c) Her n i¢in p, =k, u, =n ve 4, a+p # —1,-2,...,(a, B). mertebeden

Cesaro matrisi segilirse, |A, u|(p) metodu, |C,a,B|, metoduna indirgenir
(Das, 1970).

(d) Her n igin p,, = k, u,, = n ve A, Riesz matrisi alinirsa, |4, u|(p) metodu
IR, pn |, toplanabilme metoduna indirgenir (Sarigol, 1993).
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(e) Her n igin p, =k, u, = B,/p, Ve A, agirlikli ortalama matrisi alinirsa,
|A, u|(p) metodu |N, p,,|, metoduna indirgenir (Bor, 1985).

(f) Herniginp, =k, u,, = n ve A, Norlund matrisi alinirsa, |4, u|(p) metodu,
|N, p,. | toplanabilme metoduna indirgenir (Borwein & Cass, 1968).
2.1.1Lemma 1l < p < o ve F pozitif sayilarin sonlu keyfi bir kiimesi olsun.
Bu durumda

1
p* /p*

o)

Ae ()& ”A”(zp,z) = sgp Z

v=0

o

neF

< 00,

(Stieglitz ve Tietz 1977).

2.1.2 Lemma 1l < p < oo olsun. A € (l,, 1) olmast i¢in gerek ve yeter sart

”A",(lp,l) = Z <Z|anv|> < 00,
v=0

n=0

Ayrica ||A||’(lp’l) = €||A||(lp,l) olacak sekilde 1 < & < 4 vardir (Sarigol 2015).

2.1.3 Lemma 1 < p < o olsun. Bu takdirde, A € (I,1,) olmas1 i¢in gerek

yeter sart

o0 1/p
sup{zmm,w} < o,
v n=0

olmasidir (Maddox 1970).
2.1.4 Lemma

a) A€ (l,c)e (i)Vv = 0icin lim a,, mevcuttur ve (ii) sup|a,,| < oo,
n nv

A€ (L ly) © (ii) saglanir.

b) 1<p<owicgin A€ (lp,c) & (i) saglanir, (iii) supZIanvlp* < o,
n
=0

v

A € (L), 1) & (ii) saglanur.
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c) A€ (e c) e (i) saglanir veZlanvI serisi n'ye gore diizgiin yakinsaktir.

v=0

d) A€ (Il ls) © sup E |a,,| < o,
n
v=0

nekK

oo

e) A€ (o, 1) © sup {z

v=0

:KCN}<OO,

(Stieglitz ve Tietz 1977).

Asagidaki kosullart géz oniine alalim:

z ApyM™1

nekK

24

(0]

(a) sup z

v=0

:K € Nsonlu; < o

olacak sekilde M > 1 vardir.

dn
< 0

o _1
(b) sup Zn:o |anvM /v
v

olacak sekilde M > 1 vardir.

(c¢) Hervicin li;nam, mevcuttur.

(d) suplan,|? < .
nv

(e) sup X2 gla, M~ 1P» < oo
n

olacak sekilde M > 1 vardir.

(2.4)

(2.5)

2.1.5 Lemma A kompleks terimli bir sonsuz matris, (p,,) ve (q,) pozitif sayilarin

siurl iki dizisi olsun. Eger her v € N i¢in

(1) p, >1ise A € (I(p),]) & (a) saglanir.

@i p,<1lveq,=1liseA € (I(p), l(q)) © (b) saglanir.

@) p,<1liseA € (I(p),c) © (c) ve (d) saglanir.
(iv) p,<1lised € (I(p) lsw) © (d) saglanir.
(v) py, >1ise A € (I(p),c) © (c) ve (e) saglanir.
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(vi) p,>1iseAd € (I(p),lo) ©(e) saglanir (Grosse-Erdmann 1993).

Dikkat edilirse (2.5)’i pratikte uygulamak olduk¢a zordur. Sarigdl (2013)
tarafindan verilen asagidaki lemma, (2.5)’e denk olan daha kolay uygulanabilen bir
sart vermektedir.

2.1.6 Lemma A kompleks terimli bir sonsuz matris, (p,,) pozitif sayilarin sinirl

bir dizisi ve C = max{1,2%~1}, H = supp, olsun. Ayrica
v

o Pv
L,[A] = sup{ Zam, :KcN
v=0 Inexk
oo oo Pv
Up[A] = Z <Z|anv|>
v=0 \n=0

olsun. Bu durumda L, [A] < oo veya U,[A] < oo ise
(20)72U,[A] < Ly[A] < Uy[A]
esitsizligi saglanir (Sarigol 2013).

Kolayca goriilebilecegi gibi (2.4) yerine de asagidaki sonug alinabilir:

A€ (D) & ) Y la| <.

v=0n=0

2.1.7 Lemma X, AK o6zelligine sahip bir FK — uzayi, T {iggen matris, S bu
matrisin tersi ve Y, w’nin keyfi bir alt uzay1 olsun. Bu takdirde A € (Xr,Y) olmasi
icin gerek ve yeter sart her n i¢in A € (X, Y) ve her bir n i¢in V™ € (X, ¢) olmasidir.

Burada

dir, (Malkowsky ve Rakocevi¢ 2007).
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2.1.8 Lemma T bir liggensel matris ve X,Y < w olsun. Bu takdirde A €
(X, Y;) olmasi icin gerek ve yeter sart C € (X,Y) olmasidir. Burada C = TA yani her

nve k i¢in

tnjajk.
0

Cnk =

n
]:

(Malkowsky 1996).

2.1.9 Lemma Her T tiggensel matrisin bir tiggensel matris olan bir tek S ters

matrisi vardir ve her x € X i¢in
x=T(S(x)) = S(T(x))
dir (Wilansky 1984).

2.1.10 Lemma Eger (b(”)), (X,d) lineer metrik uzaymnin bir bazi, T bir
licgensel matris ve S onun tersi ise bu durumda (S(b™)) dizisi dr(z2) =

d(T(z),T(Z)) metrigine gore Z = X uzaymin bir bazidir (Jarrah and Malkowsky
2003).

2.1.11 Lemma FK — uzaylar1 arasindaki matris doniisiimleri siireklidir (Boos
& Cass 2000).

2.1.1 Teorem X,Y FK -uzayi, T: X — w stirekli lineer doniisim ve Yp =
{x € X : T(x) € Y} olsun. Budurumda Y; de bir FK —uzayidir. (Boos & Cass 2000).

2.1.2 Teorem (Hélder Esitsizligi) p >1 ve 1/, + 1/, =1 olsun. Eger

Yluy|?P < ove Y|y, |7 < ooise

S il < (Y lunl?) (Y hnle) ™

2.1.3 Teorem u ile v kompleks sayilar ve k > 0 olsun. Bu durumda k > 1

icin ¢, = 28 1 ve k < 1 i¢in ¢, = 1 olmak iizere

lu+vI* < e (lul*+ [v]*)

(Mitrinovié¢, 1970).
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2.2 Hausdorff Kompaktsizhk Olgiisii

2.2.1 Tammm S ve R, (X, d) metrik uzayinin herhangi iki alt kiimesi ve ¢ > 0
olsun. Eger her r € R igin d(r,s) < € olacak sekilde bir s € S varsa S’ye R’nin bir

€ —agi, eger S sonlu ise R’nin sonlu e-ag1 denir.

2.2.2 Tammm X ve Y Banach uzay1 olmak iizere ve L: X — Y lineer doniisiim
olsun. Eger X icindeki her sinirh (x,,) dizisiigin (L(x,)) goriintii dizisi Y’de yakinsak
bir alt diziye sahip ise L’ye kompakt operator adi verilir ve kompakt operatorlerin
smift C(X,Y) ile gosterilir.

2.2.3 Tammm Q, X metrik uzaymnmn sinirh bir alt kiimesi olsun. Bu durumda

Q’nun Hausdorff kompaktsizlik 6l¢iisii
x(Q) = inf{e > 0:Q, X icinde sonlu bir € — agina sahiptir},
sayist ile tanimlanir ve y’ye Hausdorff kompaktsizlik 6l¢iisii ad1 verilir.

Asagidaki lemmalar, [, uzaymin sinirh bir alt kiimesinin Hausdorff kompaktsizlik

Olciisiinii hesap etmek icin son derece faydalidir.

2.2.1 Lemma Q, X normlu uzayinin sinirli alt kiimesi ve 1 < p < oo olsun.

Eger X, [, yadacoise B: X — X, B, (x) = (X0, X1, X2, ..., X, 0,0,...) ise
x(Q) = lim sup [|(1 = B)(x)]],
=0 yeQ
(Rakocevic¢ 1998).

2.2.4 Tanmmm X ve Y Banach uzayi, y; ile y,, X ve Y ilizerinde Hausdorff
kompaktsizlik dlgiileri ve L: X — Y lineer operator olsun. Eger her sinirlhi Q < X alt
kiimesi i¢in L(Q) € Y smirlt ve y,(L(Q)) < M x,(Q) olacak sekilde pozitif bir M

sayist varsa L lineer doniigiimiine ()4, y»)-sinirhidir denir ve

LI xrx) = inf{M > 0:her simirh Q © X igin x2(L(Q)) < Mx1(Q) }

sayisina L’nin (1, x2)- kompaktsizlik lgiisii adi verilir. Ozel olarak y; = y, = x

i¢cin ”L”(x,x) = ||IL|, yazilir.
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2.2.2 Lemma X, Y Banach uzay1 ve L € B(X,Y) olsun. Ayrica Sy = {x €

X:|lx|| < 1}, X de kapali birim yuvari gostersin. Bu durumda
L1l = x(L(Sx))
ve
LecX,Y) e |Ll, =0,
(Malkowsky ve Rakocevic 2000).

223 Lemma X normlu bir dizi uzayr My, ile My sirasiyla X ve X
uzaylarindaki biitiin sinirlt kiimelerin smifin1 gostersin. Eger xr ile y, My, ile My
lizerinde Hausdorff kompaktsizlik 6l¢iileri ise bu durumda her Q € My, i¢in x7(Q) =

x(T(Q) olur. Burada T = (t,,) lggensel bir sonsuz matristir, (Malkowsky ve
Rakocevic 2007).
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3. MUTLAK EULER UZAYLARI

Bu kisimda mutlak Euler seri uzaylari tanimlanarak bu uzaylarin bazi kapsama
bagintilar1 ile cebirsel ve topolojik yapilari incelenecektir. Ayni zamanda bu uzaylarin
tizerindeki belirli matris doniistimlerinin karakterizasyonlar1 verilerek bunlarin

normlari ile Hausdorff kompaktsizlik olgtileri belirlenecektir.

Simdi p = (p,,) dizisini, 0 < infp, < o olacak sekilde pozitif terimli sinirlt

bir dizi olarak alalim. Ayrica p, > 1i¢in pi + i =1ve p, = 1ligcin pi* = 0 olsun.

Pn n

¢ = (¢,) pozitif terimli bir dizi olmak iizere |E£,|(p) mutlak Euler seri uzaymni,

|E”, ¢|(p) metodu ile toplanabilen serilerin kiimesi olarak tanimlayalim. Bu durumda

(2.3)’den dolay1 0 < r < 1 olmak iizere

|Eg| (@) = {a cw: ) BITNA AL <o
n=0

yazilabilir. Burada her n > 0 i¢in
A AL(s) = AR(s) — Af_q(s)

ve

[0e]

Al (s) = Z (Z) (1 —r)rkrks,, A" (s)=0

k=0

dir. Ayn1 zamanda gerekli islemler yapilirsa

Iy a -, 1men
nm =

0, m>n
olmak tizere
n k n-1 k
) — M\ o Nn—k,k _ n—1 n-1-k kz
AAT(s) = Z (k) A-r)""r Z anm ( I ) 1-r) r an,
k=0 m=0 k=0 m=0
n n n—-1 n-—1
= 2 Z ()@ =rrtrka, — ("% Na-ryrrkrka,
m=0 k=m m=0 k=m



m=1 \k=m
DI [k B CE R
= i OnmQm

m=1

bulunur. Ayrica r = q(1 + q)~dersek

n

Opm = (L + @' z q" [(Z ~ 1) —q(1+qt (Z)]

k=m

=+ ) [ (G2 -a (")
k=m

k

=qma+o (" 70)

= (:rll_— 11) (1 —r)nmym

olur. Buradan da T} (¢, p)(a) = ¢-/P* A AL(s) ve

;/pé, k=n=0
G2 = a7 (R 1) (A= krk, 1<k <n
0, k>n

dersek

n

T@n@=¢" ) (1) a-rrka = ) gpa

elde edilir. Su halde

|E§,|(p) = {a € w: Z

n=1

n
1/py n—1 o n—k..k
. Z(k_l)u r)nkrk g

k=1

veya (2.2) ifadesine gore |E;|(p) = (l(P)) 17 (p,p) Yazilabilir.
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Ayrica Lemma 2.1.9°dan dolay1 T7"(¢,p) tiggensel matrisinin tersi mevcuttur ve

ustelik bu matris

-1/pg Yy —
o e, k=n=0

Shi (b P) = ) oy Pk (7 D r—1"*r"1<k<n (3.2)
0, k>n

dir.

Eger burada 6zel olarak ¢ = 6 ve her birn € N i¢in p,, = p = 1 aliursa |E", 8, |, ve

p = oo igin |E", 0, toplanabilen serilerden olusan |Eg|, ve |Eg‘p|oo mutlak Euler
p

< oo}
< oo}

dir. Bu uzaylar ayn1 zamanda toplama alam tanimi geregince |Egl, = (I,)77 @) Ve

uzaylar elde edilir. Diger bir deyisle

[ole] n
|E5|p={a€w: Z G:l/p z

* n—1 _ .\n-m,.m
n=1 m=1

ve

(::l__ 11) A —-r)»™r™ma,,

n
6111/17 Z

m=1

Edpl_ = {a €w: sup

|Egloo = (o) 77 (0,p) SEKlinde yazilabilir.

Gosterimde kolaylik agisindan Bolim 3.1 ve 3.2 boyunca T (8,p) = T (p)

alalim.

31 |Egl, ve |E€’p|oo Uzaylarimin Ozellikleri ve Kapsama Bagintilari

Iy

Bu kisimda bu uzaylar arasindaki kapsama iliskileri ile izomorf oldugu uzaylari

ve bazlarini veren teoremleri ifade ve ispat edecegiz.

311 Teorem0<t<r<1lvel<p<q<ooolsun. Eger her n > 0 i¢in
m < 6, <M olacak sekilde m,M > 0 sabitleri mevcut ise bu durumda |Egl,

t
|E|.,-
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Ispat Once |E} |, © |E§ |p oldugunu gdstermek i¢in x € |Eg|, alalm. Bu

durumda (3.2) nedeniyle

TE)) = kz 0,7 (17 1) (- "k,

@) GTRETNE oo v
S (&) G- (S Toe
S8 (om0 () o
S (DY o

yazilabilir. p = 1 i¢in istenen agiktir. Eger p > 1 i¢in Holder esitsizligi uygulanirsa
teoremin hipotezlerinden

r
e

e s (1SS (2N (-9 1reer
; (m . ] r r

7SSy wer

(@S G reery. (-8
j=1 n=j

S Gyl <o
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elde edilir. Bu ise x € |E§|p yani |Egl, c |E§|p demektir. Ayrica |Eé|p c |E6|q’d1r.
Ciinkii, x € |Eg|p ise 1, C I, oldugundan T*(p)(x) € L, ve dolayisiyla T*(p)(x) €

- * q P
lg yani Y07, |9;/p AA,t1| < oo olur. Ayni zamanda her n igin
4a_49 * * q
M> @ (Bg/q IAAITfllq) < |071/p AA%|
oldugu gbz oniine alinirsa X € |Eé |q bulunur. Bu ise teoremin ispatini tamamlar.

Bu noktada |Eg |, uzaymin L, uzayindan iiretilmesi nedeniyle dogal olarak bu

iki uzay arasindaki iliskiyi sorgulamak gerekir. Asagidaki teorem direkt olarak bu
konuyla ilgilidir.

3.1.2 TeoremEger0 <r < 1,1 <p < oo ve (6,) € I, ise 1, C |Egl,.

Ispatx € L, alalm. p = 1 i¢in sonug agiktir. p > 1 i¢in (3.1) ifadesine Holder
esitsizligi uygulanirsa

1) p
Z|T,:(p>(x>|p— R G [CEb Lt e
n=1
p ® N
p* n—1 _ n-k.k p
<(sgpen) YT a=rrkrt

o n
g ~1 _
S(rsu 9)p n 1—r)vkek|x, P
p6,)" ) ) (o2 1) A=t

n=1k=1
ﬂ* [oe] [oe]
- (r sup Hn)p z r® %, |P z (Z : 1) (1—r)k
n k=1 n=k

=rP- 2(supH > leklp <

bulunur. $u halde x € |Eg|,, elde edilir. Bu isteneni verir.

Ote yandan r = 1 igin A AL = x,, oldugundan L, = |Eé|p olur. Boylece Teorem

3.1.2°den asagidaki sonu¢ hemen elde edilir.

3.1.1Sonu¢ Eger 0 <r < 1,1 <p < oo ve (8,) € I, ise |E§|p c |E§l,.
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3.1.3TeoremEger0 <r <1,1<p <oo ve (6,) €l ise e,  |Egl,.

Ispat x € ey, verilsin. x’in Euler doniisiimii t"(x) = (t;(x)) ile gosterilirse
t"(x) € L, ve ayrica

=) () = DR o)

n
k=0
olur. (Mursaleen ve dig. 2006, Altay ve dig. 2005). Buradan n > 2 i¢in

n

* -1 -
@ =627 ) (37 1) a =i
k=1
n k

= g}/"" kZl (o= ZO () e - vk
=" Y - ) 0 (R (5)
v=1 k=v

=67 N (M)A - g Y ot (1Y)
k=v

v=1

= 0" Y (h)a- r)”‘”tE(x)%z_:(—l)"(k +0) (")
v=1 k=0

=0," > (5)a- r)”-vtz(x)%{v 2(—1)" ")
v=1 k=0

+(n—v) Ay (—1)k+? (n B Z B 1)}
k=0

= 6,7 (6500 = (1= 1) th_4 (1))

yazilabilir. Su halde

D ITE P < 277wl {ZI COP + (=1 )| t;_l(xnp} <

bulunur. Bu ise e, c |Eg|, demektir.

Iy

Bu teorem ayni Euler doniisiimiinden farkli metotla Altay ve dig. (2005) ile
Mursaleen ve dig. (2006) tarafindan tanimlanan e}, uzayi ile yeni verilen |Eg|, uzay
arasindaki iligkiyi belirtmesi agisindan 6nem tagimaktadir.
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Simdi |E5'p|oo uzayl ile ilgili baz1 kapsama bagintilarin1 veren asagidaki
teoremleri verelim.

3.1.4 Teorem 0 <r < 1 ve (6,) € I, olsun. Bu durumda I, |E2;,p|OO ve

el C |E5'p|oo-

Ispat [, c |E5'p| oldugunu gosterelim. x € [, ve sup 6, = M olsun.
*® n

1 n
P n—1 _
or Z(k—l) (1 —r)rFrkx,

n
< Mr*sup {z (Z B 1) (1 —7r) ke suplxkl}
P 1 k

= M7 sup{(1 — 7 + )" r||x|| 0 }

1
= Me'r|lx|le

elde edilir. Bu ise ilk kismin ispatini tamamlar. Simdi t” (x) = (¢;(x)) x’in Euler
doniisiimiinii géstermek tizere Teorem 3.1.3’{in ispatina benzer olarak

n

L) =6y ) (1) (1 =)k

k=1
=07 ) - ) o (R ) ()
v=1 k=v

=" Y (D) - i(‘”"_” iy
= e#”"(t?(x) -(1-m t;_1<x>§=”
< MYP(th(x) — (1 = 1) -1 (%))
elde edilir ve bdylece
Ixlljg | = sUpITE@EO] < 0(1) supl (0] = ODllxle

bulunur.

3.15 Teorem 0<t<r<1ven=0 icin m< 60, <M olacak sekilde
m, M > 0 sabitleri mevcut ise |E§,| < |E§,] .

Ispat x € |Eg,p|oo alalim. Teorem 3.1.1’in ispatina benzer olarak
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T ) @)] = Ze,i“’* (P2 1) a-omren,
< M/P Z(z : 1) (1 — t)"ktk ]Z: 9,'_% (i‘ : 11> (r — 1)k—jr—ijr(p)(x)
(B0 @ B G o

()" e[y ()-8 Q)
j=1

M\YP" ¢t
=() 7wl @)

bulunur. Bu ise ispat1 tamamlar.

Ayrica 1 < p < o0 igin [, € I, oldugu géz Oniine almrsa |Egl, |E§’p|oo

oldugu goriiliir.

316 Teorem0<r <1 ve 1<p<oigin |E§|, ve |E(§’p|w uzaylari

p\ /P

(o]

Iy, = { beol? + )
14

n=1

n
1/p* n—1 _oNn—k. .k
6, E (k _ 1) (1 —r)" " r*x,

k=1

ve

n
p Z _p)nkk g,

k=1

||X|||E5p| = Sup

normlarina gore BK -uzayidir.

Ispat Biliyoruz ki [,ve 1 < p < o igin L, BK-uzayidir. Diger taraftan T" (p)
liggensel matris, |Egl, = (Ip)77(p) V€ |E(§p| = (o) 77 (p) Olduguna gore Wilansky
(1984) tarafindan verilen Teorem 4.3.2°ye gbre aym zamanda |Egl, ve |Eep|
uzaylar1 da birer BK-uzayidir.

3.1.7Teorem 0 <r < 1vel < p < o olsun. Bu takdirde,

) |Egly ile L, ve |Eg,p|oo ile I, izomorfik uzaylardir, yani |Egl, =1, ve
|E6'p|oo = |, dir.
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i0)

1, j=0n>0
pY) = Gfl/p* (7:11) r—D"/Ir™m1<j<n
0, j>n

esitligi ile taniml (b,(j )) dizisi |Eg|, uzaymin bir Schauder bazidur.
iii) |E5‘p|oo uzayinin Schauder bazi yoktur.

Ispat i) Ik kismun ispati i¢in |Eg |, ile [, ve |E6‘p| ile I, uzaylari arasinda
birebir 6rten ve normu koruyan bir doniisiimiin varligin1 géstermek yeterlidir.

n

* : -1 _
TE (P =0y 0, Ti (@ = 0" " (R A= Frkxy,n =1
k=1

olmak iizere T" (p): |Egl, — 1, ve T (p): |E(§,p|oo — Iy, doniistimlerini gdz oniine
alalim. Bu doniisiimlere tiggensel matris karsilik geldiginden lineer, birebir ve orten
oldugu agiktir. Ote yandan x € |Ej|, i¢in T"(p)(x) €1, ve x € |E6'p|oo icin
T"(p)(x) € l, olacagindan

Ixllgg), = 1" @CON, ve Ny | =177 @I

bulunur. Su halde T" (p) dontisiimii her iki durumda da normu korur. Bu da ispati

tamamlar.

ii) n. terimi 1, diger terimleri 0 olan dizi e™ olmak iizere (e(n)) dizisi 1,

uzayinin bazi ve S”(p), T (p)’nin ters doniisiimii olduguna gore Lemma 2.1.10°dan

dolay1 (S r(p)(e(j))) = (b,(lj )), |Eg |, uzaymin bir bazidur.

iii) lo uzaymin Schauder bazi mevcut olmadigindan |E5’p|Oo ‘nin bazi mevcut
degildir. Ciinkii aksi halde bir b = (br(lk)) bazina sahip olsayd1 her x € |E5’p|oo i¢in
y=T"(p)(x) € l, ve T"(p)(b®) = 5% olmak iizere

n
y—zzykﬂ“
k=0

olacak sekilde (S"(p)(yx)) skaler dizisi mevcut olurdu. Bu ise b® dizisinin [,
uzayinin bazi olmasi anlamina gelir ki, bu ise ¢eliskidir. Boylece ispat tamamlanir.

-0 (n—> x)

n
x= ) ST b®
k=0

.
* ‘Ee.p|oo
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3.18Teorem0<r<1lvel<p < oigin

*

o o P
Di(a) =<a € w: Z%(Z |(Z : 1) (r— 1)n—kr—nan|> < 00},

k=1

olsun. Bu durumda,
@ {IEglp}" = Di(w),

@) {lEgli}* = Dz (@),

(iii) {|Eg,p|oo}a = DI(a).

Ispat (3.1)’in ters doniisiimii goz oniine alinirsa D = (d,,;,) Matrisi

k

d, = {6;1/’0* (n B }) (r— 1) Fkrq,, 1<k<n
n _
0, k>n

olmak tlzere

it = kz 0" (P D) o - D T (D)) = kzl e TE (D) ()

yazilabilir. Buradan, her € |Eg|, i¢in T" (p)(x) € [, oldugu g6z niine alinirsa
a . .
ae€ {lEglp} © Vx € |Egl, i¢inax € 1
e De(l,l)

veya Lemma 2.1.2°den dolay1 denk olarak

o)

1 -
Za(; (Do) <o

k=1
olur. Bu ise (i)’in dogrulugunu gosterir.
Teoremin diger siklar1 da Lemma 2.1.3 ve Lemma 2.1.4 dikkate alinarak ispatlanir.

3.19Teorem0<r<1lvel <p < ooigin
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o)

DI(B) = {a € w: Her v icin Z (5 N 1) (r — 1)k vr=*q, yaklnsaktlr},

=V
m
Z — 1)kvr=kq,

k=v

m
k—1\,.  \k-v.—k
VZ(U_l)(r D* Vr~*a,
k=v

*

p

DJ(B) =<a € w: supz

v=1

< oo,

< oo},
m

Z — 1)*vr=kq,

k=v

DI(B) = {a € w: sup

Dy (B) = {a € w: i _L*
v=1

< o0 mye gore diizgiin yaklnsaktlr}

olsun. Bu takdirde
0 {IEs1,)" = DI(B) n D}(B),

i) (1E51Y = DI(B) N D5(B),
i) {58,1,) = 0 (8) 0 DB,

Ispat i) a€ {lEglp}ﬁ olmas1 igin gerek ve yeter sart her x € |Egl, i¢in
OrLq xxay) yakinsak olmasidir. W = (wyy,,,) matrisini

m

_ 0\ /7 Z (k B 1) (r — 1Dk Vr=*q,, 1<sv<m

v—1
k=v

0, v>m

Wmv

alalim. Bu durumda (3.1) ile tanlmh T" (p) doniistiimiiniin tersi mevcut oldugundan,

Zxkak—Zakze‘”” Do -k (me

Z 0,7 kz )= DR T (p) ()
= Z W TS (P) ()
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yazilabilir. Buradan gorilir ki a € {IEglp}ﬁ © W € (I,,¢). Su halde Lemma
2.1.4°den dolay1 {|E5|,}° = DI (8) n DI (B) elde edilir.
Teoremin diger siklar1 da benzer olarak ispatlanir.

3.1.10 Teorem0 <r <1lvel <p < oo igin

n

z (5 ~ 1) (r — Dk Vr*q,

k=v

n 1
D"(y) = {a € w: supz Gv”*
n
v=1

s

olsun. Bu takdirde

D {IE31,} = DI (),

i) {|Egli}Y = D3(B),

iii) {|E5.p|oo}y =D (y).

3.2  Mutlak Euler Uzaylar1 Uzerinde Matris ve Kompakt Operatérler

Bu kisimda |E5|p uzay1 tizerinde tanimlanan belirli matris doniisiimleri ile

kompakt operatorleri karakterize edilerek bu operatorlere karsilik gelen normlar ile

Hausdorff kompaktsizlik dlgiilerini veren teoremler ifade ve ispat edilecektir.

3.2.1 Teorem 1< q < oo, her n,v >0 i¢in A = (a,,) kompleks terimli

sonsuz matris ve W™ = (w ")) matrisi

{ a’nO) v = 0
m
W,(,Z? = ! Z (5 : 1) (r—1DFYr*aq,,1<v<m (3.3)
k=v
) v>m

olsun. Ayrica W = (w,,,) = (lim W,(,?U)) ve W = T"(q)W olsun. Bu takdirde 4 €
m

(|E5|1, |E5|q) olmasi igin gerek ve yeter sart

Her n,v > 0 i¢in wy,, mevcut (3.4)
sup W,(,?v) < (3.5)
m,v
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supZIanl" <o (3.6)
V =0
olmasidir. Eger A € (|E5 |1, |Eg Iq) ise bu takdirde A smurli lineer operatordiir, ayrica

0 1/q
p— W —_— W q
141155 151,) = 1 ., S‘;p{zo'an'}
n=

ve

© 1/q
. ~ |4
Il = lim su,p{ D 1wy } .
J

n=v+1

ispat A € (|E§|1, |ES|,) olmast igin gerek yeter sart A, = (@ny)ymo €
{IE§1,}P veher x € |E§|; igin A(x) € |E§|, olmasidir. Teorem 3.1.9°dan dolay1 4,, €

{IE|11}P olmas: igin gerek yeter ve sart (3.4) ve (3.5)’in saglanmasidir. Ayrica
herhangi keyfi R = (1,,) € (I, ¢) matrisi igin Y,;_, Ty Xy SErisi n’ye gore diizgiin

yakinsaktir. Ciinkii, bu serinin kalan terimi

oo
:E: Thw Xy

v=m

co
< suplril ) [l =0 (m - o)
n,v =

oldugundan n’ye gore diizgiin olarak sifira gider. Dolayisiyla

lim R, (x) = z limr,, x, (3.7)
n n
v=0

yazilabilir. Simdi T" (1) (x) nin ters dontisiimii géz 6niine alinirsa, (3.7) nedeniyle

m
A,(x) = lim Z Ani Xk
m
k=0

= anoTg (1)(x) + “Jlni [i (: _ 1) (r = DF"r™* ap | T (D)
v=1 Lk=v

= anoT¢ (D) + lim {i [i (f) B }) (r — 1)*-vy—k ank]

v=1 Lk=v
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5 B

v=m+1 Lk=v

}TJ( D(x)

= Z Wy Ty (1) (x)
v=0

= W, (T (D (x)).

yazilabilir. Bu durumda, y = T"(1)(x) dersek Teorem 3.1.7°den |Eg|; = I ve |Egl,
=|, olduguna gore her x € |E§|, i¢in A(x) € |Egl, © hery € licin W(y) € |Egl,,
yani W(y) = T"(q)(W(y)) € I, veya denk olarak W € (1,1,) dir. Bdylece Lemma

2.1.3’den (3.6) elde edilir. Bu ise teoremin birinci kisminin ispatini tamamlar.

Eger A € (|Eg|1,|Eg|q) ise |Egl, ile |Egl, BK -uzayr ve BK -uzaylan

arasindaki matris doniisiimleri sinirli oldugundan A sinirl operatordiir.

A operatoriiniin normunu belirlemek i¢in Teorem 3.1.7°den dolay1 bilinen
T"(1): |[Egly — Lve T(q): |Egly — [, izometrik izomorfileri dikkate almirsa A =

ST(q)oWoT" (1) olur ve dolayisiyla

4Gl
A (pry ey ) = SUP———
(|Ee|1'|Ee|q) x#0 ”x”|E6|1

|ST(@)oWoT™ (1) (x)| 2]

" e lxll g
v,
=TI,

= ”W”(l,lq)' (y = Tr(l)(x))
bulunur.

Son kismu ispatlamak i¢in |Eg |; uzayi i¢inde Q = S || birim yuvarini
1

alalim. Ayrica
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,\(v) {an, v<n
Wnj 0, n <.

olsun. Bu durumda x€Qey=T"(1)(x)€el ve aym zamanda A =
ST(q)oWoTT (1) esitiginden T (q)AQ = WT™(1)Q yazilabilir. Dolayisiyla Lemma

2.2.1, Lemma 2.2.3 ve Lemma 2.1.3 g6z Oniine alinirsa
41l = x(AQ) = x(T"(9)AQ) = x(W T"(1)Q)

= lim sup || = R)WO)II

V2% yerr(1)Q

= lim( sup ||W(")(y)||lq>

V=0 \yerm(1)Q
oo 1/q
. ~ 19
= lim sup{ Z |an| I
v—>00 ]
n=v+1
elde edilir Ki, bu da teoremin ispatin1 tamamlar.

Ayrica kompakt operatorler, Lemma 2.2.2 ve Teorem 3.2.1’in sonucu olarak

asagidaki sekilde kolayca karakterize edilebilir.

3.2.1 Sonug¢ Teorem 3.2.1’in sartlar1 altinda

A€ (IES |1, 1Eg | )kompakt operatordiir & lim sqp z |Wn]|

v—>00
n=v+1

3.2.2 Teorem 1 <p < oo, hern > 0 i¢cin W™ = ( (")) matrisini (3.3)’de
tanimlanan matris, W* = (wy,,,) = ( vl/p hrn W( )) veU =T"(1)W*(y) olsun. Bu

takdirde, A € (|Eg|p, |Eg|1) olmasi igin gerek ve yeter sart

Her n, v > 0 igin wy,, mevcut, (3.8)
- 1
14
supZ— w™
™ =1 O

*

i (i unv|> < (3.10)

n=0

< o, (3.9
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olmasidir. Ayrica A € (IEg lp) |Eg |1) ise A sinirli lineer operatordiir,
A r r =
I ”(|Ee|p'|59|1) ||U||( Ip.l)

ve

* l/p

) () 14
1.
4l = lim > | D
j=0 \n=v+1
olacak sekilde bir 1 < & < 4 vardur.
ispat A € (IE§l,, |E5];) olmast igin gerek yeter sartlar A, = (@ny)yeo €
{lEglp}ﬁ ve her x € |Egl, i¢in A(x) € |Eg|; olmasidir. Teorem 3.1.9°dan dolay:

(Any)peo € {lEer |p}ﬁ olmasi igin gerek ve yeter sart (3.8) ve (3.9) kosullarinin

saglanmasidir. Keyfi bir R = (13,,) € (I, ¢) matrisi alalim.

[e's) [e) 1/p* [e'e) 1/p
z T Xp| = < Irnvlp*> (2 |xv|p> -0 (m — )
v=m v=m v=m

olup Y.oLo T Xy Serisinin kalan terimi n’ye diizgiin olarak sifira gider. Yani bu seri

n’ye gore diizgiin yakinsaktir. Boylece

lim R,,(x) = Z limr,, x, (3.11)
n n
v=0

yazilabilir. T7(p)’nin ters doniisiimii (3.11) ile birlikte g6z oniine alinirsa

m
An(X) = llmz AnkXk
m
k=0

1 mrm 1
' . > (k—1 o r
= a8, TE(P)@) +1glnz[2 0,” (71 = DFr oy | @@
v=1 Lk=v
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1 ® 1
= a0, TE(PICO) + ) 0,7 limwii) 77 () ()
v=1

- i Wi T3 (P) ()

=W, (T"(p)(x))

elde edilir. Ayrica, Teorem 3.1.7°den |Eg|; = L ve |Egl, =1, olduguna gére y =
T"(p)(x) olmak {izere, her x € |Egl, icin A(x) = W*(y) € |Egl, & Her
T"(p)(x) €1, icin U=T"(DW*(y) €, yani U € (I,,1) *dir. Eger U matrisine,
Lemma 2.1.2 uygulanirsa (3.10) kosulu elde edilir. Boylece ispatin ilk kismi

tamamlanir.

Eger A € (IEglp, |E5|1) ise bu takdirde |Eg|, ve |Egl;, BK-uzay1 oldugundan

A operatori sinirhdir. Diger taraftan, A = S”(1)oUoT" (p) olup dolayisiyla

IACO gz

AN gy oz ) = SUP—i—
(|Ee|p'|E9|1) x#0 ”x”|E6|

14

IST(1)oUOT™ () Clljsy|

= sup
x#0 ”x”|56|p
1UGM;
- = 104y (7 = T @G0
o T, (& =T OI)

bulunur.

Nihayet teoremin son kisminin ispat1 ig¢in Q = S E5| Ve
14

ﬁ(v)— unj, v<n
nj 0, n=>v

olsun. A = S"(1)oUoT" (p) olduguna gore T"(1)AQ = UT" (p)Q yazilabilir. Su
halde

lAll, = x(AQ) = x(T"(1DAQ) = x(U T"(p)Q)
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= lim < sup || — Pv)(U(y))”l>

V=0 \yer"(p)Q
=lim< sup ||L7<”)(y)||l>
=0 \yer"(p)Q

p* l/p

o (o)

SN

j=0 “\n=v+1
bulunur.

3.2.2 Sonug¢ Teorem 3.2.2’nin sartlar1 altinda

1/p

[e's) [e's) p*
A€ (IEglp, |E5|1) kompakttir < gim Z( z |unj|> =0.
j n

j=0 =v+1
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4.|E%|() UZAYININ BAZI OZELLIKLERi VE MATRIS
KARAKTERIZASYONU

Bu boliimde, 3. bolimde tanimlanan |E§,|(p) uzaymin dual, baz, izomorfizm

gibi baz1 cebirsel ve topolojik ozelliklerini inceledikten sonra bu uzay tizerindeki

matris doniisiimlerinin karakterizasyonlarini verecegiz.

4.1 Teorem 0 < r < 1ve p = (p,) pozitif sayilarin siurlt bir dizisi olsun.

@) |E§, | (p) kiimesi dizilerin toplama ve skalerle carpma islemlerine gore bir lineer

uzaydir. Ayrica M = max{1, supp, } olmak iizere

1) 1/M
Il g ) = (Zm(cpn. p)(x>|pn)
n=0

paranormu ile birlikte bir FK —uzayidir.

(b) |E(Z|(p) ile I(p) izomorfik uzaylardir.
(©) (b,(:’)) = ST (¢, p)(e™) dizisi, |E§,|(p) uzaymin Schauder bazidir.

(d) |E§) |(p) uzay1 ayrilabilirdir.
ispat

(@ |E(Z|(p) uzayiin lineer uzay oldugunu gostermek rutin bir islem oldugundan
ispat verilmemistir. Diger taraftan T" (¢, p) bir iggensel matris, |E;|(p) =
(@) r7(¢pp) V& L(p) bir FK-uzay1 oldugundan Wilansky (1984) nin Teorem
4.3.2’ye gore |E$|(p) uzay1 bir FK- uzayidir.

(b) |E§,|(p) ile I(p) uzaylar1 arasinda birebir, orten, paranormu koruyan bir
dontistimiin bulundugunu gostermek yeterlidir. (3.1) ile taniml

T" (¢, p): |Ep|(0) — 1(p)
dontigiimiinii ele alalim. Bu doniisiime karsilik gelen matris tiggensel matris

oldugundan T7 (¢, p), birebir, orten bir lineer doniisiimdiir. Ayrica her x €
|E;|(p) icin T" (¢, p) (x) € l(p) olduguna gore
j— T
Il g ) = 17 (& Yl
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dir. Yani T" (¢, p) doniisiimii paranormu korur, bdylece ispat tamamlanmis
olur.

(c) €™, v.terimi 1 ve diger terimleri 0 olan diziyi gdstermek iizere (e ™), I(p)

uzaymin Schauder bazi oldugundan Lemma 2.1.10 nedeniyle

(827) =570, p) (™) = (Z so(¢n, D) e“”)

v=0

dizisi |E A |(p) uzaymin bir Schauder bazidur.

(d) |E§,|(p) sayilabilir yogun bir Schauder bazina sahip olmasi nedeniyle
ayrilabilirdir.

4.2 Teorem 0 <r < 1igin

oo oo Py
DI ={a€w:aM> 1,2 (2|M—1b§§’)an|> <ol
v=0 \n=v

D] = {a € w:3IM > 1, supM‘l/p”Z|br(l")an| < oo},
v

n=v

D} = {a € w: Z bPa, hervigin yakmsak},

n=v

n
Dy =<5a € w:IM > 1,supz
n v=1

n
ZM‘lb,(:)ak < o0y,
k=v

n Pv

Z b,gv)ak

k=v

< ¢

D = {a € w: sup

n,v

olsun. Eger her v > 0 igin
i p, > tise {|E5|)" = 1. {|E}| @) = D3 n D}, {|EG|(0)Y = DI,
i, p, <1ise {|E5|@)" = b, {|E5 ) = Dy n DL, {|EL| @) = DE.

Ispat Tekrardan kagmmak igin sadece |E£|(p) uzaymin £ -dualini

hesaplayacagiz. Bunun i¢in D = (d,,,,) matrisini
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0, v>n

olarak alalim. Dual uzaymn tanimindan dolay1 a € {|E§,|(p)}ﬁ olmasi i¢in gerek ve

yeter sart her x € |E§,|(p) i¢cin ax € cs olmasidir. Eger ters doniisim goz Oniine

alinirsa
n
—7r -1/p%
z arxy = Tg (P, p)P, " °ay

n k
+ Z ay z b 1/PY (ﬁ - 1) (r — D 2r=KT7 (b, p)
k=1

yazilabilir. Ayrica x € |E£|(p) icin T" (¢, p) € l(p) olduguna gore, a € {lE;l(p)}B
olmasi i¢in gerek ve yeter sart D € (I(p),c) olmasidir. Buradan da Lemma 2.1.5
nedeniyle p, > 1igin {|E5|@)}° = D5 n D} ve p, <1igin {|E5|(®) = DIn
D¢ elde edilir.

4.3 Teorem A = (ay,,) kompleks sayilarin sonsuz bir matrisi, (¢,,) ile (y,,)
pozitif sayilarin dizisi, (p,,) ile (g,) her nigin p, < 1ve q, = 1 sartlarin1 saglayan

pozitif sayilarin smirh dizileri olsun. Ayrica A matrisini

any = Z bj(V)anj
j=v

esitligi ile tamimlayalm ve F =T"(y,q)A olsun. Bu takdirde A €
(151,

Ey, | (q)) olmasi i¢in gerek ve yeter sart her n > 0 igin
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V v icin z bPa,. yakinsak, (4.1)

k=v
m Py

sup Z bPay| < oo, (4.2)

m,v k=v

ve
> 1 dn
supz ’M rof| < oo (4.3)
v

n=0

olacak sekilde bir M > 1 sayis1 vardir.

ispat Her n icin p, <1 ve q,, = 1 olsun. V™ matrisi her n > 0 i¢in

v

0, v>m

ve |E§,|(p) = (L(P))17(¢,p) 0ldugu goz dniine alnirsa Lemma 2.1.7°den dolay1 A €
(IE5 1@,

|E31(@) = (@)1 pgy Olduguna gore A € (1), |E}|(@) & F=T"(,q)A €

(l(p), l(q)). Boylece V™ ve F matrislerine sirasiyla Lemma 2.1.5 (iii) ve (ii) sartlart

Em(q)) o A€ (l(p),|E17,|(q)) ve VM e (I(p),c). Ote yandan

uygulanirsa istenen elde edilir.

4.4 Teorem A = (a,,) kompleks sayilarin sonsuz bir matrisi, (¢,,) ile ()
pozitif sayilarin dizisi, (p,) ise her n i¢in p,, > 1 kosulunu saglayan pozitif sayilarin

siurli  bir dizisi olsun. Ayrica H =T"(,1) A alalm. Bu takdirde A€

(lEZ{, | (p), |EIZ | (1)) olmasi igin gerek ve yeter sart her n € N igin

o)

V v icin Z bPa,. yakinsak, (4.4)
k=v

m
Z M_lbl(cv)ank
k=v

*

Dy
< oo, (4.5)

m

w3
m
v

=0
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ve

o

i <2|M1hnv|>p; < oo (4.6)
v=0

n=0
olacak sekilde M > 1 sayisi mevcut olmasidir.
Ispat Her n i¢in p,, > 1 olsun. |E§,|(p) = (L(P))r7(¢,p) Oldugu gdz Oniine
alinirsa, V™ ve A, Teorem 4.3’de verilen matrisler olmak itizere Lemma 2.1.7°den
dolayr 4 € (|E}| (), |E}|(D) & A€ (1), |Ef|(1)) ve v € (i(p), ) olur.

Ayrica |E§,|(1) = (D771 olduguna gore, A€ (l(p),|ElZ|(1)) S H=

T"(, 1A € (I(p), ). Dolayisiyla V™ ve H matrislerine Lemma 2.1.5 uygulanirsa,

Lemma 2.1.6 ile birlikte teoremin ispati tamamlanur.
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5. SONUC VE ONERILER

Son zamanlarda Riesz, ¢arpimsal, Norlund, Cesaro gibi 6zel matrislerinin [,,,
l, c ve I(p) uzaylarindaki toplama alani olarak tanimlanan dizi uzaylar1 ve Euler

toplanabilen dizi uzaylari birgok yazar tarafindan ele alinmistir. Bu tezde mutlak Euler
toplanabilme metoduyla toplanabilen |E§l,, |E§,| ve |EG|(p) seri uzaylan

tanimlanarak kapsama bagintilari, izomorfizm, dual, baz, norm, paranorm gibi cebirsel

ve topolojik yapilari incelenmistir. Ayrica bu uzaylar tlizerinde tanimli belirli matris

doniistimleri karakterize edilerek |Eg]|, ve |E5p| uzaylarmin operatér normlari ile
’ co

Hausdorff kompaktsizlik dlgiileri belirlenmistir.
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