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LINEER KESIRLI INTEGRO-DIiFERANSIYEL DENKLEMLERIN
LAGUERRE POLINOMLARI iLE SAYISAL COZUMLERI
DOKTORA TEZi
DILEK VAROL BAYRAM
PAMUKKALE UNIVERSITESI FEN BiLIMLERI ENSTIiTUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

(TEZ DANISMANI:PROF. DR. AYSEGUL DASCIOGLU)

DENIZLi, OCAK - 2019

Bu caligma bes ana boliimden olusacak sekilde organize edilmistir. Birinci
boliimde, kesirli integro-diferansiyel denklemler ve Laguerre polinomlar ile ilgili
literatiir bilgileri ile ¢6zliimii aranan kesirli integro-diferansiyel denklemin genel
hali verilmistir. Ikinci boliimde, kesirli tiirev tanimlar1 ve Ozelliklerine yer
verilmistir. Uciincii  boliimde, Laguerre polinomlarmin &zellikleri verilmis,
Laguerre polinomlarinin Caputo kesirli tiirevi ve uyumlu kesirli tiirevi igin
bagintilar elde edilmistir. Dordiincti boliimde, lineer kesirli Fredholm integro-
diferansiyel denklemler i¢in Laguerre polinomlarina dayali bir siralama yontemi
gelistirilmis ve bu yontemin uygulamalarina yer verilmistir. Son boliimde ise lineer
kesirli  Fredholm-Volterra integro-diferansiyel denklemler igin Laguerre
polinomlart iizerine bir siralama yontemi sunulmus ve bu yontemin dogrulugunu,
uygulanabilirligini ve verimliligini géstermek i¢in ¢esitli 6rnekler ele alinmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Kesirli integro-diferansiyel denklem, Laguerre
polinomlari, siralama yontemi.



ABSTRACT

NUMERICAL SOLUTIONS OF LINEER FRACTIONAL INTEGRO-
DIFFERENTIAL EQUATIONS BY LAGUERRE POLYNOMIALS
PH.D THESIS
DILEK VAROL BAYRAM
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS

(SUPERVISOR:PROF. DR. AYSEGUL DASCIOGLU)

DENIZLi, JANUARY 2019

This study is organised as five main chapters. In the first chapter, the
literatures on the fractional integro-differential equations and Laguerre
polynomials, and the general form of the fractional integro-differential equation that
will be solved are given. In the second chapter, the definitions and the properties of
the fractional derivatives are introduced. In the third chapter, the properties of the
Laguerre polynomials are given and the relations for the Caputo and conformable
fractional derivatives of Laguerre polynomials are obtained. In the fourth chapter,
a collocation method based on the Laguerre polynomials is developed for the linear
fractional Fredholm integro-differenatial equations and the applications of this
method are given. In the last chapter, a collocation method based on the Laguerre
polynomials is presented for the linear fractional Fredholm-Volterra integro-
differenatial equations and some examples are discussed to demonstrate the
accuracy, applicability and the efficiency of this method.

KEYWORDS: Fractional integro-differential equation, Laguerre polynomials,
Collocation method.
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1. GIRIS

Integro-diferansiyel denklemler 1930 yilinda ilk olarak Vito Volterra
tarafindan ortaya atilmistir. Volterra, integro-diferansiyel denklemleri bilinmeyen
fonksiyonun tiirevlerini ya da integral isareti altinda bilinmeyen fonksiyonu,
tirevlerini veya ikisini birden i¢eren denklemler olarak tanimlamistir. Kesirli analiz
kavraminin dogusunun ise ilk olarak 1695 yilinda L'Hopital tarafindan Leibniz’e
yazilan bir mektupta ortaya atilan bir sorudan kaynaklandigina inanilmaktadir. Bu
sorudan sonra ylizyillar boyu bu kavram iizerinde calismalar yapilmis ve 1900’li

yillara gelindiginde kesirli tiirev kavrami biiytik dl¢lide netlik kazanmustir.

Integro-diferansiyel denklemlerin Volterra tarafindan tanimlanmasindan
yaklasik yarim asir sonra ilk kesirli integro-diferansiyel ¢aligmalar1 ortaya ¢ikmaya
baslamistir. Kesirli integro-diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde kullanilan
yontemler incelendiginde ilk olarak Boyadjiev ve dig. tarafindan 1997’de Tau metodu
yaklasimi ve 1998’de parametrelerin degisimi yontemi ile Serbest Elektron Lazeri
denkleminin niimerik ¢6ziimlerine ulasildigi goriilmiistiir. Daha sonra Cuesta ve
Palencia (2003) kesirli mertebeden integro-diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in
kesirli yamuk kuralini, Rawashdeh (2006) polinom egri fonksiyonlarini kullanarak
siralama yontemini, Momani ve Noor (2006) ile Mittal ve Nigam (2008) Adomian
ayrigtirma yontemini, Al-Jamal ve Rawashdeh (2009) open Newton-Cotes formiiliinii
kullanmislardir. Bu donemden sonra daha yogun calisilmaya baslanan kesirli integro-
diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in kullanilan yontemler arasinda siklikla
kullanilan siralama yontemidir; bu yontemde yardimci olarak Chebyshev polinomlari
(Sweilam ve Khader 2010, Zhu ve Fan 2012, 2013, Setia ve dig. 20143, 2014°, Nemati
ve dig. 2016, Wang ve Zhu 2016), Legendre polinomlar1 (Saadatmandi ve Dehghan
2011, Mokhtary 2015, Taheri ve dig. 2017, Sharma ve dig. 2018), hibrit fonksiyonlar
(Ma ve Huang 2013), Bessel fonksiyonlar1 (Parand ve Nikarya 2014, Ordokhani ve
dig. 2016), Jacobi polinomlar1 (Eslahchi ve dig 2014, Yang ve dig. 2014, Ma ve Huang
2014), parcali polinomlar (Zhao ve dig. 2014), Genocchi polinomlar1 (Loh ve dig.
2017) ve sinc fonksiyonlari (Alkan ve Hatipoglu 2017) kullanilmigtir. Ayrica,

kullanilan diger yontemler kesirli diferansiyel dontisiim yontemi (Arikoglu ve Ozkol



2009, Nazari ve Shahmorad 2010), genellestirilmis diferansiyel doniisiim yontemi
(Ertiirk ve Momani 2010), varyasyonel iterasyon yontemi (Kurulay ve Secer 2011,
Nawaz 2011, Sayevand 2015, Elbeleze ve dig. 2016), operasyonel Tau yaklasimi
(Karimi Vanani ve Aminataei 2011), Taylor yaklagimi yontemi (Huang ve dig. 2011,
Giilsu ve dig. 2013), homotopi analiz yontemi (Awawdeh ve dig. 2011, Zhang ve dig.
2011, Abbasbandy ve dig. 2013), operasyonel Tau yontemi (Mokhtary ve Ghoreishi
2011), Legendre dalgacik yontemi (Rawashdeh 2011, Meng ve dig. 2015, Yi ve dig.
2016), homotopi pertiirbasyon yontemi (Nawaz 2011, Sayevand ve dig. 2013, Elbeleze
ve dig. 2016), treten (reproducing) ¢ekirdek yontemi (Bushnaq ve dig. 2013, Jiang ve
Tian 2015), operasyonel matris yontemi (lrandoust-pachkin ve dig. 2013), He’nin
varyasyonel iterasyon yontemi (Irandoust-pachkin ve Abdi-mazraeh 2013), Haar
dalgacik yontemi (Lepik 2009, Saaedi 2013), en kiigiik kareler yontemi (Mohammed
2014, Mahdy ve Shwayyea 2016, Oyedepo ve dig. 2016, Rahimkhani ve dig. 2017),
sapka fonksiyonlar1 yontemi (Li 2014, Nemati ve Lima 2018), CAS dalgacik yontemi
(Sacedi ve dig. 2011, Yi ve Huang 2014), Jacobi spektral Galerkin yontemi (Yang
2015), quadrature kurallari (Nazari Susahab ve dig. 2015), ayrik Galerkin yontemi
(Mokhtary 2016), Legendre dalgacik Petrov Galerkin yontemi (Sahu ve Saha Ray
2016), kesirli yari-spektral integrasyon matrisleri (Tang ve Xu 2016), analitik Lie grup
yaklagimi (Pashayi ve dig. 2017), B-spline operasyonel matrisi (Ismaeelpour ve dig.
2017), lineer, kuadratik ve kuadratik-lineer semalar (Kumar ve dig. 2017), Euler
dalgacik yontemi (Wang ve Zhu 2017), kesirli kuvvet serileri semas1 yontemi (Jaradat

ve dig. 2018) olarak siralanabilir.

Bu tezde lineer kesirli Fredholm-Volterra integro-diferansiyel denklemlerin

¢Oziimii arastirilacaktir. Bu problem en genis haliyle asagidaki gibi verilebilir:

b

m l
> pIDY@ + Y @y = g6 + 4 [ F0y@de +
i=0 =0

a
X

+1, J V(x, t)y(t)dt, a<x<bh,

a

v—1
ZBjky(k)(ﬁjk) =u;, Jj=0L.,v—-1 vy —1<a<v.
k=0



Burada v; € Z*,m,l € N; 44, ;, Bjy, Bjr, 1j € R, max <(Or£1iasl>7(nvi) , l) =vve g(x),
F(x,t), V(x,t), pi(x), q;(x) bilinen fonksiyonlardir. Ayrica, y(x) bilinmeyen
fonksiyonu, y® (x), y(x)’in tam say1 mertebeden tiirevlerini ve D%y (x), y(x)’in
kesirli tiirevlerini ifade eder. D% y(x) tirevinin tanimi tezde yer aldigi boliime goére
y(x) fonksiyonunun Caputo kesirli tiirevi ya da uyumlu (conformable) kesirli tiirevi
olarak degisebilmektedir.

Bu problemin ¢oziimleri i¢in Laguerre polinomlarina dayali bir siralama
yontemi gelistirilmistir. Tanim araliklarinin genisligi, kolay tlirevlenebilme ve
integrallenebilme ozellikleri sayesinde polinomlar ve polinom yaklasimlari
uygulamali matematik alaninda sik¢a kullanilir. Bunlardan Laguerre polinomlar1 yillar
boyunca birgok denklemin ¢oziimiinde kullanilmistir. Bu denklemlerden o6zellikle
integro-diferansiyel denklem olanlar incelendiginde Laguerre polinomlari yardimi ile
¢ozlilmiis integro-diferansiyel denklemler Altarelli-Parisi denklemi (Kobayashi 1995),
Dokshitzer-Gribov-Lipatov-Altarelli-Parisi denklemi (Schoeffel 1999), Q2 evolution
denklemi (Kumano ve Nagai 2004), Amerikan opsiyon modeli (Golbabai 2012),
Fredholm integro-diferansiyel denklemler (Giirbiiz ve dig. 2014), pantograf tipi
Volterra integro-diferansiyel denklemler (Yiizbas1 2014), yiiksek mertebeden lineer
Fredholm integro-diferansiyel denklemler (Baykus Savasaneril ve Sezer 2016), lineer
olmayan kismi integro-diferansiyel denklemler (Giirbiiz ve Sezer 2017%), parabolik
tipli Volterra kismi integro-diferansiyel denklemler (Al-Zubaidy 2013, Giirbiiz ve
Sezer 2017°) ve delay kismi fonksiyonel diferansiyel denklemler (Giirbiiz ve Sezer
2017°) olarak siralanabilir.

Ayrica, Ozellikle son yillarda Laguerre polinomlarinin kesirli denklemlerin
¢oziimiinde yaygin olarak kullanildig1 s6ylenebilir. Laguerre polinomlar: kullanilarak
¢oziimii verilen kesirli denklemler Altarelli-Martinelli denklemi (Rezaei ve Boroun
2011), uzay ve zaman kesirli Fokker-Planck denklemi (Karimi Vanani ve Aminataei
2012), lineer ¢oklu-mertebeli kesirli diferansiyel denklemler (Bhrawy ve Taha 2012),
kesirli gecikmeli diferansiyel denklemler (Khader 2013?), lineer ve lineer olmayan ¢ok
terimli kesirli diferansiyel denklemler (Abdelkawy ve Taha 2014) olarak verilebilir.
Bunlarin yan1 sira genellestirilmis Laguerre polinomlar1 yardimiyla ¢oziilen
denklemler kesirli dalga denklemi (Sweilam ve dig. 2015), kesirli Riccati diferansiyel
denklemi (Khader ve dig. 2014), genellestirilmis kesirli pantograf denklemi (Bhrawy

ve dig. 2014?), lineer ve lineer olmayan ¢ok terimli kesirli diferansiyel denklemler
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(Khader ve dig. 2012, Bhrawy ve dig. 2013% Baleanu ve dig. 2013%, Yang ve Ma
2018), lineer kesirli Klein-Gordon denklemi (Khader 2013P), lineer ve lineer olmayan
kesirli diferansiyel denklemler (Bhrawy ve dig. 2013°, Bhrawy ve dig. 2014°,
Aboelenen ve dig. 2017, Huang ve dig. 2018) seklinde siralanabilir. Modifiye
genellestirilmis Laguerre polinomlarimin kullanildigi denklemler incelendiginde lineer
ve lineer olmayan kesirli diferansiyel denklemler (Bhrawy ve dig. 2012), lineer ve
lineer olmayan cok terimli kesirli diferansiyel denklemler (Baleanu ve dig. 2013P),
degisken mertebeli diferansiyel denklemler (Zaky ve dig. 2018), kesirli neutral
fonksiyonel diferansiyel denklem (Bhrawy ve dig. 2014°) gibi denklemlerin
cozlimlerinin bu polinomlar yardimiyla elde edildigi goriilmiistir. Son olarak,
modifiye Laguerre dalgacik yontemi ile lineer ve lineer olmayan gecikmeli kesirli
diferansiyel denklemler (Igbal ve dig. 2015), kesilmis modifiye Laguerre polinomlari
yardimiyla lineer ve lineer olmayan cok terimli kesirli diferansiyel denklemler

(Bhrawy ve Alghamdi 2013) ¢oziilmiistir.

Biitin bunlar incelendiginde Laguerre polinomlarimin kesirli integro-
diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde sadece Mahdy ve Shwayyea (2016) tarafindan
en kiigiik kareler yontemi ile lineer kesirli Fredholm integro-diferansiyel denklemlerin
¢Ozlimii igin kullanildig1 goriilmiistiir. Boylelikle literatiirde kesirli Fredholm-Volterra
integro-diferansiyel denklemler i¢in Laguerre polinomlar: kullanilarak herhangi bir
calisma yapilmadigi gozlemlenmistir. Bu yiizden bu tezin asil amaci1 Caputo kesirli ve
uyumlu kesirli lineer Fredholm-Volterra integro-diferansiyel denklemler igin Laguerre

polinomlar1 yardimi ile bir siralama yontemi sunmaktir.



2. KESIRLi TUREVLER VE OZELLIiKLERI

Kesirli analiz kavraminin 1695 yilinda L'Hospital tarafindan Leibniz’e yazilan
bir mektupta ortaya atilan bir sorudan kaynaklandigina inanilmaktadir. Bu mektupta
dy

L’Hopital, Leibniz'in dogal sayr n. mertebeden tiirevi i¢in gegerli olan —

notasyonunun n = 1/2 oldugunda anlamimi aramaktadir. Leibniz, 30 Eylil 1695
tarihli cevabinda L'Hospital'e sOyle yazmistir: "Bu asikar bir paradokstur ama bu
paradokstan bir giin faydali sonuglar elde edilecektir.”. Kesirli tiirevin bundan sonraki
her hangi bir baglamda bahsi 1730’da Euler, 1772’de Lagrange, 1812°de Laplace,
1819°da Lacroix, 1822’de Fourier, 1832°de Liouville, 1847°de Riemann, 1859’da
Greer, 1865’te Holmgren, 1867°de Griinwald, 1868’de Letnikov, 1869’da Sonin,
1884°te Laurent, 1888’de Nekrassov, 1890°da Krug ve 1917°de Weyl tarafindan
yapilmistir. Aslina bakilirsa, S. F. Lacroix 1819’da basilan 700 sayfalik “Traite du
Calcul Differentiel et du Calcul Integral” kitabinin ikinci basiminda iki sayfay1 kesirli

analize ayirmis ve sonunda kesirli tlirev i¢in

dv% v
esitligini gostermistir (Kilbas 2006).

Bundan sonraki donemde bircok kesirli tlirev tanimi ortaya atilmis ve
calismalarda kullanilmistir. Bunlardan bazilar1 Liouville, Riemann-Liouville, Caputo,
Griinwald-Letnikov, Weyl, Marchaud, Hadamard olarak siralanabilir (Oliviera 2014).
Literatiirde var olan tanimlara ek olarak 2014 yilinda Khalil ve dig. tarafindan
conformable (uyumlu) kesirli tiirev adi altinda yeni bir kesirli tiirev tanim1 ortaya
atilmistir. Calismalarimizda yukarida bahsi gecen tiirevlerden Caputo kesirli tiirev
veya uyumlu (conformable) kesirli tiirevi iceren denklemlerin ¢ziimii arastiritlmaya

calisilmistir.

Bu boliim genel olarak tezde kullanilan tanimlara ve 6zelliklerine ayrilmistir.
Boliim 2.1°de bazi temel fonksiyonlarin tanimlarina, B6liim 2.2°de bazi bilinen kesirli
tiirevlerin tanimlarina, Boliim 2.3’te Caputo kesirli tiirevinin tanimina ve 6zelliklerine,

Boliim 2.4’te uyumlu kesirli tiirevin tanimina ve 6zelliklerine yer verilmistir.



2.1 Temel Kavramlar

Bu kisimda bundan sonraki boliimlerde kullanilacak olan temel fonksiyonlarin

tanimlar1 verilmistir.

2.1.1 Tamim (Euler gamma fonksiyonu) Re(z) > 0 olmak iizere

[} 1
I'(z) = f ettt = f(log 1/t)? 1dt
0 0

integralleri Euler gamma fonksiyonu olarak tanimlanir (Erdelyi 1953). Bu

fonksiyonun sagladigi bazi fonksiyonel denklemler agsagidaki gibi siralanabilir:

1) I'(z) = él‘(z +1)yadaT(z + 1) = zI'(2)
2) T(z+n)=zz+1D(z+2)..(z+n—-1DI'(z), ne Z*
3) Tn+1)=n!, ne N,

2.1.2 Tanmmm (Mittag-Leffler fonksiyonu) Tek degiskenli Mittag-Leffler

fonksiyonu E, (z) ile gosterilir ve

Ea(2) = ’; T(ak + 1)

seklinde tanimlanir. Cift degiskenli Mittag-Leffler fonksiyonu ise « > 0 ve >0

olmak tizere asagidaki gibi tanimlanir

Bap() = RZO F(ak + )

Burada, E,1(z) = E,(z) ve E1,(z) = E1(z) = e” esitliklerinin saglandig1 goriiliir
(Erdelyi 1953).

2.1.3 Tanim (Kummer fonksiyonu, confluent hipergeometrik fonksiyon)
a € R, —b & N olmak lizere

r(b) ~ I'(a + k) z
(@) & T(b +k) k!

Fi(a; b; z) =



kuvvet serisine confluent hipergeometrik fonksiyon denir. Bu kuvvet serisi biitiin

kompleks eksen i¢in yakinsaktir (Abramovitz 1965).

2.1.4 Tanmmm (Gauss hipergeometrik fonksiyon) a,b € R, —c & N olmak
lizere

I(c) ~T(a+ k)T +k) z*

Fi(a,b;c;z) = MM L™ Te+k) k!

kuvvet serisine Gauss hipergeometrik fonksiyon denir. Bu kuvvet serisi |z| <1

esitsizligini saglayan z € C i¢in yakinsaktir (Abramovitz 1965).

2.2 Kesirli Tiirev Tanimlar1

Bu boliimde siklikla kullanilan kesirli tiirev tanimlarina yer verilmistir.

2.2.1 Tamim (Riemann-Liouville Kesirli Tiirevi) —co < a < b < oo reel
eksen tizerinde sonlu bir aralik, a < x < b, a € C(Re(a) > 0)ven = |Re(a)] +1
olmak kosuluyla

(D& y) () = ﬁ (;_x>

”f" yo

ve

("0 y)0) = (L) f:(Ldt

'n—a) t —x)an+l
esitliklerine sirasiyla y fonksiyonunun a. mertebeden sag ve sol Riemann-Liouville
kesirli tiirevleri denir (Kilbas 2006).

2.2.2 Tanmim (Griinwald-Letnikov Kesirli Tiirevi) y(x), [a, x] araliginda
(n+ 1) kez siirekli diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve n<a<n+1, x >

a olmak kosuluyla

n

y® (@) (x — @)=+ 1

(*"Dey)@) = Z M—atk+D) Th-a+ 1)] (r = ey ()t
k=0 a

ifadesine y fonksiyonunun a. mertebeden Griinwald-Letnikov kesirli tiirevi denir
(Podlubny 1999).



2.2.3 Tammm (Hadamard Kesirli Tiirevi) —oo < a < b < oo reel eksen
lizerinde sonlu bir aralik, a<x<b, a € C(Re(a) >0) ve n=|Re(a)]+1

olmak kosuluyla

o= e [ )"

ve

(080 =165 2 (vzz) [, (osg) e

esitliklerine sirasiyla y fonksiyonunun a. mertebeden sag ve sol Hadamard kesirli
tiirevi denir (Kilbas 2006).

2.3 Caputo Kesirli Tiirev ve Ozellikleri

Bu boliimde Caputo kesirli tlirevinin tanimi, genel 6zellikleri ve bazi sik

kullanilan fonksiyonlarin Caputo kesirli tiirevleri anlatilmigtir.

2.3.1 Tamim (Caputo Kesirli Tiirevi) y(x), [a, b] araliginda n kez siirekli
tirevlenebilir bir fonksiyon, a € N, Re(a) = 0 ve n = |Re(a)] + 1 olmak kosuluyla

« 1 * y®™(e)
( CDa+y)(x) =T “)Ja o= el dt (2.2)
ve
(D)0 = s [ O 22)
b=y = rn—a) ), (t— x)a-n+1

tirevlerine sirasiyla a. mertebeden sag ve sol Caputo kesirli tiirevleri denir (Kilbas
2006).

2.3.1 Lemma Eger a € N ise y fonksiyonunun Caputo kesirli tiirevleri

(“D&+y)(0) = y™ () ve (“DE-y)(x) = (-D)"y™(x)

esitliklerine sahiptir.



Bu tanim ve 6zelliklerin yani sira tiim reel eksende ve yar1 eksende Caputo

kesirli tiirev tanim1 asagidaki sekilde verilebilir.
2.3.2 Tammm (Caputo Kesirli Tiirevi): « € N, Re(a) > 0ven = |Re(a)] +

1 olmak kosuluyla

. 1y N
(CDOer)(x)—F(n_w)f0 (x—t)“‘n"'ldt (x € RY)

D" (7 yP©

(CDE‘y)(x) = M- ). G=mem dt (x € RY)
ve
(“DEy)(x) = T, (x € R)
T - ), e — e
—_1\n oS )
(°D2y)(x) = (-1 'O 4 xew

n—a)l), (t—x)entt

esitlikleri sirasiyla yari reel eksende ve reel eksende Caputo kesirli tiirevi tanimlarini

verir (Kilbas 2006).

Tezin bundan sonraki bdliimlerinde Caputo kesirli tiirev tanimu igin ( CD&y)
notasyonu yerine kolaylik olmasi agisindan D% gosterimi kullanilacaktir. Simdi
tezimizde siklikla kullanacagimiz bazi bilinen fonksiyonlarin Caputo kesirli tiirevi

orneklerine yer verelim.
Kuvvet fonksiyonunun Caputo kesirli tiirevi k € R ve ¢ > 0 igin

0, k€ Nvek < [a],
D%k = T(k+1)
rk+l—a)”

k=a ke Nvek >[alveyak ¢ N vek > |af @3)

ve

. ['(k + 1)ck-lal-1ylal-a
D%(x + ¢c)* = Tkt -l (al+1=a) JFi(L el —k;la]l —a+1;—x/c)

seklinde hesaplanir. Bu hesaplamadan Caputo kesirli tiirev tanimi i¢in iyi bilinen sabit

bir sayinin tiirevinin sifir olmasi 6zelligi acikca goriilmektedir.



Ayrica, iistel fonksiyonunun Caputo kesirli tiirevini ele alirsak k € R i¢in

(D*e**)(x) = k!Xl =y 11 q (x) (2.4)

esitligini elde ederiz.
Son olarak k € R igin trigonometrik fonksiyonlarin Caputo kesirli tiirevleri

( iklel(—)lal/2ylal-a

o 2r(fal +1-a) 1538 Tl + 1 - aiken)

—F Jal+1—a; —ikx)], [a] ciftise

(D% sinkx)(x) = <
klel(—1)lal/2ylal-a
2I(Jal +1 — @)

+ 1F (1 Jal + 1 — a; —ikx)], [a] tekise

[ 1F1(L; [al + 1 — a;ikx)

ve

( kldl(—1)l /Zx[“
2I(fal +1—-a)
+ ,F(1; [a] +1—a —ikx)], [a] ciftise

[ 1F1(1; [a] + 1 — a;ikx)

(D% cos kx)(x) =<

lk[al( 1)laJ/2x[a1 a
2I(Jal + 1 — ) [
— B Jal+1-a; —1kx)], [a] tekise

F1(L [al + 1 — a;ikx)

olarak hesaplanabilir. Burada i? = —1°dir.

2.4 Uyumlu Kesirli Tiirev ve Ozellikleri

Bu kisimda uyumlu (conformable) kesirli tlirevin tanimma ve genel
ozelliklerine yer verilmistir. Uyumlu kesirli tiirev ilk olarak 2014’te Khalil ve dig.
tarafindan ortaya atilmis, klasik tlireve benzerligi ve kolay anlasilabilir olmasi
ozelligiyle dikkat ¢ekmistir. Daha sonra bu tiirevin 6zellikleri iizerine olan ¢aligmalar

ortaya ¢ikmig ve ti¢ yil gibi kisa bir siirede uyumlu kesirli tiirevli denklemlerin
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¢dziimlerinin arastirildig1 birgok ¢alismaya rastlanmistir. Oncelikle bu tiirevin tanimim

verelim.

241 Tamm f:[0,0] - R bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun a.
mertebeden uyumlu kesirli tiirevi
flE+et’™) - F(®) (2.5)

To(f)(®) = lim . ., a€(0,1)

seklinde tanimlanir. Eger f fonksiyonu a > 0 olmak tizere herhangi bir (0,a)

araliginda a-tiirevlenebilir ve tlirg;r T, (f)(t) limiti var ise

Ta(f)(o) = tl_i)rglr Ta(f) (®)
olarak hesaplanabilir (Khalil 2014).

Bu tanimin genisletilmis hali olan tanima Abdeljawad’mn 2015’teki

makalesinde yer verilmistir.

242 Tanmm f:[a,o] - R bir fonksiyon ve a € (0,1] olsun. f

fonksiyonunun a. mertebeden uyumlu kesirli tiirevi

f+et—a)™®) —f(t)

&

Tz (H@®) = lim

ve

o1, () = - i [ EC =0 /@

li
£— &

seklinde tanimlanir ve a = 0 durumunda kisaca T, yazilir. Eger f fonksiyonu

herhangi bir (a, b) araliginda a-tiirevlenebilir ise
TE(@ = lim TEAO) ve PTo(HB) = lim PTo(H(®)
olarak hesaplanabilir (Abdeljawad 2015).

Uyumlu kesirli tiirevin diger 6zelliklerini incelemek igin asagidaki teoremleri

ele alalim.

11



2.4.1 Teorem a € (0,1] ve f, g herhangi bir t >0 noktasinda a -

tiirevlenebilir fonksiyonlar olsun. O zaman T, uyumlu kesirli tlirevi asagidaki

ozelliklere sahiptir (Khalil 2014):

1) T,(cf +dg) =cT,(f)+dT,(g) Va,b € R.
2) T,(t?) =ptP~™® Vp € R.
3) T,(A) =0 (4, sabit).

4) Ta(fg) = fTa(g) + gTa(f) .

£\ 9Ta(F)~fTa(@)
5) T, (E) = Tl

6) Bunlara ¢k olarak, eger f fonksiyonu tiirevlenebilir bir fonksiyon ise

T,(f)(t) = tl_“‘;—{ olur.

2.4.2 Teorem (Rolle Teoremi) a > 0 olmak tizere f: [a, b] = R fonksiyonu

() f,[a, b] araliginda stirekli,
(i) f, a € (0,1) igin a-tiirevlenebilir,
(iii) f(a) = f(b)
kosullarin1 saglayan f: [a, b] = R fonksiyonu verilmis olsun. O halde, 6yle bir ¢ €

(a, b) vardir ki bu ¢ sayst1 i¢in

Ta(f)(c) =0

olur (Khalil 2014).

2.4.3 Teorem (Ortalama Deger Teoremi) a > 0 olmak tizere f:[a, b] » R

fonksiyonu

(i) f, [a, b] araliginda stirekli,
(i) f, « € (0,1) i¢in a-tiirevlenebilir,
kosullarin1 saglayan f: [a, b] = R fonksiyonu verilmis olsun. O halde, dyle bir ¢ €

(a, b) vardir ki bu ¢ sayis1 i¢in

b) —
(e =L

olur (Khalil 2014).
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2.4.4 Teorem (Zincir Kurah) a € (0,1] icin f, g herhangi bir t >0
noktasinda a- tiirevlenebilir fonksiyonlar ve h(t) = f(g(t)) olsun. O zaman h(t)
fonksiyonu da t > 0 ve g(t) # 0 oldugunda « - tiirevlenebilirdir; bu tiirev soyle
yazilabilir (Abdeljawad 2015):

T,(W(®) = T.(N(g®). Ta(@)(®). g()* 1

t = 0 durumunda da zincir kuralin1 asagidaki sekilde tanimlariz:

To()(0) = im To()(9(0). Te(9)(®). (Y.

Simdiye kadar verilen tanim ve teoremler a € (0,1] araligindaki tiirevler
icindi. Asagidaki tanimda Tanmim 2.4.1°in herhangi bir « € (n,n + 1] araligina

genisletilmis halini ele alalim.

2.4.3 Tamim t > 0 i¢in f fonksiyonu n kez tiirevlenebilir bir fonksiyon ve

a € (n,n+ 1] olmak iizere f fonksiyonunun a. mertebeden uyumlu kesirli tiirevi

f([a]—l) (t + gt([a]—a)) _ f(t)
&

T.(F)(®) = lim

seklinde tanimlanir.

Uyumlu kesirli tiirevin tam say1 mertebeden klasik tiirevle iliskisini daha iyi
gosterebilmek i¢in tezde kullanilacak olan bazi bilinen fonksiyonlarin 0 < ¢ < 1 i¢in

a. mertebeden uyumlu kesirli tiirevi 6rneklerine yer verilecektir.

Kuvvet fonksiyonunun Caputo kesirli tiirevi k € R igin

T, (x* )(x) = kx*k~ (2.6)

seklinde hesaplanir. Sabit fonksiyonun tiirevi ise ayni Caputo kesirli tiirevinde oldugu

gibi sifira esittir. ¢ € R olmak iizere

Ta(0)(x) =0 (2.7)
oldugu goriiliir. Ayrica, tistel fonksiyonunun uyumlu kesirli tiirevi icin k € R i¢in
T, (") (x) = kx1~%ek* (2.8)

13



esitligi elde edilir. Son olarak k € R igin trigonometrik fonksiyonlarin uyumlu kesirli

tiirevleri asagidaki gibi hesaplanir:

T, (sinkx)(x) = kx'~% cos kx, (2.9)

T,(cos kx)(x) = —kx1~% sin kx. (2.10)

14



3. LAGUERRE POLINOMLARI VE TUREVLERI ICiIN
TEMEL BAGINTILAR

Tanim araliklarinin  genisligi, kolay tiirevlenebilme ve integrallenebilme
Ozellikleri sayesinde polinomlar ve polinom yaklasimlart uygulamali matematik
alaninda sik¢a kullanilir. Bu tezin temelini ise Laguerre polinomlar1 ve bu
polinomlarin  integro-diferansiyel denklem ¢6ziimiinii bulmakta kullaniligi
olusturmaktadir. Bu boliim genel itibariyle ii¢ alt boliimden meydana gelmektedir.
Bolim 3.1°de Laguerre polinomlarinin tanimi ve o6zelliklerine yer verilmistir.
Laguerre polinomlarinin Caputo kesirli tiirevi i¢in bulunan bagintilar Boliim 3.2°de ve

uyumlu kesirli tiirevi i¢in bulunan bagintilar Boliim 3.3’te anlatilmustir.

3.1 Laguerre Polinomlar: ve Ozellikleri

Bu boéliimde Laguerre polinomlarinin tanimi ve 6zelliklerine yer verilmistir.
Bunun i¢in 6ncelikle ikinci mertebeden lineer bir diferansiyel denklem olan Laguerre

denklemi verilsin

d’y dy
xﬁ+(1—x)&+ny—0.

Bu denklemin tekil olmayan ¢6ziimleri yalnizca n negatif olmayan tam sayi ise vardir.

Bu ¢oziimlere de Laguerre polinomlart ad1 verilmistir.

3.1.1 Tanim n bir dogal say1 olmak iizere n. mertebeden Laguerre polinomlari
L, (x) ile gosterilir ve

L,(x) = Z( D T k)'(k')2 X, n=012,.. 3.1)

seklinde tanimlanir. n’nin ilk birka¢ degeri i¢in Laguerre polinomlarinin agik hali

asagidaki gibi siralanabilir:

Lo(x) =1

Li(x) =—x+1

15



1
L,(x) = E(x2 —4x + 2)
1
Ly(x) = N (—x3 +9x% —18x + 6)

1 4 3 2
L,(x) = E(x — 16x° + 72x° — 96x + 24)

Yukarida acik hali verilmis ilk bes Laguerre polinomunun grafigi asagida Sekil 3.1°de

verilmistir.
10 —
o — Loix)
af L)
i — La{x}
5 T ]
; — Laix)
10fF 1 = Laix)
15 -

Sekil 3.1: {1k bes Laguerre polinomunun grafigi

3.1.1 Teorem (Ureten Fonksiyon) L, (x), Laguerre polinomlari i¢in bir {ireten
fonksiyon

X

S&
5= Z L, ()t
n=0

seklindedir. Burada |t| < 1’dir (Bell 1968).

e @

(1

3.1.2 Teorem L, (x), Laguerre polinomlar1 i¢in

X n

e
Ly(x) = iRy (x"e™)

seklinde verilen ifade bu polinomlar igin alternatif bir tanim olarak kullanilir (Bell
1968).
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3.1.3 Teorem L,(x), Laguerre polinomlar1 ve tirevlerinin x = 0 ’daki
degerleri L, (0) = 1 ve L,,"(0) = —n olarak hesaplanir (Bell 1968).

3.1.4 Teorem (Laguerre polinomlarmmin dikligi) Laguerre polinomlari
[0, ) araliginda w(x) = e agirik fonksiyonuna goére ortogonal bir sistem

olustururlar. Yani

f e L,(x)L,,(x)dx = 8
0

ortogonallik 6zelliginin saglandig1 goriiliir. Burada 6, fonksiyonu Kronecker delta
fonksiyonunu ifade eder (Bell 1968).

3.1.5 Teorem (Tekrarlama Bagmntilar1) L,,(x), Laguerre polinomlari igin

tekrarlama bagintilar1 asagidaki gibi verilebilir (Bell 1968):

(i) m+1DL g x)=0C2n+1—-x)L,(x) —nL,_;(x), n>1.
(i)  xLp(x) =nlp(x) —nl,_1(x), n =1, Ly(x) = 0.
(i)  Lp(x) =-Xr0 Ly (x).

3.1.6 Teorem (0,o0) araliginda tanimli gercel fonksiyon f(x), 0 < x; <

X, < o olmak tizere her [x;, x,] sonlu araliginda pargali diizgiin ise ve

[0e]

j e *f2(x)dx

0

integrali sonlu ise ¢, = — (:11) J, €™ f (x)Ln(x)dx Katsayilar ile
> ealn)
n=0

serisi f(x) fonksiyonunun her siireklilik noktasinda f(x) fonksiyonuna yakinsar.

Herhangi bir siireksizlik noktasinda bu seri

1
S[fGx+0) = f(x = 0)]

noktasina yakinsar.
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Simdi verilecek iki lemmada bazi fonksiyonlarin Laguerre polinomu seri

acgilimlart bulunabilir.

1 . . .
3.11Lemmav > — 3 olmak {izere x¥ fonksiyonunun Laguerre seri agilimi

(—=1)"Lp(x)
n+ Drlv—n+1)

x“=F(U+1)F(v+1)zr(

olur (Lebedev 1965). Ayrica, eger v bir dogal say1 p’ye esit olursa belirli bir degerden

sonra serinin elemanlar sifirlanir

xP = (ph)? (ml(; L”TE;)— Z( 1)" n(x). (3.2)

n=0

1 , _ . .
3.12Lemmaa > — 3 olmak tizere e ~** fonksiyonunun Laguerre seri agilimi

[ee)

e=0% = (g + 1)1 Z (aLH)" L,(x)

n=0

olarak verilir (Lebedev 1965).

3.2  Laguerre Polinomlarimin Caputo Kesirli Tiirevi i¢cin Bagintilar

Bu boliimde Laguerre polinomlarinin Caputo kesirli tiirev formiillerinin elde
edilisi ve bunlar i¢in matris bagintilarinin ¢ikarilisindan bahsedilecektir. Bu bagintilar
verildigi sekliyle literatiirde ilk defa elde edilmis, ispatlanmis ve kullanilmustir. Tlk
olarak Laguerre polinomlarinin Caputo kesirli tiirevini Laguerre polinomlari cinsinden
iki ayr1 sekilde inceleyecegimiz iki teorem ve bunlarin ispatlart verilecektir. Bu
teoremler kullanilarak elde edilen matrisler ¢alismamizin temelini olusturmaktadir. Bu
matrislerin iist liggensel matris olmasi sebebiyle hesaplamalarda biiylik kolaylik

sagladig1 goriilmiistiir.
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3.2.1 Teorem L, (x), n. mertebeden Laguerre polinomunu temsil etmek iizere,
Laguerre polinomlarinin Caputo kesirli tiirevi yine Laguerre polinomlar1 cinsinden

n < [a] iken

DL, (x) = 0, (33)

diger durumlarda

n k
DELn(x) = x77 Z Z(_l)w I'(k +ki ~ ) (1) (];) Lr () (34)

k=[a]r=0

olarak hesaplanir.

Ispat Laguerre polinomlarmin tanimini kullanarak ispata baslayalim.

n!

Pila) = b7 {;(‘”k CE IR

olmak tizere Caputo kesirli tiirevinin lineerlik 6zelligini kullanarak

n!

DLy (x) = ;<—1)kmua<xk> (3.5)

esitligini elde ederiz. Bu asamada, x*, k € N fonksiyonunun Caputo kesirli tiirevi

0, k <[al
pixk={ Ik+1)  __

_  x"~ >

Fhti-ot = Kk=zld
(3.5)’te yerine konulursa n < [a] i¢in D*L,,(x) = 0, aksi taktirde

C 1
n
D%, — z -1 k k—a
n(0) () rar=a”

k=[a]
oldugu goriiliir. Bu esitlikte x ™% terimi toplamin disina alinarak n > [a] i¢in (3.6) ile
verilen sonug elde edilir

C 1
DeL,(x) =x"¢% Z (—1)k (Z)mxk . (3.6)
k=[a]
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Bu noktadan sonra x* fonksiyonunun (3.2) esitligi ile verilen Laguerre seri agilimi

kullanilarak istenilen sonug elde edilir.

3.2.2 Teorem L, (x), n. mertebeden Laguerre polinomunu temsil etmek tizere,
Laguerre polinomlarmin kesirli tiirevi yine Laguerre polinomlari cinsinden n < [a]

iken

DAL, (x) = 0, 37)

diger durumlarda
n k-
k=[a] =0

olarak hesaplanir.

Ispat Laguerre polinomlarmin tanimini kullanarak ispata baslayalim.

N n!
D Ln(X) =D {;(—1)kmxk

olmak iizere Caputo kesirli tlirevinin lineerlik 6zelligini kullanarak (3.5) esitligi elde
edilir. Bu asamada, x*, k € N fonksiyonunun Caputo kesirli tiirevi

0, k < [al
paxk =1 Tk+1)

- - >

Fhti-ot = Kk=zld

(3.5)’te yerine konulursa n < [a] i¢in D*L,,(x) = 0, aksi taktirde

n

DL (x) = Z( 0% (s )—F(k +11_a) k-a

k=[a]
oldugu goriiliir. Bu esitlikte x*~% terimi toplamin disina alinarak n > [a] i¢in (3.9)
ile verilen sonug elde edilir

1
D%, (x) = xl-«a Z ( 1)k m k—1_ (3.9)
k=[a]
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Bu noktadan sonra x*~1, k > 1 fonksiyonunun (3.2) esitligi ile verilen Laguerre seri

acilimi kullanilarak istenilen sonug elde edilir.

3.2.1 Tamm (Laguerre Matrisi) L,(x), n=0,1,..., N, n. mertebeden
Laguerre polinomunu temsil etmek tizere 1 X (N + 1) boyutlu Laguerre matrisi L(x)

sembolii ile gosterilir ve

L(x) =[Lo(x) Li(x) - Ly(x)] (3.10)

seklinde tanimlanir.

Bu boliimiin asil amaci L(x) Laguerre matrisinin a. mertebeden Caputo
kesirli tiirevi i¢in farkli matris bagintilar1 elde etmektir. Kesirli tiirevlere gegmeden
once L(x) matrisinin tam say1 mertebeden tiirevleri ile arasindaki iliskiye bakilirsa bu
iliski kolayca gozlemlenebilir ve Yiizbast (2014) tarafindan verilmistir. Buna gore
L®(x) (i € N), L(x) matrisinin i. mertebeden tiirevi olmak iizere asagidaki bagnti

saglanir

LOx) =L(x)M,  i=0,1,... (3.11)

Burada M matrisi (N + 1) x (N + 1) boyutlu bir kare matristir ve

0 -1 -1 -1
[o 0o -1 —1]
_]o 0 0 -1}
M=1; : ;|
lo 0 0 —1J

0 0 0 0

seklinde tanimlidir.

Simdi Teorem 3.2.1 ve Teorem 3.2.2 ile elde ettigimiz sonuglarin Laguerre
matrisi lizerindeki uygulamalarma ve bu islem sonucunda ortaya c¢ikan matris

bagintilarina géz atalim.

3.2.3 Teorem L(x), 1 X (N + 1) boyutlu Laguerre matrisi ve D*L(x) matrisi
Laguerre matrisinin a. mertebeden Caputo kesirli tiirevi olmak tizere L(x) matrisinin

Caputo kesirli tlirevi
D%L(x) = x “L(x)S, (3.12)
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olarak elde edilir. Burada S, matrisi (N + 1)

(O)son ()5 +(3)5s (0)5or+
S, = : -(,)s. -[Q)s.
oo C)s
;; :
ya da
i [(_1)ii(lf)5k,i :
k=i

boyutlu kare bir matris olup

i,j=01,..N

seklinde tanimlanir. Bu matrisin elemanlarindaki S k,j teriminin agik hali soyledir:

(-1 rk+1-a)

0,

Sk,]

J
k

()

[l <k <j

diger

Ispat Laguerre matrisinin tanimi ve a. mertebeden Caputo kesirli tiirevi ele

alinarak

L(x) = [Lo(x) Li(x)

D®L(x) = [D*Ly(x) D*L,(x)

Ly(x)]

DLy (%)] (3.13)

oldugu goriiliir. (3.13) esitligindeki matrisin j. satirni agik olarak gorebilmek igin

Teorem 3.2.1°den baslansin, j < [a] i¢in D*L;(x) = 0 ve j = [a] i¢in

J k&
D) = x7C )" ) (1)K
k=[a]r=0
Bu noktada, Sy ; terimi
k!
9 (-1
Sk,j: F(k+1—a)
0,

seklinde tanimlandiginda biitiin j’ler i¢in

!
F(k+1—a)(

J
k

)0

J
k

()

[al <k <j

diger
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J
DL (x) = x-aZZ( 7 () 810 (3.14)

k=01r=0

esitligi elde edilir. Bu asamada her j € {0,1, ..., N} i¢in (3.14) denkleminin sonucunu

inceleyelim.
Jj = 0igin
DaLo(x) = x—“ZZ( 07 () Siolr
k=01r=0
—a(0\ &
=X @ (0) SO,OLO('X)'
Jj = 1igin

D“Ll(x)—x-“ZZ( 7 () Sl @

k=07r=0

0
“{Z( 1)r 501L (x)+z( 1)T SuL (x)}

r=0
{( 501 51 1> Lo(x) — (1) 51,1L1(x)}-

Jj = 2i¢in

2 k

DL () = x> (=17 Sy (4) 1,00

k=07r=0
0 1
= x7@ {2(—1)%‘02 )@ +Z<—1)Ts‘1,2 ()@
r=0
+ Z( 075, (3)L (x)}
=x"“ {((g) 5_'0,2 + ((1)) 5_‘1,2 + (3) 52,2) Lo(x)
()51 + (B2 1260+ (3) Suata}

Jj =ji¢in
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DL (x) = x~ ZZ( 7 55 (1 i,

J

(IS) S, jLo(x) — Z (II) Sk jL1(x)

0 k=1

=
S
e

&
Il

+

N

(Izc) SiejLa () =+ (=1)/ G)gf""L" .

==
1l

2

Son olarak j = N igin
DLy (x) = x~° Z Z< 07 () St 0

N
- {z (§)5ta0 =Y (5 5uats0
=1

k=0

N
+ (lzc) SenLa(x) =+ (=N (%) SynLy(Ot
k=2

Bu sonuglar incelendiginde D*L(x) matrisinin i. satir ve j. stitundaki elemaninin

-“Z< () 510

oldugu gorilir. Bu noktadan sonra D*L(x) ile L(x) matrisi arasindaki iligskiye
bakildiginda (3.12) esitligi elde edilir.

3.2.4 Teorem L(x), 1 X (N + 1) boyutlu Laguerre matrisi ve D*L(x) matrisi
Laguerre matrisinin a. mertebeden Caputo kesirli tiirevi olmak tizere L(x) matrisinin

Caputo kesirli tiirevi

D*L(x) = x'"%L(x)S, (3.19)

olarak elde edilir. Burada S, matrisi (N + 1) boyutlu kare bir matris olup
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N —
k-1
0 0 Z s
o (e Quarl)se Lo
k-1
1 _2 S
0 0 —( )522 ( 1 ) foN
1 ’ k=2
Sa = N
k-1
0 o0 0 2 (1) Sen
k=3
0 0 0 (_1)N_1SN,N
Lo 0 0 0
ya da

a= |1 Z (kzl)sk,j , i,j=01..N

k=i+1

seklinde tammlanir. Bu matrisin girdilerindeki S ; teriminin acik hali de su sekilde

verilir:

(k—=1)! j .
5=V Farioa W) lesks)

0, diger

Ispat Laguerre matrisi L(x) ve . mertebeden Caputo kesirli tiirevi D*L(x)
ele almsm. Teorem 3.2.2 gbz oniinde bulundurularak j < [a] i¢in DL;(x) = 0 ve

Jj = [a] i¢in

J k- )
D“Lj(x) = 5l Z{: Z )r+k F(]((k—i_—ll)' )({() (k ; 1) L.(x).

Bu noktada, Sy ; terimi

(k—1!  /j .
s =1V o) ks

0, diger
seklinde tanimlandiginda D*Ly(x) = 0ve j = 1,2, ..., N igin

J k-1

D*L(x) = x1- az Z( 1)r )Sk]L (x) (3.16)

k=1
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esitligi elde edilir. Bu asamada her j € {0,1, ..., N} icin (3.16) denkleminin sonucunu

inceleyelim.
Jj = 0igin
D%Ly(x) = 0.
j = 1igin
1 k-1
DALy (x) = x1~ ZZ( 7 (7 1) Skale (o)
k=1r=
X “Z( 7 (0) S1aLr ()
= xl-@ (g) S11Lo(x).
j = 2i¢in
2 k-1
DL (x) = x1" Z > 07 (7 D st @)
=1r=0
0
= w1 {Z( D7 () S1akr G + Z( 07 (7) Szals (x)}
r=0
= x1@ {((g) S12+ ((1)) Sz,z) Lo(x) — G) 52,2L1(X)}-
Jj =ji¢in
J k-1
D) = x4 > 3 (=175 (T ) 1)
k=17r=0
J
e (5 1) Sesto@ = Z Y Sijla ) = -
k=1

+ (-1 (5 _ 1) SjjLy-1(0) (-

Son olarak j = N i¢in
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N k-1

DLy (x) = x1~ “ZZ( 1)r5k1 ) )L (x)
. {z (=) 500> (7 1) S0 ks 00 -
k=2

k=1

+ (=D 1(% i)SNNLN 1(x)}

Bu durumda D*L(x) matrisinin 0. siitunundaki tiim elemanlar: ile N. satirindaki tiim

elemanlarinin 0 ve diger durumlarda i. satir j. slitundaki elemaninin

X1 Z 0 (7 ) sl

k=i+1

oldugu gorilir. Bu noktadan sonra D*L(x) ile L(x) matrisi arasindaki iligskiye
bakildiginda (3.15) esitligi elde edilir.

S. Ve S, matrislerinin dzelliklerine goz atildiginda S, matrisi iist iicgensel bir
matris iken S, matrisi tam st tiggensel bir matristir. Bu durum S, matrisi ile islem
yapmayi daha da kolaylagtirmaktadir. Ayrica, @ = 1 oldugunda S, matrisi M matrisi
ile tam bir uyum gostermektedir fakat bu durum S, matrisi i¢in sdylenememektedir.
Bagka bir agidan bakildiginda 0 < a < 1 degerleri i¢in (3.9) denklemindeki x~¢
katsayisindan dolay1 x = 0 noktasinda bir tanimsizlik durumu olustugu goriiliir. Fakat
(3.15) denkleminde S, matrisinin katsayis1 x1~% oldugundan bu bagintida yine ayni
a degerleri i¢in bakildiginda x = 0 noktasinda bir tanimsizlik durumu olugmadig fark

edilmistir.

3.3  Laguerre Polinomlarinin Uyumlu Kesirli Tiirevi i¢cin Bagintilar

Bu béliimde Laguerre polinomlarinin uyumlu kesirli tiirev formiillerinin elde
edilisi ve bunlar i¢in matris bagintilarinin ¢ikarilisi anlatilacaktir. Bu bagintilar
literatiirde ilk defa elde edilmis, ispatlanmis ve kullanilmistir. Ilk olarak Laguerre

polinomlarmin  uyumlu kesirli tiirevini Laguerre polinomlar1 cinsinden
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inceleyecegimiz bir teorem ve bunun ispati verilecektir. Ayrica, bu teorem kullanilarak

elde edilen matris bu boliimiin temelini olusturmaktadir.

3.3.1 Teorem L, (x), n. mertebeden Laguerre polinomu ve 0 < a < 1 olmak
tizere, Laguerre polinomlarmin a. mertebeden uyumlu kesirli tiirevi yine Laguerre

polinomlar1 cinsinden asagidaki sekilde hesaplanir

Talo(x) =0 (3.17)
ven € Z* i¢in
n k-1 _1
ToLn(x) = x17% (- 1)1+k ) L) (3.18)
kzzljzo ( j ) /

Ispat ilk 6nce Laguerre polinomlarmin tanimini kullanalim

Toln(x) =T, {Z( 1)k k)" (kD2 k}

olmak iizere uyumlu kesirli tiirevin hneerhglm ve x¥, k € N fonksiyonunun uyumlu

kesirli tirevini kullanarak

n

n!
ToLn(x) = Z(—l)k—(n g

k=0

oldugu goriiliir. Buradan n = 0 i¢in

ToLo(x) =0
ve k # 0 olmak iizere n € Z™ i¢in

n

Tl = 3 (¥ () Gy ¥

k=1

olur. Bu asamada x~¢ toplamin disina almir ve x*~1 fonksiyonunun Lemma 3.1.1 ile

verilen Laguerre seri agilimi kullanilirsa istenilen sonug elde edilir.

Teorem 3.3.2 L(x), 1 X (N + 1) boyutlu Laguerre matrisi ve T,L(x) matrisi
Laguerre matrisinin a. mertebeden uyumlu kesirli tiirevi olmak tizere L(x) matrisinin

uyumlu kesirli tliirevi

T,L(x) = x'%L(x)S (3.19)
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olarak elde edilir. Burada S matrisi (N + 1) x (N + 1) boyutlu bir kare matristir ve

0 -1 -1 -1
[O o -1 .. —1]
§ = |0 0: 0 —1|
lO 0 0 —1J
0 0 0 0
yadai,j = 0,1,..N olmak {izere,
-1, 1 <j
S=[s4] 3y= { '
0, i>j
seklinde tanimlidir.
Ispat Laguerre matrisi
L(x) = [Lo(x) Ly(x) - Ly(x)]
bunun uyumlu kesirli tiirevi
TaL(x) = [TaLo(x) Taly(x) - Toly(x)]

olarak verilir. Bu matrislerin arasindaki iliskiyi bulmak i¢in Teorem 3.3.1’in sonucu
kullanilir. j € {0,1, ..., N} igin Laguerre polinomlarinin uyumlu kesirli tiirevi ele

alinsin.

j = 0igin T,Ly(x) = 0 olur.

j = igin
Ty () = 170 kzll Z(—D“k ()7 ) = w02 () .
j = 2icin
Tl () = 170 ,i 2(—1)”k ()7 e

-y o () Yoo () ()]

= x1 [ =Lo(x) = Ly (x)].
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j =N igin

N k-1

Tuly(0) = x40 ) (=17 ('Z) (k - 1) Ly (2)
k=11r=0
= X174 Lo(x) — Ly (x) =+ — Ly, (x)]

olur. Bu sonuglara bakilarak T, L(x) matrisi ile L(x) matrisinin arasindaki iligki (3.19)

denkleminde verildigi gibi elde edilir.

Acikca goriildiigii gibi (3.19) esitliginde verilen S matrisi Laguerre matrisinin
tam say1 mertebeden tiirevleri i¢in elde edilmis olan M matrisi ile ayn1 matristir. Bu da

uyumlu kesirli tiirevin klasik tiirev ile benzerliginin bir sonucudur.
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4. KESIRLI FREDHOLM INTEGRO-DIFERANSIYEL
DENKLEMI iCIN SIRALAMA YONTEMI

Bu boéliimde kesirli lineer Fredholm integro-diferansiyel denklemlerin sayisal
¢Ozlimleri i¢in Boliim 3.1°de anlatilan Laguerre polinomlarindan yararlanarak bir
siralama yontemi gelistirilmistir. Ayrica, Laguerre polinomlar1 i¢in elde edilen temel
matris bagmtis1 ve siralama noktalar1 kullanilarak verilen integro-diferansiyel
denklemler matris denklemleri haline getirilir. Oncelikle Bélim 4.1°de ¢oziim
yonteminin temeline deginilerek yontem verilecek, BoOlim 4.2°de bu yontem

kullanilarak ¢6ziilen denklemlere ve sonuglarina yer verilecektir.

4.1 Coziim Yontemi

Bu boéliimde verilecek olan ¢oziim yontemi genis olarak bakildiginda siralama
noktalar1 ve Laguerre polinomlari iizerine kurulu bir yontemdir. Bu bélimde (4.2)

kosullar1 altinda verilen kesirli Fredholm integro-diferansiyel denklemi ele alinir

m l b
> pOD ) + Y GGy = 9@ + A | Foy@de @D
i=0 i=0 a

v—1
Z B]k y(k)(ﬁ]k) = Uj, ] =01,..,v—1, Vi — 1< a; < V. (42)
k=0

Burada v; € Z*,m,l € N; A, Bjk,ﬁjk,,uj € R, max <( max vi),l> =v ve F(x,t),

Osism
pi(x), q;(x), g(x) bilinen fonksiyonlardir. Ayrica, D%y(x), y(x)’in Caputo Kkesirli

tiirevlerini ifade eder.
Bu yontemin asil amaci (4.1)-(4.2) probleminin
N
y() = yn() = ) apln(¥) (43)

n=0

selindeki yaklasik ¢oziimlerini bulmaktir. Burada a,’ler bilinmeyen katsayilari, N,

N > v olacak sekilde bir pozitif tamsayiy1 ve L,(x), n. mertebeden Laguerre
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polinomunu ifade eder. Bunun igin 6ncelikle yaklasik ¢oziim yy (x) matris formunda

yazilir

yn(x) = L(X)A. (4.4)

Burada L(x), (3.10) ile tanimlanan Laguerre matrisi ve A =[a, a; = an]T

katsayilar matrisidir.

4.1.1 Teorem (4.1) denklemi ile tamimlanan kesirli Fredholm integro-
diferansiyel denklemlerin integral ¢ekirdegi Laguerre serisine agilabilen bir fonksiyon
olsun. Bu durumda x; > 0 olacak sekilde x; € [a, b] siralama noktalar1 {izerinde bu

denklem, asagidaki matris bagintisina indirgenebilir

m l
{z PX,, LS, + z QLM — ACR} A =G, (4.5)
i=0 i=0

Burada, §ai matrisi Teorem 3.2.3’te tamimlandigi, M matrisi (3.11) denklemindeki
gibi, G = [g(xs)] matrisi (N + 1) x 1 boyutlu, P; = diag[p;(xs)], L = [L(x,)],
Q; = diag[q;(x,)], Xq, = diag[xs_ai], C=[c(x,)] ve R = [rl-j] matrisleri (N + 1)
boyutlu kare matrislerdir. Burada, c(x) = [¢j(x)]; r; = f: L;(H)L;(t)dt ve L(x),

Laguerre matrisini temsil eder.

Ispat Bilinmeyen fonksiyon y(x)’in tiirevleri i¢in matris bagintilar1 Boliim

3.2’de elde edilen Laguerre polinomlarinin tiirevlerinin matris bagintilar1 kullanilarak

y®(x) = L(x)MA (4.6)

ve

D%(x) = D?L(x)A = x~*L(x)S,A (4.7)

seklinde elde edilir. Burada M ve S, sirastyla (3.11) ve (3.12) denklemlerinde
verildigi gibidir. Bunlarin yani sira integral kismi i¢in de matris bagintilarim
olusturmak i¢in (4.1) denkleminin integral kismini I(x) ile gosterelim

b

I(x) = fF(x, t)y(t)dt . (4.8)

a
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Bundan sonra ¢ekirdek fonksiyonu F(x,t)’yi t degiskenine gore Laguerre

serisine agar ve onu kesersek yaklasik olarak

N

FD= ) e(La©

n=0
seklinde yazilir. Agik¢a goriiliiyor ki bu fonksiyon iki matrisin ¢arpimi seklinde ifade

edilebilir. Yani,
F(x,t) = C(x)LT(t) (4.9)

olur. Burada C(x) = [co(x) c¢;(x) - cy(x)] bir satir matrisi, LT(¢t) Laguerre
stitun matrisidir. Boylelikle, (4.9) denklemiyle elde edilen matris bagmtisini (4.8)’de

yerine koyarak

b b
I(x) = f COOLT(HL(H)Adt = C(x) f T(H)L(t)dt |A=Cc(x)RA  (4.10)

a a

seklinde bulunur. Burada f; LT (©)L()dt matrisi R = [r;;] ile ifade edilirse
b
rij = -]- Ll(t)L](t)dt, l,] = 0,1, ‘N

a

olur. (4.6), (4.7) ve (4.10) esitlikleri (4.1) denkleminde yerine konulursa

m l
Z P (X)X~ HL(x)Se, A + Z 3; OL(X)MIA = g(x) + AC(x)RA
i=0 i=0

denklemi elde edilir. Bu denklemde x; > 0 olacak sekilde x, € [a,b] siralama

noktalar1 kullanilarak

m l
[Z POE LGS, + ) qie)LO)M! — ACGIR| A = g(x,)
i=0 i=0

sistemi elde edilir. s = 0,1, ..., N igin bu sistem kapali1 formda

m l
{Z PX, LS, + Z QLM — ACR} A=G
i=0 i=0
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olarak yazilabilir. Buradaki matrisler agik olarak asagidaki bi¢cimde verilebilir ve

bdylece ispat tamamlanmis olur

[x0™ ? o ] i) o 0
Xa- — 0 xl a; 0 ’ Pl- _ 0 pi(xl) 0 ,
0 0 . ox 0 0 - mGw
|aiG) 0 0 ] c(xo) g(xo) L(xo)
QL — | 0 q'i(xl) ‘ 0 |, C= c(pfl) , G= g(xl) , L= L(fcl) )
lo o gl c(xy) g0 L(xy)

(4.5) ile verilen sistem kisaca WA = G ya da [W; G] gosterimiyle ifade
edilebilir; burada W asagidaki gibi verilebilir:

m l
W= Z PXy, LS, + 2 QLM' — ACR.
i=0 i=0

Boylece, (N + 1) bilinmeyenli (ag,ay, ...,ay), (N + 1) denklemli lineer cebirsel

denklem sistemi elde edilir.

Benzer sekilde, (4.6) denklemi kullanilarak kosullar i¢in matris bagintilari

hesaplanabilir
v—1
z BjkL(.Bjk)MkA =u; j=01,..,v—-1 (4.11)
k=0

Burada, 1 x (N + 1) boyutlu ¥¥=% B;L(B;x)M* matrisi U; matrisi olarak
adlandirtlirsa (4.11) esitligi

U]A=‘Ll] yada [U],‘Ll]], j=0,1,...,V—1
halini alir.
Lineer denklem sisteminin verilen kosullar altindaki ¢oziimlerini elde etmek
icin [W; G] arttirtlmig matrisinin satirlarini silmeden [U-; cj] arttirllmig matrisinin
satirlarin1 ekleyerek ya da [W; G] arttirilmis matrisinin v satirini silip [U- ; c]-] matrisi

ile yer degistirerek yeni arttirillmig matrisler elde edilir. Bu matrisler; siralama

noktalariin sayisina, denklemin verilen kosullarina ve denklemin mertebesine baglh
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olarak farkli sekillerde ifade edilebilir. Boylelikle, bu lineer cebirsel denklem

sisteminin ¢0ziimii ile aranan Laguerre katsayilar1 elde edilir.

4.2  Uygulamalar

Bu boliimde, yukarida agikladigimiz ¢6ziim yonteminin ¢esitli orneklere

uygulanigi incelenecektir. Buradaki sayisal hesaplamalar Mathcad 15 kullanilarak

(s+D)m

yapilmistir. Ayrica, bu problemlerde x; = [1 — CoS ( )] /2 siralama noktalari

kullanilmustir.

4.2.1 Ornek y(0) = 0 kosulu ile verilen asagidaki lineer kesirli Fredholm

integrodiferansiyel denklemi ele alalim

1
1 1 /8 3 1 X
D =—(=x"2-2 /2) — j , <xt<Ll
2y (x) \/E(3x X +12+ xty(t)dt 0<xt<
0

Bu problemin verilen kosul altindaki tam ¢ziimii y(x) = x? — x fonksiyonudur.

Verilen problemin Teorem 4.1.1 ile elde edilen temel matris denklemi

{X1/2L§1/2 - CR}A = G

seklindedir. Burada, N = 2 igin siralama noktalart x, = 0.25,x; = 0.75,x, = 1

olarak hesaplanir. Boylelikle, temel matris denklemindeki matrisler

3 17 1 2
2 0 0 |[1 i I[E_ﬁl
X172 =0 ﬁ ofr=l1 ; -Hle=| % |
0 l1 0 —lJ li+LJ
2 12 3V

-2 4 1 1
EE N ELNEE
5,,=l0 2 Zjc=|: _3 R=[|1 1 =
S A R I A
Ooﬁ 1 -1 0 © 72 %o

seklinde bulunur. Ayrica, y(0) = 0 kosulu da UyA = L(0)A = 0 bigiminde yazilir.
Burada L(0) =[1 1 1] olarak verilir,
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Bu sistem hem kosul matrisini ekleme hem de yer degistirme teknigi
kullanilarak ¢ozdiiriildiiglinde bilinmeyen katsayillar ay =1, a; = =3, a, =2
olarak elde edilir. Bu katsayilar (4.3) denkleminde yerine konuldugunda, problemin
tam ¢oziimii x2 — x bulunur.

Bu problem daha 6nce Mahdy ve Shwayyea (2016), Mohammed (2014) ve
Oyedepo ve dig. (2016) tarafindan da ¢oziilmiistir. Mahdy ve Shwayyea ile
Mohammed sirasiyla yaklasik ¢ozimi N =7 and N =5 i¢in bulduklarini ifade
etmiglerdir fakat uyguladiklar1 yontemlerde yaklasik ¢ozliim ile gercek ¢ozim
arasindaki hatay1 sayisal olarak vermeyip bulduklar1 ¢6ziimlerin gergek ¢ozlimle tam
bir uyum iginde oldugunun grafiklerinden anlasilabilecegini ileri stirmislerdir.
Oysaki, grafikleri 0.1 dlgekle ¢izildigi i¢in bu uyum tam ¢6ziimii bulduklarini ifade
etmeleri igin yeterli degildir. Oyedepo ve dig. standart en kii¢iik kareler yontemi ve
pertiirbe edilmis en kiigiik kareler yontemini kullanarak sirasiyla 4.107° ve 1.107*
maksimum hatayla yaklasik ¢oziimler elde etmislerdir. Bununla birlikte, onerilen
yontem ile bu problemin tam ¢éziimii N = 2 i¢in bulunmustur. Agikca goriiliiyor ki

Onerilen yontemin sonucu diger yontemlerin sonucundan daha iyidir.

4.2.2 Ornek y(0) =0 kosulu altinda verilen asagidaki lineer Kesirli

integrodiferansiyel denklemi goz oniine alalim

3\/§r(2/3)x§ x? x

1
5
D3y(x) = 2 + J(xt + x2t?)y(t)dt, 0<xt<1.
0

m 5 4
Bu problemin verilen baslangic kosulu altindaki tam ¢oziimii y(x) = x?
fonksiyonudur.
Verilen problemin Teorem 4.1.1 ile elde edilen temel matris denklemi
{Xs5/3LSs/; — CR}JA = G
seklindedir. Burada, N = 2 i¢in siralama noktalar1 x, = 0.25,x; = 0.75,x, = 1

olarak hesaplanir. Bu noktalar i¢in temel matris denklemindeki matrislerden L ve R

matrisleri Ornek 4.2.1°de verildigi gibidir, diger matrisler asagida verilmistir
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Ayrica, y(0) = 0 kosulu da UyA = L(0)A = 0 bi¢iminde yazilir. Burada
L(0) =[1 1 1] olarak verilir.

Bu sistem hem kosul matrisini ekleme hem de yer degistirme teknigi kullanilarak
¢ozdiiriildiigiinde bilinmeyen katsayilar ag = 2, a; = —4, a, = 2 seklinde bulunur.
Bu katsayilar (4.3) denkleminde yerine konuldugunda bu problemin tam ¢dziimii x2

elde edilir.

Bu problem daha 6nce Mahdy ve Shwayyea (2016), Mohammed (2014)
tarafindan en kiiglik kareler yontemiyle ¢ozilmistir. Mahdy ve Shwayyea ile
Mohammed sirasiyla yaklasik ¢oziimi N =7 and N =5 igin bulduklarin1 ifade
etmislerdir fakat Ornek 4.2.1°de oldugu gibi karsilastirma yapabilmeye uygun bir
sayisal sonug¢ belirtmemislerdir. Bununla birlikte, 6nerilen yontem ile bu problemin
tam ¢oziimii N = 2 i¢in bulunmusgtur. A¢ik¢a goriilityor ki 6nerilen yéntemin sonucu

diger yontemlerin sonucundan daha iyidir.

4.2.3 Ornek y(0) = 0 baslangi¢ kosulu ile verilen asagidaki lineer kesirli

Fredholm integro-diferansiyel denklemini ele alalim

1
1 2x 3xvm 9
Dz =— -— t)dt, 0<xt<1.
e ==+ T - [y x

0
Bu problemin verilen kosul altindaki tam ¢dziimii y(x) = x*/2 + x seklinde verilen

polinom olmayan bir fonksiyondur.
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Teorem 4.1.1 ile verilen temel matris denklemi ve kosul bagintis1 bu problem
i¢cin asagidaki gibi elde edilir:
{X1/,LS;/, —CR}JA =G, UyA =L(0)A=0.

Bu problem 6nerilen yontem ile farkli N degerleri i¢in ¢dzdiiriilmiis ve ortaya
¢ikan mutlak hatalar, ikinci tiir Chebyshev dalgacik yontemi (Setia ve dig. 20149) ile
verilen hatalar ile karsilastirnlmis ve bu karsilastirma Tablo 4.1’de verilmistir. Bu
tabloda Chebyshev dalgacik yonteminin 16 terim ve 32 terim i¢in mutlak hatalar1 ile
Onerilen yontemde [W, G] arttirilmis matrisinin son satirinin [Uy, 0] arttirilmis matrisi
ile yer degistirmesi ile sonug¢ N =5 ve N = 7 i¢in sirasiyla 6 ve 8 terim i¢in elde
edilen mutlak hatalar1 karsilagtirilmistir ve 6nerilen yontemin sonuglarinin daha iyi

oldugu goriilmiistiir.

Tablo 4.1: Ornek 4.2.3 i¢in mutlak hatalarin karsilastirilmasi

Chebyshev dalgacik | Chebyshev dalgacik |Onerilen yontem |Onerilen yéntem

x | yoOntemi-16 terim yontemi-32 terim 6 terim 8 terim

k=4 M=2 k=4 M=4 N=5 N=7
0.1 44x 1073 1.7 x 1073 41x 1074 9.5x 1075
0.2 6.1x 1073 1.7 x 1073 1.8 x 1074 1.6 x 107*
0.3 6.2 x 1073 1.8x 1073 3.2x 107 24 % 107
0.4 5.7 x 1073 1.9 x 1073 8.0 x 1074 5.8x 107°
0.5 48x 1073 2.0x 1073 7.4 x 107* 6.7 x 107>
0.6 6.5x 1073 2.2%x 1073 3.4%x 107 2.3%x 107
0.7 7.4 x 1073 23 x%x 1073 1.6 x 1074 2.2x 1074
0.8 7.8x 1073 2.5x 1073 52x 107* 78 x 107°
0.9 7.6 x 1073 2.6 x 1073 9.7 x 107* 22%x 107
1.0 7.0 x 1073 2.7 x 1073 3.5x 107* 1.0x 107*

Ayrica, Sekil 4.2’de Mathematica 11.1 kullanilarak bu problemin ger¢ek

¢oziimiiniin grafigi ile N = 5 ve N = 7 igin yaklasik ¢6zlimlerinin grafikleri verilmis
ve her iki yaklasik ¢6ziim grafiginin de gercek ¢oziim grafigi ile uyum ig¢inde oldugu
gbzlemlenmistir. Sekil 4.3’°te bu problemin 6nerilen yontem ile N = 9 i¢in mutlak hata

sonuclarinin Mathcad 15 yardimiyla olusturulan grafigi verilmistir.
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Sekil 4.2: Gergek ¢oziim ve yaklagik ¢oziimlerin karsilastirilmasi
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Sekil 4.3: Ornek 4.2.3 i¢cin N=9 icin hata analizi

4.2.4 Ornek Asagidaki 0 < x,t < 1 araliginda y(0) = 0 baslangig kosulu ile

verilen lineer kesirli Fredholm integro-diferansiyel denklemini ele alalim

1

+ (5 —2e)x + Jxety(t)dt.
0

5\ 1
3r (g) x5(=91 + 216x2)
91n

Dey(x) = —

Bu denklemin verilen kosul altindaki tam ¢dziimii y(x) = x — x> fonksiyonudur.
Bu problem igin istenen temel matris denklemi ve kosul bagintis1 asagidaki gibi
elde edilir

{X5,6LSs/s — CRJA = G, UyA =L(0)A=0.
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Bu problem Mohammed (2014) ve Oyedepo ve dig. (2016) tarafindan da
¢oziilmiistiir. Mohammed, N = 5 i¢in yaklasik ¢6ziimii buldugunu ifade etmis fakat
yonteminin hatasi i¢in herhangi bir sayisal sonu¢ verilmedigi i¢in karsilastirma
yapilamamustir. Bunun yani1 sira, Oyedepo ve dig. standart en kiigiik kareler yontemi
ve pertiirbe edilmis en kiiclik kareler yontemini kullanarak elde ettikleri ¢oztimlerin
mutlak hatalarin1 vermislerdir. Tablo 4.2’de bu hatalar ile 6nerilen yontemde [W, G]
arttirilmis matrisinin son satirinin [Uy, 0] arttirilmis matrisi ile yer degistirmesi ile
sonu¢ N = 6 i¢in elde edilen mutlak hatalar1 karsilastirilmis ve Onerilen yontemin
daha iyi sonug verdigi gozlemlenmistir.

Tablo 4.2: Ornek 4.2.4 i¢in mutlak hatalarin karsilastiriimasi

Standart en Pertiirbe edilmis | Onerilen yontem | Onerilen yontem
X kiigiik kareler en kiiciik kareler N =5 N=6
yontemi yontemi

0.1] 6.3036x 107> | 0.7034 x 107> | 6.0445x 1077 | 6.7988 x 1078
0.2 25659 x 1075 | 3.3421x 1075 | 2.1141x 107° | 2.4063 x 1077
03| 6.8668 x 107° | 1.6037 x 107 | 4.4425x 107 | 5.0604 x 10~
04| 3.2130 x 1073 | 2.2706 x 1075 | 7.5285x 107 | 8.5722x 1077
05| 4.7716 x 107> | 3.7106 x 10> | 1.1331x 10~°> | 1.2901 x 10

0.6 | 51213 x 107° | 3.9193 x 107> | 1.5822x 1075 | 1.8018 x 107°
0.7 | 4.0208x 107> | 2.6563 x 1075 | 2.0984 x 107> | 2.3903 x 107°
0.8 | 1.2286 x 10> | 3.1847 x 107°% | 2.6804 x 10~5 | 3.0533 x 10°°
0.9 | 3.4964 x 107> | 5.2455x 1075 | 3.3266 x 107> | 3.7890 x 107°
1.0 | 1.0395 x 1075 | 1.2365x 10™* | 4.0349 x 10~° | 4.5965 x 107°
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5. KESIRLI FREDHOLM-VOLTERRA INTEGRO-
DIFERANSIYEL DENKLEMI iICIN SIRALAMA
YONTEMI

Bu boliimde kesirli lineer Fredholm-Volterra integro-diferansiyel denklemlerin
sayisal ¢oziimleri i¢cin Boliim 3.1°de anlatilan Laguerre polinomlarindan yararlanarak
farkli bir siralama yontemi gelistirilmistir. Ayrica, Laguerre polinomlar1 i¢in elde
edilen temel matris bagmtisi ve siralama noktalar1 kullanilarak verilen integro-
diferansiyel denklemler matris denklemleri haline getirilmistir. Oncelikle Boliim
5.1’de ¢6ziim yontem sunulacak, ardindan Bolim 5.2°de bu yontem kullanilarak

¢oziilen denklemlere ve sonuglarina yer verilecektir.

5.1 Caputo Tiirevli Denklemler icin C6ziim Yontemi

Bu boliimde verilecek olan ¢6ziim yontemi genis olarak bakildiginda siralama
noktalar1 ve Laguerre polinomlari lizerine kurulu bir yontemdir. Yonteme gegcmeden
once ¢oziimii arastirtlacak olan lineer kesirli Fredholm-Volterra integro-diferansiyel

denklemi tekrar ele alalim:

b

m l
> pEIDUYE) + Y ai@yO0) = gC) + A [ FGx Dy(©)de +
i=0 =0

a
X

+’12JV(X' Hydt, a<x<b 1
0

v—-1
Z Bjk y(k)(ﬁ]k) = ,L[], ] = 0,1, R 1, Vi — 1< a; < Vi. (52)
k=0

Burada v; € Z*, m,l €N; 14, 4,, Bijy, ,Bjk, uj € R, max <( max vi),l) =7V Ve

0<ism
F(x,t),V(x,t),p;(x),q;(x), g(x) bilinen fonksiyonlardir. Ayrica, y(x) bilinmeyen
fonksiyonu, y(x), y(x)’in tam say1 merteben tiirevlerini ve D%y(x), y(x)’in

Caputo kesirli tiirevlerini ifade eder.
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Bu yontemin asil amaci (5.1)-(5.2) probleminin (4.3) esitliginde oldugu gibi

N

y() = yy () = ) aply(®)

n=0

yaklagik ¢oziimlerini bulmaktir.

5.1.1 Teorem (5.1) denklemi ile tanimlanan kesirli Fredholm-Volterra integro-
diferansiyel denklemi verilmis olsun. Bu durumda x; > 0 olacak sekilde x; € [a, b]

siralama noktalar1 lizerinde bu denklem, asagidaki matris bagintisina indirgenebilir
m l
{Z P;X,, LS, + Z QLM! — A,F — AZV}A = G. (5.3)
i=0 i=0

Burada, S,, matrisi Teorem 3.2.4’te tanimlandigi, M matrisi (3.11) denkleminde
oldugu gibi, G = [g(xs)],(N + 1) x 1 boyutlu bir matris, L = [L(x)], F = [f(x,)],
Xq, = diag|x;™ ], Py =diaglpi(x)] , V=[v(x)] ve Q; = diaglq;(x,)]
matrisleri (N + 1) x (N + 1) boyutlu kare matrislerdir. Burada L(x) matrisi
Laguerre matrisini  temsil ederken f(x;) = f;F(xS, tL(t)dt ve v(xg) =

fox * K (x5, t)L(t)dt olarak alinr,

Ispat Bilinmeyen fonksiyon y(x)’in tiirevleri igin matris bagintilari, Béliim

3.2°de elde edilen Laguerre polinomlarinin tiirevlerinin matris bagintilar1 kullanilarak

(4.5) denklemi

y®(x) = L(x)M!A
ve (5.4) denklemi

D%y(x) = D*L(x)A = x*“L(x)S,A (5.4)

elde edilir. Burada M ve S, sirasiyla (3.11) ve (3.16) denklemlerinde verildigi gibidir.
Bu matris bagntilar1 (5.1) denkleminde yerine konulursa asagidaki matris denklemi

ortaya c¢ikar
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Zp ()X UL(x)S,, A + z 7;COLOMIA = g(x) + A, f F(x, £)L(t)Adt
i=0

+1; f K(x, t)L(t)Adt
0

Bu denklemde x; > 0 olacak sekilde x; € [a, b] siralama noktalar1 kullanilarak

m l
D xS A+ Y qir)LE)M'A

i=0 i=0
Xs

= g(xs) + A f F(xs, OL(O)dtA + A, f K(x, ©)L(t)dt A

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminde f(x;) = f:F(xs, t)L(t)dt ve

vixg) = [ : * K (x,, t)L(t)dt gosterimleri kullanilsin. O halde denklem sistemi

m l
{}}WM%*WM%K%+§}m%n@gmtwﬁwa—@w%ﬁA=m%)
i=0 i=0

olarak yazilabilir. s = 0,1, ..., N i¢in

i) o %1 Jaxd) o 0] rLx)
p=| 0 P@ T g g0 ) T ‘,Lz L)
0 0 - piC) 0 0 - g L(xn)
[%“l 0 f(xo) v(x,) 9(x0)
|0 X 0 |F=|fOD| yo VO] g =90
[ 0 e ki@ f(xy) v(xy) g0xy)

matris gosterimleri kullanilarak bu sistem kapali formda

m l
{Z PX,,LS,, + Z QLM! — A,F — AZV}A =G
i=0 i=0

seklinde yazilabilir ve boylece ispat tamamlanmis olur.

(5.3) ile verilen sistem kisaca WA = G ya da [W; G] gosterimiyle ifade
edilebilir; burada W asagidaki gibi verilebilir
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m l
W= z P;X, LS, + z QLM! — A,F — 2,V.
i=0 i=0
Boylece, (ag,aq,...,ay ) (N + 1) bilinmeyenli (N + 1) denklemli lineer

cebirsel denklem sistemi elde edilir.

Benzer sekilde, (5.2) denklemi kullanilarak kosullar igin matris bagintilari
hesaplanabilir

v-1
z B]kL(ﬁ]k)MkA = ,Ll], _] = 0,1, e, V= 1. (55)
k=0

Burada, 1 x (N + 1) boyutlu ZX;OBjkL(ﬁjk)M" matrisi U; matrisi olarak

adlandirilirsa (5.5) esitligi

UA=y;yada[U;u;], j=01,..,v—1

halini alir.

Lineer denklem sisteminin verilen kosullar altindaki ¢oziimlerini elde etmek
icin [W; G] arttirilmis matrisinin satirlarimi silmeden [U-; cj] arttirllmis matrisinin
satirlarim1 ekleyerek ya da [W; G] arttirilmis matrisinin v satirmi silerek [Uj;cj]

matrisinin v satirin1 ekleme teknigini kullanarak yeni arttirillmis matrisler elde edilir.
Bu matrisler; siralama noktalarmin sayisina, denklemin verilen kosullarina ve
denklemin mertebesine bagli olarak farkl: sekillerde ifade edilebilir. Boylelikle, bu

lineer cebirsel denklem sisteminin ¢ozlimii ile aranan Laguerre katsayilari elde edilir.

5.2 Uyumlu Tiirevli Denklemler i¢in Céziim Yontemi

Bu boliimde Boliim 5.1°de Caputo kesirli tiirevli denklemler i¢in anlatilan
yontemin uyumlu kesirli tiirevli Fredholm-Volterra integro-diferansiyel denklemler
icin isleyisi verilecektir. Yonteme ge¢meden Once ¢oziimii arastirilacak olan lineer

kesirli Fredholm-Volterra integro-diferansiyel denklem ele alinsin:
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b

m l
D Ty + ) GGy P60 = 900 + 4 [ FaxOy@de

a
X

t42 f V(x,t)y(t)dt, a<x<p (6
0

v—1
z B]k y(k)(ﬁ]k) = ,Ll], ] = 0;1, v, V= 1, 0< a; < 1. (57)
k=0

Burada, m,l € N; A4, A5, Bjx, Bjx, #; ER , max(1,1) =v ve F(x,t), V(x,t),
pi(x), qi(x), g(x) bilinen fonksiyonlardir. Ayrica, y(x) bilinmeyen fonksiyonu,
y®(x), y(x)’in tam say1 merteben tiirevlerini ve Te,y(x), y(x)’in uyumlu Kesirli

turevlerini ifade eder.

Burada kullanilacak yontemin amaci (5.6)-(5.7) probleminin (4.3) esitligindeki

N

y() = ) = ) apln(®)

n=0

yaklasik ¢oziimlerini bulmaktir.
5.2.1 Teorem (5.6) denklemi ile tanimlanan kesirli Fredholm integro-
diferansiyel denklem verilmis olsun. Bu durumda x, > 0 olacak sekilde x; € [a, b]

siralama noktalar1 lizerinde bu denklem, asagidaki matris bagintisina indirgenebilir

m l
{Z PX, LS + Z QLM! — A,F — AZV}A = G.
i=0

i=0
Burada, S matrisi Teorem 3.3.2°de tanimlandigi, M matrisi (3.11) denkleminde
oldugu gibi, G = [g(xs)], (N + 1) x 1 boyutlu bir matris, L = [L(x,)], F = [f(x,)],

Xy, = diag|x; @], P =diaglpi(x)] . V=[v(x)] ve Q;=diag[q;(x)]
matrisleri (N + 1) X (N + 1) boyutlu kare matrislerdir. Burada, L(x) matrisi

Laguerre matrisini  temsil ederken f(x;) = f:F(xS, tL(t)dt ve v(xg) =
) Ox * K (x5, t)L(t)dt olarak alinir.

Ispat Bilinmeyen fonksiyon y(x)’in tiirevleri i¢in matris bagintilar1 Boliim

3.2’de elde edilen Laguerre polinomlarinin tiirevlerinin matris bagitilar1 kullanilarak

y®(x) = L(x)MIA
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ve
T%(x) = T*L(x)A = x'"*L(x)SA

seklinde elde edilir. Burada M ve S sirastyla (3.11) ve (3.19) denklemlerinde verildigi
gibidir. Bu matris bagmtilar1 (5.6) denkleminde yerine konulursa asagidaki matris

denklemi ortaya ¢ikar

m 1 b
Z ()X GL(x)SA + z 7;COLOMIA = g(x) + A, f F(x, t)L(t)Adt
i=0 a

i=0
+, f K(x, HL(t)AdL.
0

Bu denklemde x; > 0 olacak sekilde x; € [a, b] siralama noktalar1 kullanilarak

m l
D xS T LE)SA+ ) qi(r)Lx)M'A
i i=0

=0
Xs

b
= g(xs) + 14 j F(x,, )LDt A + 1, f K(xs, OL(D)dt A
a 0

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminde f(x;) = f;F(xS, t)L(t)dt ve

vixg) = [ Ox * K (x,, t)L(t)dt gosterimleri kullanilsin. O halde denklem sistemi

m l
{Z PGS + ) g )LGM! = Anf(x) - sz(m}A = 9(x))
i=0 i=0

olarak yazilabilir. s = 0,1, ..., N i¢in

[piCo) 0 0 | JaGo 0 0 ] L(xo)
P. =| 0 pi(x1) o | Q = | 0 qi(x1) 0 |L= L(x;)
Co N : | 5
| 0 0 pi(xN)J | 0 0 qi(xN)J L(xn)
[ 0 07 i) v(x,) 9(x0)
X, = 0 xi_ai 0 |[F= f(7-51) V= V(?ﬁ) G = 9(?51)
S S =) IR 11670 B 0761 [ P1e 7D

matris gosterimleri kullanilarak bu sistem kapali formda
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m l
i=0

i=0

seklinde yazilabilir ve bdylece ispat tamamlanmus olur.

(5.8) ile verilen sistem kisaca WA = G ya da [W; G] gosterimiyle ifade
edilebilir; burada W asagidaki gibi verilebilir:

m l
W= Z P;X, LS + Z QLM' — A;F — 1, V.
i=0

i=0

Boylece, (ag,aq,...,ay) (N + 1) bilinmeyenli (N + 1) denklemli lineer

cebirsel denklem sistemi elde edilir.

Benzer sekilde, (5.7) denklemi kullanilarak kosullar i¢in matris bagintilari
hesaplanabilir

v—1
Z BiL(Bj)M¥A = p;, j=0,1,..,v—1. (5.9)
k=0

Burada, 1 x (N + 1) boyutlu Y324 B L(B;,)M* matrisi U; matrisi olarak

adlandirilirsa (5.9) esitligi

U]A=ﬂ] yada [U],,LLJ], ] =01,..,v—1

halini alir.

Lineer denklem sisteminin verilen kosullar altindaki ¢oziimlerini elde etmek
icin [W; G] arttirilmig matrisinin satirlarini silmeden [U-; cj] arttirilmis matrisinin
satirlarim1 ekleyerek ya da [W; G] arttirilmis matrisinin v satirmi silerek [Uj;cj]
matrisinin v satirin1 ekleme teknigini kullanarak yeni arttirilmig matrisler elde edilir.
Bu matrisler; siralama noktalarmin sayisina, denklemin verilen kosullarina ve
denklemin mertebesine bagli olarak farkli sekillerde ifade edilebilir. Boylelikle, bu

lineer cebirsel denklem sisteminin ¢oziimii ile aranan Laguerre katsayilari elde edilir.
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5.3  Uygulamalar

Bu boliimde, yukarida agikladigimiz ¢6ziim yonteminin gesitli orneklere

uygulanisi incelenecektir. Buradaki sayisal hesaplamalar Mathcad 15 kullanilarak

yapilmistir. Ayrica, bu problemlerde aksi belirtilmedikge xg = [1 — Cos ((SNfin)] /2

siralama noktalart  kullanilmigtir. Caputo kesirli tiirevli integro-diferansiyel
denklemlerin uygulamalar1 Boliim 5.3.1°de verilirken Boliim 5.3.2°de uyumlu kesirli

tiirevli denklemlerin uygulamalarina yer verilecektir.

5.3.1 Caputo Tiirevli Denklemler icin Ornekler

Bu bélimde Boliim 5.1°de verilen yontemin Caputo kesirli tiirevli integro-
diferansiyel denklemlerdeki uygulamalarina ornekler verilecektir. Bu orneklerden
literatiirde yer alanlar icin karsilastirma yapilip bu karsilastirmanin sonucu

verilecektir.

5.3.1.1 Ornek Asagida verilen kesirli Fredholm integro-diferansiyel denklemi

ele alinsin

2

r)

1
y'(x) + D%y(x) +y(x) = %— %x - X2+ x% + f(x — t)y(t)dt.
0

Bu problemin y(0) =y'(0) = 0 kosullar1 altindaki tam ¢dziimii y(x) = x?
fonksiyonudur.

Bolim 5.1°de anlatilan yontem uygulanarak bu problemin temel matris

denklemi

{X1/,LS1/, +L+LM? —FJA=G
ve baslangi¢ kosullarinin bagintisi
U,A=L(0)A=0, U,;A = L(0)MA = 0.

seklinde ifade edilir. N = 2 i¢in siralama noktalar1 x, = 0.25,x; = 0.75,x, =

lolarak hesaplanabilir. Boylelikle, temel matris denklemindeki matrisler
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L 1 = 2 N ]
: 00 ¢ w2 &
x1/2:() ﬁ O’L_l M 5,31/2:0 0 il #
2 21 3V
0 0 1 1 0 —] 0 0 0
[ =2 1 147
4 24 12 3Wmr 48
F—Il 5 lIG— ﬁ_{_ﬂ Up=[1 1 1]
T+ 24 s T [Vl [ U;=[0 -1 2]
ll 1 iJ 8 35
2 3 24 3VE | 12
seklindedir. Bu sistem c¢ozdiiriildiigiinde bilinmeyen katsayilar ay = 2, a; = —4,

a, = 2 olarak bulunur. Bulunan katsayilar1 (4.3) denkleminde yerine koydugumuzda

y(x) = x? tam ¢6ziimii elde edilir.

Bu problem daha dnce Bessel siralama yontemi kullanilarak Ordokhani ve dig.
(2016) tarafindan ¢oziilmiistiir ve bulunan yaklasik ¢6ziimiin maksimum hatalar1 N =
2, N =4 ve N = 6 icin sirastyla 3.70 x 1073, 3.28 x 10™* ve 8.58 x 107> olarak
hesaplanmistir. Boliim  5.1’de  Onerilen yontem ile N =2 i¢in Mathcad 15
programinda sembolik hesaplama kullanilarak bu problemin tam c¢oziimii elde
edilmistir. Ac¢ik¢a goriiliiyor ki, 6nerilen yontem diger yontemlerden daha dogru bir

¢Ozlim vermektedir.

5.3.1.2 Ornek Asagidaki 0 < x,t < 1 araliginda y(0) = 0 baslangi¢ kosulu
ile verilen lineer kesirli Fredholm integro-diferansiyel denklemini ele alalim

1

+ (5 —2e)x + J xety(t)dt.
0

3r (g) x5(=91 + 216x2)

5
Dey(x) = - 91

Bu denklemin verilen kosul altindaki tam ¢dziimii y(x) = x — x3 fonksiyonudur.
Bu problem igin x; = s/(N + 1) siralama noktalar1 kullanilarak problemin temel
matris denklemi agagidaki gibi elde edilir

{Xs5/6LSs/s —F}A =G, UyA=0.
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Burada, N = 3 igin siralama noktalar1 x, = 0.25, x; = 0.5, x, = 0.75 ve
x3 = 1 olarak hesaplanir. Bu sistem Mathcad 15 programinda sembolik hesaplama
kullanilarak ¢ozdiiriildiiglinde bilinmeyen katsayilar ap = =5, a; =17, a, = —18
ve a; = 6 olarak bulunur. Bulunan katsayilar (4.3) denkleminde yerine konuldugunda
y(x) = x — x3 tam ¢6ziimii elde edilir.

Bu problem daha 6nce Boliim 4.2°de de ¢ozdiiriilmiis ve diger yontemlerle
karsilastirmasi yapilmistir. N = 6 i¢in elde edilen ¢oziimiin diger yontemlerden daha
iyl oldugu gozlemlendi. Ancak ¢ekirdek fonksiyonundan dolayr bu boliimde elde
edilen sonuclarda tam ¢6ziime ulasildigindan daha iyi oldugu anlasilmaktadir.

5.3.1.3 Ornek y(0) = 0 baslangi¢ kosulu altinda tam ¢6ziimii x? fonksiyonu

olan kesirli integro-diferansiyel denklemi ele alalim

X

D%y(x) =y(x) + S x5 —x?% — 1x3 + fy(t)dt.
3r(0.5) 3
0

Boliim 5.1°de anlatilan yontemi uygulayarak bu denklem ve kosulu i¢in temel

matris denklemi agagidaki gibi bulunur
{X1/2LS1/2 —L—V}JA=G, UyA=0.

Burada N = 2 alinirsa, siralama noktalar1 x, = 0.25,x; = 0.75,x, = 1 olur.

Bu siralama noktalari i¢in yukarida bahsedilen matrisler asagidaki gibidir

: s =1 2 s
; 00 | 1 2 0 % =
Xip=lg B L=l § —5}Sz2=|o o =%
FRE RS
0 0 1 10 — 0 0 0
1 7 73 118
[Z 32 E] 3Wm 192
—|3 15 3| e_|¥3_15 =
V_I4 22 1zap O VT 64 Uo=1[1 1 1].
[1 = lJ liL_ij
2 6 3o 3
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Bu sistem ¢ozdiiriildiigiinde bilinmeyen katsayilar a, = 2, a; = —4, a, = 2 olarak
hesaplanir. Bulunan katsayilar1 (4.3) denkleminde yerine koydugumuzda bu

problemin tam ¢6ziimiinii elde ederiz.

Bahsi gecen problem daha 6nce Awawdeh ve dig. (2011) tarafindan homotopi
analiz yontemi kullanilarak ¢oziilmiistiir. Bu calismada N = 5 i¢in yaklasik ¢oziim
bulundugu ifade edilmis fakat bu ¢ézliimiin hatasi sayisal degerlerle verilmemistir.
Ayrica, Sahu ve Saha Ray (2016) Legendre dalgacik Petrov—Galerkin yontemini
kullanarak N = 6 icin 4.2 x 107> maksimum hata ile bir yaklasik ¢oziim
bulmuslardir. Onerilen yontem ile N = 2 i¢in Mathcad 15 programmin sembolik
hesaplamasi kullanilarak problemin tam ¢6ziimii elde edildigi i¢in bu yontemin diger

yontemlerden daha iyi oldugu sdylenebilir.

5.3.1.4 Ornek y(0) = 0 baslangi¢c kosulu altindaki tam ¢oziimii y(x) = x

olan kesirli integro-diferansiyel denklemi ele alalim

X

x%25 4+ (x cosx — sinx)y(x) + f xsinty(t)dt, 0 <x < 1.
0

D27y (x) = I'(1.25)

Boliim 5.1°de anlatilan yontemi uygulayarak bu denklem ve kosulu i¢in temel

matris denklemi agagidaki gibi bulunur:
{X3/4LS3/4 —PL—V}JA=G, UyA =0.

Burada N =1 alinirsa, siralama noktalar1 x, = 0.5, x; =1 olur ve bu

siralama noktalar1 i¢in bahsedilen matrisler agagidaki gibi verilir

\s 2v2r(2)] 053) _ gin (2
X3/4 = [T 0]. S3/4 = [0 — |, p=|"2 —SI (5) 0 ’
0 1 0 0 0 cos(1) — sin(1)
1 sin?(> sin(> 1]
V= [Sln(z)]Z 2(4) - 2(2) + al L 1 % G = l%) 2% U,=[1 1]
1 sin(1) ’ ’ m 122) ° .
1 —cos(1) e Lo

Bu sistem Mathcad 15 programi kullanilarak sembolik olarak ¢ozdiiriildiigiinde
ag =1, a; = —1 katsayilar1 elde edilir. Bu katsayilar (4.3) denkleminde yerine

konursa bu problemin tam ¢6ziimii elde edilir.
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Bu problem daha 6nce Awawdeh ve dig. (2011) tarafindan homotopi analiz
yontemi kullanilarak ¢oziilmiistiir. Bu calismada N =5 i¢in yaklasik ¢oziim
bulundugu ifade edilmis fakat bu ¢ézliimiin hatasi sayisal degerlerle verilmemistir.
Ayrica, Sahu ve Saha Ray (2016) Legendre dalgacik Petrov—Galerkin yontemini
kullanarak N = 6 i¢in 1.1 X 1071® maksimum mutlak hata ile yaklasik ¢dziim
bulmuslardir. Onerilen ydntem ile N = 1 i¢in Mathcad 15 programimin sembolik
hesaplamasi kullanilarak problemin tam ¢6ziimii elde edildigi i¢in bu yontemin diger

yontemlerden daha iyi oldugu sdylenebilir.

5.3.1.5 Ornek y(0) = 0, y'(0) = 0 kosullar1 altinda tam ¢6ziimii y(x) = x?

olan kesirli integro-diferansiyel denklemi ele alalim

X

2
D\/Ey(x) = mxz‘ﬁ + 2sinx — 2x + j cos(x —t) y(t)dt.

0

Boliim 5.1°de anlatilan yontemi uygulayarak bu denklem ve kosulu i¢in temel

matris denklemi agagidaki gibi bulunur
{XzLS3-VIA=G, U)A=0.

Burada N = 2 alinirsa, siralama noktalar1 x, = 0.25,x; = 0.75,x, = 1 olur.

Bu siralama noktalari i¢in yukarida bahsedilen matrisler agagidaki gibidir

1 3 17
4V3-1 0 0 [0 O F(3—\/§)] 4 32
\/§_1 1 7
X5 = 4 ., Sp= -1 |, L=|1 - ——|
Lo (5 o T o r(s—ﬁ)‘ ¥
0 0 1 0 0 0 1 0 - 5
. (1), 24)V32 1]
2sin(-) + - =
(4) r(3-v3) 2 sin G) cos G) + sin G) —1 2cos G) — Z]

O

|
G =12sin G) + i(‘;_ﬁ) —% V= Ilsin G) cos G) + sin G) —1 2cos G) — zJ
| 2sin(1) + ﬁ -2 sin(1) cos(1) +sin(1) —1 2cos(1) — 1

Up=1[1 1 1].
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Bu sistem ¢ozdiiriildiiglinde bilinmeyen katsayilar ay = 2, a; = —4, a, = 2.
Bulunan katsayilar (4.3) denkleminde yerine konursa bu problemin tam ¢6ziimii elde
edilir.

Bu problem daha 6nce Awawdeh ve dig. (2017) tarafindan homotopi analiz
yontemi kullanilarak ¢oziilmiistiir. Bu ¢alismada N =5 i¢in yaklasik ¢6ziim
bulundugu ifade edilmis fakat bu ¢oziimiin hatasi sayisal degerlerle verilmemistir.
Onerilen yontem ile N = 2 icin Mathcad 15 programinin sembolik hesaplamasi
kullanilarak problemin tam ¢oziimii elde edildigi i¢in bu yontemin diger yontemden

daha iyi oldugu soylenebilir.

5.3.1.6 Ornek 0 < x,t < 1 araliginda y(0) = 0 kosulu altinda tam ¢oziimii
polinom olmayan y(x) = x3/2 fonksiyonu olan kesirli Volterra integro-diferansiyel

denklemi ele alalim

Dgy(x) =

X

3Vn 2

4_1..(13/6)36 63x 9+ 7x )+j(xt+x t*)y(t)dt.
0

Bu problemin temel matris denklemi ve kosul bagintisi
{X1/3le/3 - V}A == G, UoA - O
seklinde verilebilir.

Bu problemin 6nerilen yontem ile elde edilen yaklasik ¢6ziimiiniin N = 5 i¢in
mutlak hatalar1 {i¢ ayr1 yontemin mutlak hatalar1 ile Tablo 5.3’te karsilagtirilmistir. Bu
yontemler, lineer sema, kuadratik sema ve lineer-kuadratik sema yontemleridir
(Kumar ve dig. 2017). Onerilen yéntemin mutlak hatalar1 arttirilmis matris [W, G]
matrisinin son satirinin arttirilmis matris [Ug, 0] ile yer degistirmesi ve [Uy, 0]

matrisinin silmeden [W, G] matrisine eklenmesiyle ortaya ¢ikan hatalardir.

Tablo 5.3: Ornek 5.3.1.6 icin mutlak hatalarin karsilastiriimasi

x | Lineer Sema | Kuadratik | Lineer Kuadratik | Onerilen yontem Onerilen
Sema Sema (silmeden) yontem (Silerek)

0.2/98x107%|98x107%| 9.8x1073 29x107* 3.0 x 107*

04]11x107% | 48x%x 1073 49x 1073 7.3x107* 7.9 x 10~*

53




06[1.2x107%2|29x%x1073 3.2%x 1073 9.5x 1074 1.1x 1073
08[14x%x107%2|26x1073 3.5%x 1073 8.3x 1074 1.0x 1073
1 [19%x107%|33x1073 5.5 x 1073 45x107* 6.3 x 107*

5.3.1.7 Ornek Baslangi¢ kosulu y(0) = 0 altindaki tam ¢oziimii y(x) = x/2
fonksiyonu olan kesirli VVolterra integro-diferansiyel denklemi ele alalim. Bu problem
Onerilen yonteme tam ¢éziimii polinom olmayan ve integral ¢ekirdegi degiskenlerine

ayrilamaya bir test problemi olarak tiretilmistir

7

3Vmx 3 e*?
\Z + xz — 2? + f xe**Vy (t)dt.

0

1 2
Dzy(x) + y(x) = =t

Problemin ¢6ziimii polinom olmadigi i¢in dnerilen yontem ile tam ¢6ziim elde
edilememektedir. Bu yiizden yaklasik ¢oziimler elde edilmis ve bu ¢oziimlerin

maksimum hatalar1 farkli N degerleri icin Tablo 5.4’te verilmistir.

Tablo 5.4: Ornek 5.3.1.7°nin farkli N degerleri i¢in maksimum hatalar:

N Silmeden [lk Satir1 Silerek | Son Satiri Silerek | Ortadan Silerek
2 1.2x 1072 3.3 x 1072 2.5 x 1072 2.8 x 1072
4 1.3x 1073 6.3 x 1073 2.8 x 1073 3.8 x 1073
6 3.9 x 1074 2.3 x 1073 7.1 x 1074 1.1 x 1073
8 1.8 x 107* 1.1 x 1073 2.5 x 1074 46 x 1074
10 1.0 x 107* 59 x 107* 1.1 x 107* 2.1 x 107

5.3.1.8 Ornek Tam ¢oziimii y(x) = x? + x3 olan Caputo kesirli Fredholm-

Volterra integro-diferansiyel denklemi ele alalim:

X 1
DVy(x) = g(x) + f(x —t)y(t)dt + f(x +t)y(t)dt
0 0

y(0) =y'(0) =0

Bu denklemdeki g (x) fonksiyonu asagidaki gibidir:

0.3 1.3

ra3)” "re3* "12720 20 12
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Bu denkleme ve kosullara ait temel matris denklemleri agsagidaki gibidir

{X1.7le.7 - F - V}A == G
U,A=L(O)A=0, U,A=L(0)MA = 0.

Burada, N = 3 i¢in siralama noktalar1 x, = 0.25, x; = 0.5, x, = 0.75, x3 =
1 olarak bulunur. Bu sistem ¢ozdiiriildiiglinde bilinmeyen Laguerre katsayilart aq, =
8,a, = —22,a, = 20, a; = —6 scklinde hesaplanir. Bu katsayilari (4.3) denkleminde

yerine konuldugunda denklemin tam ¢o6ziimii elde edilir.

Bu problemin yaklasik ¢6ziimleri Meng ve dig. (2015) tarafindan Legendre
dalgacik yontemi ile bulunmustur. Bu yontem ile elde edilen yaklasik ¢oziimiin
maksimum hatalar1 16 terim i¢in 5.3 X 1072, 32 terim i¢in 2.7 X 1072, 64 terim i¢in
1.2 X 1072 ve 128 terim igin 9.0 X 10~* olarak verilmistir. Ayrica, bu problemin
Genocchi polinomlari tarafindan bulunan yaklagik ¢6ziimiiniin maksimum hatasi N =
8 icin 7.0 X 1072 olarak verilmistir (Loh ve dig. 2017). Onerilen yéntemle N = 3 i¢in
tam ¢6zlim bulundugundan bu yontem diger yontemlere gore daha hizli, daha etkili ve

daha dogrudur.

5.3.1.9 Ornek y(0) = y(1) = 0 smr kosullar ile verilen kesirli asagidaki

integro-diferansiyel denklemi ele alalm

1 X

y"'(x) + %D%y(x) + x—lzy(x) =gx)+ J cos(x —t) y(t)dt + J sin(x — t) y(t)dt
0 0

2Vx  6xVx
rs5) r(3.5)
+ (8+4cos1—>5sin1)sinx.

—13x— x>+ x3+5+ (4 —4sin1—5cos1)cosx

gx) =

Yukaridaki problemin verilen kosullar ile tam ¢dziimii y(x) = x% —x3
fonksiyonudur. Bu probleme temel matris denklemi ve kosullarin bagintilari asagidaki
gibidir:

{X_1/,LS;/, + LM? +X_,L—F—V}A =G,

UA=L0A=0, UA=L(1DA=0.
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1 2 1
BuradaN = 3 alinirsa siralama noktalar1 x, = 5= % Xy =5, Xy =

R
4

N | =

x3 = 1 olur. Bu sistem ¢ozdirildigiinde bilinmeyen Laguerre katsayilar1 a, = —4,
a, = 14,a, = —16,a; = 6 seklinde hesaplanir. Bulunan katsayilar (4.3)
denkleminde yerine konuldugunda denklemin tam ¢6ziimii elde edilir.

Bu problem daha 6nce sinc-siralama yontemi ile Alkan ve Hatipoglu (2017)
tarafindan ¢ozlilmiistiir. Bu ¢alismada yaklasik ¢6ziimiin maksimum hatalar1 N = 4
i¢in 4.6 X 1072, N = 8i¢in 2.7 X 1072, N = 16 i¢in 1.8 x 1073, N = 32 i¢in 2.6 X
107> ve N = 64 icin 3.9 x 1077 olarak verilmistir. Diger taraftan, Boliim 5.1°de
Onerilen yontem ile N = 3 i¢cin Mathcad 15 programinda sembolik hesaplama
kullanilarak bu problemin tam ¢6zlimii elde edilmistir. Ag¢ik¢a goriiliiyor ki, onerilen

yontem diger yontemlerden daha dogru bir ¢6ziim vermektedir.

5.3.1.10 Ornek Tam ¢oziimii y(x) = x% olan asagidaki baslangi¢ kosullart ile

verilen kesirli Fredholm-Volterra integro-diferansiyel denklemi ele alalim

1
D*3y( _reS ., 27 x+1fx( t)y(t)dt ! ty(t)dt
yx)_r(z.z)x 99 11 7T7) ¥ 0y® +§f“’()
0

0

y(0) =y'(0) = y"(0) = 0.

Bolim 5.1°de anlatilan yontemi uygulayarak bu denklem ve kosullari i¢in

temel matris denklemi asagidaki gibi bulunur

{X23LS,5 - JF—VjA =g,

U/A=L(0)A=0, UA=L0OMA=0 U,A=L(0)M?A=0.

Formiilii yukarida verilen siralama noktalart N = 8 ve N =9 i¢in kullanildiginda
ortaya ¢ikan ¢oziimiin mutlak hatalarina Tablo 5.5’te yer verilmistir. Bu problem daha
once Legendre dalgacik metodu (Meng ve dig. 2015), Adomian ayristirma metodu
(Meng ve dig. 2015), kesirli mertebeden Bernoulli fonksiyonlar1 (Rahimkhani ve dig.
2017), Genocchi polinomlar1 (Loh ve dig. 2017) ve genellestirilmis hat fonksiyonlari
(Loh ve dig. 2017) ile ¢ozdiiriilmiis ve yaklasik ¢oziimler elde edilmistir. Verilen

yontemin sonuglar ile diger yontemin sonuglarinin karsilastirilmasi Tablo 5.5°te
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verilmistir. Tablodan agik¢a goriililyor ki Onerilen yontem daha yararli ve daha iyi

sonugclar ortaya koymustur.

Tablo 5.5: Ornek 5.3.1.10 i¢in mutlak hatalarin karsilastiriimasi

LDM AAM KBF GHF GP Onerilen yontem
x k=2M=5 n=>5 m=28 n=32 N=9 N=8 N=9
1/8 6.6 x 107° 1.0x1075 | 69x1077 | 4.2x107¢ 1.5x107* | 13x107° | 1.6x 1078
2/8 45x 1075 42x107% | 3.5%x1077 5.6 x 1075 63%x107* | 9.7x10710 6.3 x 107°
3/8 3.1x107° 9.2x 1075 | 2.4 %1077 6.2x107° 13x1073 7.0 x 107° 4.0x107°
4/8 74x1075 | 42x107* | 23x1077 6.9x 1075 2.0x1073 33x1078 | 9.1x 10"
5/8 24x10"%* | 81x10"* | 83x1077 32x107* | 28x1073 1.0 x 1077 3.9x1078
6/8 38x107* | 23x1073 | 23x1077 | 45x107* | 3.7x1073 2.5x1077 1.2 %1077
7/8 60x107% | 81x1073 | 46x1077 62x107* | 4.6x1073 5.0 x 1077 2.4 %1077

Ayrica, Mathematica 11.1 kullanilarak Sekil 5.4’te bu problemin gergek

¢Ozlimiiniin grafigi ile N = 4 i¢in yaklasik ¢éziimiiniin grafigi verilmistir. Ayrica,

Sekil 5.5’te ger¢ek ¢oziim ile N = 8 ve N = 9 i¢in yaklasik ¢6ziimlerinin grafikleri

verilmig ve her iki yaklasik ¢6ziim grafiginin de gergek ¢oziim grafigi ile uyum iginde

oldugu gozlemlenmistir.
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Sekil 5.4: Gergek ¢oziim ile N=4 i¢in yaklasik ¢6zlimiin karsilastiriimasi
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Sekil 5.5: Gergek ¢6ziim ile N=9 i¢in yaklagik ¢oziimiin karsilastirilmast

5.3.2 Uyumlu Tiirevli Denklemler i¢cin Ornekler

Bu kisimda uyumlu kesirli tiirevli integro-diferansiyel denklemlerin
uygulamalarina yer verilecektir. Uyumlu kesirli tiirevli integro-diferansiyel
denklemlerin ¢6ztimii literatlirde ilk defa tarafimizdan arandigi i¢in bu O6rneklerde

herhangi bir karsilastirma yapilmamastir.

5.3.2.1 Ornek y(0) = 0 baslangic kosulu altinda tam ¢6ziimiiy(x) = x? olan

uyumlu kesirli tiirevli Fredholm integro-diferansiyel denklemini ele alalim

3

T%y(x) =y(x) +2x —x2 -9+ J y(t)dt.
0

Boliim 5.2°de anlatilan yontem kullanilarak denklem ve kosul i¢in temel matris

bagintilar1 asagidaki gibi elde edilir:

{X)LS—L—-FJA=G, UyA=L(0)A=0.

Burada, N =2 i¢in siralama noktalar1 x, = 0.25, x; = 0.75, x, =1 olarak

hesaplanir. Bu noktalar i¢in temel matris denklemindeki matrisler asagidaki gibidir
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1 3 _3 _3 141
5 0.0 i =z ER e
Xo=|. 3 | L=[1 3 -Z|v=|3 -2 2| G= |33 1s3],
0 ? 0 4 32 2 2 T—?
1 3 3
0 0 1 1 0o — 3 -5 -3 8

Uy=L0O)=[1 1 1].

Bu sistem kosul matrisini ekleyerek Mathcad 15 programinda sembolik
hesaplama ile ¢6zdiriildiigiinde bilinmeyen Kkatsayilar ag = 2, a; = —4, a, =2
olarak hesaplanir. Bulunan katsayilar1 (4.3) denkleminde yerine koydugumuzda

problemin tam ¢6ziimiinii elde ederiz.

5.3.2.2 Ornek y(0) = 0 baslangic kosulu altinda tam ¢oziimiiy(x) = x? olan

uyumlu kesirli tiirevli Volterra integro-diferansiyel denklemini ele alalim

X

1 1
Tzy(x) = y(x) + 2x1° — x2? — §x3 + f y(t)dt.
0

Bo6liim 5.2°de anlatilan yontem kullanilarak denklem ve kosul i¢in temel matris

bagtilar1 asagidaki gibi elde edilir:

{Xo)LS§—-L-V}JA=G, U,A=0.

Burada, N =2 i¢in siralama noktalarni x, = 0.25, x; = 0.75, x, =1 olarak

hesaplanir. Bu noktalar i¢in temel matris denklemindeki matrisler asagidaki gibidir

1 3w 17 73 35
5 00 |r1 4 32]| b 32 384 |[ 192 ]|
Xo=|, V3 L={1 = -Z] v=|2 B E| g= |3 _1]
°=lo 2 of _[ 4 32J’ T la 32 128)" T T [T_G_J’
1 11 2
Up=[1 1 1]

Bu sistem kosul matrisini ekleyerek Mathcad 15 programinda sembolik olarak
¢ozdiriildigiinde  bilinmeyen  Kkatsayillar ay =12, a; = —4, a, =2 olarak
hesaplanir. Bulunan katsayilari (4.3) denkleminde yerine koydugumuzda problemin

tam ¢Ozlimiinii elde ederiz.
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5.3.2.3 Ornek Asagidaki uyumlu kesirli tiirevli Volterra integro-diferansiyel

denklemini ele alalim.

X

TO75y(x) = y(x) + (x*?5 — x) cosx + 2 f sin(t — x) y(t)dt, 0<xt<1.

y(x) = sin x trigonometrik fonksiyonudur.

0

Bu denklemin y(0) = 0 baslangi¢ kosulu altinda elde edilen tam ¢oziimii

Verilen problemin tam ¢éziimii polinom olmadig1 i¢in 6nerilen yontem ile tam

¢Oziim elde edilememistir. Bu ylizden yaklasik ¢oziimler elde edilmis ve tam ¢oziim

ile bu yaklasik ¢oziimler arasindaki mutlak hatalar farklit N degerleri i¢in Tablo 5.6’da

verilmistir. Bu tabloda verilen hatalar N = 2,4, 6, 8,10 igin arttirtlmis matris [W, G]

matrisinin son satirinin arttirtlmis matris [Uy, 0] ile yer degistirmesi ile elde edilen

hatalar, N = 14 ve N = 16 i¢in [U,, 0] matrisinin [W, G] matrisine eklenmesiyle

ortaya ¢ikan hatalardir.

Tablo 5.6: Ornek 5.3.2.3’iin farkli N degerleri i¢in mutlak hatalar:

X N=2 N=4 N=6 N=8 N =10 N =14 N =16
1/10 3.2x107* 8.6 x 1077 1.2x107° | 1.0x 1072 | 40x 107 | 6.6 x 1071¢ | 1.7 x 10716
2/10 1.2x 1073 3.4%x107° 47%x107° | 40x 10712 | 22x 10715 | 57x 10716 | 20x 10~V
3/10 | 27x1073 | 73x107® | 1.0x107® | 86x 10712 [ 1.9x 10715 | 6.0 x 1076 | 1.3 x 10~V
4/10 | 46x1073 | 1.2x1075 | 1.7x1078 | 1.4x 10711 [ 54x 10715 | 3.5x 10716 | 1.7 x 107
5/10 6.7 x 1073 1.8x 1075 25%x1078 | 21x 1071 | 1.3x 107 | 49x 10716 | 7.6 x 107V
6/10 | 9.0x1073 | 24x1075 | 33x1078 | 28x 10711 | 1.4x 107 | 7.7x 10716 | 1.7 x 1077
7/10 1.1x 1072 29x 1075 40x1078% | 3.4x107" | 1.7x 107 | 53 x 1076 | 1.2 x 10716
8/10 | 13x1072 | 34x107% | 46x107% | 39x 1071 | 21 x 107 | 6.4x 10716 | 1.5x 10716
9/10 | 1.5x1072 | 3.7x1075 | 51x1078 | 42x1071 [ 21x1071* | 9.2x 10716 | 2.8 x 10716

1 1.6 X 1072 3.9x 1075 53%x1078 | 44x 1071 | 22x 107 | 7.6 x 10716 | 3.0x 1071

Sekil 5.5, Sekil 5.6 ve Sekil 5.7°de sunulan yontem ile verilen siralama

noktalar1 iizerinde sondan silerek ekleme teknigi kullanilarak farkli N degerleri igin

elde edilen mutlak hata sonuglar1 verilmektedir.
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N=0 i¢cin mutlak hata

- I
A
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41071
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Sekil 5.6: Ornek 5.3.2.3 i¢in N=9 i¢in mutlak hata sonuglar:

N=12 i¢in mutlak hata

51071

41071

310”1

heakal £) || H
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Sekil 5.7: Ornek 5.3.2.3 i¢in N=12 i¢in mutlak hata sonuglar1

N=17 icin mutlak hata

1.5x10" 1

11071

hata(t)

0

o 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
t

Sekil 5.8: Ornek 5.3.2.3 i¢in N=17 i¢in mutlak hata sonuclari
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5.3.2.4 Ornek Asagidaki uyumlu kesirli tiirevli Volterra integro-diferansiyel

denklemini ele alalim

X

T%y(x) = xgy(x) + cosx +sinx —e* + 2 J sin(x — t) y(t)dt, 0<xt<l1.
0

Bu denklemin y(0) =1 kosulu altindaki tam ¢oziimi y(x) =e* istel

fonksiyonudur.

Verilen problemin tam ¢éziimii iistel fonksiyon oldugu i¢in 6nerilen yontem ile
tam ¢ozliim elde edilememistir. Bu ylizden yaklasik ¢oziimler elde edilmis ve tam
¢Oziim ile bu yaklasik ¢ozlimler arasindaki mutlak hatalar farkli N degerleri i¢in Tablo
5.7°da verilmistir. Bu tabloda verilen hatalar N = 2,4, 6,8, 12 i¢in arttirilmis matris
[W, G] matrisinin son satirinin arttiritlmis matris [Uy, 1] ile yer degistirmesi ile elde
edilen hatalar, N =10 ve N =14 i¢in [U, 1] matrisinin [W,G] matrisine

eklenmesiyle ortaya ¢ikan hatalardir.

Tablo 5.7: Ornek 5.3.2.4’iin farkli N degerleri i¢in mutlak hatalar:

x N=2 N=4 N=6 N=28 N=10 N =12 N =14
1/10 | 4.2x107* 1.3x 107 20x107° | 1.7x107%2 | 27x1071* | 48 x1071* | 2.4 x 10714
2/10 | 1.6 x 1073 5.2x107° 77%x107° | 6.6 x10712 | 21x 1071 | 1.8 x1071* | 2.7 x 10715
3/10 | 3.6 x 1073 1.1x107° 1.7%x107® | 1.4x10711 | 24 x 10715 | 25x 107 | 5.6 x 1071°
4/10 | 6.0x 1073 1.9x%x107° 28x1078 | 24x1071 | 1.6 x1071® | 1.6 x 107> | 1.1 x 107
5/10 | 8.8x 1073 28%x107% | 40x107® | 35x107 | 52x107%* | 3.4 x1071* | 2.1 x 1074
6/10 | 1.2x 1072 3.6 x 1075 53x107® | 46x1071 | 1.1x107® | 1.6 x 107> | 1.8 x 107
7/10 | 1.5x107% | 4.4x 1075 6.5x107% | 5.6x107 | 1.5%x 1073 | 6.0 x 1071* | 8.9 x 1071¢
8/10 | 1.7x 1072 5.1x 1075 74%x107% | 64x1071 | 42x107* | 51x1071* | 1.8 x 10715
9/10 | 1.9x 1072 56x107> | 80x107® | 70x 107! | 1.8%x 10713 | 25x 107* | 1.6 x 10714

1 20x 1072 58x107% | 84x107% | 71x107' | 1.4%x 1073 | 9.9x 10715 | 1.8 x 10~*
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda asil amag; kesirli lineer Fredholm-Volterra integro-
diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimleri igin Laguerre polinomlart yardimi ile
siralama yoOntemleri gelistirmektir. Bu ¢alismada 6zellikle Caputo kesirli tiirevli ve
uyumlu kesirli tiirevli denklemlerin ¢oziimii arastirilmistir. Bunun icin oncelikle
liclincii bolimde Laguerre polinomlarinin Caputo kesirli tiirevi ile Laguerre
polinomlar1 arasindaki iligkiyi veren bagintilar elde edilip ispatlanmistir. Bu bagintilar
literatiirdeki bagintilardan farkli olarak yaklasik olarak degil tam olarak iliskiyi
vermektedir, tstelik onlara gore ¢ok daha basit sekilde ortaya konulmustur. Bunun
yant sira Laguerre polinomlarinin uyumlu kesirli tiirevi ile Laguerre polinomlar
arasindaki iligki de literatiirde ilk defa ele alinmig ve bu iliskiyi veren bagintilar da ilk
defa elde edilip ispatlanmigtir. Ayrica, bu iliski kullanilarak elde edilen matris

bagintilar1 kullanilan siralama yonteminde esas rol oynamustir.

Dérdiincii boliimde kesirli lineer Fredholm integro-diferansiyel denklemler
igin bir siralama yontemi gelistirilmistir. Bu yontemde integralin ¢ekirdegi Laguerre
serisine agilmig, bu noktadan sonra siralama noktalari kullanilarak integro-diferansiyel
denklem cebirsel denklem sistemine doniistiiriilmiistiir. Besinci boliimde ise kesirli
lineer Fredholm-Volterra denklemler igin integrallerin ¢ekirdegi Laguerre serisine
a¢ilmadan siralama noktalar1 kullanilmis ve bu denklem cebirsel denklem sistemine
doniistiiriilmiistiir. 1ki yontem karsilastirildiginda dérdiincii béliimde gelistirilen
yontem cekirdegin Laguerre serisine agilabilme sart1 tasidigi i¢in besinci bdliimde
gelistirilen yonteme gore uygulama alaninin daha sinirl oldugu goriilmiistiir. Ayrica,
ilk yontem sadece kesirli Fredholm integro-diferansiyel denklemler i¢in gelistirilmis
olmasina ragmen bahsedilen ikinci yontem kesirli Fredholm-Volterra integro-
diferansiyel denklemler i¢in {iretildiginden ilk yontemden farkl olarak kesirli Volterra
integro-diferansiyel denklemlerin ve kesirli Fredholm-Volterra integro-diferansiyel

denklemlerin ¢oziimiinde kullanilabilir.

Bu ¢aligmada iiretilen Laguerre polinomlarina dayali siralama yontemi diger
yontemler ile karsilastirildiginda uygulanabilirligi daha kolaydir, bilgisayar ortaminda

kolay hesaplanabilir ve zamandan tasarruf saglar.
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Bu tezde yapilan calismalar, cesitli uluslararasi konferanslarda sunulmus,

uluslararasi dergilerde yayinlanmistir.

Sonug olarak, lineer kesirli Fredholm-Volterra integro-diferansiyel denklemler
icin gelistirilen bu yontem lineer olmayan kesirli Fredholm-Volterra integro-
diferansiyel denklemler i¢in de gelistirilebilir. Ayrica, Caputo kesirli tiirev ve uyumlu
kesirli tlirev disindaki kesirli tiirevlere sahip denklemler i¢in de Laguerre
polinomlaria dayal1 bir siralama yontemi iizerine ¢alismalar yapilabilir. Bunlarin
disinda Laguerre polinomlart kullanilarak gelistirilen bu yontemlere ek olarak

Chebyshev polinomlart da kullanilarak yontemlerin gelistirilmesi planlanmaktadr.
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