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i

Bu tezin tasarimi, hazirlanmasi, yiiriitiilmesi, arastirmalarinin yapilmasi ve
bulgularinin analizlerinde bilimsel etige ve akademik kurallara 6zenle riayet
edildigini; bu calismanin dogrudan birincil iiriinii olmayan bulgularin,
verilerin ve materyallerin bilimsel etige uygun olarak kaynak gosterildigini

ve alint1 yapilan ¢calismalara atfedildigine beyan ederim.

i

EMINE KOSE



OZET

DiJITAL HOMOLOJi GRUPLARI
YUKSEK LiSANS TEZi
EMINE KOSE
PAMUKKALE UNIVERSITESI FEN BiLIMLERi ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIiM DALI

(TEZ DANISMANI:DR.OGR. UYESI GULSELI BURAK)
DENIZLI, OCAK - 2020

Dijital homoloji gruplar1 goriintii analizi i¢in ana araclardan biridir. Ciinkii iki
farkli nesnenin izomorfik homoloji grubuna sahip olup olmadigini belirtmek,
goriintli analizinde onemli bir rol oynar. Dijital homoloji gruplari, dijital
simpleksler kompleksi iizerine inga edilmistir. Dijital goriintiilerin homoloji
gruplarinin hesaplanmasi, dijital topolojide dnemli bir alana sahiptir. Bununla
birlikte literatiirdeki dijital goriintiilerin homoloji gruplari hakkinda bir¢ok
teorik calisma olmasina ragmen bilgisayar algoritmasi acisindan caligmalar
yeterli degildir. Daha oOnceki g¢aligmalarda iki boyutlu algoritmalar ortaya
konmustur. Bu calismada oOncelikli olarak ii¢ boyutlu dijital goriintiilerin
homoloji  gruplarn1  hesaplanmasi i¢in bir algoritma olusturulmasi
hedeflenmistir. Matrislerde normal form baz alinarak indirgeme algoritmasi
kullanilip, dijital goriintiilerinin homoloji gruplarinin hesaplanmasi ile ilgili
caligmalar yapilmistir.

ANAHTAR KELIMELER:Dijital Topoloji, Dijital Simpleksler, Homoloji
Gruplari, Indirgeme Algoritmasi.



ABSTRACT

DIGITAL HOMOLOGY GROUPS
MSC THESIS
EMINE KOSE
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS
(SUPERVISOR:ASSOC. PROF. DR. GULSELI BURAK)
DENIZLI, JANUARY 2020

Digital homology groups are one of the main tools for image analysis.
Because specifying whether two different objects have isomorphic homology
groups is a very effective tool for image analysis. Digital homology groups were
built on digital simplical complexes. The calculation of homology groups of
digital images has an important place in digital topology. Although, there are
many theoretical studies about homology groups of the digital images in the
literature but computer algorithm are not enough. The previous studies, two-
dimensional algorithms have been introduced. In this study is propose to form an
algorithm for calculating the homology groups of three-dimensional digital
images. In the matrices, reduction algorithm based on normal form was used and
homology groups of digital images were calculated.

KEYWORDS:Digital Topology, Digital Simpleks, Homology Groups, Reduction
Algorithm.



ICINDEKILER

OZET ... i
AB ST R A CT e i
ICINDEKILER ........cocoooiiitieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee ettt iii
SEKIL LISTEST .......cooviiiiiiieiee et iv
SEMBOL DIZINI ......ocooiiiiiiiiiee st v
ONSOZ ...t vi
O 1 21 1O 1
2. TEMEL TANIMLAR ..ot 2
2.1 Dijital HOMeomOorfizma..........ccooveiieieiie e 6
2.2 Dijital Retrakt Olan Uzaylar ............cccooviiiiiiniiiieeieeesc e 7
2.3 Dijital HOMOTOPI ...veovieiiiiiic et 7
2.4 Dijital Biiziilebilir Uzaylar...........ccocooiiiiiiniiiieeeecseseee 9
2.5 Dijital Yol ve Dijital Kapalt YOl......cooooviiiiiiiiiiiee e, 11
2.6 Dijital Basit Kapalt EZIi......ccccooiiiiiiiiiicceeee e 11
2.7 Dijital Kapalt YUZEY ...cccoveiiiiiieiieeiee e 12
3.DIJITAL GORUNTULERIN HOMOLOJi GRUPLARI........................ 14
3.1 Dijital SIMPIEKSIEr ....c..oivieieee e 14
3.2 Dijital Simpleksler KOMPIEKSI .........ccooviiiniiiiiiiieee e 14
3.3 Simnir HomomoOTrfiZmas! ......cuveiieiiiiiieiiiie e 16
3.4 Simpleksler Homoloji Gruplart .........c.ccocveiiiiinieiiieniese e 18
3.5 Euler KarakteristiK...........coviiiieiiiieie e 30
4 HOMOLOJI GRUPLARI iCiN INDIRGEME ALGORITMASI.......... 32
4.1 Indirgeme AlOTItMASI........cevivivireireiiiseiesieeies e, 33
4.2 Indirgeme Algoritmasinin Uygulamalari..............cccoooeerereriiecrererennnnn. 34
5. SONUC VE ONERILER ..........c.ccoooviiiiiiieiieeeeeeeeeee e, 49
6. KAYNAKLAR ...ttt e e e e nnae e 50
7. OZGECMIS ...ttt 51



SEKIL LISTESI

SeKil 2.1 2-YaKIN 1.oviiviiiiiicieeee s 3
Sekil 2.2: 4-yakin ve 8-yaKIn. .....cccccveiiiiiiiiiic 3
Sekil 2.3: 6-yakin, 18-yakin ve 26-yaKin .........ccccovvviiiiiiiiiiiiniic e 3
Sekil 2.4: MSCy, MSC, , MSCy ....c.oiiiiiiiiiiiciiieeeee e 11
Sekil 2.5: MSS 5, MSS/5, MSS; ..o s 13
Sekil 3.1: SIMPIEKSIET ... 14
SEKIL 3.27 MSC; ..ttt 16
Sekil 3.3: (X,8) ................................................................................................ 23
SEKIl 3.47 IMSS g .ot 25
Sekil 3.5 MSS 5 .o 29
SEKIL 3160 IMSS, ..ot 29
Sekil 4.1: Dijital homoloji gruplarini hesaplayan algoritma............c.cccoveenne. 38
Sekil 4.2: Matris indirgeme i¢in akis diyagrami.........cccevveeiieeninenieeniec s, 39
SEKIL 4.3 IMSS g .ot 41



(X
[a
(X
NK’
Int

K)
b]Z
%)
(%)
(X)

X#Y

SEMBOL DiZiNi

: Yakinlik bagintist
. k -yakinlikli dijital goriinti
. k -yakinlikli dijital goriintii
: Noktali dijital goriintii
: X, noktasinin ¢ yarigapli x -komsulugu
. X dijital goriintiisiiniin i¢i
: X veY dijital goriintiilerinin baglantili toplami
. f ve gdijital x -yollarmin ¢arpimi
: f & -yolunun asikar genislemesi

: X dijital goriintiisiinde kapal1 yol sinifi

: (X, %) « -temel grubu

: X dijital goriintiistinde g-boyutlu simpleksler zincir grubu
: Sinir oparatorii

: Dijital simpleksler g-devirlerinin grubu

: Dijital simpleksler g-smirlarinin grubu

: g-boyutlu dijital simpleksler homoloji grubu



ONSOZ

Bu tez ¢alismasinin gergeklestirilmesinde kiymetli bilgi, birikim ve
tecriibelerini benimle paylasan, bana her zaman yol gosterici olan, egitimim
boyunca insani ve ahlaki degerleri ile de 6rnek edindigim ve tecriibelerinden
yararlanirken higbir zaman hosgorii, sabir ve desteklerini esirgemeyen ¢ok degerli
hocam saym Dr. Ogr. Uyesi Giilseli BURAK’a sonsuz saygi ve tesekkiirlerimi
sunarim.

Caligmalarim boyunca maddi manevi destekleriyle beni hi¢bir zaman

yalniz birakmayan aileme de tesekkiir ederim.
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1. GIRIS

Homoloji teorisi, cebirsel topolojinin temel konularindan biridir. Homoloji
teorisindeki hesaplama yontemleri, dijital goriintii analizi, geometrik modelleme,
dinamik sistemlerle ilgili problemlerin ¢oziimiinde kolaylik saglar.

Dijital goriintiilerin simpleksler homoloji grubu Karaca, Arslan ve Oztel

(2008) tarafindan tanimlanarak, MSS;; in simpleksler homoloji gruplar

hesaplanmustir.

Boxer, Karaca ve Oztel (2011), dijital goriintiilerin simpleksler homoloji
gruplartyla ilgili ¢alismalar1 genisleterek, bazi dijital ylizeylerin Euler karekteristigini
hesaplamiglardir.

Ege ve Karaca (2013), dijital goriintiilerin simpleksler homoloji gruplari igin
Eilenberg-Steenrod aksiyomlarini ele almiglardir.

Demir ve Karaca (2013) ¢esitli dijital basit kapali yilizeylerin baglantili
toplamlarinin simpleksler homoloji gruplarin1 hesaplamislardir.

Oztel, Akgiil ve Aksu (2017), iki boyutlu dijital goriintiilerin homoloji
gruplarinin hesaplanmasi igin bir algoritma vermislerdir.

Bu c¢alismada, iic boyutlu dijital goriintiilerin simpleksler homoloji
gruplarinin hesaplanmasi i¢in bir algoritma olusturularak ve bundan yararlanarak

MSS,; ve MSS; dijital yiizeylerinin homoloji gruplarini hesaplanmistir.



2. TEMEL TANIMLAR

Z tamsayilar kiimesi olmak ftizere Z", n -boyutlu Euclid uzayinda kafes

noktalarinin kiimesidir. Bir dijital goriinti ikilisi, yakinlik bagintisi ile Z"nin sonlu
alt kiimesinden olusur. Yakinlik bagmtis1i dijital goriintiilerin tanimlanmasinda

kullanilir.

Tanmim 2.1 1<l <n olmakiizere | pozitif tam sayisi ve
p=(Py--- P,) d=(0-.-,Q, ) €Z"
ayrik iki nokta i¢in asagidaki 6zellikler saglaniyorsa p ve q ya «, -yakin denir;

* | p, —q;| =1 olacak sekilde en gok | kadar i indisi vardur.

o ‘p i —q j‘ #1 olacak sekilde diger tiim j indisleri i¢in p; =q; dir.

Buna gore «,, verilen bir peZ" noktasina yakin olan qeZ" noktalarinin

sayisini gosterir. Tamm 2.1 den Z , Z* ve Z® de yakinliklart su sekilde ifade
edilebilir:

e Zde ayrik pve q noktalart |p—g|=1 ise bu noktalara 2-yakindir denir.

e Z? de ayrik p ve q noktalari, her bir koordinatinda en fazla 1 farkli ise bu
noktalara 8-yakindir denir.

e Z? de ayrik p ve q noktalar1 8-yakin ve sadece bir koordinatinda farkli ise bu
noktalara 4-yakindir denir.

e 7Z° de ayrik p ve q noktalari, her bir koordinatlarinda en fazla 1 farkli ise bu
noktalara 26-yakindir denir.

e 7Z° de ayrik pVve g noktalar1 26-yakin ve en fazla iki koordinatinda farkli ise bu
noktalara 18-yakindir denir.

e 7Z° de ayrik p ve q noktalar1 18-yakin ve sadece bir koordinatinda farkli ise bu

noktalara 6-yakindir denir.



o Ke{2,4,8,6,18, 26} olsun. Bir p kafes noktasinin x -komsulugu p ye x -yakin

olan noktalardan olusur (Boxer 1994).
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Sekil 2.3: 6-yakin, 18-yakin ve 26-yakin

Tamim 2.2 Bir dijital aralik a,beZ, a <b olmak {izere,
[a,b], ={zeZ:a<z<b}

seklinde tanimlanir. Bir kafes noktasinin x -komsulugu ise bu noktaya x -yakin olan

noktalarin kiimesi denir. (X,K)CZ" dijital goriintiisic ve ¢ €N olsun. Dijital

gorlintiiniin X, elemaninin ¢ yarigapli x -komsulugu, IK()g, X), X, dan xe en kisa

basit x -yolunun uzunlugu olmak iizere
N, (X&) ={xe X |1 (%, X) < e} U{x}

seklinde tanimlanir. Z"de « -yakinlik bagmtisi tanimh ve X < Z" x -yakinlikli bir

dijital gorlintii olsun. VX,ye X,X#Yy igin X=X,, y=X, ve i=0,1,...,r—-1 iken x



ile X, & -yakin olacak sekilde X bir {X;,X,...,x,} alt kiimesi var ise X dijital

goriintiisiine « -baglantili denir (Boxer 1994).

Ornek 2.3 X — Z? kiimesi
X = {x, =(L1). % = (22),% =(3.2).% = (3.0), X, =(4,0)

olsun. X dijital goriintiisiinde x, e 4-yakin olan sadece X, oldugundan x, in 4-

komsulugunda X, vardir. X, in 8-komsulugunda bulunan noktalar ise X,,X, ve X, diir

(Boxer 1994).

Tamm 2.4 X cZ"™ , x, -yakmhkhh ve Y cZ™ , x -yakinhkli dijital
goriintiiler olsun. X in her x, -baglantih U alt kiimesi i¢gin f(U), Y nin « -

baglantili alt kiimesi ise f:X —Y fonksiyonu (;,x;) -siireklidir denir (Boxer

1994).
Ornek 2.5 X —cZ ve Y — Z? kiimeleri

X ={x=Lx=2X,=3x,=4},

Y ={y,=(0,0),y,=(11),y,=(20),y, =(31)}

olsun. f : X —Y fonksiyonu i=0,1,2,3 i¢in f(Xi): y; seklinde tanimlansin. X
in her 2-baglantili U alt kiimesi igin f(U), Y nin 8-baglantili alt kiimesi

oldugundan dolayr f: X —Y fonksiyonu (2,8)-siireklidir (Boxer 1999).

Onerme 2.6 X cZ"™ , x, -yakmlikli ve Y <Z" , x, -yakmlikli dijital
goriintiiler olsun. f : X —Y fonksiyonu (K’O,Kl) -stirekli olmasi i¢in gerek ve yeter
sart X in her &, -yakin {X,, %} noktalari i¢in f(x))="f(x) veya f(x,) ve

f(x) in Y de x -yakin olmasidir (Boxer 1999).



Ispat: f:X —Y, (k& )-siirekli oldugunda X in x,-baglantili {X;, X, }
alt kiimesi i¢in {f (%), f (Xl)} Y nin &, -baglantili alt kiimesidir. Yani f(x,) ile

f(x), Yde «-yakindir veya f(x,)=f(x) dir.

Tersine i, -yakin X, X € X noktalar1 i¢in yani X in «,-baglantili {X;, X, }
alt kiimesi i¢in  f(x,)=f(x) veya f(x,) ve f(x), Y de k -yakin ise
{f (%), f (Xi)} Y nin k, -baglantili alt kiimesidir. Bu durumda f:X —Y

fonksiyonu (, x; ) -siireklidir.

Omegin, x , Y dijital goriintiisii iizerinde bir yakinlik bagntis1 olsun.

f :[a,b]Z —Y fonksiyonunun (2, K') -stirekli olmasi igin gerek ve yeter sart her
c,.c+lefa,b], i¢in f(c)="f(c+1) veya f(c) ile f(c+1) in Y de x -yakin

olmasidir.

X cZ"™, k, -yakmlikli ve Y cZ"™, «, -yakinlikli dijital goriintiiler olsun.
f: X —>Y fonksiyonu (x &;) -siirekli ve bijektif, f~™:Y — X fonksiyonu
(%,%,) -siirekli ise f fonksiyonuna (;,x;) -izomorfizm denir ve X~

seklinde gosterilir.

Onerme 2.7 f Z(X,K’O)—)(Y,K’l) dijital (K'O,K'l) -sirekli  ve
9:(Y.x)—>(Z,x,) dijital (r.k,)  -sirekli fonksiyonlar ise

fog:(X,x)—>(Z,x,) bileske fonksiyonu dijital (&, x,) -siireklidir  (Boxer
1994).



2.1 Dijital Homeomorfizma

(Boxer 1994) ve (Boxer 1999) makalelerinde homeomorfizma kavramini
" f Z(X,KO)—)(Y,Kl) fonksiyonu dijital (K’O,K'l) -siirekli, bijektif ve f~* dijital
(1. %,) -siirekli ise f ye dijital (x, &) -homeomorfizma denir." seklinde

tanimlanmastir.

Onerme 2.8 Dijital homeomorfizm dijital goriintiiler arasinda bir denklik

bagntisidir. (Boxer 1994).

Ispat: i) Her X dijital goriintiisiiniin 1, : X — X birim déniisiimii ile
kendisine dijital homeomorfik oldugu aciktir. Yani yansima vardir.

i) f:X —Y bir dijital homeomorfizm olsun. f™:Y — X fonksiyonunda
bir dijital homeomorfizm bagintis1 oldugu kolayca goriiliir. O zaman dijital
homeomorfizma simetriktir.

iii) f:X >Y ve g:Y — Z dijital homeomorfizmalar olsunlar. Onerme 2.7
den gof:X —Z dijital homeomorfizmdir. O zaman dijital homeomorfizma

gecismelidir.

Ornek 2.9 X ={0,2} cZ ve Y ={0,1} =Z olsun. f : X Y, f(x)z%

ile tammlanmig bir fonksiyon olsun. f , dijital siirekli bijeksiyondur, fakat f*
fonksiyonu dijital stirekli degildir. Boylece f , bir dijital homeomorfizm degil ve X

ile Y de dijital homeomorfik degildir (Boxer 1994).

Dijital homeomorfizma topolojideki tanimiyla ayni sekilde tanimlanmis olsa
da uygulamada farklilik gostermektedir. R deki topolojide biitiin kapali araliklar
birbirine homeomorf iken Z deki dijital topolojide dijital araliklar dijital homeomorf
degildir. Ornegin;

[L S]Z = {1,2,3} ve [2,5]Z = {2,3, 4, 5}

dijital araliklar1 birbirine (2, 2) -homeomorf degildir.

Bu nedenle (Boxer 2006) da dijital homeomorfizma kavrami yerine dijital

izomorfizma kavramini kullanmay1 6nermistir.

6



2.2 Dijital Retrakt Olan Uzaylar

Tanim 2.10 = Ac X ve i:A—> X k, -kapsama dOniisiimii olsun.
VaeA, roi(a):a olacak sekilde r: X — A dijital «, -siirekli fonksiyonu varsa

X e «,-retrakt denir (Boxer 1994).

Teorem 2.11 X,, X in bir dijital retrakti ve f:X —Y bir dijital

homeomorfizm olsun. O zaman f (X,) da Y nin bir dijital retraktidir (Boxer 1999).

Ispat: f:X — X, bir dijital retrakt fonksiyonu olsun. O zaman Onerme 2.7

den foref™:Y — f(X,) bir dijital retrakt doniisiimiidiir.

2.3 Dijital Homotopi

Tanim 2.12 X cZ"™ , x, -yakmlikli ve Y cZ™ , x, -yakinhkli dijital
goriintiiler olsun. f : X —Y fonksiyonu (i, x; ) -siirekli olsun. Pozitif bir m tam
sayisi ve asagidaki zellikleri saglayan H : X x[0,m], —Y fonksiyonu varsa, f ve

g fonksiyonlarina Y de dijital (x,, &; ) -homotopik fonksiyonlar denir (Boxer 2005).

e Vxe X i¢in H(x,0)=f(x) ve H(x,m)=g(x),
e Vxe X i¢in
H.:[om], »>Y, t>H,(t)=H(xt)

seklinde tanimlanan H, indirgenmis fonksiyonu (2, «; ) -siireklidir.

e Vie [0, m]Z icin

H: X >Y, x> H/(x)=H(xt)

seklinde tanimlanan H, indirgenmis fonksiyonu ( K‘O,K‘l) -stireklidir.



Burada H fonksiyonuna f ve g arasinda dijital (x4 ) -homotopi
fonksiyonu denir.
f ve g fonksiyonlarmin Y de dijital (x,,4;) -homotopik oldugunu

gostermek i¢in

F =) 9

notasyonu kullanilir.

Onerme 2.13 Dijital (x,, x; ) -homotopi, dijital siirekli fonksiyonlar arasinda

bir denklik bagntisidir (Boxer 1994).

Ispat: Dijital homotopinin yansima, simetri ve gegisme oOzelliklerini
sagladigini gostermeliyiz.
eHer (i, &) -siirekli f:X —Y fonksiyonu ve her pozitif m tamsaysi igin,
H : Xx[0,m], =Y fonksiyonu her (x,t)e X x[0,m], i¢in

H(xt)=f(x)

seklinde tamimlandigindan f den f ye dijital («;, ;) -homotopi olur. Bu durumda

dijital homotopi yansima 6zelligini saglar.

e H:Xx[0,m], »>Y fonksiyonu f den g ye dijital (x,4;) -homotopi ve
G:Xx[0,m], —Y fonksiyonu her(x,t)e X x[0,m], i¢in

G(x,t)=H(x,m-t)

seklinde tanimladigimizda g den f ye dijital (x, &; ) -homotopi olur. Bu durumda

dijital homotopi simetri dzelligini saglar.

e H:Xx[0,m], >Y fonksiyonu f den g ye dijital (x, &) -homotopi ve
G:Xx[0,m], »Y fonksiyonu g den h a dijital (x,,x,) -homotopi olsun.

F: X x[0,m+m,], —Y fonksiyonu



H(X,t), (X,t)eXx[O,m]Z
G(g(x),t-m), (xt)eXx[mm+m,],

F(x,t)—{

seklinde tammlandiginda f den h a dijital (;,x;)-homotopi olsun. Bu durumda

dijital homotopi gegisme 6zelligini saglar.

Tamm 2.14 f :(X,x,) —(Y,x,) dijital (x,,x; ) -siirekli fonksiyonu eger Y
de bir sabit fonksiyona dijital homotopik ise f, Y de dijital nullhomotopiktir denir

(Boxer 1999).

Tamm 2.15 X cZ™ , k, -yakinlikh ve Y cZ™ , x, -yakinlikli dijital

gorintiiler olsun. f : X Y (K‘O,K'l) -siirekli fonksiyonu i¢in

olacak sekilde g:Y — X , (&, &) -siirekli fonksiyonu varsa f fonksiyonuna

(4. &;) -homotopi denklik denir ve X ile Y , (i, ;) -homotopi denktir denir

(Boxer 2005).

2.4  Dijital Biiziilebilir Uzaylar

Tammm 2.16 (X, x,) bir dijital goriintii olsun. (X,x,) tizerindeki birim
doniisiim sabit doniisiime (&, &k, )- homotopik ise X e x, -biiziilebilir denir (Boxer

1999).

Ornek 2.17 Her [0,m], dijital aralig: dijital biiziilebilirdir.

H :[0,m], x[0,m], —[0,m],



homotopi fonksiyonu H (x,t)=max{0,x—t} seklinde tammlandiginda, Ly birim
d6niisiimii ile 0 sabit doniisiimii homotopik olur (Boxer 1994).

Onerme 2.18 m >0 icin I  dijital biiziilebilirdir (Boxer 1994).

Ispat: F:I_, —1_ fonksiyonu

F (%o X 1) = (M (3, 1) 00 M (X,,1))

ile tanimlandiginda biiziilebilirlik kolayca goriiliir. Burada
M (x,t) =max{0,x—t}.

Onerme 2.19 X dijital baglantili olmayan bir dijital goriintii ise X dijital
biiziilebilir degildir (Boxer 1994).

Ispat: X in dijital biiziilebilir oldugunu kabul edelim, yani

F: X x[0, p], = X bir dijital homotopi her xe X ve x, e X i¢in F(x,0)=x ve
F(X, p) =X, olsun. y € X noktas1 ile X;, X in aym dijital bileseninde olmasin. O
zaman Oyle bir te[l, p]Z vardir ki F(y,t—l) ve F(y,t) , X in farkh
bilesenlerindedir. Boylece F (y,t—l) ve F(y,t) komsu degildir. Bu durum F nin

dijital stirekliligi ile gelisir.

Teorem 2.20 X dijital biiziilebilir ve Y, X in dijital retrakt1 ise Y dijital
biiziilebilirdir (Boxer 1994).

Asagida verilen Ornek ile dijital biiziilebilirligin, Euclidean biiziilebilirligin
bir benzerligi olmadigim gosterecegiz. Euclidean uzay R*nin kapali ve smirli bir X
alt kiimesi biiziilebilir ve lokal biiziilebilir ( her X € X ve X in her U komsulugu igin

X in dyle bir Uy cU komsulugu vardir ki i:U, > U kapasama doniigiimii U da

bir sabit fonksiyona homotoptur) ise, X , R* nin bir retraktidir (Borsuk 1967).
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Ornek 2.21 U 1, ve U =({0,2}x1,)U{(10)} olsun. O zaman U dijital

biiziilebilir fakat |, nin bir retrakt1 degildir (Boxer 1994).

2.5 Dijital Yol ve Dijital Kapah Yol

Tamm 2.22 (X, x) < Z" dijital goriintiisinde X noktasindan y noktasina bir
dijital x-yolu, f :[O, m]Z - X, f (0) =x, f (m) =y olacak sekilde dijital (2, K) -
siirekli fonksiyonudur. Eger ilave olarak f (0)=f(m) ise f ye dijital x -loop denir

ve p=f(0)noktas: f loopunun baz noktasidir. Eger f bir sabit fonksiyon ise

asikar loop denir (Khalimsky 1987).

2.6  Dijital Basit Kapah Egri

Tamm 2.23 X c Z", « -yakinhk bagmtisi ile bir dijital goriintii olsun. Eger
oyle m>3 i¢in asagidaki kosullar saglayan bir f :[O,m—l]Z - X (2, K) -siirekli

fonksiyon var ise X e bir dijital basit kapali « -egri denir (Boxer 2005).

e f bire bir ve Orten;
e f(0) ve f(m-1) « -yakin;
e Her te[O,m—l]Z igin, f(t) nin f([O,m—l]Z) de « -komsular1 sadece

f ((t-1)mod(m)) ve f((t+1)mod(m)) dir.

Sekil 2.4: MSC, , MSC; ve MSC;, Z? de minimal basit kapali egrilerdir
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X < Z" bir dijital goriintii olsun. X,y,ze X ve y ile z birbirine x -yakin
olsun. X noktas: sadece y ve z noktalarina x -yakin ise X noktasina x -kose
noktast denir. y ve z, x -kdse noktalar1 degil ve X noktasi y ve z nin her

ikisinede x -yakin olan tek nokta ise X, x -kdse noktasina basittir denir. X dijital
goriintiistinlin tim basit x -koseleri ¢ikartildiginda bir basit kapali x -egri elde

ediliyorsa X e genellestirilmis basit kapali « -egri denir (Han 2006)

2.7 Dijital Kapal Yiizey

Tamim 2.24 X c Z", n>3 dijital goriintii ve X =Z"—X olsun. Asagidaki
kosullar saglaniyorsa X e bir kapali « -yiizey denir (Han 2006).

L (x&)e{(x,2n),(2n,3"-1)} xe X ve x#3"-2"~1 icin;

e Her xe X igin X[ =N, (x,1)—{x} kiimesi X e « -yakin olan bir tane

eleman igerir.

. ‘X X, X € Kk -yakin iki tane k bilesene sahiptir. (Bu bilesenleri C* ve D*

ile gosterelim.)

e Her yeN nX i¢in N.NC* = ve N. D™ = dir.

Ayrica X kapali « -yiizeyi i¢in, X basit « -noktaya sahip degil ise X e
basit kapali x -yiizey denir.

2. (k&)= (3” -2" —1,2n) icin;

e X, k-baglantil1.

e Her xe X igin |X|X genellestirilmis basit kapali egri

Ayrica |X|X basit kapali x -egri ise X e basit kapali « -yiizey denir. Bilinen

dijital basit kapal yiizeyler Sekil 2.5 de verilmistir.
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Tamim 2.25 S _ile S,, kapal « -yiizeylerin Z" deki kapanisini gdsterelim.
Eger bir X € S, noktas1 S, nin bir sinirh x -baglantili bilesenine ait ise X’e S, 'nin
icindedir denir. Diger durumda S, 'nin disindadir denir. S, 'nin tiim i¢ noktalarinin

kiimesini IntS, ile tiim dis noktalarinin kiimesini ExtS, ile gosterilir (Han 2006).

a b c
o Ve °
Lo |
° .
L ] . /’. |
. . ” ‘l“f' s
s ‘. 1, e 'I‘? .
. o ® pe a3 e d
. . + o [ S SRR
Lo * d LA | e
IS S | 3 !
| > . . .
| . . » & L o

Sekil 2.5: a) MSS; b) MSS/, c) MSS;

Simdi MSC_, S,, SS, ve MSS_ ile n>3 igin Z"’de sirasiyla minimal basit

kapali « -egri, kapali x -ylizey, basit kapali « -ylizey ve minimal basit kapali x -

ylizeyi gosterecegiz.
Teorem 2.26 (Han 2006).

1. MSS,, 18-biiziilebilirdir.
2. MSS,, 6 -biiziilebilir degildir.
3. MSS,;, 18-biiziilebilir degildir.
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3. DIJITAL GORUNTULERIN HOMOLOJI GRUPLARI

3.1 Dijital Simpleksler

Tamm 3.1 P={p,, p,,..., P, } < (Z" , K‘) da dijital bir goriintii olsun. Eger

o > tp=0ve > t=0isety=...=t,=0.

e Heri,je{01...m}, i=j i¢in p, ve p, «x -yakin ise P ye dijital (x,m) -
simpleks denir ve P=(p,, p,,...,p,) ile gosterili. m ye de simplekslerin

boyutu denir (Arslan ve dig. 2008).

Bu durumda bazi simpleksler Sekil 3.1 da (ki biitiin noktalar birbirine

strastyla 2, 2,8, 26 -yakin olmak iizere ) gosterilmistir.

Sekil 3.1: Sirasiyla (2, O) , (2,1) , (8, 2) , (26,3) -simpleksler

3.2 Dijital Simpleksler Kompleksi

Tamm 3.2 P={p,, p,,..., p,} =(Z",x) da dijital (x,m)-simplekslerinin

sonlu kolleksiyonu olsun. Eger

e seK ise s nin yiiziide bu simpleksler kompleksine ait,
e s,teK iken smt bos yada s ve t nin ortak bir dijital simpleksi var ise K

ya dijital simpleksler kompleksi denir (Arslan ve dig. 2008).
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Tammm 3.3 Dijital simpleksler kompleks (K,K) ya ait koseler lizeride bir

siralama var ise (K,K) ya yonlii dijital simpleksler kompleksi denir (Arslan ve dig.

2008).

Tamm 3.4 (K,x) bir dijital simpleksler kompleksin geometrik

gerceklenebilirligi |K , tiim djijital simplekslerin birlesimi olarak tanimlanir. Yani

K|=Us.

seK
Dijital ~goriintiler aym zamanda (x,0) -simplekslerin birlesimi gibi

diistiniilebilir. Bu durumda her dijital gorintii bir dijital simpleksler kompleksidir
(Arslan ve dig. 2008).

Tamm 3.5 (X,k,) bir dijital goriintii olsun. Bir simpleksler kompleksi
(X,x) ve h:|[K|>X (k) -izomorfizmast varsa X dijital gdriintiisii gok

yiizlidir denir.

Bu durumda dijital goriintiilerin ¢ok yiizliisii yerine kendisiyle dogrudan

caligilabilir (Arslan ve dig. 2008).

Onerme 3.6 P (Z"O,KO), Qc (Z"l,icl) sirastyla dijital (K'O,m) ve (K'l,m)
simpleksler olsun. O zaman P ve Q dijital (x,,x;)-izomorfiktirler (Arslan ve dig.

2008).

Ispat: P={p,, p,,..., p,}ve Q={0,q,,...q,} olsun.
h:(P.p) >(Qx), p—~>h(p)=q

seklinde tanimlanan doniisiim her p; € P i¢in dijital (K'O, K'l) -izomorfizimdir.

O halde elimizdeki simpleks yapisi ile serbest degismeli gruplari insa edebiliriz.

Tammm 3.7 C;(K), dijital simpleksler kompleksi (K, x) daki dijital (x,q)-

simpleksleri baz kabul eden serbest degismeli gruptur (Arslan ve dig. 2008).
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Sonug 3.8 (X,x)cZ" de mboyutlu bir dijital simpleksler kompleksi olsun.

Her g>m igin, C; ( K) bir asikar gruptur ( Arslan ve dig. 2008).

Ispat: X ,m boyutlu bir dijital simpleksler kompleksinde g>m igin (x,q)-

simpleks meveut olmadigindan C; (K)={0} dur.

3.3  Smir Homomorfizmasi

Tamm 3.9 (X,K)CZ” da m boyutlu yonlii dijital simpleksler kompleksi

olsun. p,, p, elemanlarinin simplekslerden ¢ikarilmasi olmak {izere;

8,:Cr(K)—>Cr,(K)

q q

q

8q(< Pos Ppsee oy pq>)={ozi0(_1)l<p01 Pry--- f)i""pq>1 m>qise

, m<qise

seklinde tanimlanan homomorfizmaya sinir homomorfizmasi denir (Arslan ve dig.

2008).

Ornek 3.10 MSC; dijital goriintiisiinii ele alalim.

Sekil 3.2: MSC;

MSC; ={p, =(12), p,=(2.1),p,=(3,2), p, =(2.3)} = Z* ve

P, < P, < P3 < P, olsun. 0 -simpleksler

(Po).(Pu).(P2).(Ps)
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ve 1-simpleksler

0(€)=(Ps)—(Ps)
o(e)=(p,)—(ps)
0(e)=(p,) (1)
0(es)=(p)—(po)

elde edilir (Arslan ve dig. 2008).

Onerme 3.11 Her 1<q<m igin 0, , -8, =0 dir (Arslan ve dig. 2008).

j<i
2 ((Poseees B By .pq>)=k§|:(—1)k+'*1(< prees B Pl By)
1IN <
oldugundan

elde edilir.
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Sonug 3.12 (X, x) = Z" de mboyutlu dijital simpleksler kompleksi olsun.
Cf(X):OJL)C;(X)A—)C;&(X)—(jL)...—E‘—)Cg(X)—aL)O

bir zincir kompleks olur (Arslan ve dig. 2008).

3.4 Simpleksler Homoloji Gruplanr
Simdi dijital goriintiiler i¢in homoloji gruplarini tanimlayabiliriz.

Tamm 3.13 (X, x), dijital simpleksler kompleksi olsun.
e Z;(X)=Kerd, grubuna dijital simpleksler q-devirlerin grubu denir.
e B/ (X)=Imd,,, grubuna dijital simpleksler q-sinrlarin grubu denir.

e HI(X)=2Z:(X)/B(X) bélim grubuna q. Dijital simpleksler homoloji
grubu denir (Arslan ve dig. 2008).

Tanim 3.14 (/):(X,KO)—>(Y,K1) dijital goriintiiler arasinda bir fonksiyon
olsun. X de x,-yakinlikli her P dijital (Ko,m)-simpleksi icin qp(P) ,Nn<m igin Y de

(;,n)-simpleks ise ¢ ye dijital simpleksler doniisiimii denir (Boxer ve dig. 2011).

Tamm 3.15 ¢:(X,&,)—(Y,x) dijital simpleksler déniisiim olsun. g >0

igin ¢, :C;® (X)—C* (Y ) homomorfizmi

2, ((Por - 0 )) = (2(00).-n02( Py )

seklinde tanimlanir (Boxer ve dig. 2008).

Boylece cebirsel topolojide artik aksiyom haline gelmis teoremlerin

dijitaldeki karsiliklarini inceleyebiliriz:

Teorem 3.16 f :K — L dijital (i, x; ) -izomorfizm ise Vm=q i¢in
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dir (Arslan ve dig. 2008).

Ispat: f:K — L bir dijital (&, x; )-izomorfik doniisiim olsun. Bu durumda,
f bijeksiyon ve Onerme 2.7 den “k ,k, € K, k, ve k,, i, -yakin olmasi igin gerek
ve yeter sart f (k) ve f(k,) « -yakin ya da f(k,)=f(k,)” kosulunu saglar.
m>q >0 olsun.

(Pos Puy--- P ) eC; (K)

i¢in;

9:C (K)>C (L), @((Posees Pe))=(F(P1)o-r T (py))

seklinde tanimlansin. ¢ donlisimi f nin tanimindan dolayr iyi tanimli ve

bijeksiyondur. Boylece
Cor (K)=Ca (L)

elde edilir. Sonug olarak

Teorem 3.17 (X : K‘) tek noktali dijital goriintii ise

. |Z, q=0
H -_—
10, g>0

dir (Arslan ve dig. 2008).

Ispat: X ={x,} olsun. m>q>0 i¢in X in i¢erdigi dijital (x,q) -simpleks
mevcut olmadigindan CJ ( X ) =0 dir. Boylece, tim m>q>0 igin H® (X ) =0 dir.
g=0 olsun. Cg(X) , dijital (K‘, 0) -simpleks bazli serbest degismeli grup

oldugundan C; (X)=Z dir.
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0,

0—25Cy (X)—2-0

kisa dizisinde Imo, =0 ve Kerd, =Z dir. Boylece

dir.

Teorem 3.18 X dijital basit kapali « -egri ise

q

. |Z, q=0,1
HY =
0, g=#01

dir (Arslan ve dig. 2008).

ispat: X ={XO,X1 ..... Xq}CZ2 bir dijital basit kapali x -egri olsun. Bu

durumda, X; ve x;, x -yakindir gerek ve yeter sart i = J_rl(modq) dur.

dir. m>q>1 igin C(’;(X)zo oldugundan H(’;(X)zo dir.
0—2-Cf(X)—2>Cy (X)—2>0

kisa dizisinden Imd, =0 ve Kerd, = Z*"* bulunur. Diger taraftan

al(no<x0,x1>+nl<x1,x2>+...+nq <xq,x0>)=
My (X, =% )+ Ny (X, = %)+ 1 (% =%, )

esitliginden Imo, =Z* dur.
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al(no<x0,x1>+n1<x1,x2>+...+nq<xq,x0>):0
nO(xi—xo)+n1(x2—x1)+...+nq(x0—xq) 0
(nq—no)xo+(n0—nl)x1+...+(nq_1—nq)x =0

esitligi ¢ozildiginde n,=n =...=n,=n olur. Buradan Kerd, =Z dir. Sonug
olarak

HI (X)=2Z=Hg (X)

elde edilir.
Teorem 3.19 (X, x) < Z" dijital goriintiisii x -yol baglantili ise
Hy (X)=Z
dir ( Arslan ve dig. 2008).

Ispat: X in 0 -simplekslerinin  (p,),(p,),..-.(p,) oldugunu kabul edelim.

L —25CF (X)—2Cy (X )2

—% 50

dizisi elde edilir. ¢, sifir homomorfizmi oldugundan
Zg(X)=Kerd, =Cy (X)

olur.Cy (X) in elemanlar z k;p;, k; € Z seklindedir. iddia ediyoruz ki

i=0

Bé‘(x)={i2_n;,kipi eCy (X)D K, =o}

dir. Iddiamiz dogruysa,
9 Z5(X)>Z

Zki B _>Zki
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doniisiimii ortendir ve gekirdegi By (X) dir. Birinci izomorfizma teoreminden

Hy (X ) =~ 7 olur. (3.19) esitligini géstermek igin ¢ift tarafli kapsamay1 gosterelim.

:Zn:kipi GC;(X) ve Zki =0
iz0

olsun. Herhangi bir pe X secersek X , x -yol baglantili oldugundan her p, € X
icin p den p, ye bir x -yol vardir. o; , p den p, ye olan x -yolu olusturan dijital

1-simplekslerin kiimesi olsun. 0, ((7i )= p;— p oldugu agiktir.

ZkO' eCf

dir ve

al(zn:kiai) :Zn:kial(o-i) :Zki(pi -p) =Zki P; _(Zki)p

olur. Zki =0 oldugundan

7= kb =0(X ko) € B (X

dir. Tersine y € By (X) ise y=0,(>_ke) , € eC;(X) yani e, 1-simplekstir ve

e = < P, psi> seklindedir. Boylece

7= kéy@) =2 k(P Py )= 2k (P =P, )= 2kip, — 2 kb,
olur.k; iki kez ve zit igaretli olarak tekrarlandigindan Z k. =0 dir. Boylece
HE X)/Bs (X)=Z

elde edilir.
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Teorem 3.20 (X,K’)CZm bir dijital goriintii ve {XﬁZlE/\} X in x -yol

bilesenlerinin kolleksiyonu olsun. O zaman
rank(Ho” (X )) =card A
dir (Arslan ve dig. 2008) de Teorem 3.18” in bir sonucudur.

Ornek 3.21 X,Y ye dijital homotopi denk iken Hg°(X) ve Hgi(Y)

izomorf olmayabilir.
MSC; ={(1,0),(0.1),(-1,0),(0,-1)}

dijital goriintiisiinii ele alalim. MSC; dijital basit kapali 8 -egri ve 8 -biiziilebilir bir
egridir. Bu nedenle tek noktali uzaya dijital (8,8) -homotopi denktir. Teorem 3.17 ve

3.18den H}(MSCy)=Z ve H}({*})=0 du.

Sonug olarak MSC; =4, {*} iken H’(MSC;) ve H; ({#}) izomorf degildir.

(Arslan ve dig. 2008).

Ornek 3.22 X ={p,=(0,0),p, =(1,0), p, =(L1)} ve (X,8), Sekil 3.3 de

(Po < P, < P,) ile siralanmustir.

4
|
|
1
|
|
q:__l._..____;_.
|
i

Sekil 3.3: (X,8)

O zaman C;(X),C}(X) ve C;(X) sirayla
{{po) (P (P2} {(PoPy).(PP2) (PP, )}
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{ PP, )}

bazlari ile tiretilmis serbest abel gruplardir. Boylece,
He(X)=Z ve H;(X)=0,q=0

(Arslan ve dig. 2008).

Teorem 3.23 MSC; ={(-1,0),(0,-1),(0,1),(1,0)} niin simpleksler homoloji

grubu,

Z, q=0,1
HE(MSC!)=
a (MSC;) {o, q=0,1

dir (Boxer ve dig. 2008).

ispat: MSC; ={c, =(-10),¢, =(0,-1),c, =(0,1),c, =(10)} (Sekil 2.4) ve
siralama baglantis1 ile yOnlendirilmistir. Cg (MSC;)=0, g>1. C’(MSC;) ve

C; (MSC,) sirastyla;

{<00c1> (€185)1(C2C3) 1 (CoC >}

ve

{(eo) e () (e

ile tiretilmis serbest abel gruplardir. Boylece

Kerd, =Z,1mo, = Z°, Kero, = Z* ve
HE(MSC,)=Z,q=0,1 ve H(MSC;)=0, q0,1.

elde edilir. (Arslan, Karaca ve Oztel 2008).
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Teorem 3.24 MSS/; niin dijital simpleksler homoloji gruplari

z, q=0,2
H (Mss))={ " 1
d 0, q=#0,2

dir (Boxer ve dig. 2008).

Sekil 3.4: MSS!,

Ispat: MSS/, niin noktalarini

{pO :(1’1’ O)' P :(O’ 0’2)' P, :(—1,1, O),
p,=(0,0,0), p, =(0,1,-1), p, =(0,1,1)} =Z° olarak gdsterelim ve bu noktalar:

P, <P <P, <P <P <P, seklinde sozliik siralamasina gore siralandigmi kabul

edelim. MSS/; dijital goriintiisiinde g >3 i¢in

Hy’ (MsS}, ) = {0}
dir. C2*(MSS}, ), C* (MSS,, ),C (MSS,, ) bazlari sirastyla
0 -simpleksler (pg),(p.), (P}, (Ps).{Pa).{Ps)
1-simpleksler e, :<p2pl>,e1 =<p2p3>,ez :<p2p4>ae3 :<p2p5>'e4 =<p4pl>,

e5=<p3pzl>’ee:<p4po>’e7 :<p5p1>’68=<p3p5>’e9:<p5p0>’

€10 :<p1p0>’911 :<p3po>
2 -simpleksler o, =(p,P,Py), 0, ={PsP.Py) 5, =(PsPsPo)» 5 =P, PsPs)

54:<p2p5p1>’0'5 :<p2p3p5>'0'e :<p5p1po>70'7 :<p3p5po>
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seklinde olan serbest abel gruplardir. Boylece
0—%Cp ( MSS; )—‘32—>C118 ( MSS/, ) —a5c? ( MSS/, ) —% 50

kisa dizisi elde edilir. Imo, = B,’ (MSS};)={0} dir. Ayrica

,
0, (Z nioij =nyd,(0,)+n0,(0,)+n0,(0,)+nd,(o;)+n,0,(c,)+nod,(oy)
i=0

+N¢0, (05)+n,0, (o)
=ny(e,—&+&,)+n (e, —€+e)+n,(e;—e,+e&)+n;(e;—e, +e )

n, (e, —&+6)+ns (e —e;+e)+ns (e, —€+e )+n, (e, —e,+e)

=ey(—ny—n,)+e (n;+ny)+e,(ny—ny)+e;(n, —ng )+e, (ny+n,)
+e5(n, +ny)+e;(—n,+n,)+e, (n,+n;)+e;(ng+n, )+e(—n; +n, )

+e,0 (N, +1g)+&, (-, =1, )

olur. Buradan

& (—ny—n,)+e (n+ng)+e,(n,—ny)+e(n, —ng)+e, (N, +n,)+e (n, +ny)
+e5 (- +n,)+e, (N, +ng)+e (N +n; )+ (—ng +n; ) +e, (N +n)
+e, (-n,—n,)=0

denklemi ¢oziiliirse

bulunur. Bu durumda

Z;} (Mss},) =Kerd, ={n(-o, +0,+0,-0;+0,+0;—0,—0; ) IN€ L} = Z

elde edilir. Boylece

2 (MSS},) = 22 (MSS,, ) B2 (MSS,,) = Z

dir.
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11
0, (Z ke, J =k,0, (&) + k&, (&) +k,0,; (&,)+ k0, (&) +k,0, (&, ) +ks0; (&)
i=0
+ks0, (€5 ) +K,0, (&) +Ke0, (&5 )+ Ko, (& ) + ki, (€10 )+ ki, (€11)
=k (P, = P,)+k (Ps—P2)

+k4(p1_ p4)+k5(p4_ p3)+k6(p0_ p4)+k7(p1_ p5)

+ks(p5_ p3)+k9(p0— p5)+k10(p0— p1)+k11(p0_ p3)

+
=~
nS
—_
©
~
©
N
~
+
el
—~
)
ol
|
©
hS)
~

= po(k6+k9+k10+k11)+ pl(ko+k4+k7+k10)
+p2(—k0—k1—k2—k3)+ p3(k1_k5_k8_k11)
+P, (K, =k, + ks —kg )+ ps (ks —k; +k; —ky)

elde edilir. Buradan

= po(k6+k9+k1o+k11)+ pl(k0+k4+k7+k10)+ pz(_ko_ki_kz_ks)
+p3(k1_k5_k8_k11)+ p4(k2_k4+k5_ke)+ p5(k3_k7+k8_k9):0

denklemi ¢oziiliirse
ky =—k, —k, —k,
ks =k, —k, + K
9 =_k0_kl_k2_k7 +ks

Ko =Ko +K, +Kk,
k11:k1_k5_k8

elde edilir. Bu durumda

Z1®(MSS, ) = Kerd, = {kyg, + ke, +k,e, +(—k, —k —k, )&, +k e, +kse,
+(k, —k, +Kg )&y + ko8, +Keey +(—ky —k —k, —k; +k; )&
+(ky +k, +k; )& +(k —ks —kg )&, |k €%,i=0,1,2,4,5,7,8}
=7’

olur. Ayrica

27



BY® (MSS}; ) = Imd, = {t,e, +t,8, +1,8, +(~t,—t, —t, )&, +t,e, +te,
+(t, —t+1, ) e +te; +e +(—t —t —t, —t +1t )&
+(ty +t +tg e + (-t +t, +t)e, |t €2,i=0,1,2,3,4,5,6}
=7’

olur. Boylece

H,® (MSS, ) =Z;° (MSS, )/ BI® (MSS, ) = {0}

elde edilir.

Bég(Msslls): Imal :{ho<po>+hl<p1>+h2<p2>+h3<p3>+h4<p4>

+(~hy—h —h,—h,—h,){(p,)|i=01234Vh eZ} = Z°

Zég(MSS{8)={no<p0>+nl<p1>+n2<p2>+n3<p3>+n4<p4>+n5<p5>

1=0,1,2,3,4,5Vn, eZ} =7°

oldugu icin

Ho? (MSS, ) = Z4° (MSSy, ) /By (MSS}, ) = Z°

bulunur. Boylece

Z, q=0,2

H®(MSS’.) =
o (MSS;,) {o, q#0,2

elde edilir.

Teorem 3.25 MSS,; in dijital simpleksler homoloji gruplari

Z, q=0
HéB(MSSm): 7}, q=1
0, g=01

dir (Boxer ve dig. 2008).
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Sekil 3.5: MSS,,

Teorem 3.26 MSS; in dijital simpleksler homoloji gruplari

Z, q=0
HE(MSS))=1Z°, q=1
0, g=#01
dir (Boxer, Karaca ve Oztel 2008).

Sekil 3.6: MSS!
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3.5 Euler Karakteristik

Tamm 3.27 (X,x)cZ" bir dijital goriintii ve q>0 igin oy, (X,x) daki

dijital q-simplekslerin sayisi olsun. (X,x) nin Euler karakteristigi;

n

-3 (Y

q=0
seklinde tanimlanir (Boxer ve dig. 2008).

Teorem 3.28 Bir (X , K‘) c Z" bir dijital goriintiisii i¢in

x(X,x)=>(-1)" rankH} (X )

q=0
dir (Boxer ve dig. 2008).

Ispat:
0—Tor 5C (X )T sCE  (X)—Tats. .5 5Cr (X )—2 50

zincir kompleksini goz Ontine alalim. Her bir C; (X) ranki a, olan bir serbest

degismeli gruptur. Ayrica
HY X)/B (X)=kerd,/Imd,,,
oldugundan  rankH; (X)=rankz; (X)-rankB} (X ) olur. Her ¢ >0 igin
0—Zy(X)—>Ci(X)—>By,(X)—0

kisa tam dizisi vardir. Buradan

a, =rankC; (X )=rankZ; (X )+rankB; , (X)

olur. Bu durumda

Ma

i -

q= a

(-1)* (rankzy (X )+ rankBy, (X))

1l
o

M=

qz:;(—l)qrankzg (X)+>(-1)'rankB;, (X )

I
o

q
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bulunur. rankB’; (X )=0=rankBy (X ) oldugundan q-1 yerine q alabiliriz.

(—1)'rankzy (X )+ Zm: q+1rankB" (X)

q=0

2(X,x)=

(-1)* (rankzy (X )—rankB; (X))

Il
M= DM 21

(—1)'rankH; (X)

o
I
o

elde edilir.

Teorem 3.29 (X,x,)<Z" ve (Y,x)cZ™, (k,,x,) -izomorf iki dijital

goriintli olsun. Bu durumda

x( X)) =x(X,1q)
dir (Boxer ve dig. 2008).

Ispat: X ve Y dijital goriintiileri arasinda (x, x; ) -izomorfizm varsa Teorem

3.16 dan

olur. Teorem 3.29 den ispat elde edilir.

Ornek 3.30 MSS,, in Euler karakteristigini hesaplayalim (Khalimsky 1987).
2(MSS,;,18) = —, + 2, =10-20+8=-2

Teorem 3.29 i kullanarak hesaplasak yine aym1 sonucu elde ederiz:

2(MSS,;,18) = rankH . (MSS,,)— rankH,® (MSS,;)=1-3=-2
Ornek 3.31 MSS); in Euler karakteristigini hesaplayalim (Khalimsky 1987).

2 (MSS,;,18) = rankH® (MSS}; ) — rankH;® (MSS; ) + rankH ;" (MSS};)
=1-0+1=2.
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4, HOMOLOJi GRUPLARI ICIN INDIRGEME
ALGORITMASI

Bu boliimde homoloji gruplarinin hesaplamasi i¢in bir algoritma sunulacaktir.
Ik olarak, sonlu iiretilmis serbest abel gruplarmin homomorfizmalar1 igin bir
"Normal Form" veren temel teorem ispatlanacaktir. ilk sonug, serbest abel
gruplarinin alt gruplar1 hakkinda teoremdir. Ikinci bir sonug, serbest zincir
kompleksleri igin standart bazlarla ilgili bir teoremdir. Ugiincii bir sonug, sonlu bir

kompleksin homoloji gruplarini hesaplamak i¢in istenen algoritmamizi verecektir.

Lemma 4.32 A ranki n olan serbest abel grup olsun. B, A nin alt grubu ise

B ranki r <nolan serbest abel gruptur (Munkres 1984).

Lemma 4.33 Aserbest abel grup ise, A nin herhangi bir B alt grubu da
serbesttir (Munkres 1984).

!

Tamm 4.34 G ve G’ sirasiyla a,,a,,...,a8, ve a,a,,...,a, bazlarma sahip

serbest abel gruplari olsun. f : G — G’ homomorfizm ise farkli 4; tamsayilart igin

olur. (4;) matrisi, G ve G' icin verilen bazlara gore f nin matrisi olarak

adlandirilir (Munkres 1984).

Teorem 4.35 G ve G' sirasiyla N ve m rankina sahip serbest abel gruplari

ve f:G—G' bir homomorfizm olsun. G ve G’ igin bazlar vardir dyle ki bu

bazlara gore f nin matrisi
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b, . -
0
B 0 b
0 0
olarak gosterilir. Burada b, >1 ve b, |b,|...|l dir. Bu matris aslinda f tarafindan

tek tiirli bir sekilde belirlenir (bazlar1 olmasada). Bu matrise f nin matrisi i¢in bir

Normal Form denir (Munkres 1984).

Indirgeme algoritmasina baglamadan énce ¢, A matrisinin her girdisini bélen bir
tamsaylr ve B bu temel islemlerden herhangi birini uygulayarak A dan elde edilmis

ise 0 zaman C, B nin her girdisini boler.

4.1  Indirgeme Algoritmasi

Tamsayilarin sifirdan farkh bir A= (aij) matrisi igin a(A) , ‘ai j‘ sayilariin

sifirdan farkli elemanlarinin en kiigiigiinii gosterir. Eger ‘ai j‘ =a(A) ise a; ye A
nmin minimum  girdisi denir. Indirgeme islemi iki adimdan olusur: Birincisi matrisi
a(A) nin miimkiin oldugu kadar kiigiik oldugu forma getirir. Ikincisi ilgili matrisin

boyutlarini azaltir.

1.Adim ¢ fonksiyonun degerini azaltmak icin matrisi temel iglemlerle
degistirmeye calistyoruz. Ispatini asagida veriyoruz;

Eger a( A) sayis1 bir A girdisini bolmez ise temel islemleri A ya uygulayarak «

degeri azaltilabilir. Eger a(A) sayist bir A girdisini bolerse, o zaman A temel

islemler uygulanarak elde edilen B matrisinin her girdisini bdler.

2.Adim Bu adimin baginda minimum girdisi A nin her girdisini bdlen bir A
matrisine sahibiz. A nin minimum bir girdisini matrisin sol {ist kosesine getirmek ve
pozitif yapmak i¢in temel islemler uygulanir. Satir ve siitundaki tiim girdileri bolmesi
icin, satir ve siitundaki diger tiim girdileri sifir yapan temel islemler uygulanabilir.
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Bu islemin sonunda, sol iist kdsedeki girdi, matrisin tiim girdilerini boler. Simdi bir
kez daha 1.Adimdan baglayarak matrisimizin ilk satirin1 ve ilk siitununu yok sayarak

elde edilen daha kiigiik matrise uygulanir.

3.Adim Algoritma kiiglik matris sifir matris oldugunda ya da kayboldugunda
sona erer. Bu noktada matrisimiz normal formdadir. Tek sorun, kosegen girdilerin

b,,...,b birbirini ardisik olarak boliip bolmedigidir. Ancak bunu 2.Adimda sol st
kosedeki b, girdisinin matrisin tiim girdilerini boldiigiini belirttik. Temel islemler
uygulamaya devam ettikge bu durum devam eder. Algoritma sona erdiginde b, ,
(bz,...,b,) nin her birini bélmek zorundadir. Benzer olarak b, de (bs,,b,) nin her

birini boler ve bu sekilde devam eder. Boylece b,...,b, sayilart f homomorfizmi

tarafindan tek turli olarak belirlenir.

Matristeki sifir olmayan girdilerin sayisi | , f(G)cG' serbest abel grubunun

rankidir ve 1 den biiyiikk olan bu b, sayilari, G’/ f (G) boliim grubunun burulma

katsayilar1 t,...,t, dir (Munkres 1984).

4.2  Indirgeme Algoritmasinin Uygulamalari

Teorem 4.36 F serbest abel grup olsun. R, F nin bir alt grubu ise R serbest

abel gruptur. F nin ranki nise R r<n rankina sahiptir, ayrica F nin e,...,€,

bazlar1 ve t; >1 i¢in t,...,t, tamsayilar vardir 6yle ki

1) te,...t&.,e. ..., , R nin bir bazidir.

2) t|t,|...|t dir. Yani her i i¢in t; boler t, dir.

i+1

t,...,t, tamsayilar1 e,...,€, nin bazlar1 olmamasina ragmen F ve R tarafindan tek

tirlii belirlenir (Munkres 1984).

Ispat: F serbest abel grubunun ranki n ise R r<n rankina sahiptir.

j:R—F kapsama homomorfizmini goz oniinde alinirsa ve j matrisinin normal
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matris formunda oldugu R i¢in a,,...,a , F i¢in e,...,e, bazlarn secelim. j bir
monomorfizm oldugundan, bu normal formda sifir siitun yoktur. Béylece i =1,...,r
igin b, >1 ve b |b,|...|b, olmak iizere j(a)=be dir. j(a)=a oldugu igin

be,...,b.e R icin baz olusturur.
Simdi serbest zincir kompleksler i¢in “Standart Baz Teoremini” ispatlayalim.

Teorem 4.37 {C_,4,} bir zincir kompleks olsun, her bir C_ grubunun sonlu

rankli oldugunu varsayalim. Her p ig¢in

C,=U,®V, oW,

olacak sekilde Cp nin Up,Vp,Wp alt gruplart vardir. Burada ap(Up)cWH,

0, (vp)zo ve 0, (Wp) =0dir. Ayrica 0,:U, ->W_, nin U, ve W, , bazlarina

sahip

formunda bir matrisi vardir, burada b, >1 ve b, |b,|...|b (Munkres 1984).
Ispat:

1.Adim Zp=ke|’6p ve Bp =imo olsun. Wp , Cp nin tim C, elemanlarindan

p+1

olusuyor, dyle ki sifir olmayan bazi c, ler B, ye aittir. C alt gruptur ve zayif

smirlar grubu olarak adlandirilir. Agik olarak B, =W, <Z <C,.

(Ikinci ekleme, C, nin burulma-serbest oldugu gergegini kullanir. Boylece

mc, =0,,,d

o denklemi 6 c, =0 anlamuna gelir) W, nin Z_de direkt toplam

oldugunu gosteriyoruz. Dogal izdiisiim diisiiniin

Z, > H, (€)= H, (0)/T,(€)
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Burada T (), H,(£) nin burulma alt grubudur. Bu izdiisiimiin gekirdegi
W, ; bu nedenle Z W =H /T  du. Ikinci grup sonlu iiretecli ve burulmasiz
oldugundan serbesttir. Eger C1+Wp,...,ck +Wp, Zp/\Np icin baz ve d,...,d, , Wp

i¢in baz olusturuyorsa C;,...,C,d;,...,d, nin Z i¢in baz olup olmadifini kontrol

edilebilir. Z =V ®W,_ dir, burada ¢,,...,c,, V, grubunun bazidir.

2.Adm:  e,...,e, , C nin bazlari ve ¢,...,e;, C_, in bazlari olsun.

0,:C, —C,_, matrisinin normal formu, b, >1 ve b, [b, |...|b olmak lizere

& - & &, - €
e b 0
0
e |0 by
el’+1
: 0 0
e

seklindedir . O zaman

(1) €.,---,€, , Z, icin bir baz

(2) e,....e/ , W, icin bir baz

(3) be/,...,be , B, icin bir baz olusturur.

p-1

Bu sonuglar ispatlayalim. ¢, , genel p -zincirine sinir operatdriinii uygulayalim.

n
c,=y ae ise 0,c, = abe
i=0

i=0

dir. (1) i ispatlamak i¢in b; # 0 oldugundan c, , p-zincirinin bir devir olmast i¢in
gerek ve yeter sart i =1,...,1 i¢in @ =0 olmasidir. (3) i ispatlamak i¢in herhangi bir
0,c, » p—1 smir, b #0 ve bu elemanlar bagimsiz oldugundan be,...,be

!

tarafindan iiretilen gruptadir. Son olarak (2) ispatliyoruz. Ilk olarak her bir €/,...,€|
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W, _, e aittir ¢iinkii be/ = de; dir. Tersine

bir p—1 zincir olsunve ¢, , eW,_, oldugunu kabul edelim. Dolayistyla

|
ﬂ’cp—l = apcp = ;aibie{

formunda bir denklemi saglar. Denklem katsayilar1 i>1 i¢in d, =0 oldugundan

Ad; =0, i>1 dir. Boylece €,...,€ , Wpfl icin baz olusturur.

3.Adim Teoremi ispat etmek igin 2. Adimdaki gibi C, veC,, bazlarin

secelim. U_, e/,...,€ tarafindan tretilmis grup olarak tanimlanir;

p H
C,=U,®Z,
olur. 1.Adimdan Z =V @W, olacak sekilde V  yi segelim. Oyleyse C_,

p

6p(Vp):0 ve ap(wp)=o olacak sekilde ayrisir. U ve W, igin istenen bazlar,

p-1
2.Adimdan sonra elde edilir. Bununla birlikte W, ve Z =V ®&W, nin tek tiirlii
sekilde C, nin alt gruplar olduguna dikkat edin. U ve V  alt gruplar tek tiirld

bigimde belirlenmemistir.
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Dijital goriintiilerin  homoloji gruplarim1  hesaplamak i¢in algoritmanin akis

diyagramini Sekil 4.1 gosterilmistir.

( Basla )

A

/ Ikili gbrinili al /

Y
Dyjital noktalarin kordinatlanni dizge igine, sozluk siralamasina gore kaydedin ve
0-simpleks olarak adiandirilir

\J
1,2 ve 3 simpleksleri belirleyin ve dizilere kaydedin

Y
Sinir operatdrind uyguiayin ve sinir matrisinin elde edin

Y

Normal Smith indirgeme algoritmasini simir matrislerine uygulayin

Y

k-nci indirgenmis sinir matrisinin sifir sirasinin sayisini alin k-inci devir grubu Zy(X) dir

Y

k-inci indirgenmis sinir matrsinin sifir olmayan sutun sayisini alin, k-1-inct By.1(X) sinir grubunun sirasidir

\

k-inci Homoloji Grubunu asagidaki denklemi izleyerek hesaplayin
HK(X)=Zy(X)/Bi(X)

\
/ Homoloji Gruplarini ver /

Y
' Bitir ’
Sekil 4.1: Dijital homoloji gruplarini hesaplayan algoritma (Oztel ve dig. 2017).

Algoritmamizin en 6nemli kismi1 sinir matrisi 0, nin indirgenmesidir.

5 _[diog(@,dy,....dy) | 0
‘ 0 | 0
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Smith Normal Form Matrisi &, nin yapisi

Matris indirgeme i¢in Sekil 4.2 de verilen basit algoritma kullanilir.

/ Matris Al /

Matrisi indirgenmis eselon forma donastirin

v

Transpozunu alin

v

Matrisi indirgenmis ve eselon satir bigimine dontstur

v

Transpozunu alin

/ indirgenmis matrisi ver /

Sekil 4.2: Matris indirgeme i¢in akig diyagrami (Oztel ve dig. 2017).
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Ornek 4.38 MSC; ={(—l, O),(O, —1),(0,1),(1, 0)} niin simpleksler homoloji
grubu
Z, q=0,1
H2(MSC!)=
o (MSC;) {0, q=0,1

oldugunu indirgeme algoritmasini kullanarak hesaplayalim.

MSC;, in noktalari ¢, =(-10),c, =(0,-1),c, =(0,1),¢, =(1,0) olarak adlandirirsak,

simpleks kiimelerini agagidaki gibi olustururuz;

c2(Msc;)

HCYRCARCHRCY

C; (MSCq) = {(cy€)+(€.C3) 1 (C,C5), (CoC, )}

Boylece agagidaki zincir kompleksi

0——C/ (X)—2>Cy (X)—0

elde edilir. Buna gdre sinir oparatdrii 0, in matrisi asagidaki gibidir;

(@]
S
0

(¢
N

(@]
w

CG&|l1 1 0O

0 = GGl 0 1 01
=

CC|l 0 01 1

CC[l1 01 O

Indirgeme islemi él uygulandiginda , indirgenmis matris elde edilir;

Bu matriste hesaplamalar yapilirsa
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Z} (MSC;) = ker 8, =Z Bj (MSC; ) = Imo, =Z°

z$ (MSC;) =kero, =Z*, B’ (MSCé) =Imo, =0

z
0
Ornek 4.39 MSS/; niin dijital simpleksler homoloji gruplari

Z, q=0,2

H®(MSS},) =
o (MSSy) {o, q=0,2

dir. indirgeme algoritmas kullanarak bunu hesaplayalim.

=
1

1
T
1

v T
T
_
[
L
i
1

Sekil 4.3: MSS/,

Ispat: MSS/, niin noktalarini {po =(1,1,0), p,=(0,0,2), p, =(-11,0),
p,=(0,0,0), p, =(0,1,-1), p; =(0,1,1)} = Z° olarak ifade edelim ve bu noktalar:

P, <Py <P, <Ps <P <P, seklinde sozlik siralamasma gore siralandigini kabul

edelim. MSS, dijital gériintiisiinde ¢ >3 igin
HZ* (MSS};) =10}
dir. C¥(MSS; ),C# (MSS;),Ci? (MSS,,) bazlari sirastyla
0 -simpleksler (p,).(p1),(P2).(Ps).{Pa).(Ps)
1-simpleksler e, :<p2pl>,e1 :<p2p3>,ez :<p2p4>!e3 :<p2p5>'e4 :<p4pl>,

65=<p3p4>,ee=<p4po>,e7 :<p5p1>168=<p3p5>’e9:<p5p0>’
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€10 :<p1p0>’e11 :<p3po>
2 -simpleksler o, =(p,p,Py), 0, ={PsP,Ps) 5, =(PsPsPo)» 5 =P, PsPs).

0, =(P,Ps 1), 05 =(P.PsP5) . 05 =(Ps PPy ) &7 =(P3P5 )
seklinde olan serbest abel gruplardir. Boylece
0—2C;° (MSS}; ) —2—>C!* (MSS]; ) —2—C:* (MSS}; ) —2—0
kisa dizisi elde edilir. Imo, =B,* (MSS};)={0},Z,°(MSS};)=Z° dir. Ayrica

Po P P2 Ps Py Ps
110 ]

Sp P D D

N

M d D D @D
~ o

oo

BCD SP

ol
P P P O OF OO0 o oo o

o o kP P OO ok oo o
R

oOr ook ook oo o
O OO0 0o oo ok kP
P O ok ook oo or
©O OO0 ocokr kP PFr or oo
©O O 0o oo oo ook
©O O 0o oo oloo ok o
©O O 0o oo oloo Pk oo
©O O 0o oo ook oo o
©O O 0o oo ok oo oo
©O O oo oo oloo o oo

D
=

Indirgeme islemi 51 uygulandiginda, indirgenmis matris elde

Z®(MSS, ) = Kerd, =Z7, BE®(MSS},)=Imd, = Z°
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eG e7 eS e9 elO ell

eS
101 01 000O0O0O0TO
0000101 0O0O01O0

€ € € & &

0000011 O0O0O0O0T1

011 0010O0O0O0O0CTO
1001 000100O0°TO
01 01 00O0O0O1O0O0TO

00000001 O012T11O0

0 0000O0O0O0111O001

Oy

O,

O,

2

0

O,

Os

o

o

1 000O0O0O0O0OO0OO0DPO
01 00O0OO0OO0OIO0OO0OO0OODO
0010O0O0OO0O0O0OO0OO0ODO
0001 O0O0O0O0O0OO0OO0OTPO
00001 O0O0OI0O0OO0OO0ODPO
000O0OI1IO0I0O0OO0OO0OTPO

0 000O0O0OO0O1|/000O00O

000O0OOOOO0OOODO

Imo, =2’

1s)

!

Z, B®(MSS

=Kero, =

1s)

!

8 (MsSS

YA

elde edilir. Boylece

dir.
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Ornek 4.40 MSS,, in dijital simpleksler homoloji gruplar

Z, q=0
Héa(MSSm): Z®, q=1
0, q=01

dir. Indirgeme algoritmas: kullanarak bunu hesaplayalim.

Ispat: MSS,, niin noktalarini

{p,=(0,01), p, =(L11), p, =(1.2.1), p, =(0,31), p, =(-1.2.1), p, =(-1L1),

ps =(0,1,0), p, =(0,2,0) p, =(0,2,2), p, =(0,1,2)} = Z°
olarak ifade edelim ve bu noktalart p, < p, <P, < Ps <Py < P; < Pg < P3 <P, <P,

seklinde sozlik siralamasina gore siralandigini kabul edelim. MSS,; dijital

goriintiisinde ¢ >3 i¢in H® (MSS,;)={0} dir.

C2(MSS,,),Ci%(MSS,, ),C2® (MSS,, ) bazlar sirastyla

0 -simpleksler (py),{p.).(P).(Ps).(P.).(Ps)

1-simpleksler €, =(p,p,),& =(PoPy).€ ={PsPo) & =(PoPs) € =(PoPs ).
& =(PoPy).8 ={PsPs) € =(PsPy) & =(PiP,) € =(PsPs)
€0 =(PePr) €1 =(PsPs) € =(PsP2) 85 = (PuPs) €14 =(PsPs),
€5 =(PsPs) €6 =(PyP7) 87 =(PsP,) 81 =(P: P;) € =(P; D)

2 -simpleksler o, ={p,PoP.), 71 ={ PoPsPy)s & = PsPoPs) T = { PsPoPs )

64=<p4p8p3>,0'5=<p4p7p3>.0'6 :<p8p3p2>'o-7 :<p7p3p2>

seklinde olan serbest abel gruplardir. Boylece
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(MSS,,)—2—0
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0

(MSS,, ) —2—C® (MSS, ) —2—C

18
2

0—%C

8 (MSS,,) =Z° dir.

(Mssls) = {O} , Z

18
2

kisa dizisi elde edilir. Imd, =B

Indirgeme islemi 51 uygulandiginda, indirgenmis matris elde edilir;

P; Py Ps Ps P, P Py

P P,
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1

B
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000O0O0O0OOO011
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000O0O0O1O0O0TO0T1

01 000O01O0O0O
011 00000O0O00O0

0 000O011O0O00

0000O0O0OI1IT1O00O0

0 0001100O0O00
001 00O0O0O0CT1IO0
0 00010O0O010O0
0001 00O0O010O0
00011000O0O00O0
0 00010O01CO00O0
0011000O0O0O0
001 00O0O0C1O0O0
0 00100O01O00QO0

€

1

2

3

4

5

6
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€
€
e
€
€
€
e
€
€

1

0

el 1

e12

€3

e14

e15

e16

e17

€

€

Indirgeme

elde edilir;

matris

indirgenmis

uygulandiginda,

2

islemi

(MSS,) = Imo, =Z°

18
0

°(MSS,;)=Kero, =Z", B

1

Z

e6 e7 e8 eQ elO e11 e12 elS el4 e15 e16 e17 elS el9

&

€ € € & &

(11 0001 0O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OOOOOODO
/1 001 0001 O0O0OO0OO0OO0OO0ODODOOOODO
0,;)l0 011 00O0O0O0O1O0O0OO0OO0OOOOOODO
;)0 11 00 01 0O0OO0OO0O0OO0OO0OOOOOODO
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© O O P O O o o
© O F O ©O O o o
©o P O O © o o o
P O O O O O o o

© O O O © o o +
© O O O © o +F o
0 O O O O P o o
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o O O O O O O o
o O O O O O O O
o O O O O O O o
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o O O O O O O o

z;® (MSSIB) =Kerd, =0, B] ( MSSlg) =1mo, =Z°
elde edilir. Boylece

Z(MSS,,) 0
H (MSS,,) = BiBEMSSm; oY
2 18

Ornek 4.41 MSS] in dijital simpleksler homoloji gruplar

Z, q=0
HS(MSSé): Z°, q=1
0, g=01

dir.
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ispat: MSS; niin noktalarimi {po = (1, 0, O), p, = (1, 1 O), p, = (l, l,l),
P, =(10.1), p,=(0,0,1), p; =(0,1,1), p; =(0,1,0), p, =(0,0,0)} = Z° olarak ifade
edelim ve bu noktalart P, <p, <Py <P <P, <P;s<P <P, seklinde sozlik

siralamasina gore siralandigini kabul edelim. MSS; dijital goriintiisiinde q >3 igin

HE (MSS} ) = {0} dir. C¢ (MSS'),C? (MSS') bazlar sirastyla

0-simpleksler (py),(Py).(Pz),(Ps):(Pe)s(Ps).(Ps) ()

1-simpleksler e, =(pP,),& =(PoPs). & ={P.P,) & =(PsP.) & ={PsP2),
& =(PsP,) .8 =(PsPy). & =(P,0,),8 =(PsPs) € =(PePs)

€0 =(P;Ps). & =(P,Py)

seklinde olan serbest abel gruplardir. Boylece
0—%-C! (MSSé )L>C(‘,5 (MSS;3 )%0

kisa dizisi elde edilir. 1md, =B} (MSS;)={0}, Z;°(MSS,;)=Z° dur.

Indirgeme islemi él uygulandiginda, indirgenmis matris elde edilir;

Po Pr P2 B3 Py Ps Ps P;

%1 1 0 0 0 0 00O 1 000 0O0O0|0
€11 0 01 00 0O 01 00O0O0O0|O0
101 1 0 0 0 0 O 001 00O0O0|O0
101 0 0 0010 0001 O0O0O0|O0
10 01 0 01 0O 000O01O0O0]O0
8, = &0 01 1 0 0 0 O 5, = 0 000O0O1O0|O0
&0 0 01 1 0 0O 0 000O0O01]0
10 0 0 01 001 0 00O0O0OO0]O0
|0 0 0 011 00 0 00O0O0OO0|O0
|0 0 000110 0 00O0O0OO0]O0
€0 0 0 0 0 0 1 1 000O0O0OO0]O0
€1 0 0 0 0 0 O 1. LO O 0O 0 0 0 010
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Z8(MSS,) = Kerd, =Z°, B (MSS;) = Imé, = Z’

elde edilir. Boylece

HS(MSS!) ==L =2 7
1 (MSS;) S (MSS;) 0
, °(mss;)  z®
e (s~ -2
0 6

oldugu gortiliir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu c¢aligmada cebirsel topolojideki bazi 6zelliklerin dijital topolojideki karsiliklart
ifade edildi. ilk olarak dijital topolojinin temel kavramlar1 verildi. Sonra dijital
simpleksler homoloji grubu tanimlanarak, cesitli dijital goriintiilerin homoloji
gruplar1 belirlendi. Ayrica Euler karakteristigi ve homoloji i¢in ¢esitli sonuglara
ulasildi. Daha sonra indirgeme Algoritmasi tanimlanarak, iki ve ii¢ boyutlu dijital
homoloji gruplarinin hesaplanmasi igin algoritma &nerilmistir. Son olarak Indirgeme
Algoritmasi kullanilarak bilinen bazi dijital goriintiilerin homoloji gruplarinin

hesaplanmasi1 yapilmistir.
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