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OZET

EGRILIKLI VE NONMETRISITILI IKI BOYUTLU
RIEMANNSAL OLMAYAN BiR GEOMETRIDE KUTLECEKIM
TEORISINE DIRAC SPINOR CIFTLENIMi
YUKSEK LISANS TEZI

. ERTAN KOK . : o
PAMUKKALE UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU
FIZIK ANABILIM DALI
(TEZ DANISMANI: PROF. DR. MUZAFFER ADAK)

DENIZLI, TEMMUZ-2020

Einstein’1n kiitlegekim teorisi olan genel gorelilik teorisinin bazi astrofiziksel
ve kozmolojik gozlemlerle uyumsuzlugu ve kuantizasyonundaki kronik problemler
yeni bir kiitlegcekim teorisinin varligina duyulan ihtiyaci gostermektedir. Bunun
yapmanin farkli yollar1 olsa da bu ¢alismada uzayzamanin geometrisi degistirilerek
yeni bir kiitlecekim modeli ¢alistlmigtir. Teorinin kuantizasyonu yoniinde bir fikir
edinmek i¢in bu oyuncak modele bir Dirac spindr alan1 minimal olarak baglanmustir.
Matematiksel sadelik ve kolaylik icin 2-boyutlu uzayzamanda calisiimistir. Zayif
niikleer kuvveti, giiclii niikleer kuvveti ve elektromanyetik kuvveti birlestirmesindeki
basarisindan dolay1 ayar yaklasimi yoluna gidilmistir. Bu baglamda egrilik tensoriinde
ve nonmetrisiti tensoriinde kuadratik olan kiitlecekim lagranjiyenine Dirac lagrajiyeni
minimal olarak eklenmigtir. Sonrasinda bagimsiz varyasyon hesabi yapilarak alan
denklemleri elde edimistir. Denklemlere ¢oziim arama isi ileriki bagka ¢alismalara
birakilmistir. Biitiin tez boyunca dig cebir kullanilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Einstein kiitlecekim teorisi, Dirac spinérii, 2-boyutlu
kiitlegekim teorisi, egrilik, nonmetrisiti.



ABSTRACT

A DIRAC SPINOR COUPLING TO A THEORY OF GRAVITY IN
A TWO DIMENSIONAL NON-RIEMANN GEOMETRY WITH
CURVATURE AND NONMETRICITY
MSC THESIS
ERTAN KOK
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
PHYSICS
(SUPERVISOR: PROF. DR. MUZAFFER ADAK)

DENIZLI, JULY-2020

The incompatibility of Einstein’s theory of gravity, the general relativity theory,
with some astrophysical and cosmological observations, and chronic problems in
its qunatization indicate the need for a new gravitation theory. Although there are
different ways to do this, in this study, a new gravitational model has been studied
by changing the geometry of spacetime. To get an idea of the quantization of the
theory, a Dirac spinor field is minimally coupled to this toy model. It has been studied
in 2-dimensional spacetime for mathematical simplicity and convenience. Due to its
success in combining weak nuclear force, strong nuclear force and electromagnetic
force, gauge approach has been followed. In this context, Dirac lagragian was
minimally added to the gravitational lagrangian, which is quadratic in the curvature
tensor and the nonmetricity tensor. Then, by calculating the independent variation,
the field equations were obtained. The search for solutions to the equations is left to
further studies. Exterior algebra was used throughout the thesis.

KEYWORDS: Einstein’s theory of gravity, Dirac spinor, 2-dimensional teory of
gravity, curvature, nonmetricity.
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1. GIRIS

Fizikte, binbir gece masallarin1 animsatan, tarihteki pek muhtemel ilk 6nemli
adim; Tycho Brahe’nin astronomik gozlemlerineden yararlanarak 1609 yilinda
yayimladig1, gezegensel hareketleri aciklayan iki yasayla Kepler'e aittir. Ilk yasada
gezegenlerin eliptik bir yoriingede dondiigiinii, ikinci yasada ise gezegenlerin esit
zaman araliklarinda esit alanlar taradiklarini matematiksel olarak gosterdi. 1619
yilinda yayimladig1 iiciincii yasada ise, gezegenin periyodunun karesiyle giinese

ortalama uzakliginin kiipiiniin dogrudan orantili oldugunu gostermistir.

Masalin ikinci boliimiinde ise Isaac Newton sahne almis ve 1687 yilinda ¢ok
meshur PhilosophiceNaturalis Principia Mathematica (Dogal Felsefenin Matematiksel
Ilkeleri) kitabin1 yayimlayarak aslinda felsefe ve matematik arasinda esi goriilmemis
bir koprii kurmustur. Kitabinda iinlii hareket yasalarini anlatmis, klasik mekanigin
temellerini atmistir. Bu eserinde Newton, diinya iizerinde hareket eden cisimler ile
gokyiiziinde hareket eden gok cisimlerinin aym fizik yasalarina uyduklari sonucuna
varmistir. BOylece gok cisimlerinin (ay ve gezegenler) hareketlerini tarif eden bir
matematiksel ifade yazmistir. Somut olarak Giines’in Merkiir’e uyguladig kiitlecekim

kuvvetini asagidaki gibi ifade ederiz.

a M
F—_g2m; (1.1)

r2

Burada G Newton evrensel ¢ekim sabiti, M Giines’in kiitlesi, m Merkiir’iin kiitlesi,
Giines’in kiitle merkezi ile Merkiir’iin kiitle merkezi arasindaki mesafe ve 7 ise M ’den
m’ye dogru yonii gosteren birim vektordiir. Bastaki eksi isareti bu kuvvetin hep ¢ekici

oldugunu gosterir. Bu denkleme Newton’un kiitlecekim teorisi denir.

1900’1t yillarin baglarina kadar neredeyse miikemmel oldugu diisiiniilen bu
teori, dahiyane bir bakis agisiyla yirminci yiizyilin baglarinda yepyeni bir sekil
almistir. 1905 yilinda Alber Einstein Zur Elektrodynamik Bewegter Korper (Hareketli
Cisimlerin Elektrodinamigi Uzerine) isimli makalesini yayimlamistir. Bu yil fizikte
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tam olarak bir milattir. Einstein’a goére zaman, kiitle, uzunluk gibi kavramlar
gorecelidir.  Yani yiiksek hizlarda hareket eden cisimlere baktiimizda zamanin
yavagladigini, kiitlenin arttigini ve uzunlugun kisaldigini goriiriiz. Bu sonuglarin
yardimiyla zaman olgusu ile uzay olgusunu tek bir uzayzaman olgusu olarak
birlestirmistir.  Einstein’in bir bagka bulusu ise; biiyiik kiiciik herkesin beynine
kazinmis olan kiitle ve enerji arasindaki iinlii £ = mc? formiiliidiir. Yani, kiitle ve
enerji aslinda biri birine doniisebilmektedir. Bunun sonucunda da 6nce ayr olgular
olan enerji ile momentum artik tek bir olgu olan enerjimomentum olgusu altinda

birlesmistir.

Diger taraftan, zamanin goreli olmas1 bulgusu Newton kiitlecekim teorisiyle
uyumlu degildir. Ayrica, gezegenlerin hareketlerini gozlemlemede ve dlgmede yeni
deneysel teknikler ortaya ¢iktikca Newton kiitlecekim teorisinde bazi yetersizlikler
ortaya cikmisti. ~ Bu yetersizlikleri ortadan kaldirma gayretiyle 1915 yilinda
Einstein meshur genel gorelilik teorisini yayimlamistir. Einstein, bu makalesinde
kiitlegekim ivmesiyle kinematikteki ivmenin aslinda aym sey oldugunu geometrik
olarak ispatlamistir ve uzayzamanin diiz degil, egri oldugunu gostermistir. Bunlarin

sonucunda geometrik kavramlar yardimiyla iinlii genel gorelilik teorisini yazmistir.
1
R, — §ng = K1, (1.2)

Burada R, Ricci egriligi, R Riemann egrilik skaleri, g, Riemann metrigi,  i¢inde
G’nin de oldugu baglanma sabiti ve 7}, i¢inde kiitlenin de oldugu enerjimomentum
tensoriidiir.  Genel gorelilik teorisi Einstein’in kiitlecekim teorisidir.  Kiitlecekim
alaninin siddeti zay1f ve cisimlerin hizlar diisiikse, Einstein kiitlecekim teorisi Newton
kiitlecekim teorisine doniisiir. Bizim de bu tezde odak noktamiz Einstein kiitlecekim

teorisi ve onun Otesi olacaktir.

Einstein’in  kiitlecekim teorisi giines sisteminde gozlemsel sonuglarla
miikemmel bir uyum icinde olsa da son donemdeki astrofiziksek ve kozmolojiksel
gozlemler ve ayrica genel gorelilik teorisinin kuantizasyonu yoniindeki bosa ¢ikan
cabalar genel goreliligin yeniden diizenlenmesi gerektigi yOniinde giiclii sinyaller
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vermektedir (Hehl ve dig. 1995). Bu bir¢ok yolla basarilabilir ancak biz bu tez
calismasinda Rimeannsal olmayan bir geometriyle bunu yapmaya ¢alisacagiz. Bunu

yaparken egriliin yaninda nonmetrisiti tensoriinii de hesaba katiyoruz.

Dirac denklemi, pargacik fiziginde, A.P. Dirac tarafindan tiiretilmis rolativistik
Schrodinger denklemidir. Serbest parcacik veya elektromanyetik alanla etkilesen
parcacik durumlarinda paritenin simetrik oldugu elektronlar ve kuarklar gibi biitiin
spini 1/2 olan kiitleli parcaciklari tanimlar. Hem kuantum mekanigi hem de
ozel gorelilik ile uyumludur. Peki, Dirac denklemini egri uzayzamanda yazmak
miimkiin miidiir? Evet, miimkiindiir. Diiz uzayzaman olan Minkowski geometrisinde
yazilan Dirac denklemi, ¢cok-ayaklar ve kiitlecekim spin baglantilar1 kullanilarak, egri
uzayzaman i¢in yeniden formiile edilebilir. Cok-ayak, sabit Dirac matrislerinin her bir
uzayzaman noktasinda hareket etmesine izin veren bir yerel durgun cerceve tanimlar.
Bu yolla Dirac denklemi, egri uzayzamanda asagidaki gibi yazilir (Pollock 2010),
(Arminjon ve Reifler 2013).

iy*"ht D,V —mW¥ =0 (1.3)

Burada h*, ¢ok-ayak ve D,, := ¢, D fermiyonik alanlar i¢in 0/0z* baz vektoriine gore
kovaryant tiirevidir. Dirac alanini teze dahil ederek kuantum teorisinde, kiitlecekim
alaninin fermiyonik parcaciklara etkisini de hesaba katacagiz.  Boylece yeni

kiitlecekim teorisinin kuantumlanmasi icin bir ilerleme kaydetmeyi umut ediyoruz.

Diger taraftan, nonlineer ¢iftlenimli diferansiyel denklemlerden olusan genel
gorelilik teorisinin fiziksel etkilerini aragtirmak icin siklikla bazi basitlestirici kabuller
aranir (Adak ve Dereli 2008) . Diisiik enerji durumu ve statik limit durumu zamansal
Killing vektoriiniin varlifin1 varsayarak elde edilir. Ancak, bu tiir konfigiirasyonlarin
dinamikleri yoktur. Diger yandan, keyfi enerji 6lceklerinde simetrik limitler, bir veya
daha fazla uzaysal Killing vektorii varsayarak elde edilir. Ornegin, kiiresel simetri
varsayimi, (t,7) koordinatlarinda etkin bir 2-boyutlu kiitlecekim modelinin integrali
istiindeki kiitlecekimsel etkiyi azaltir. Genel olarak 2-boyutlu kiitlecekim modellerinin
incelenmesi, kuantum kiitlecekimi ile ilgili temel sorularin ele alinmasina izin verir ve
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daha yiiksek boyutlarda islemleri zorlastiran 6nemli teknik komplikasyonlar1 atlar. O
sebeple, matematik zorluklar1 azaltip fiziksel yorumlar elde edebilmek icin 2-boyutlu

uzayzamanda caligsacagiz.



2. TEMEL MATEMATIK ARACLAR

2.1 Temel Tanimlar ve Kavramlar

Bu tez calismasinda iki boyutta calisacagiz. Ancak bu boliimde genel olarak
n boyutlu bir manifold iizerine kurulan geometri iizerine temel tanim, kavram ve
islemleri 6zetleyecegiz. Genel olarak uzayzaman (veya geometri) { M, g, V } ticliisiiyle
ifade edilir. Burada M niceligi yonlenebilir ve tiirevlenebilir n boyutlu bir manifoldu, g
niceligi (0,2)-tipi simetrik ve dejenere olmayan metrik tensoriinii, V niceligi baglantiy1
temsil eder. Metrik tensorii (i) uzunlugu olgmek (ii) agiyr dlgmek (iii) indisleri
asagi/yukar1 hareket ettirmek i¢in kullaniriz. Baglantiy1 da tensorleri ve spinorleri

paralel tasimak i¢in kullaniriz.

M iizerindeki herhangi bir p noktasinin koordinatlarin1 z%(p) ile gosterelim.
Burada @ = 0,1,---,7 — 1 koordinat indisidir. ~2®(p) niceligine koordinat
fonksiyonlar1 da denir. En genelde her bir koordinatin artis yoniinde koordinata
teget bir vektor tanimlanir. Buna gore 2*(p) koordinatina teget olan vektorii a%(p)
kismi tiirevi ile gosterecegiz. Bu teget vektorler lineer bagimsiz olduklar: icin aym
zamanda baz vektorler olarak da adlandirilirlar.  Bu baz vektorlerin doldurdugu
{%(p)} kiimesine M’nin p noktasinda kurulan koordinat cercevesi diyecegiz ve
bundan sonra genel olarak kisaca {J,(p)} ile gosterecegiz. Zaman zaman ihtiyag
hissedildiginde agik halini de kullanacagiz. Baz vektorlerin doldurdugu kiimeye
diferansiyel geometride teget (tanjant) uzayi denir. Bu nedenle 7,(M) = {0.(p)}
yaziyoruz. M iizerindeki biitiin p noktalarinda kurulan koordinat cercevelerinin
bilesimine koordinat teget demeti denir. Bu ¢alismada bunu C'T'(M) ile gosterecegiz,
CT(M) = UpenT,(M). Lineer cebirden bilindigi tizere her vektor uzayinin bir
duali vardir. Yukarida M ’nin p noktasinda tanimladigimiz koordinat baz vektorlerinin,

Oa(p), tirettigi dual vektorleri do”(p) ile gosterecegiz ve koordinat baz kovektorleri

adin1 verecegiz. Vektorler ile kovektorler arasindaki dualite iligkisi asagidaki baginti



ile verilir.

4 (105 (p)] = 5 ) = 55 .

burada 05 Kronecker semboliidiir. Koordinat baz kovektdrlerinin doldurdugu kiimeye
kisaca koordinat kobazi da deriz, {dxﬁ (p)} Yukarida tanimladigimiz dualite
bagintisinin bir sonucu olarak 7},(M) teget (tanjant) uzaymn duali olan koteget
(kotanjant) uzaymi tammliyoruz ve 7>(M) ile gosteriyoruz. Koteget uzaylarinin
birlesimiyle de CT'(M )’nin duali olan CT*(M)’yi yani koordinat koteget demetini
tanimhyoruz, CT*(M) = Uper T (M).

Lineer cebirden cok iyi bilindigi iizere bir baz vektorler kiimesinden
Gram-Schmidt yontemiyle ortonormal bir baz kiimesi elde edilebilir. Bunun icin
vektorlerin boylarin1 ve aralarindaki agilar1 tanimlayan bir skaler ¢carpim islemine
ihtiyac vardir. Bu islemi diferansiyel geometride metrik tensorii yardimiyla yapariz.

Bu nedenle x* koordinat sisteminde g metrik tensoriinii asagidaki gibi ifade ediyoruz.
9 = gap(2)daz® ® dz” (2.2)

Burada ® simetrik tensorel carpimi temsil eder, yani do® @ dz” = dz® ® dx®, bunun
soncu olarak da g.5(z) = gsa(z). Taveten, g.s(z) = g(0a, ds) niceligine metrigin
koordinat bilesenleri denir. Metrigin koordinat bilesenleri en genelde koordinatlara

baglidir. Bunu kisaca g, = g.s(z) olarak gosteriyoruz.

Yukarida bahsettigimiz ortonormallestirme yontemiyle {0,(p)} koordinat
cercevesinden X, (p) ortonormal gerceye gegebiliriz. Burada @ = 0,1,--- ,n — 1
ortonormal indis deriz. Bundan sonra Yunan harfleriyle gosterilen indislere koordinat
indisleri ve Latin harfleriyle gosterilen indislere ortonormal indis diyecegiz. Js(p) nin
dualini dz®(p) ile gosterdigimiz gibi X (p)’nin dualini e*(p) ile gosterecegiz. Bu

durumda (2.1) ile verilen dualite bagintis1 asagidaki hali alir.

e (p)[Xu(p)] = 0 (2.3)

Dikkat! Burada (2.1) denklemindeki gibi 0.X,/0X, gibi bir tirev yazmayimz, ¢iinkii
X, niceligi koordinat degildir. (2.3) denklemi sadece e® ile X, arasindaki dualite
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bagintisidir. Terminoljide e*(p)’ya ortonormal baz kovektorii ve {e(p)} kiimesine de
ortonormal kogerceve denir. Koordinat kogcercevesinde (2.2) ile verilen metrik tensorii

ortonormal korcecevede asagidaki gibi olur.
g = nape(z) @ e’(x) (2.4)

Burada ¢(X,,X,) = 71w = m. metrik bilesenlerinin koordinatlardan bagimsiz
olduguna, fakat ortonormal baz kovektorlerinin koordinata bagli olduguna, e = e%(x),
ozellikle dikkat edilmelidir. Ortonormal metrik bileseni olan 7),; genel olarak kdsegen
elemanlar1 1, diger elemanlari sifir olan n X n matris olarak temsil edilebilir. Kosegen
elemanlarin hepsi 41 olursa 7,;,’ye Euclid metrigi, +1 karigik olursa 7,,’ye Minkowski

metrigi denir.

Koordinat baz vektorlerinin doldurdugu teget uzaylarinin birlesimine koordinat
teget demeti demistik ve CT(M) ile gostermistik. Simdi de ortonormal baz
vektorlerinin olusturdugu teget uzaylarinin birlesimine ortonormal teget demeti adini
verecegiz ve OT' (M) ile gosterecegiz. Dualite yardimiyla koordinat koteget demetine

CT*(M) karsilik ortonormal koteget demeti OT™ (M) gelecektir.

T,(M) teget uzaymnda koordinat baz vektorlerinden ortonormal baz
vektorlerine gegisi h“, ve tersine ortonormal baz vektorlerinden koordinat baz
vektorlerine gecisi h®,, nicelikleriyle yapacagiz. Bunlara literatiirde cok-ayaklilar denir

(Adak ve dig. 2006).

Xo@) = B(x)0n
Ou = h%(2)X,.(x) (2.5)

Burada cok-ayaklilarin koordinata bagli olduguna dikkat edilmelidir. Benzer olarak
T (M) koteget uzayinda koordinat baz kovektorleri ile ortonormal baz kovektorleri

arasindaki iligski de ayni1 ¢ok-ayaklilar yardimiyla yapilir.
e“(z) = h%(z)dx”

dz® = h%(x)e"(z) (2.6)
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Tanimladigimiz bu koordinattan ortonormale ve tersi gecis bagintilarin1 yukaridaki
(2.1) ile (2.3) dualite bagintilarinda kullanirsak c¢ok-ayaklilar arasinda asagidaki

iligkilere ulagiriz.

h®a(x)h®s(x) = 0
ho(x)h%(x) = op (2.7)

Bu tezde yogun olarak dig cebir kullanacagiz. Dis cebir konusunu 3. Boliimde
ayrica anlatiyoruz. Yukarida tanimladigimiz baz kovektorlerine dig cebirde baz 1-form
ad1 verilir. Buna gore dz® niceligine koordinat baz 1-formu ve e® niceligine de
ortonormal baz 1-form diyecegiz. Dis cebir dilinde dx® daki d operatorii z* O-formunu
dx® 1-formuna doniistiiren dis tiirev operatorii olarak isimlendirilir. Dis cebirde dis
tiirev Poincare lemasi olarak bilinen d®> = 0 ozelligine sahiptir. Diger taraftan,
literatiirde kogercevenin dig tiirevine anholonomluk 2-formu denir (Kiefer 1987).
Sonug olarak, Poincare lemasi sayesinde d(dz®) = 0 oldugundan, dz® niceligi
holonomik 1-form olarak da bilinir. Fakat, ortonormal 1-formun e®(z) dis tiirevi
en genelde sifir olmak zorunda degildir, de®(x) # 0. Bu nedenle e%(x) niceligi
anholonomik 1-form olarak da adlandirilabilir. Bu siniflamaya bagli olarak, litaratiirde
koordinat indisleri bazen holonomik indisler ve ortonormal indisler de anholonomik
indisler olarak adlandirilir. Sonug olarak koordinat ¢ercevesinin dis tiirevi sifirken,
ortonormal ¢ercevenin dis tiirevi sifir degildir. Dig tiirevin metrik bilesenlerine etkisine
bakacak olursak tam tersini goriiriiz, dg.s(x) # 0 ve dn, = 0. O halde, hem
kocercevenin hem de metrik bileseninin sifirdan farkli oldugu bir ¢erceve olabilir mi?
Evet, olabilir. Buna karisik cerceve ismini veriyoruz. Boyle bir durumu asagidaki

metrik ile ifade edebiliriz.
g= gAB(x)eA(I) ® eB(:z:) (2.8)
Burada dgap(z) # 0 ve de(x) # 0 olduguna dikkat edilmelidir.

Bundan sonra biiyiik Latin harflerine kangik indis; A, B,--- =0,1,--- ,n—1,
kiiciik Latin harflerine ortonormal indisi; a,b,--- = 1,2,--- ,n — 1 ve kiiciik
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Yunan harflerine koordinat indisi; o, 3,--- = 0,1,--- .7 — 1 diyecegiz. Yukarida
tanimladigimiz cok-ayaklilara benzer yeni doniisim elemanlar1 bularak karisik
cerceveye gecebilir yada karisik ¢erceveden ¢ikabiliriz. Ama literatiirde neredeyse hic
bir zaman karisik cercevede hesap yapilmaz. Cercgevelerin siniflandirilmasi i¢in Tablo

2.1 bakiniz.

Tablo 2.1: Koordinat ¢ercevesi, ortonormal ¢erceve ve karisik cerceve

Koordinat ¢ercevesi Ortonormal ¢cerceve Karigik cerceve
9= gas(@)da® ® da? | g = nue’(x) ® () | g = gap(@)er (@) @ P ()
Metrik
bile§eni dgaﬁ ?é 0 dnab - O dgAB 7é 0
Kogergeve d(dz®) =0 de® # 0 de? #£0

Yonlenebilir n boyutlu M manifoldunun yonelimini Hodge haritas1 * ile
sabitleriz.

1

¥l = —€arapa, € NEE N N (2.9)
n!

Burada A dis cebirde dig carpim operatoriidiir, €,,4,..4, timiyle antisimetrik
Levi-civita tensoriidiir. Manifoldun yonelimini €g;...(,—1) = +1 secerek sabitleyecegiz.

Genellikle 1-formlarin dis ¢arpimlarini agagidaki gibi kisaltarak yazariz.

ed1a2an — 01 A e2 A--- A edn (210)

V baglantisi, baglanti 1-form w®;, terimleriyle tam olarak tanimlanir. Genel
olarak baglant1 niceligi tensorlerin (ve hatta spindrlerin) uzayzamanda nasil paralel
tasincagini belirleyen kurali temsil eder. Tensor degillerdir. Bunu agikca gostermek
icin koordinat ¢ergcevesinde ve ortonormal cercevede baglanti 1-formunun ¢ok-ayaklar

yardimiyla biribirine doniisiim kuralimi asagidaki bagintilar ile veriyoruz.

W% = h%w®sh?y + h®odh®,

w3 = h®wh’ s + h*.dh®s (2.11)



Bu denklemlerde esitligin sagindaki ikinci terimlere dikkat edilmelidir. (2.5) ile verilen
baz vektor doniisiimlerinde ve (2.6) ile verilen baz kovektor doniisiimlerinde esitligin
saginda ikinci terim yoktur. Ciinkii baz vektorleri (0,1)-tipi tensor, baz kovektorleri
de (1,0)-tipi tensordiir. Baglanti 1-formu w®,’ye benzeyen iki indisli €%, gibi bir
tensor nicelik olursa, buna (1,1)-tipi bir tensor denir. Boyle bir tensoriin doniisiimii

de asagidaki gibi olur.
T = b T sh"%
T = h*, Th%s (2.12)

Buradan da goriilecegi gibi tensor nicelik ile baglant1 nicelik arasinda ¢ok temel bir

fark vardir. Bu farki gérmenin yollarindan biri doniisiim kuralina bakmatir. Elimizde

bir baglant1 varsa, bir tensoriin (ve spinoriin) kovaryant tiirevini tanimlayabiliriz. Bu
aiaz--ap

calismada herhangi bir (p, ¢)-tipi tensor-degerli r-formunun, T,7 %, , kovaryant dig

tiirevini ortonormal ¢ercevede asagidaki gibi yazacagiz.

ai1a2:--ap a1a2--Gp al caz:-ap a aias---c
DT biby-bg d¥ byby-bg +w" AT byby-bg + o G WP AT byby-bg

—wh NG = W, AT (213)

cha-+-bg
Burada d dis tiirevi, D kovaryant dig tiirevi gostermektedir.

Simdi elimizde ii¢ tane temel nicelik var; metrik bileseni, ga5(x), kogergeve,

A (). Tantmlamalari olabildigince genel tutmak igin biitiin

e?(x), baglant1 1-formu, w
nicelikleri bu noktada karigik cercevede yaziyoruz. O nedenle indisleri biiyiik Latin
harfleriyle gosteriyoruz. Bu ii¢ tane temel nicelik yardimiyla ii¢ tane temel tensor

nicelik tamimlariz. Asagidaki li¢ denkleme birlikte Cartan yap1 denklemleri denir.

1 1
Qap = _iDgAB = §<_dgAB + wap + wpa) (2.14)
T4 = Det =de® +wig AeP (2.15)
RYs = Duwp:=dwls +wic Awp (2.16)

Burada Q45 niceligine nonmetrisiti tensor 1-formu, 74 niceligine burulma tensor
2-formu ve R“p niceligine egrilik tensor 2-formu denir. Tanim olarak nonmetrisiti
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1-formu simetriktir, Q45 = ()pa, ancak egrilik 2-formunda genel olarak boyle bir
simetri yada antisimetri yoktur. Egriligin taniminda baglanti 1-formunun kovaryant
dis tiirevine benzer bir islem yazdigimiza dikkat edilmelidir. En genelde tensor
niceliklerin kovaryant dis tiirevinin tanimli, fakat baglantinin kovaryatnt dig tiirevinin
taniml1 olmadig1 unutulmamalidir. O nedenle Dw* 5’dan hem &nce hem de sonra esit
isareti yazmadik. Sadece sekilsel benzerlik icin Dw” 5 kullandik. Tanimladigimiz iig

tane tensOr formlarin kovaryant dis tiirevleri Bianchi 6zdegliklerini verir.

1
DQap = é(RAB‘f’RBA) 2.17)
DT4 = RApneEP (2.18)
DR = 0. (2.19)

Burada ilk denkleme sifirinct Bianchi 6zdesligi, ikinci denkleme birinci Bianchi

0zdesligi ve son denkleme de ikinci Bianchi 6zdegligi denir.

Cartan yap1 denklemleri geometrinin temel nicelikleri olan nonmetrisiti
tensoOriinii, burulma tensoriinii ve egrilik tensoriinii tanimladig i¢in onlar1 koordinat

cergevesinde, de — ddx® = 0,

1
Qag = 5(—dga5 —+ wag + W5a) (220)
T = w3 A da” (2.21)
Raﬁ = dwa/g + wav A aﬂﬁ (222)

ve ortonormal ¢ercevede, dgap — dn., = 0,

1
Qab = 5(wab + Wha) (2.23)
T¢ = de® + w% A e’ (2.24)
R = dw®y + w®. N\ W (2.25)

olarak yeniden yaziyoruz.

Bunlarin geometrik anlamlari, M ile M ’nin iizerinde kurulan teget demeti
resimi birlikte ¢izildiginde ortaya c¢ikar. Bir vektorii M nin iistiindeki kapali bir
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egri iizerinde paralel tasidigimizi diistinelim. A/’de vektor bagladigi noktaya geri
gelecektir. Simdi M ’nin iizerindeki demette neler olduguna bakalim. Demette ilk
vektor ile son vektor ayni noktada degilse 7% # 0, ilk vektor ile son vektoriin boylari
esit degilse ()., # 0 ve ilk vektor ile son vektor arasinda bir a1 varsa R%, # (0 anlamina

gelir.

Geometri (veya uzayzaman) nonmetrisiti, burulma ve egrilik tensorlerinin sifir
olup olmamasina gore siniflandirilir. Tablo 2.2°de literatiirde en ¢ok calisilan durumlari
listeledik. En genelde, nonmetrisiti 1-formu, iz 1-formu, ) = n“anb, ve iz harici
diger bilesenler 1-formu, Qab, olarak ayirilir; Qup = Qab + %%b@ burada n“anb =0
olur, ¢iinkii 7,,7®® = 6* = n. Ayrica, ortonormal gercevede metrik bilesenleri hig
—1 olmadan sadece +1’lerden olusursa, bunu Kronecker deltas: ile gosteririz; g =
b;;¢' @ € burada 6;; = diag(+1,+1, -+ ,+1) vei,j =1,2,3,--- ,n.

Tablo 2.2: Metrik, egrilik, burulma ve nonmetrisiti birlikte geometriyi belirler. Euclid
geometrisine ait metrigin ortonormal cercevede bilesenleri Kronecker

deltast ile temsil edilir; g = 5”»6" ® e’ burada 0ij = diag(+1,+1,--- ,+1).
Tabloda Qup = Qup + =1 Q Syle ki 75pQap = 0

g | R% | T¢ Qab Geometrinin ad
dij | =01 = = Euclid geometrisi
Nab | = = = Minkowski geometrisi
dij | #0 | =0 = Riemann geometrisi
£ 0 =0 = Pseudo-Riemann geometrisi
# 0 = Riemann-Cartan geometri
#0 #0 Teleparalel geometri
N | =0 #0 = Weitzenbock geometrisi
=0 #0 Simetrik teleparalel geometri
£0 =0|Q#0,Qup=0 Riemann—Weyl geomgtrisi
# 0 # 0 Metrik efayn geometri

2.2 Tiim Baglanti 1-Formunun Ayrismasi

Karigik cercevede tiim baglant1 1-formu asagidaki gibi ayrigabilir (Adak 2018).
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Bu ayrigim tektir.

wip = (¢"%ges +pp) /2 + @'+ K5 +¢%5+ Q% (2.26)
~~ d ~—~— —
Metrik Burulma Nonmetrisiti
Burada &g niceliine Levi-Civita baglant1 1-formu denir ve W45 = —Wp 4 antisimetri
ozelligine sahiptir.
g Nel = —de? (2.27)

K45 niceligine koburulma tensor 1-formu denir ve bu da antisimetriktir, K 5 =

-K BA-
Kignef =14 (2.28)
ve tensor olmayan p4p 1-form niceligi ile tensor olan g4 1-form niceligi

pap = —(1adgpe)e” + (1pdgac)e’ (2.29)

gan = —(14Qpc)e” + (15Qac)e’ (2.30)

olarak tanimhdir, her ikisi de antisimetriktir. Burada 24 = ux, niceligi dis cebirde
X 4 baz vektoriine gore i¢c carpim operatoriidiir. Kisaca Xp baz vektorii ile e baz

kovektorii arasindaki dualiteyi i¢ ¢carpim operatorii cinsinden sOyle ifade ederiz.
1ge’ = 64 (2.31)

(2.26) ile verilen ayrigsma kendi i¢inde tutarlidir. Bunu gormek icin (2.26) deklmenini
sagdan AcP ile ¢arpmak ve yukaridaki tanimlart kullanmak yeterlidir. Karisik
cercevede dgap # 0 ve nonmetrisiti oldugunda Dgap # 0 oldugu icin indisleri d ve D
oniinde diisey olarak hareket ettirirken, 6zen gosterilmelidir. Tiim baglant1 1-formunun

simetrik kismi1 ve antisimetrik kismi asagidaki gibi yazilabilir.

1

wB) = QaB + §d9AB (2.32)
1 N

Wiap) = PAB T Wap + Kap +qaB (2.33)
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Geometride eger sadece ()45 = 0 olursa baglantiya metrik uyumlu baglanti,
eger hem Q45 = 0 hem de 74 = 0 olursa baglantiya Levi-Civita baglantisi ad1 verilir
(Dereli ve Tucker 1994). Ornegin Einstein’in genel rolativite teorisinde baglanti
Levi-Civita baglantisidir. Daha Once soyledigimiz gibi literatiirde ya koordinat
cercevesinde hesap yapilir ya da ortonormal cercevede hesap yapilir (Benn ve dig.
1981). Bu nedenle (2.26) ile verilen ayrismanin koordinat gercevesinde asagidaki

bicime geldigini not edelim.

ws = 9" (14ydgop + 13dgoy — todgpy)da 2+ K% +q%5+ Q% (2.34)
N 7 N " N /

Metrik Burulma  Nonmetrisiti
Burada ¢, = (5, i¢ ¢arpim operatdril gdr® = 0f esitligini saglar ki bu da (2.1) ile
verilen dualite bagintisinin bagka bir gosterimidir. Ayrica t,dg,3 = 0,gop Ve W3 =
['*g,dx” yazilirsa denklemin sa§ tarafindaki ilk terimin Christoffel sembollerini

gosterdigi goriilecektir.

Bu tez calismasinda biz secilen koordinat sisteminden bagimsiz olarak hep
ortonormal cercevede c¢alisacagimiz igin (2.26) ayrigiminin ortonormal cercevede

asagidaki hale geldigini acik¢a yazmakta fayda vardir.
Wab = <:‘:Jzzb + Kab + Qab + Qab (235)

Ortonormal cercevede Levi-Civita baglant1 1-formunu de® cinsinden ve koburulma

tensor 1-formunu da 7' cinsinden agsagidaki gibi yazabiliriz.

Wap = = [—tadeq + tpdeq + (Latpde,)e’] (2.36)

Kay = = [taTy — 6Ty — (tatpTe)ec] (2.37)

I R

Burada ¢, = tx, i¢ carpim operatorii t,e® = 0f iligkisini saglar ki bu da (2.3) ile
verilen dualite esitliginin bagka tiirlii bir gosterimidir. Son olarak g, tensor niceligi

nonmetrisiti tensor 1-formu cinsinden tanimlanir.

Gab = _(Lach>ec + (Lanc)ec (238)
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Hesap yaparken asagidaki 6zdeslikleri sik¢a kullanacagiz.
D xe, = —Q N ey, + *€4,q, N T
D xeq0, = —Q N *€4y0, + *¥€41a905 N T
(2.39)
Dxegaya, , = —Q N *€aiaya,_1 T Caragan_1an N T
D xegaa, = —Q N *€410y-a,

Dnab = _2Qab7 Dﬁab = +2Qab> ljél()1 =0

Burada Q) := Q% = n?°Qu = w®, nonmetrisiti tensdr 1-formunun veya tiim baglanti
I-formunun iz 1-formudur. Son dzdesliklere baktigimizda goriiyoruz ki ortonormal
cercevede hesap yaparken ortonormal indislerin sadece D Oniinde diisey hareketlerine
dikkat etmeliyiz. Ortonormal cercevede indisleri d Oniinde rahatca diisey hareket

ettirebiliriz.

2.3 Genel Lineer Koordinat Doniisiimleri

Fizikte 6lgme ¢ok onemlidir ve dlgmeyi yapana da gozlemci denir. Gozlemci
bir insan yada 0l¢me cihazi veya sistemi olabilir. Ayni olay: birden fazla gdzlemci
Olcebilir ve her gozlemci de kendisi i¢in en uygun koordinat sistemini kurar. Bu
durumda gozlem sonuclarinin tutarh olarak karsilastirilabilmesi i¢in verilerin birbirine
doniistiiriilmesi gerekir. Bunun yapilabilmesinin ilk sarti gézlemcilerin kullandiklari
koordinat sistemlerinin biribirine doniisiimlerinin belirlenmesidir. Bu nedenle bu
kistmda genel koordinat doniisiimlerini inceleyecegiz. Bir gozlemcinin kurdugu
koordinat sistemini x*, diger bir gozlemcinin kurdugu koordinat sistemini de x*
ile gosterelim.  Genel lineer koordinat déniisiimiinde z* koordinatlarindan 2

koordinatlarina gegisi asagidaki gibi ifade edebiliriz.

ot =TH gt 4 e (2.40)
Burada ', = ', (z) niceligi doniigiimiin donme kismini ve ¥ = &' (z) niceligi
oteleme kismimi temsil eder. Simdi esitligin iki tarafinin da tanim geregi koordinat
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seciminden bagimsiz olan dis tiirevini alalim.
dz"’ = {[0,T" ,(x)]a” + T ,(z) + 0," () }da (2.41)

Burada ¥ ,(z) := [0,[",(2)]x" + T* () + 0,&" (z) atamasi yaparak iki farkli

koordinat kogercevesinin biribirine doniisiimiinii agsagidaki gibi ifade edebiliriz.
dz" = 1", da* (2.42)

Bu doniistim kuralinin oteleme terimi icermedi8ine dikkat edilmelidir.  Bunun
yardimiyla (2.40) denklemi ile verilen genel koordinat doniisiimiiniin {irettigi

ortonormal kocerceve doniisiim kuralin1 cok-ayaklar yardimiyla elde edebiliriz.

!

dl"u/ — hl"/a,ea ve drt = h'u“aea (243)

Burada h*',, = h* ,/(2/(x)) ve h*q = h*,(z). Bunlar1 denklemde yerlerine koyduktan

sonra h¥ , h* ., = 87, iliskisini kullanarak sunu elde ederiz.
e =LY, (2.44)

Burada LY, (2'(z)) = hY Q" ,h#, olarak tammlanmigtir. Matris gosteriminde bu
denklemi ¢’ = L~'e olarak yazabiliriz. O halde, ters doniisiimii e* = L%,e” veya
matris gosteriminde e = Le’ olarak ifade ederiz. Buna gore L“,, doniigiim eleman ile
L%, niceligi birbirinin tersidir; L%, L%}, = 6% veya matris notasyonunda LL™' = 1.
(2.44) doniisiim kuralinda da dteleme teriminin olmadigina dikkat edilmelidir. Son
olarak bu doniisiim kurali altinda ortonormal ¢ercevede metrik bilesenlerinin nasil

doniistiigiine bakmak bize doniisiimiin grup yapisi hakkinda bilgiler verecektir.
9= Tave" @ € = naye” ©e” (2.45)

seklinde yazilir ve her iki cervede 7,, = 7oy = diag(—1,+1,---) Minkowski

IRVERR T / / / / eqe . o . . . .
metrigidir. Burada e* = L% ,e® ve e = LY e’ iliskilerini yerlerine yerlestirirsek

N = L Map L0y (2.46)
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sonucuna ulagiriz. Matris notasyonunda bu esitlik asagidaki gibi olur.
e=L"%' — n=L"yL (2.47)

Burada 7 simgesi transpoz matrisini belirtir. Genel olarak Minkowski metrigini bu
sekilde doniistiiren doniisiim elemanlariin olusturdugu gruba Lorentz grubu denir ve
SO(1,n — 1) olarak gosterilir (Benn ve dig. 1982). Bu sonug, bize (2.40) ile verilen
genel lineer koordinat doniisiimiinden elde edilen doniisiim elemanlarinin ortonormal

teget demette, OT'(M ), Lorentz grubu olusturdugunu gosterir.

Simdi de (1,0)-tipi tensor 1-formu olan ortonormal kogercevenin (2.40) genel
lineer koordinat doniisiimii altinda (2.44) kuralina gore doniistiigiinii gordiikten sonra
kogerceveden bagimsiz olan baglanti 1-formu i¢in de asagidaki doniisiim kuralini

Veriyoruz.
w”y = L% ;w% by + LY ,dL%, (2.48)

Matris bunu sdyle ifade edebiliriz; ' = L 'wL + L~'dL. Burada sagdaki ikinci
terim Ozel olarak eklenmistir. Bu terim sayesinde tensor nicelikler olan nonmetrisiti

1-formu, burulma 2-formu ve egrilik 2-formu asagidaki gibi doniisiir.

Qa’b’ = QabLbb’Laa’L (249)
T =L, T° (2.50)
Ry = L% ,R*%L", (2.51)
Bunlar1 matris formiilasyonunda sirastyla Q' = QLL ve T = L7'T ve R =

L~ 'RL olarak iafede edebiliriz. Goriildiigii gibi tensor niceliklerin doniisiimlerinde
baglantinin doniisiimiinde goriilen artik terime benzer terimler gelmez. En temelde
tensor ile baglanti arasindaki fark budur. Bu doniisiim kurallarinin dnemli bir sonucu
sudur: Bir tensor nicelik bir ¢ercevede sifir ise diger biitiin ¢ercevelerde de sifirdir.
Diger yandan baglanti bir ¢ercevede sifir iken baska bir cercevede sifirdan farkli

olabilir. Bu sonucu bazen baglanti ¢cerceveye baghdir diye ifade ederiz.
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3. DIS CEBIR

Bu caligsmadaki hesaplarda dis cebir kullamilmistir. D1g cebirde koteget demeti
uzayinin, 7*(M), baz elemanlari 1-form olarak adlandirilir.  Yani, dz* niceligi
koordinat baz 1-formu ve e® niceligi de ortonormal baz 1-formu adini alir. Eger
kovektor ¢arpim uzayina, A sembolii ile gdsterecegimiz tiimiiyle antisimetrik bir tensor

carpimi koyarsak

T*(M) A~ NT*(M) 3.1)

p—tane

elde edilen uzay, p-formlar uzay: olarak adlandirilir ve AP(M) ile gosterili. En
genelde, A\”(M) uzayi, linner vektor uzayi yapisindadir. Herhangi bir p-form, w €

A’ (M), koordinat gercevesinde asagidaki sekilde yazilabilir.

1
W= =Wy g, T N AT N - N dt? (3.2)

p!
Burada dx#* A dx#? A - A dzM® tiimiiyle antisimetrik oldugu i¢in wy, ..., bilesen
O-formu da biitiin indislerinde tiimiiyle antisimetriktir. Bunu bazen acik¢a koseli

parantez ile belirtiriz, W, uy...u,)-

AP(M) nesnesi lineer vektor uzayi olarak ele alindiginda, dz#* A --- A dzt»

niceligine bu uzayin koordinat bazi, wy,...,, nicelifine de w’nin koordinat bileseni

denir. p-formlar lineer vektor uzayinin boyutu p!(—ip)! olarak hesap edilir. Buna gore,

O-formlar uzayindan baslayarak n-formlar uzayina kadar koordinat bazlarin ve vektor

uzayinin boyutunu asagidaki gibi acikca yazabiliriz.

p-form Uzay1 Koordinat Bazi Boyut
A’(M) 1 1
Al (M) {dw} n
N’ (M) {dz" A dxt?} n(n—1)/2
AN M) {da Adae A - A dater) n
"(M) dad A - A dz 1

18



Eger biitiin p-fromlar birlikte diisiiniirsek dogrudan toplam uzay1

A1) =P A1) (3.3)

seklinde gosterilir ve dig cebir olarak adlandirilir. Bu durumda n boyutlu A manifoldu

n n!
p=0 pl(n—p)!

tizerine kurulan /(M) dig cebirinin boyutu > = 2" olarak hesap edilir.

3.1 Dis Carpim

/\(M) cebirinde iki elemanin ¢carpimini A sembolii ile gosterecegiz ve adina

dis carpim veya wedge carpimi diyecegiz. Dis carpim asagidaki 6zelliklere sahiptir.

l. (w1 + we) Aws = wy Aws + we A ws dagilma

2. (awr) Aws = wy A (aws) = a(wy A ws) skaler ile ¢carpim

3. (w1 Aws) Awy = wy A (w3 A wy) asosiyatiflik (birlesme)

4. wy Aws = (—1)P 9wz A wy komiitatiflik (sira degistirme)

Burada wy,wy € AP(M), w3 € NY(M), wy € N\ (M) ve a gergel bir sayidir. Genel
olarak, w; A ws € A""(M) olduguna dikkat edilmelidir. Yani, p-form ile g-formun
dig carpimi (p + g)-form olur. Son 6zellikten, dig carpimda siranin 6nemli oldugunu

goriityoruz.

3.2 Das Tiirev

Dis cebirde tiirev iglemi, bir p-formu (p + 1)-forma gonderen bir islem olarak
tanimlanir. Bu ¢aligmada bu iglemi yapan matematiksel nesneyi d ile gosterecegiz ve

adina dis tiirev diyecegiz.
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Denklem (3.2) ile verilen herhangi bir w p-formunun dis tiirevi su sekilde hesaplanir.

1 0w, ...
dv = —'%da:“ AdxP Adz?2 A - A datr
p! x
1
= mf)[mwwm..ﬂpmdx“l Adxh? N - A dxtrtt

Burada d(dz) = d*x* = 0 Poincare lemasi kullanilmigtir. Ayrica kseli parantez,
biitiin indislerde tiimiiyle antisimetrikligi ifade eder. Ikinci satirda toplam indislerini
yeniden adlandirdik ve dw niceliginin (p+ 1)-form oldugunu agik¢a gordiik. Dis tiirev,

genel olarak asagidaki 6zelliklere sahiptir.

l. d(w; + ws) = dwy + dws
2. d(w1 N wg) = dw1 N ws + (—1)pw1 N dW'g,
3. d(dwl) = d2w1 =0

4. df (a#) = 2 gy

Burada wy,w, € A\P(M), ws € N(M) ve f € A°(M) yani f(z*) bir fonksiyondur.
Ikinci 6zellige Leibniz kurali ve iiciincii 6zellige Poincare lemasi denir. Son 6zellikten
goriiyoruz ki bir fonksiyonun dis tiirevi aslinda temel matematikten bildigimiz

fonksiyonun diferansiyelini almaya esdegerdir.

3.3 I¢c Carpmm

Dis tiirev bir p-formu (p + 1)-forma gonderen iglemdi. Simdi de bunun tersini

yapan bir islem tamnmlayacagiz, i¢ carpim. I¢ carpimu ¢ ile gosteriyoruz.
D p—1
v N = N\ (1)

I¢ carpim etki ettigi bir p-formun bir vektor alan1 yoniindeki degisim oranimi verir.
Yani, kabaca p-form boliim vektor alani gibi diisiinebiliriz. Buna gore, ¢ operatoriinii
X, ortonormal baz vektoriiyle birlikte kullaniyoruz. Kisaca, tx, = ¢, gosterimini
tercih edecegiz. Artik, i¢c carpimin temel 6zelliklerini agsagidaki gibi siralayabiliriz.
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1. tof =0

2. tpx,w1 = flowr

3. 14e" =0

4. 14(wy + wa) = Lawy + Lew2

5. (ta + th)w1 = tawr + w1

6. Loty = —Lplay

7. to(wr Aws) = (tewr) Aws + (—1)Pwy A (Lews)

Burada f € A*(M), wy,ws € N"(M) ve ws € \(M). Benzer dzellikleri koordinat
baz vektorlerini, 0,, kullanarak da yazabiliriz. Ornegin ticlincii ozellik, LaBdl’Q =
Dpdr® = 02° )02’ = 45 olur. Bu ozelliklerle birlikte (3.2) ile verilen bir p-formun
0, = 0/0x" koordinat vektor bazina gore i¢ carpimini hesaplayabiliriz.

1

= — eyt N dxHS N N dxt?
bW (p— 1)!wuu2u3 pp 4T X x
1

- mwﬂulth--up,ldl‘m Adr" A - A dptet

Ikinci satirda toplam indislerini yeniden adlandirdik. Boylece w niceligi p-form iken
t,w niceliginin (p — 1)-form oldugunu agikga gorebiliyoruz. Ayrica, (2.5) ve (2.6)
denklemleri ile tammladigimiz h?,, ve h*, ¢ok-ayaklar1 yardimiyla koordinat bazinda

(3.2) olarak yazdigimiz p-form w’y1 ortonormal bazda asagidaki gibi de yazabiliriz.

1
w = —'wa1a2...ape“1 ANe N Ne (3.4)
p!

Burada e A e A --- A e ortnormal baz p-formu tiimiiyle antisimetrik oldugu i¢in
Wayas--a, bilesen O-formu biitlin indislerinde tiimiiyle antisimetriktir. Simdi bunun X,

ortonormal vektor bazina gore i¢ ¢carpimini, tx,w = t,w, hesaplarsak
1

al a ap—1
—1)'00@@1@2...%_16 ANeZN---Ne™?

LW =
(p

buluruz.
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3.4 Hodge Dualite Operatorii

Di1s cebirdeki bir baska ¢ok onemli islem olan Hodge dualite operatorii, bir
p-formu bir (n — p)-forma génderen (ya da eglestiren) lineer bir haritadir.
p n—p
« 0 N\M) = A\ (M)
Calismalarimizda n-boyutlu bir A/ manifoldunun yonelimini bu islem ile sabitleriz.

Yani, M nin yonlii hacim elemanini veya n-formunu x1 ile eslestiriyoruz.

1

x1 = —'ealaQ...aneal ANe? N---Ner (3.5)
n

Burada €,,4,...4, niceligine tiimiiyle antisimetrik Levi-Civita epsilon tensorii denir. Bu
tez ¢aligmasinda manifoldun yonelimini €g;..(,—1) = +1 segerek sabitliyoruz. Bu

secim altinda *1 asagidaki hale gelir.
sl=c"Net A2 A Nt

(3.5) denklemi ile O-formlarin bazi1 olan 1’in Hodge dualini aldik. Benzer olarak
herhangi bir 1-formun ortonormal bazi olan e*’nin Hodge dualini ve bunlarin dig
carpimlariyla olusturulan 2-form, 3-form ve digerlerinin Hodge dualini asagidaki

bagintilar yardimiyla hesap ederiz.

1
xeM = (n— 1)!6“1a2a3...ane“2 Ae®B N Ae™
1
*(em A eaz) — (n — 2)!€a1a2a3a4---anea3 A ea4 Ao A ean
1
k(e AR N--et) = —ehmran (3.6)

o!
Burada bir noktaya ozellikle dikkat cekmek istiyoruz. Ug bes satir yukarida tiimiiyle
antisimetrik Levi-Civita epsilon tensoriinde biitiin indisler asagidayken sayisal deger
atadik. Simdiyse epsilon tensoriinde indislerin bir kismi yukarida bir kismi agagida
goriiniiyor. €g;...,—1) = +1 se¢imine gore bu karigik indisli epsilonlara sayisal deger
belirlemek i¢in Once biitiin indisleri asag1 indirmemiz gerekmektedir. Bir tensorde
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bir indisi asagi indirme veya yukari kaldirma islemini sadece metrik tensorii ile
yapabiliriz. O sebeple, diyoruz ki Hodge dualite operatoriiniin tanimli olabilmesi
icin metrik tensOriiniin olmas1 gereklidir. Boyle bir gereklilik dig cebirdeki diger
operatorlerde yoktur. Bu dikkat aciklamasindan sonra genel olarak * operatoriiniin

bazi ¢ok kullanilan 6zelliklerini siraliyoruz.

. a A% = (A *«
2. e* N\ Lo = pa
3. x(aNey) =t *xa

4. %% o = (—1)P(n=p)HIndl9)

Burada o, 5 € A\"(M) ve Ind(g) niceligi 1,,’deki —1’lerin sayisidur.

3.5 Varyasyon Hesabi

Dis cebir matematikte, miihendislikte ve fizikte farkli ¢alisma alanlarinda
kullanilan ¢ok gii¢lii bir aractir. Biz de bu tez calismasinda kiitlecekim teorisi
calismalarimizda dis cebir kullanacagiz. Bir kiitlegekim teorisini iki sekilde yazariz;
(i) Dogrudan bir alan denklemi ortaya atariz, (ii) Once bir eylem integrali ortaya atariz
ve ardindan bunun ekstramumunu bularak alan denklemini elde ederiz. Biz ikinci yolu
tercih edecegiz. Dis cebir lisaninda eylem integrali demek, n-boyutlu M manifoldu

tistiinde bir tane n-formun integrali demektir.

I:/ L (3.7)
M

Burada I niceliine eylem ve L niceligine de Lagranjiyen n-formu denir. Dis cebir
yerine tensOr bilesenlerinin kullanildig:r formiilasyonda Lagranjiyen n-formu L ile
Lagranjiyen fonksiyoneli £ arasinda . = L ded Adzt A A dat] ilsikisi vardir
(Tucker ve Wang 1995). Bu durumda eylem integrali asagidaki hali alir.
I= / L da’dat - - da ! (3.8)
M

23



Buradaki integral isareti n tane koordinat iizerinden hesap edilen temel matematik
derslerinde kullandigimiz n-kath bir integral islemini temsil eder. Tensor bileseni
formiilasyonunda dz%dz! teriminde arada A olmadigina dikkatinizi ¢ekelim. Bu

formiilasyonda dx¥dz! ifadesi sadece ve basitce iki katl integralin diskrimnantidir.

Eylem integralinin ekstramumunu /’nin varyasyonunu sifira esitleyerek
buluruz, 6/ = 0. Burada ) sembolii varyasyon islemini temsil etmektedir. Bu kosulu
(3.7) denkleminde kullanirsak alan denklemlerini elde etmek i¢in d L = 0 denkleminin
saglanmas1 gerektigini goriiriiz. Ozet olarak, ortaya atacagimiz bir kiitlegekim
teorisinin alan denklemini elde etmek i¢in 6nerecegimiz bir Lagranjiyen n-formunun
varyasyonunu alip, bunu sifira esitleriz. Buna literatiirde Hamilton ilkesi denir.
Kiitlecekim teorilerinde Lagranjiyen n-formu genel olarak metrik, egrilik, burulma,
nonmetrisiti gibi geometrik nicelikler ve kiitle, elektromanyetik alan, spinor gibi
madde nicelikleri icerir. Boliim 2°de egrilik, burulma ve nonmetrsiti gibi geometrik
niceliklerin metrik ve baglanti ile ifade edildiklerini gormiistiik, bkz denklem (2.23).
O halde, elimizdeki bagimsiz geometrik degiskenler 7., €*, w®, cinsinden L’yi soyle
yaziyoruz.

L= L[naby 6a7 wabv ¢] (39)

Burada 7,;, Minkowski metrigidir, e® ortonormal kogercevedir, w®, ortonormal baglanti
1-formudur ve 9 niceligi de madde alanlarini temsil etmektedir. 6L hesap edilirken
L’nin bu bagimsiz degiskenlere gore varyasyonu yapilir.

oL oL oL oL
oL =9 0e* N — + 0 ) —
TP Gy O e O N T g

Ancak ortonormal bazda 7),;, metrik bileseni, sadece 0, +1, —1 sayilarindan olustugu

icin varyasyonu sifirdir, 67, = 0. Sonucta, genelligi kaybetmeden L1y, €%, w%, V]
Lagranjiyen n-formunun varyasyonunu sdyle yazabiliriz.
oL 0L

N — 3.10
+ 01 90 (3.10)

Calismalarimizda 0L /0e® niceligine enerji-momentum (n — 1)-formu diyecegiz ve

oL
0L =0e" N — 4+
e N Deo + 0wgp A Doy

OL/0e™ := T4 [Nap, €%, W, 1] olarak gosterecegiz. Benzer olarak OL/Jw,, niceliine
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acisal momentum (n — 1)-formu diyecegiz ve OL/0wq = S®[nNa, €2, w, ] ile

gosterecegiz.

Kiitlecekim teorilerinde Lagranjiyen n-formlari siklikla v A% 3 tiirtinde terimler
icerir. Burada hem « hem de 3 birer p-formdur. Dolayisiyla, o A 3 niceligi bir
n-formdur. Buradaki * operatoriinden dolay1 varyasyon hesabi siradan basit bir islem

degildir. Bu nedenle asagida bu terimin varyasyanonu ayrintili olarak yapacagiz.
danxp) = (6a) ANxB+a A (Jx[5) (3.11)
Sag taraftaki ikinci terimde detayl bir hesap yapacagiz.
1 o
a A (5 * ﬂ) = aAd (Tﬁhmip * 611...21))
p!
1 i 1 i
= Oé/\—'<(5ﬁil...ip)*€ P +Oé/\—‘62'1...ip((5*6 p)
p: P!
Ik terimde 6 A vy = v A %6 6zdesligini kullanalim, burada 6 ve v € AP (M).
1 . 1 o
AN (%) = (B, )€ Axatan Gy (S ) (312)
p: p!

Sag taraftaki ilk terimi biraz daha farkli yazmak icin 5’ y1 agik¢a hesap edelim.

B = 5(%ﬁi1...z’pe“”'i9>
P!

1 o 4
= 5(5@'1..-%)6“"'2‘7 + (de't) A

1 ig-+-ip
mﬁil---ipe

= (0B )+ (M) A (1)
Bu esitligi yeniden diizenliyoruz.
%(5/@“..%)41“% = 5B — (6¢) A (1a) (3.13)
Simdi de (3.12) denkleminin sagindaki ikinci terimi daha dersli toplu yazmak icin
asagidaki islemi yapiyoruz.
%ﬁil..%(é f i) = %@1%5 {ﬁelﬂeﬂ]

1 GRS

m ZP'H“'in/Bi1~..ip€ZP+2"‘Zn:|
= (0e") A (ta* B) L
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Son iki denklemi (3.12) denkleminde yerlerine yerlestiriyouz.
aNd*x[=[08—(0e) A (tafB)] N xax + e A [(0€%) A (1 % B)] . (3.15)
Bu sonucu da (3.11) denkleminde kullanarak agagidaki genel sonucu elde ediyoruz.

S(aAxB) = daAxf+ 6 A *xa
—0e? A [(taB) Ak — (=1)Pa A (1g * B)] (3.16)

Burada o ve § € A”(M) oldugunu tekrar hatirlatalim.
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4. IKI BOYUTTA ()%, R? ve DIRAC ALANI ICEREN YENI BiR
KUTLECEKIM TEORISI

4.1 Ayar Yaklasim

Kiitlecekim teorisi i¢in bir Lagranjiyen yazmak istedigimizde nasil bir
Lagranjiyen yazacagimiza karar vermek kolay degildir. Bunun i¢in bir rehberimiz
olmalidir. Ornegin Eisntein, 6nce genel gorelilik teorisinin denklemini yazmustir.
Daha sonra bu denklemi veren Lagranjiyen elde edilmistir. Einstein denklemini veren
Lagranjiyen ifadesine Hilber-Einstein Lagranjiyen n-formu denir. Biz genisletilmig
bir kiitlecekim teorisi yazacagiz. Bunu yaparken de genel gorelilik teorisinde
izlenen yolun tersine 6nce bir Lagranjiyen yazip onun varyasyonel denklemlerini elde
edecegiz. Teorimizin Lagranjiyen yapisina karar vermek i¢cin mikroskopik diinyay1 ¢cok
1yi tarif eden elektrozayif teoriden ve standart modelenden esinleniyoruz. Elektrozayif
teori dogadaki dort temel kuvvetten ikisi olan elektromanyetik teori ile zayif ¢ekirdek
teorisini birlestirmistir ve bu bilesik teori matematiksel olarak U(1) x SU(2) ayar
teorisidir. Diger taraftan, 1ki temel kuvveti birlestiren elektrozayif teoriye iiciincii temel
kuvvet olan siddetli cekirdek kuvveti katilirsa, elde edilen teoriye standart model denir
ve bu da matematiksel olarak U (1) x SU(2) x SU(3) ayar teorisidir (Griffiths 1987).
O halde, dordiincii temel kuvvet olan kiitlecekim kuvveti i¢in yeni bir alternatif teori

yazarken arag olarak ayar yaklagimini benimseyebiliriz.

Ayar yaklasiminda baslica izlenen adimlar sunlardir. 11k olarak kiitlecekimini
temsil eden bir nicelik gerekir. Einstein’in genel gorelilik teorisinden feyz alarak
kiitlecekim alanim1 metrik tensoriiyle (daha dogrusu koordinat bazinda metrik
bileseniyle, g,s(z) temsil ediyoruz. Ikinci olarak, bu gergek alamin tiirevinden (kinetik

terim) art1 karesinden (kiitle terimi) olusan bir lagranjiyen yazariz.
Lo = vdgas A *dg™® + M % 1 4.1)

Burada v baglanma sabiti ve M kiitle sabittir. Kiitle terimi M x 1 = %galg A xg®8
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seklinde de yazilabilir. Ugiincii adimda, bu Lagranjiyenin gercek alan iizerinde
tanimlanan asagidaki gibi bir doniisiim kurali altinda invaryant olup olmadigina (ayni

kalip kalmadigina) bakariz.

Gag = ga’,@’LﬁlﬁLa/a
g = LPyLlwg™” (4.2)

Burada go59*" = 0} oldugu i¢in doniigiim elemanlari arasimda L5 L%, = 65 ve
LﬂlgLBa/ = 55: iligkisi vardir. Doniisiim elemanlar1 koordinatlara bagh degilse,
dLﬁlﬁ = 0 olur ve bu doniisiime global ayar doniisiimii denir. Global ayar doniisiimii
altinda L, Lagranjiyen n-formu invaryant kalir. Dordiincii adimda, doniisiimiin yerel
olmast istenir ki bu durumda d.L* 3 # 0 oldugu icin L, Lagranjiyen ifadesi invaryant
kalmaz. Invaryantli§1 bozan sey icerdigi tiirevden dolay: kinetik terimdir. Besinci
adimda, invaryantlig1 bozan terimi yok edecek sekilde teoriye yeni bir alan ekleriz.
Bu yeni alana ayar alam1 denir. Biz burada yeni alan olarak baglanti 1-formunu,
Wb, kullanacagiz. Yukaridaki doniisiim elemanlarinin, LA 3, gercek alam nasil
doniistiirecegine karar verdigimiz gibi bu yeni alani nasil doniistiirecegine de karar
veririz. Oyle bir déniisiim kurali yazmaliyiz ki Ly’ a ekleyecegimiz w®” terimleriyle
birlikte yeni Lagranjiyen ifademiz invaryant olsun. Bu isi yapacak doniisiim kurali

asagidaki gibi olmalidir.
ws = L¥yw® 3 L 5+ Lo odL® (4.3)

Simdi (4.2) ve (4.3) doniisim kurallar1 altinda asagidaki diizeltilmis Lagranjiyen
ifademiz invaryanttir.

1%

L, 1

(dgap — Wap — wpa) A * (dg™® + W + wP*) + M * 1 (4.4)

Burada parantez icindeki ifadeleri nonmetrisiti 1-formlar1 cinsinden yazabiliriz;
Qap = —%Dgag = —% (dGap — Wap — Wpa) Ve Q¥ = —i—%Dgaﬁ =
+% (dgo‘ﬁ + w4 wﬂa). Simdi L,’1 daha derli toplu yeniden yazalim.

Ly = vQus N ¥Q™ + M * 1 4.5)
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Burada bir tane eksi isareti farki ¢cikiyor, fakat baglanma sabitini yeniden adlandirarak
bu eksiden kurtuluyoruz. L, Lagranjiyen ifadesine bakarsak, ayar alan1 olarak ortaya
attigimiz w,g niceliginin kendisi var, fakat tiirevi yoktur. Altinci adimda, ayar
alaninin dinamik olmasi istenir. Bunu i¢in de w,s’nin tiirevinden olusan bir terimi
L, Lagranjiyen ifadesine ekleriz. Ilk akla gelen ayar alanin kinetik terimi olarak
dwas A *dw” teriminin eklenmesidir. Ancak tek bagina bu yeni terim Lagranjiyen
ifademizin yukaridaki iki doniisiim kurali altinda invaryantligini bozar. O zaman biz
de egrilik 2-formunu hatirlar, R%g; = dw®g+w®,Aw” g ve buradaki dw 5 terimlerinden

faydalaniriz. Sonug olarak asagidaki Lagranjiyen n-formunu diisiiniiriiz (Pala 2019).
Ly = vQup N %Q“" + uR*s A*RP, + M x 1 (4.6)

Burada p baglanma sabitidir. Sonugta, L, Lagranjiyen n-formu ayar invaryanttir
ve buradaki doniisiim elemanlarinin olusturdugu grup 2.3 bashigr altinda anlatilan

nedenlerden otiirti SO(1,n — 1) Lorentz grubudur.

4.2 Teorimiz

Bu tez calismasinda yukarida anlattigimiz nedenlerden otiirli asagidaki

Lagranjiyen 2-formuyla verilen bir kiitlecekim teorisi calisilacaktr.
L=Lgg+Lge+ L2+ A ANT*+ Lp 4.7)
Burada Ly Einstein-Hilbert terimidir,
Ly = kR A xe,” (4.8)
L g2 niceligi kuadratik egrilik terimidir,
Lg2 = uR% A xR, (4.9)
L2 niceligi kuadratik nonmetrisiti terimidir,

Loz = vQap A %Q™ (4.10)
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ve A\, A T niceligi burulmay sifir yapan kisitlama terimidir ve Lp niceligi de 4.7
altbaglig1 altinda ayrintili olarak verilecek Dirac terimidir. Yukarida k, i, v sabitlerine
ciftlenim (ya da baglanma) sabitleri, \, sifir-formuna da Lagrange carpani denir.
Birinci mertebe formiilasyonda A, niceligi, Lagranjiyen 2-formunun bagimsiz bir
degiskeni gibi ele alinir ve L’nin )\, ya gore varyasyonu 7'® = 0 verir. Einstein-Hilbert
teriminde e,’ := e, A e kisaltmas1 kullanilmistir. Diger bir ayrinti da sudur. (4.7)
ile verilen toplam Lagranjiyen ifadesinde madde terimi Lp’yi geometrik terimlere
dogrudan toplam olarak ekledik. Buna Dirac alaninin kiitlegcekim alanina minimal
baglanmasi denir. Alternatif kiitlecekim teorimizi temsil eden (4.7) denklemi ile

verilen Lagranjiyen ifademizin varyasyonu soyle yazilir.

0L = 6Ly + 6Lge + 6Lge + (A AT*) + 6Lp 4.11)

4.3 Lpy Varyasyonu

Yukarida (4.8) 1ile verilen FEinstein-Hilbert Lagranjiyen 2-formunun

varyasyonunu alalim.
SLpy = K[(6R%) A *(eq A€®) + KR A0 % (eq A €¥)]. (4.12)
Ilk olarak ikinci terime bakalim.
RY% NG * (eq Ae’) = R% A (66*) =0 (4.13)

Burada €," tensorii sadece 0, +1, —1 sabitlerinden olustugu i¢in varyasyonu sifirdir.
Sadece iki boyutta § * (e, A €’) = 0 olur, ikiden yiiksek boyutlarda genel olarak & *
(eq A €?) # 0 cikar. Simdi, birinci terimi hesaplayalim.
(6R%) Axel” = 8(dw® + we A wsy) A xeg” 4.14)
= déw® A el + éw“c AWy A *eai—i—gu“c A 0wy A key’

Vv vV
bse arc

= déwy A e’ + 0wy A Wl A ke,t — dw®y A wCy A kel

Birinci satirdan ikinci satira gecerken dd = dd kullandik. Ikinciden iiciinciiye gecerken
indisleri yeniden adlandirdik ve son terimde ilk iki carpanin sirasini degistirdik.
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Esitligin sagindaki ilk terimde d’yi *e, carpaninin 6niine almaya ¢alisalim. Bunun

icin asagidaki esitligi yaziyoruz.
d(5w™ A xe,”) = (dow™) A xeg” — dw™ A (d * eg?) (4.15)

Varyasyon hesaplarinda tam tiirevli terim, varyasyonel alan denklemine katki yapmaz.

Bunu Stokes teoeriminden gorebiliriz.

/ d(dw™ A xe,”) = / Sw A ke’ (4.16)
M oM

Burada 0M niceligi n boyutlu M manifoldunun (n — 1) boyutlu siniridir. Varyasyon
hesabinda kural sudur; smirda varyasyon sifir olur, yani dw?®, = 0. Boylece
[iy d(6w™ A xe,”) = 0 olur. Genel olarak biitiin tam tiirevli terimleri mod(d) olarak

yazariz. O halde, asagidaki esitligi kullanabiliriz.
dow®y A xe,” = dw®y A xde,” 4+ mod(d) 4.17)
Bu sonucu (4.14) denkleminde yerlestirelim.

(6R%) A *e,” = 6w Ald* e’ +wle A ke — wy A xel] + mod(d)

= 0w A D e’ + mod(d) (4.18)
Bu sonucu ve (4.13) denklemini (4.12) denkleminde kullanarak

SLpm = 0w A kD * e,” 4+ mod(d) (4.19)
sonucuna ulagiyoruz. (2.39) 6zdeslikleri iki boyutta asagidaki gibi olur.

Dxe, = —QNAxey+ xeqy ANT°

Dxey = —Q N xey (4.20)

Burada Q = 7®Q. = Q% = w®. Bu 6zdesligi kullanarak dLgy’yi yeniden
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yazacagiz.

SLpy = 6w A k(D *e.”) + mod(d)
= 6w A KD(n" * eqe) + mod(d)
= dwh A /{[(Dnbc) A *€qe + 1D % €qc] + mod(d)
= 0wy A K[2Q" A xeae — n"°Q N *eqc] + mod(d)
= 6w A K[2Q" A *eqe — Q A xe,”] + mod(d)

= Swa A K[2Q% A xe. — Q A %] + mod(d) (4.21)

4.4 Lg: Varyasyonu

§Lg2 = v6(Qup A Q) (4.22)

varyasyonu (3.11) ile verilen tiirde bir varyasyon hesabidir. Ohalde, (3.16) ile verilen

genel sonugta p = 1, o — Qg ve 3 — Q% yazarak su sonucu elde ederiz.

0Lg: = v0Qq A *QP + v6QY A %Qqp

—v6e” A [(La@") A ¥Qpe + Qo A (Lg * Q)] (4.23)

Buarada Q. A *Q%® = Q% A *Qu oldugundan bu denklemi asafidaki gibi

diizenleyebiliriz.

0Lg: = 205Q% A Qg

—v6e” A [(La@") A ¥Qpe + Qo A (Lg * Q)] (4.24)
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Sagdaki ilk terimi dw® cinsinden yazalim.

2(5@‘”’ AN*Qgp = 2 [5%(@)‘”’ + wb“)} A *Qap

= 0w A *Qup + 6w A *Qup
—_————
a+>b

= Sw® A *Qup + 0w™ A *Qpq
= 0w A *Qup + 0w A *Qup

= 0w A2%Qu (4.25)

Uciincii  satirdan dordiincii satira  gecerken sagdaki son terimde nonmetrisiti
1-formunun simetrik olmasini, Qp, = @qp, kullandik. Bu sonucu yerine yazarak L2

varyasyonu sOyle olur.

Lo = 208w A %Qup

—v3e” A [(1aQ%) A ¥Qpe + Qpe A (La * Q™)) (4.26)

4.5 Lpy- Varyasyonu

§Lp2 = pud(R. A xR<) (4.27)

varyasyonu da (3.11) ile verilen tiirde bir varyasyondur. Bu nedenle (3.16) ile verine

genel sonugta p = 2, « — R, ve B — R, yazarak asagidaki sonuca ulasiriz.

0Lpz = pOR’c AxR%+pdRy A*R,
b%ajrc%b c:a
—110e® A [(LaR%) A %R, — R, A (1 % R%)] (4.28)
Sag tarafta ilk iki terimde indisleri yeniden adlandirirsak iki terimin ayni oldugu
goriiliir. Bundan bagka sag tarafta son terimde R, carpani egrilik tensor 2-formudur,
iki boyutlu uzayzamanda * R, niceligi O-form olur, sifir-formun i¢ ¢carpimi da sifirdir.

Boylece kalan terimleri agsagidaki gibi yaziyoruz.

6L = 2udR% N %R, — pde® A (1aR%) A *RY, (4.29)
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I1k terimde icerisinde dw®;, barindiriyor, bunu agiga ¢ikaralim.

SR AR, = 0(dw® + w” AwS) A xR, (4.30)

= ddw®y A *R%, + 0w A w A %Rl +w? A Sw A *Rb%
b:—:c c?—:a

= ddw A %R, + 6w A WP A %R, — dw® A wy A xR,

Birinci satirdan ikinci satira gegerken sag tarafta ilk terimde dd = d¢ kullandik,
ikinciden iigiinciiye gecerken de son iki terimde indislerin adlarin1 yeniden diizenledik
ve en son terimde ilk iki carpanmin sirasim degistirdik. Son esitligin sagindaki ilk

terimde w?; ¢arpaninin 6niinden * R, carpaninin 6niine alalim.
d(dw™ A *Rb,) = (d6w™y) A %R, — 6w’ A (d x R®,) (4.31)

Buradaki tam form, d(dw®, A *R%,), yine varyasyonel alan denklemlerine katki
vermeyecegi i¢in onu mod(d) olarak gosterecegiz. Bu sonucu yukarida yerine

yerlestirelim.

SR ARy = 0w Adx Ry + 0w Awle A xR — 0w A wq A *RP, + mod(d)
= 0wl A (d* R + WP, A xR, — W A *R%,) 4+ mod(d)

= 6w A D x R, + mod(d) (4.32)
Bu sonucu (4.29) denklemine yerlestirerek asagidaki sonuca ulasiyoruz.
SLg> = 6wy A2uD x R°y — pde® A (1, R%) A *RP. + mod(d) (4.33)

I1k terimde §w?; yukarida gériilen @ indisini asag1 indrmek istersek (4.21) denkleminde
yaptigimiz gibi metrik kullanmaliy1z. D’nin altindaki metrik her seferinde nonmetrisiti

tensori iiretecektir.

4.6 )\, AT Varyasyonu
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Simdi de Lagrange ¢arpaninin oldugu terimin varyasyonunu hesap edelim.

A ATY) = (OA) AT+ Xa A (0T)
= A AT+ Xy AS(de® + wy A eb)
= A AT+ dbe® A Ny + 0w Ao A — 6P A w A Ny
————

a<»b

= A AT + 0w A Ag A€ 46 A (dhg — wby A Ny) + mod(d)

= OA AT + 0w A Ny A €” + 6 A DA, + mod(d) (4.34)

Ugiincii satirda 0d = dé ozelligini ve w®, A de® = —de® A w?, siradegistirmesini
kullandik ve toplam indisinde yeniden adlandirma yaptik. Dérdiincii satirda d(de® A
o) = doe* N A\, — de® A d\, tam formunu agtik. Son satirda DA, = d\, — wly AN

kovaryant dis tiirevini yazdik.

4.7 Lp Varyasyonu

Bu baglik altinda nonmetrisiti tensoriiniin sifirdan fakli oldugu iki boyutlu
Riemannsal olmayan bir uzayzamanda Dirac lagranjiyenini yazip varyasyon hesabi
yapacagiz. Bu da bu tez calismasinin 6zgiin kismi olacak. Ama oncesinde tarihsel
olus sirasina gore dort boyutlu Minkowski uzayzamanda Dirac denklemini ve ilgili
nicelikleri gozden gegirecegiz. P.A. Dirac kendisi 7,, = diag(+,—,—,—) izini

kullanmasina kargin biz bu ¢alismada 7., = diag(—, +, +, +) izini kullanacagiz.

4.7.1 Dort Boyutlu Minkowski Uzayzamaninda Dirac Denklemi

Bu kisimda, 4-boyutlu Minkowski uzayzamaninda Dirac denklemi kartezyen
koordinatlarda yazacagiz, z* = (ct,z,y,2) := (ct,x1,29,23) ve 0, =
(0/cot,0/0x1,0/0xs,0/0x3). Klasik kuantum mekanigi teorisinde en sade haliyle
Schrodinger denklemi, manyetizma ve 6zel gorelilik olaylar1 haricinde biitiin atomik

olaylar1 tanimlar. Kiitlesi m ve potansiyel enerjisi W olan diisiik hizli spinsiz bir
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parcacik i¢in Schrodinger denklemi soyle yazilir.

o h? =
h— = | —V*+ W 4.35
T [va * ]¢ (4.35)
Burada h Planck sabiti, &~ := h/27m ve 1) dalga fonksiyonu ve V o=

(0/0x1,0/0x9,0/0x3) gradyen operatoriidiir. Somut bir durum olarak elektrik alan
ve manyetik alan i¢inde hareket eden diisiik hizl1 bir elektronu spinini ihmal ederek

diistinelim. Bu elektron i¢in Schrédinger denklemi su hali alir.

zhaa—:f = {i(—zhﬁ —eA)? — eV] Y (4.36)

Burada V skaler elektromanyetik potansiyel ve A vektor elektromanyetik
potansiyeldir. Bu denkleme elektronun spinini de dahil edersek Pauli-Schrédinger

denklemine ulagiriz.

8 1 - — -
ma—f - {% [(—mv — AP - eh(&.B)} - eV} Y (4.37)

Burada B =V x A manyetik alan ve & niceligi Pauli spin matrisleridir.

o) = <(1) é) . 09 = <? _OZ> . 05 = <é _01) . (4.38)

o matrislerinin {i¢iiniin de hermitsel ve izlerinin sifir olduguna dikkat ediniz.
Pauli-Schrodinger denkleminde Pauli matrisleri 2 x 2 matrisler olduklar i¢in v dalga

fonksiyonu artik skaler fonksiyon degildir, iki-bilesenli Pauli spindriidiir.

(G0
= 4.39
¥ (% ( )
Burada 1)y ve 1, kompleks skaler dalga fonksiyonlaridir. Literatiirde S = gc_f

niceligine spin operatorii ismi verilir (Silenko ve Teryaev 2005). Toplam enerjiye
gelen spin katkisi, S cinsinden %(55) = ﬁ@g B) olarak yazilir. (25.B)
parantezindeki 2 carpanina elektron i¢in Lande g-faktorii denir. Pauli spinériindeki v
fonksiyonu spin-yukari elektronu temsil ederken, 1), spin-asag1 elektronu temsil eder.
Schrodinger-Pauli denklemiyle simdi elektronun spinini, elektrik alan1 ve manyetik

alani dahil ettik, ama hala 6zel gorelilik etkileri disaridadir.
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Pauli-Schrédinger denkleminde zamana gore tiirev birinci mertebe, fakat
uzay koordinatlarina gore tiirev ikinci mertebedir. Diger taraftan, 6zel gorelilik
teorisindeki Lorentz doniisiimleri uzayzaman koordinatlarinin hepsinde lineer oldugu
icin Pauli-Dirac denklemi kesinlikle 6zel gorelilik teorisiyle uyumlu degildir. Bu
durumda 6zel gorelilik teorsiyle uyum i¢inde olan bir dalga denklemi yazmak i¢in

bagka bir arayista olmaliyiz.

Ozel gorelilik etkisi, yiiksek bir © hiziyla hareket eden durgun kiitlesi m olan
bir parcacigin goreli enerji denkleminden —f—; +p? = —m?c? baslayarak teoriye dahil
edilebilir. Enerji ve momentum operatorlerini bu denkleme yerlestirerek, zaman ve
uzay1 esit bir temelde ele alan Klein-Gordon denklemini elde ederiz, £ — ihd/0t,
P — —ih0d/0x1, p, — —ih0/0xa, p, — —ih0/0zs.

h? (—ia—2 + o + o + >
c2ot?2  0x2  Oxy?2  Oxg?

) v =m*c*P. (4.40)

Bu denklemi kovaryant bicimde s0yle de yazabiliriz.

2.2
(aﬂa# _ mﬁ; ) =0 (4.41)

Klein-Gordon denkleminde wuzayzaman koordinatlarinin hepsine gore ikinci
mertebeden tiirevler olduguna dikkat ediniz.  Ozellikle zamana gore tiirevin
ikinci mertebe olmasi dalga fonksiyonun mutlak karesinin olasilik yorumunda bazi

sorunlar ¢ikarmigtir.

Bu sorunlar1 ortadan kaldirmak i¢in P.A. Dirac 1928’de Klein-Gordon
denklemini birinci mertebeden tiirevler cinsinden yazmistir. Bu isleme literatiirde

Dirac, Klein-Gordon denkleminin karekokiinti almistir da denir [Kiefer (1987)].

10 0 0 0
h _ - - - _ — 4.42
( %cat—i_%&xl+728x2+738x3>w me (4.42)
Burada ~, parametrelerinin yapisi hakkinda heniiz bir gey bilmiyoruz.  Ama
(4.42) Dirac denkleminin karesini alirsak yukaridaki (4.40) Klein-Gordon denklemini

vermelidir. Bu kosul v, katsayilan arasinda asagidaki denklemleri verir.

N=-1, =r=nB=+1, p#v in v =-ny  “443)
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Dirac, bu bagintilar1 saglayan 4 x 4 bir matris kiimesi buldu. Bunlara Dirac matrisleri

denir.

i 0 00 0 0 0 i

o —=ioo 0 0 4 0

=10 o 0] "T o =i ool
0 0 0 i —i 0 00
00 0 1 0 0 i 0
0 0 —10 0 00 —i

=10 1 0 ol BT|l=i o0 o (4.44)
1 0 0 0 0 i 0 0

Dirac denklemindeki v, katsayilar1 4 x 4 matrisler oldugu igin 1) dalga fonksiyonu

artik 4-bilesenli siitun spinoriidiir.

(&

_ | ¥
o= (4.45)

Y4

Burada a = 1,2, 3,4 olmak iizere ¢, kompleks degerli skaler fonksiyonlardir. Dirac
denklemi 6zel gorelilik etkisini ve spini hesaba katar; elektron, kuark vs gibi spin—%
parcaciklart tamimlar. Dirac denklemi ilk defa anti-parcaciklarin varligini ortaya
atmigtir.  Elektronun antisine pozitron denir. Buna gore Dirac spindriindeki )
bileseni spin-yukar1 elektronu, 1, bileseni spin-asag1 elektronu, 3 bileseni spin-yukari

pozitronu ve 1, bileseni spin-asag1 pozitronu temsil eder.

Dirac matrislerini, (4.38) denklemi ile verilen Pauli spin-matrisleri o}, (burada

k = 1,2, 3) cinsinden de ifade edebiliriz.

o (- 0 e (0 oy
Yo = 7—(0 +il>’ vk—v—(_wk 0) (4.46)

Burada [ niceligi 2 x 2 birim matristir. (4.43) denklemi ile verilen kosullar1 saglayan
tek bir matris kiimesi yoktur. Gama matrislerini burada oldugu gibi reel ve kompleks
sayilardan olusturursak Dirac temsili, sadece reel sayilardan olusturursak Majarona
temsilleri denir. Parcacik fiziginde, parcacik ile bunun anti-parcacigi farkli ise

Dirac temsilleri, fakat parcacik ile bunun anti-pargacig1 ayni ise Majarona temsilleri
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kullanilir. Yukarida (4.42) ile verilen Dirac denklemini kovaryant bicimde asagidaki

gibi de yazabiliriz.
Fiy* 0,00 — mep = 0 (4.47)

Bu denklem m kiitleli ve spini 1/2 olan serbest bir pargacigin (biz elektron diyelim)
hareketini tarif eder. Bu elektron, A* = (%V, Al A2 A3) elektromanyetik potansiyel
4-vektori ile temsil edilen elektrik alan ve manyetik alan olan bir bolge icindeyse,
elektron elektrik yiikiinden dolayr bu elekromanyetik alanla etkilesecektir. Bu

etkilesimi de ho* — ho* + ie A* yer degistirmesi ile hesaba katariz.
Vu (RO +ieAM)) —mey = 0 (4.48)

Bu denklemin diisiik hiz ve zayif elektromanyetik alan limiti alindiginda (4.37) ile

verilen Pauli-Schrodinger denklemine ulagilir.
Bu tez calismasinda biz dis cebir kullandigimiz icin (4.48) denklemini dis cebir
lisaninda yeniden ifade ediyoruz.

€ mc
*fy/\(d+zﬁA>w—|—?w*1_O (4.49)

Burada v := 7,dz* olarak tanimlanan 1-formdur ve A = A ,dx* Maxwell potansiyel
1-formudur. Bu denklem, spin-1/2 olan ¢ = —e elektrik yiiklii bir elektronun
bulundugu bolgedeki elektromanyetik alanla etkilesimini tarif etmektedir ve asagida

tanimlanan doniisiimler altinda ivaryanttir.

b = exp (—z’%f) b, A= A+df (4.50)

Bu doniisiimler altinda F' = d A olarak tanimlanan Maxwell elektromanyetik 2-formu
da invaryant kalir. Bu doniisiimlere ayar doniisiimleri ve f’ye de ayar fonksiyonu
denir. Buradaki exp(—if f) doniisiim elemanindan dolay1 ayar grubuna U(1) (bir
parametreli tiniter grup) adi verilir. Son bir not olarak sunu da belirtelim. Minkowski
uzayzamaninda kartezyen koordinatlar yerine e8risel koordinatlarda (6rnegin kiiresel
koordinatlar) calisirsak (4.49) denkleminde d — D ve 7, — 7, yer degistirmelerini

39



yapmak yeterlidir. Fakat, Dirac spinoriiniin kovaryant dis tiirevinin, yani D), nasil

yazildigini bilmek 6nemlidir. Bunu sonraki altbaglikta tanimlayacagiz.

4.7.2 Bilineer kovaryantlar

(4.43) ile verilen kosullar1 saglayan matrislerden olusan {vo, 71, 72,73} kiimesi

Ct, 3 Cifford cebirini iiretir.

N%=-1 M=n=an=+l, a#b in yp=-wwn @50

Bu carpim kurallarim1 antikomiitatér, Minkowski metrigi ve 4 X 4 birim matris

cinsinden tek bir ifade olarak yazabiliriz.

{Ya, 1} = YaW + WVa = 20 (4.52)

Bu kisimda koordinat sisteminden bagimsiz bir formiilasyon gelistircegimiz ic¢in
indisleri Latin harfleri ile gdsteriyoruz.! Bu cebirdeki her hangi bir eleman su sekilde

gosteriyoruz, u € Cl 3.
u = (u)o + (u)1 + (w)o + (u)s + (u)4 (4.53)

Burada (u)q skaler (veya sifir-vektor) terimi, (u); vektor (veya bir-vektor) terimini,
(u)o iki-vektor terimini, (u)s iig-vektor terimini ve (u), dort-vektor terimini temsil
eder. Her bir terimin bazlarim1 Tablo 4.1°de 6zetliyoruz. Buradaki bazlar1 farkli bir
bicimde yazmak i¢in asagidaki nicelikleri tanimliyoruz.

1

O = 7 [Ya, ] (4.54)

V5= 017273 (4.55)

Burada o, niceligine SO, (1,3) 6zel ortokronus Lorentz grubunun? iireticileri denir

ve C/y 3 Clifford cebirinin (u), elaminin bazi olarak kullanilabilir (Cornwell 1997). 5

'Koordinat doniisiimlerinde komleks cebirdeki sanal birim 4’nin hep aymi kaldigin1 unutmayalim.
Benzer olarak, koordinat doniisiimlerinde C¢; 3 cebirinin bazlarini olusturan +y,’lar da ayni kalir.

20zel Lorentz grubu SO(1, 3) iki tane bilesene sahiptir. Birim eleman I ile baglantili olan bilesen
S04 (1,3) ile gosterilir ve 6zel ortokronus Lorentz grubu adi verilir. Bu bilegsen hem uzayin hem de
zamaninin yoniinii korur. Diger bilesen SO(1,3)\SO4(1,3) hem uzayin hem de zamanin yoniinii
tersine cevirir.
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Tablo 4.1: C/, 5 Clifford cebirinin bazlari

k-vektor Bazlar Baz sayisi

Skaler 1 1

Vektor Y05 V1, V25 V3 4

2-vektor | 1071» 7072, Y073, 6
Y1725, Y173, Y273

3ovektor | 1071725 T07173 4
07273 5 V17273

4-vektor YoY1Y27Y3 1

niceligi ise C¢; 3 Clifford cebirinin (u), elaminin bazidir ve ayn1 zamanda k-vektorii
(4 — k)-vektore eslestiren bir dualite operatoriidiir. Yani, a # b # ¢ i¢in v, 7.
bazini 757, olarak da yazabiliriz. Sonugta, C/{; 3 Clifford cebirinin 16 tane bazini

{I,%a, Oab, V5Ya, V5 } kilmesiyle gosteriyoruz.

Kuantum mekanigi teorsinin temel varsayimlarindan biri dalga fonksiyonun
mutlak karesinin olasilik yogunlugu olarak yorumlanmasidir. Olasilik yogunlugu
tanim geregi kesinlikle pozitif olmalidir. Bunu saglamak icin dort bilesenli siitun
matrisiyle temsil ettigimiz 1) Dirac spindriiniin Dirac eglenigini asagidaki gibi

tanimliyoruz.
U=yl = (=it —iwy iy i) (4.56)

Burada * kompleks eslenikligi, T hermitsel eslenikligi gosterir. Simdi elimizdeki

{1,794, Cap, Y57a, V5 } kiimesi, 1) Dirac spinorii ve bunun Dirac eslenigi 1 ile asagidaki
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bilineer kovaryantlar1 yaziyoruz.

0 = Py (4.57)
JU = Py (4.58)
S = 4hoy (4.59)
K = {57 (4.60)
Q= Py (4.61)

Bunlara bilineer denmesinin sebebi hem soldaki ¢ niceliginde hem de sagdaki ¢

niceliginde lineer olmalarindandir.

(P + ) = a(@y)+calxy) (4.62)

V(ep+ex) = ae)+e(Px) (4.63)

Burada c;, ¢ kompleks sabitlerdir ve ¢/, ¢, x dort bilesenli siitun Dirac spinorleridir.
Kovaryant denmesinin sebebi de (2.47) denklemi ile verilen ¢/ = L~'e doniisiim kurali
altinda 2, ile 2, niceliklerinin bir skaler gibi, J* ile K* niceliklerinin vektor gibi ve

S niceliginin de (2, 0)-tipi tensér gibi, yani kovaryant olarak, doniismelerindendir.

e — ¢=L"e ortonormal kocerceve

J — J=L"1J vektor

S — S =L1'L71S tensor (4.64)
K — K =LK psiidovektor

Qy — Q=0 psiidoskaler

Burada L 6zel ortokronus Lorentz grubunun elamanidir, L € SO, (1,3). Diger
yandan, parite operatorii altinda €, ile €2, zit isaretli doniistiigli icin 2, skaler, €2,
psiidoskaler olarak adlandirilir.  Ayni nedenle J“ vektor, K psiidovektor olarak

tanimlanir.  (4.64) denklemleri ile verilen doniisiim kurallarin1 asagidaki gibi de

yazabiliriz.
e — ¢ =ses!
Ql — Qll = Ql
J — J =sJs!
S — 5§ =ss5s"1s7! (4.65)
K — K =sKs!
QQ — QQI = QQ
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Ayrica Dirac spinorii soyle gore doniisiir.

v =5 ve o =us (4.66)

Burada doniisiim elemani s zaman ve uzay yoniinii koruyan Spin, (1,3) grubunun
elemanidir, s € Spin, (1,3). Ayrica (4.64) ve (4.65) denklemleri ile verilen esdeger
doniisiim kurallarina bakinca s ile —s elemanlarinin L elaminin yaptig: isi yaptigim
goriiriiz. Yani Spin, (1,3) grubunun iki eleman1 SO, (1, 3) grubunun bir elemaninin
yaptigin1 yapiyor. Buna Spin(1,3) grubu SO, (1,3) grubunun iki katli ortenidir

denir.

Bilineer kovaryantlarin uzayin bir bolgesi iizerinden integralleri, bazi fiziksel
gozlenebilen niceliklerin beklenen degerlerini verir. ~ Ornegin, J%nin sifirinc
bilesenini diisiinelim, J© = 7% = ¥Ty0y%) = Piep = [+ oo + [ehs[* +[¢0a]* >
0. Buna olasilik yogunlugu denir ve p ile gosterilir, J° := ¢p > 0. Bunun uzaysal bir
bolge iizerinden integrali, elektronun o bolgede bulunma olasiligini verir. J* nin uzay
bilesenleri J* = ¥4 (burada k = 1,2, 3) olasilik akimum verir, J = ~;.J*. Olasilik
yogunlugu ve olasilik akimi asagidaki siireklilik denklemini saglar.

% n g_i: —0 (4.67)
Bu denkleme olasilik korunumu da denir ve daha sikisik bi¢imde 9,J* = 0 olarak
ifade edilir. Dirac akim1 J = J%, gelecek-yonlii bir vektordiir, ciinkii J? = J*J, =
— (O + (JV)?+ (J2)? + (J?)* < 0. Ayrica J2 # 0 olmak iizere u = J //—JZ olarak
tanimlanan zamansal birim, u? = —1, vektoriin zaman bileseni elektronun muhtemel
hizint verir, u® = A% - u = 1/4/1 — v2/c2 ki burada J = p& kullanilmistir. S =
%S g .5, iki-vektorii genellikle elektromanyetik moment yogunlugu olarak yorumlanir,
ama aslinda elektronun elektromanyetik momentinin olasilik yogunlugunu verir. K =
K%y, uzaysal bir vektordiir ve K2 = —J2? > ( o6zelligini saglar, ayrica J’ye diktir,
K -J = 0. lIlavaten, K vektorii elektronun spininin yoniinii verir. Burada K2 # 0

icin spin vektorii %hK /v K2 seklindedir. Son olarak bilineer kovaryantlarn ilki ve
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sonuncusu de Broglie tarafindan tek bir nicelikte birlestirilmistir.

Q = Ql + 9275 (468)

Bu altbaghigi, (4.49) denklemi ile verilen serbest elektron (yani A = 0) i¢in

Dirac denklemini Riemannsal geometride yazarak bitiriyoruz.
*7/\Dw+%¢*120 (4.69)

Burada D1 ile 1 spindriiniin ©® Levi-Civita baglant1 1-formuna gore kovaryant dis

tiirevini gosterir.
> 1. ab
Dy = dy + 3@ Tap¥) (4.70)

Burada tanimlar1 geregi hem o, niceligi hem de & niceligi antisimetriktir.

4.7.3 1ki Boyutta Dirac Lagranjiyeni

Iki boyutlu M, manifolduyla iliskili bir spinor 1, Lorentz grubu SO(1,1)’in
iki katli Orteninin bir temsilini tasiyan kompleks bir vektor olarak tanimlanir. M,
manifoldunun ortonormal cercevesiyle iliskili olan C¢; ; Clifford cebirinin iiretecileri,

Ya» asagidaki anti-komiitator bagintisini saglar.

{7& 771)} - 277ab]7 a=70 ) 1 (471)

Buarada 7 niceligi 2 x 2 birim matristir ve iki boyutta Minkowski metrigi 7,, =
diag(—1,+1) halini alir. Bu anti-komiitator bagintisin1 saglayan ~, iireticilerinin bir

temsilini asagidaki 2 x 2 matrisler ile veriyoruz.

% = (g _01) ve = <é _01) (4.72)

Bu temsili kullanirsak ¢ spindriinii de iki bilegenli siitun matrisiyle temsil ederiz.

_ ([t
W= ( %) (4.73)
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Burada 1, ve 1, kompleks-degerli fonksiyonlardir. Bu ~, matrisleri su 6zellikleri

saglar:

Y=, M=m, 10 ="%"- (4.74)

Burada T sembolii Hermitsel eslenikligi gosterir. Iki boyutta ¢ ile bunun Dirac
eslenigini 1) = 1Ty ve Cl;; cebirinin bazlarmi, {I,7?, 0%}, kullanilarak asagidaki

bilineer kovaryant nicelikler olusturulur.

U skaler
Yy vektor
Yoy tensor

Burada ¢I1) = ¢¢ kullandik ve 0% = 1[y*, 4] niceligine SO, (1, 1) 6zel ortokronus

Lorentz grubunun iireticisi denir ve iki boyutta yalnizca bir tane iiretici vardir.

1 1/0 1
ab._ 01 _ tro .19_ _*
o =0 = 4[7 A 5 <1 O> (4.75)

{I,~*, 0%} kiimesi C¢y; Clifford cebirinin baz elemanlarini da olusturur. Bu bilgiler
1s181nda 1) spindriiniin kovaryant dis tiirevinin asagidaki bicimde olmasi gerektigini

One siirityoruz.
1
Dip = dip + §w[“’ﬂgab¢ + bapw™ Iy (4.76)

Burada b katsayis1 reel sayr veya kompleks say1r olabilir. ~ Bunu daha sonra
belirleyecegiz. o, niceliginin indisleri antisimetrik oldugundan dolay1 D) ifadesinin
icinde ortonormal koteget demetinin w® tiim baglant1 1-formunun w® antisimetrik
parcasi {I Y, o } kiimesinin o, elemaniyla ve 7,,w® parcasi da I elemaniyla
baglanabilmistir. Fakat v* eleman1 w® nn hi¢ bir parcasiyla baglanamamustir. Bagka
calismalarda bu problemin ele alinmasi planlanmaktadir. Ayrica, 7,,w® = Q seklinde
nonmetrisitinin iz 1-formu cinsinden yazarak ve I = 1 kullanarak (4.76) denklemini

yeniden yaziyoruz.

D = i+ o+ bQu @.77)
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Bunun Dirac eslenigini alirsak, Dirac eslenik spinoriin kovaryant dis tiirevini

hesap ederiz.

D = (D?/JT)%
= @t o o)+ 0 Qu | 7o
= d(who) + 36 Tl + b Qo)

_ 1 _
= Y + S0t (—000) 0,700 + b QY

2
_ 1— .
= di = SP(0Ty 0™ + b QY
_ 1— _
= dy — §¢aabw[“b] +b* Qi (4.78)
Burada I = —~y7 niceligi 2 x 2 birim matristir. Ayrica o, niceligi 2 x 2 matris iken

w? niceligi bir tane 1-formdur. Yani, w? niceligi +’nin, ¢/’1n ve o, nin sagina ve
soluna serbestge gecebilir. Ayrica, b* niceligi b’nin kompleks eslenigidir. Bu bilgiler

1s181nda Dirac lagranjiyen 2-formunu yaziyoruz.
— mc—
Lp=Her (zw 7y A Dw) + Her (szw * 1) 4.79)

Burada v = ~v,e® niceligi C/¢;; degerli 1-formdur. En genelde bir A operatoriiniin

hermitsel kismi1 sdyle tanimlanir.

Her(A) = =(A + Af) (4.80)

O halde, Lp soyle hesap edilir.

1 _— _ _ _
Lp = Sl ADU+@ i ge A DY )|+ 5 s 1fithy + (i)'
it=—i 1—form 1—form

= %W* YA DY+ (. Dy A xe)T] + % *1[gy — WLW})T]

Burada (¥) = (¢10)" = 40 (¥1) = v{v) = =10 oldugundan L su hale gelir.

Lo = S[F%7ADG+ (DY@ el + T 15 + o)
= S A DY = (DY e Asel] + T 5 15
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Burada yine —vyy, = I birim matrisi araya yerlestirdik. Artik, voyivo = 7, 0zelligini

kullanabiliriz.
Lp = %[J x 7y A D+ (DY) yarh A xe] + “%C&p % 1
= Sy A DY+ (DF) A e et + TG

*y

Sonugcta Dirac lagranjiyen 2-formunu asagidaki gibi elde ediyoruz.

Lo = 2 [T+ A (DY) + (D) A sy] + S5 1 @81

Artik, bunun e® , w%, , ¢ varyasyonlarin hesaplayabiliriz.

4.7.4 1ki Boyutta Dirac Lagranjiyeninin Varyasyonu

Once Dirac lagranjiyen 2-formunun (4.81) kocerceveye gore varyasyonunu

hesap ediyoruz.

Mme—

Lo = & [0(0 %) A (D) + (DF) A (6 7)9] + Tp(3+1)  @482)

Burada 0 %y = §(y,%e”) = v,(d *e*) seklindedir. Genel olarak § x e*’y1 hesap edelim.

§xe” = 6(e%eb) = €"yde” = *(e” A ey)de’ = de” A xe (4.83)
O halde,
§xy = a0’ Axe”y = de™y Ax(e” Aey)
a<>b
= e Ax(e’ Ney) = 0 Ax(y Aey) (4.84)

Simdi de ¢ * 1’i hesap edelim.

1 1 1
ox1 = 9 (—eabe“b> = éeabéea A e+ éeabe“ A deb

2 | S
a+>b
1 1
= —eabe® NeP + = ey " A"
26 poe € 9 €p, (&
—€qp —0€%Neb
= epde® A e’ =6 A (egpe’) = 5e A xe, (4.85)
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Sonug olarak L’ nin kocerceveye gore varyasyonu asagidaki gibi yazilir.

deLp = : hoe® A x(y Aeg) A (D) + (D) Ade® Ax (7 A eq)t
2 ——
—dea (D)

—i—imTcﬂwde“ A xe,
= det A {5 [T (0 A0 A (DY) = (D) Ay A ca)o]

+imTcw « ea} (4.86)

Ikinci olarak (4.81) ile verilen Dirac lagranjiyeninin baglanti 1-formuna gore

varyasyonunu hesap edelim.
6,Lp = 5 [0 %7 A (6,D0) + (6,D9) Ay +0 (4.87)

Bu asamada Q = 7,,w® = 1w ® oldugunu hatirlayarak buradaki iki terimi de ayr

ayr1 hesap edelim.
- — 1
PryAOuDY) = Py Adu(dy + 5w Mowt + bnaw )
— 1
= PryA <§6w[“b]oabw + bnabéw(a%)

— 1
= PxyAdw® (Q%b + b77ab> P

— 8w Agpry

— 1
= —5wab A 1#% * ef (§Uab + bnab) ¢

— 1
= éwab A *ecw (_5700'ab - b’YcUab) w (4.83)

Simdi de ikinci terimi hesap edelim.
A A 1— [ab] * (ab)77, c
(5wD?/)) A *’Y’QD = 50.) d¢ - §¢0abw + b NabW ¢ A Ve * € %U
1— _
= (—5%0%1;501[“1’] + b*nabew(ab)%D) A Ve * €
ab 1— * A c
= 0w A _§w0ab + 0" Napt) | Ve x €Y

— 1
= dw® A xeY <—§aab% 4 b*nab%> P (4.89)
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Bu iki terimin sonuglarini birlegtirelim.

1 — 1
(5wLD = 5wab A *ecﬁw _5(’}/00'(117 + O'ab’}/c) + (b* - b)nabfyc ¢ (490)

Burada iki-boyuta 6zel olarak .0, 4+ 0457 = 0 6zdesligini kullanirsak sonucumuz su

hale gelir.

5uLp — 6wt A @naz@ ! @91)

Burada eger b reel ise bu terimin sifir olduguna, saf sanal ise sifirdan farkli olduguna

dikkat ediyoruz.

Son olarak (4.81) denklemi ile verilen Dirac lagranjiyeninin ¢’ye gore

varyasyonunu hesap edelim.
i — — (1mc
opLlp = 3 [cw xy A (DY) + 5E(D¢) A *fyz/;} + 0y <T) P x1 (4.92)

Ik terim ve son terim oldugu gibi kalacaklar, ama ikinci terimle biraz oynamamiz

gerekiyor.

X = 65(Dy) Ayt
= (h(c@ — %Eaabw“b + Pb* Q) A 71
= (dBT) Awrth = SO A e U+ ST QA wy
—(*NAQ

— (d6T) A wyth — 26T Ty w0 A+ — 65 %y A B QU
2 ——

—YcOab

_ 1 _
= (dO) A 370 + SOUeTa ™ pxeE s — Gy A Qu

—(xeC) Awab

= (d6Y)y™p A xeq — %(5@ Y AwPogth — 0 x Yy AD QY (4.93)

Doérdiincii satirdan besinci satira gecerken Dirac matrisleri arasinda asagidaki

ozdesliklerden faydalandik.

1

YeOab = 5(%% — MoeVa) (4.94)
1

OabYe = 5(_77ac’>/b + nbc’Ya) (495)
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Uc ve daha yiiksek boyutlarda bu 6zdesliklerin sag tarafina ~5’li bir terim daha gelir.
Iki boyutta bu terimi goérmeyiz. Simdi yukarida buldugumuz sonuctaki ilk terimi tam

tiirev olarak yazalim.

d[(5U7a) €] = D(6Uvath) A*e” + (597,0) D * e
= [d(0¢7at) — W’a(0Umpt)] A e + 0Uya D * €
= (d6)yah A %€ + Shyadip A xe® — Sihwy A xet b
+81Uya 0D * e (4.96)

Burada 01)7,¢ niceligi vektor-degerli bir O-formdur. Yukarida yaptiklarinizi biraz

diizenlersek denklem (4.96)’in ilk terimini asagidaki gibi yazabiliriz.

(d(W) N Ya * ea¢ = _5E/7ad¢) N xe® + 6Ewba A *€a%¢ - 5@’7{1D * ea¢
+mod(d) 4.97)
Bundan sonraki hesaplar igin 79 = —2v'0g; ve 71 = 2%, esitlikleri ile asagidaki

0zdesligi kullanmak faydali olacaktir.

Dxe® = D(n™xep)
= 2Q% A xep + nab(—Q A xep + *kepe N TC)

= 2Q% A xep — Q A xe® (4.98)

Modelimzde burulmayi sifir yaptiimiz ¢in ikinci satirda 7¢ = 0 aldik. O halde,
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denklem (4.97)’yi asagidaki gibi yazabiliriz.

(d&p) A sy

Burada

oval

S kv A dip + 5 [w™ A xeyyath — 2Q% A xeyyat)
+Q A xey,10] + mod(d)
Sy A dip + W™ A ey + w A xepya

—2w' %) A xeyah + Q A xy b} + mod(d)
~——
—(x7)NQ
SP{Hy A dip + Wl A xepyah — W) A xeqra — v A Qi)

+mod(d)

— 1
OP{xy A dip + Ew[abl A (xeyYa = *ea)t) — Q A *e@yayty
ey AQU} + mod(d)

SP{xy Ndp + WA (xe; 0 —xeo M W
NG —~—
=—2vloo: =270001

—Q™ A xepYayh — xy A QU} + mod(d)

Sy Adip — WO A (xery! + xe0n?) (2001) &

/

Wb Axyo

—Q™ A ke Ya) ¥ — *¥7 A QY } + mod(d)

Sy Adip — w™ A sy gant) — Q7 N keray — 7 A QY
——

—(*7)Awab
+mod(d)
Sy A dy + 5y Nw ot — xy A QY — Q7 A xeni}
+mod(d) (4.99)

parantez  simetrizasyonu, koseli parantez antisimetrizasyonu

gostermektedir. Buldugumuz bu sonucu (4.93) denkleminde yerine yerlestirelim.

X

— 1
S {xy A dp + 5 * A wabaab¢ —xy(1+b0") AN QY

—Q" A xe(q ¥} + mod(d) (4.100)

Simdi de (4.77) denklemini kullanarak bunu yeniden yaziyoruz.

X = 0 {#y A [Dp — (140 +b)Qy] — Q™ A xe ¥} + mod(d)  (4.101)
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Son olarak bu sonucu da (4.92) denklemine yerlestiriyoruz.

Solp = 5E{i*7AD¢+$¢*1 (4.102)
. » .
tyrarenn Q= UL 2 Qo+ modta
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5. SONUCLAR

Bu tez caligmasinda, Einstein’in kiitlecekim teorisi olan genel gorelilik
teorisinin yazildig1 pseudo-Riemansal geometriden farkli olarak burulmanin sifir, fakat
nonmetrisiti ve egriligin sifirdan farkli oldugu Riemannsal olmayan bir geometride
calistlmugtir. 1k 6nce eylem integrali belirlenip sonrasinda varyasyon hesabiyla alan
denklemlerini bulma yoluna gidilmistir. Standart model, U(1) x SU(2) x SU(3) ayar
teorisi sayesinde zayif kuvvet, elektromanyetik kuvvet ve siddetli ¢ekirdek kuvvetini
birlestirebildigi icin, bu c¢alismada dordiincii temel kuvvet olan kiitlecekim kuvveti
icin ayar yaklasimi kullanilmistir. Kuantum mekanigi ve 6zel gorelilik ile uyumlu
olan Dirac denklemi, Rimensal olmayan egriligi ve nonmetrisitisi olan uzayzaman
icin iki boyutta yeniden yazilmistir. Hesaplar uzun ve karmagsik oldugundan daha
az matematiksel ayrinti daha cok fiziksel yorum gorebilmek icin teorimizi iki
boyutta formiillestirdik. Varyasyonel alan denklemlerini elde edebilmek icin Lorentz

doniisiimleri altinda degismez kalan asagidaki lagranjiyen 2-formunu tanimladik.

L= KR A we” + pR%G A %R + 0Qap A ¥Q 4+ Xy AT
l — me—
+5 [y A (DY) + (DY) Asyp] + ==+ 1 (5.1)
Ardindan bunun lagrange ¢arpanina, ortonormal kocergeveye, tiim baglant1 1-formuna

ve spindriin Dirac eslenigine gore bagimsiz varyasyonlar1 yapildi. Cikan denklemler

sirastyla agsagidadir.

T =0 (5.2)

_V[(Lach> A *ch + ch A (La * ch>] - ,u(baRcb) A *Rbc + D>\a

45 [F O hea) A (D) = (DB) A sl Aed] + s =0 63)

K[2Q% A *eqe — Q N ¥e”] + 2 % Q" + 2uD * R%, + Ay A e
(b —0b) —
+%n2w #79 = 0 (54)
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(1+b+b)

5 xyANQY =0 (5.5)

mc 1
*”)//\D’lb—l-?w*l—l—ﬁ’}/(a*eb)/\Qabw—

Boylece Riemannsal olmayan bir kiitlecekim teorisine Dirac alan1 da dahil edilerek
kiitlecekimin kuantizasyonu i¢in bir adim atilmig oldu. Bu denklemlere degisik

cOziimler aramak baglibasina bir problem olup daha sonraki ¢aligmalara birakilmustir.
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