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Bu tezin tasarimi, hazirlanmas, yiiriitiilmesi, arastirmalarinin yapilmasi ve
bulgularmin analizlerinde bilimsel etige ve akademik kurallara 6zenle riayet
edildigini; bu calismanin dogrudan birincil iiriinii olmayan bulgularin,
verilerin ve materyallerin bilimsel etie uygun olarak kaynak gosterildigini
ve alint1 yapilan calismalara atfedildigine beyan ederim.
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OZET

iKi DEGISKENLi BALANS POLINOMLARI
YUKSEK LISANS TEZi
MERVE YAKAR
PAMUKKALE UNIVERSITESI FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIiM DALI
(TEZ DANISMANI: PROF.DR.MUSTAFA ASCI)

DENIZLi, TEMMUZ - 2020

Bu tez temel olarak dort ana boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde
Fibonacci ve Lucas sayilarinin tanimlart ve bu sayilart igeren temel teoremler
verilmistir. Bu sayilarin indirgeme bagintilari, Binet formiilleri, {iretec
fonksiyonlari, Cassini 6zdesligi ve kapali formiilleri verilmistir.

Ikinci boéliimde Balans ve Kobalans sayilari incelenmis ve bu sayilarla
ilgili teoremler verilmistir. Bu sayilar yardimiyla Lucas Balans ve Lucas Kobalans
sayilar1 tanimlanarak incelenmistir. Bu sayilarin indirgeme bagntilari, Binet
formiilleri ve tirete¢ fonksiyonlart verilmistir. Bu boliimde ayrica bu sayilarin Q
matrisleri incelenmis ve bu matrisler yardimiyla teoremlerin ispatlar1 verilmistir.

Ucgiincii bolimde Balans polinomlar1 incelenmis ve bu polinomlarmn
rekiirans bagintisi, Binet formiilii, matris gosterimi, Cassini 6zdesligi, Catalan
0zdesligi, tiirevleri ve bazi 6zellikleri verilmistir.

Dérdiincii boliimde iki degiskenli balans polinomlariin tanimi yapilmistir.
Sonra iki degiskenli balans polinomlarinin rekiirans bagintisi, Binet formiilii,
matris gosterimi, Cassini 6zdesligi verilmistir. Daha sonra iki degiskenli balans
polinomlar1 hakkinda bazi ozellikler verilmistir. Son olarak ise iki degiskenli
balans polinomlarmin kismi tiirevleri verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: iki degiskenli balans polinomlari



ABSTRACT

BIVARIATE BALANCING POLINOMIALS
MSC THESIS
MERVE YAKAR
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS
(SUPERVISOR: PROF. DR. MUSTAFA ASCI)

DENIZLIi, JULY 2020

This thesis basically composed of four main chapters. In the first chapter,
definitions of Fibonacci and Lucas numbers and basic theorems including these
numbers are given. Recurrence relations of these numbers, Binet formula,
generating functions, Cassini identity and closed formulas are given.

In the second chapter, the number of Balancing and Cobalancing are examined
and theorems related to these numbers are given. With the help of these numbers,
Lucas Balancing and Lucas Cobalancing numbers are defined and examined. The
recurrence relation of these numbers, Binet formulas and generator functions are
given. In this section, Q matrices of these numbers are also examined and proofs
of theorems are given with the help of these matrices.

In the third chapter, the Balancing polynomials are examined and the general
term, Binet formula, matrix notation, Cassini identity, Catalan identity, derivatives
and some properties of these polynomials are given.

In the fourth chapter, the definition of bivariate balancing polynomials is made.
The recurrence relation of bivariate balance polynomials, Binet formula, matrix
notation, Cassini identity are given. Then, some properties are given about the
bivariate balance polynomials. Finally, partial derivatives of bivariate balance
polynomials are given.

KEYWORDS: Bivariate balancing polynomials
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SEMBOL LISTESI

T, :  n. Ucgensel Say1

P, . n. Pronik Say1

F, : n. Fibonacci Sayisi

L, : n. Lucas Sayisi

a(x) . Fibonacci Say1 Dizinin Urete¢ Fonksiyonu
h(x) . Lucas Say1 Dizisinin Urete¢ Fonksiyonu
t(x) . Kobalans Say1 Dizisinin Urete¢ Fonksiyonu
B, : n. Balans Sayisi

C. : n. Lucas Sayisi

b, : n. Kobalans Sayis1

Cn : n. Lucas Kobalans Sayisi

B, (x) X n. Balans Polinomu

B,(x,y) : n. Iki Degiskenli Balans Polinomu
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1. GIRiS

Orta ¢agm en biiyiikk matematikcilerinden biri olan Italyan matematikgi
Leonardo Fibonacci 1170 yillarinda ticaretin merkezi olan Pisa’nin Bonacci ailesinde
dogmustur. Babas1 Guglielmo glimriik memuru olmasindan dolay1 ¢ocuklugu bir¢ok
farkli iilkede gegmistir. O donemler Cezayir’de calistig1 i¢in ¢ocuklugunun bir¢cogu
orada gecmistir. Cezayir’in Bejaja limani ile Italya’nin Bugia kenti arasinda bir
ticaret potasini idare eden babasi, burada ogluna hesap Ogretmesi icin Arap bir
hocadan matematik dersleri almaya baslar ve matematik ile ilk burada tanigir. Hint-
Arap say1r sistemini O0grenen Fibonacci, Hint-Arap sayilart ile aritmetik islemler
yapmanin Roma rakamlari ile hesap yapmaktan ¢ok daha basit ve verimli oldugunu

gormustur.

Biitiin Akdeniz Bolgesi’ni gezen Fibonacci, donemin onde gelen Arap
matematikgiler ile calisma olanagt bulmustur. 1201 yilinda “Liber Abacci”’
“Cebir Kitab1’’ anlamina gelen bir matematik kitabr yazmistir. Gilinlimiizde Arap-
Hint sayilar1 diye bilinen modern ticari defter tutma, dl¢ii birimlerini ¢evirme, faiz
hesaplama, para bozma ve degistirme vb. islemlerde 6nemini gostermistir. Kitap
Avrupa’da tahsilli insanlar arasinda hizli bir sekilde yayilmis ve Avrupa’nin miispet
bilimde ilerlemesine dnemli etkileri olmustur. Ayrica bu kitap ¢ok temel problemler

icermektedir. En tinliisti asagidaki tavsan problemidir.

Dort yani duvarlarla gevrili bir yere dogmus bir tavsan cifti (1 erkek, 1 disi)

konulmustur.

1) Her tavsan ¢iftinin olgunlasmasi 1 ay1 aldig,
i) Olgunlasan her tavsan ¢iftinin her ay 1 tavsan ¢ifti dogurdugu,

iii) Higbir tavsanin 6lmedigi
varsayilirsa ka¢ ay sonunda dort duvarin arasinda kag ¢ift tavsan olur ?

Ik tavsan ciftinin 1 Ocak’ta dogdugunu farzedelim. Bu ilk tavsan ciftinin

olgunlagmasi bir ay alir. Bu ylizden 1 Subat’ta hala yalniz bir ¢ift vardir. 1 Mart’ta bu



tavsan cifti iki ayliktir. Ve yeni bir ¢ift dogururlar. Toplamda 2 ¢ift olur. Bu sekilde
devam ederek, 1 Nisan’da 3 ¢ift olacak, 1 Mayis’ta 5 ¢ift olacak ve boylece asagidaki

tablo olusacaktir:

Tablo 1.1: Aylara Gore Tavsan Cifleri Sayisi.

Ciftlerin Sayis1 | 1. Ay 2.Ay 3.Ay 4.Ay 5.Ay

Ergin 0 1 1 2 3
Yeni Dogan 1 0 1 1 2
Toplam 1 1 2 3 5

Bu sekilde devam edilirse olusan toplam tavsan ¢iftlerinin sayisin1 bulmak

miumkindiir.

O halde tavsan cifti sayilari aylara gore
0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55,89, 144, 233,377,610,987,1597, 2584, 4181, 6765, ...
olacaktir. Buna gore belli bir aydaki ¢ift sayis1 6nceki iki ayin toplamina esittir. Bu
diziye “Fibonacci Dizisi’’ , bu sayilara da “ Fibonacci Sayilari’” denir. Bu say1
dizisinin 6zelligi ise her saymin kendisinden onceki iki ardisik sayinin toplamina esit

olmasidir.

Eger bu dizideki sayilar1 kendilerinden Onceki sayiya bdlecek olursak
bolimiin siirekli 1,618... sayisina yaklagtigini gorecegiz. Bu sayida bize Altin
Oran’1 (1,618 ...) vermektedir. Altin oran, dogada, sanatta, mimaride, miizikte,

ekonomide, miihendislikte ve daha bir¢cok alanda bulunmaktadir.

Benzer sekilde Fransiz matematik¢i Edouord Lucas (1842-1891) tarafindan,
Lucas say1 dizisi tammmlanmistir. Lucas say1 dizisinin Fibonacci say1 dizisi ile pek
cok baglantis1 yapilan caligmalar ortaya g¢ikarilmistir. Bdylece sayilar teorisinde

indirgeme bagintis1 yardimiyla diziyi tiim terimleriyle incelemek miimkiin olmustur.

1999 yilinda Behera ve Panda, Balans say1r kavramini tanimlamiglardir.
Yapilan caligmalarda Balans say1 dizisinin ayni Fibonacci ve Lucas say1 dizileri gibi
indirgeme bagintilarin1 ve binet formiillerini vermislerdir. Boylelikle Balans say1

dizisinin genel Ozelliklerine ulasmak miimkiin olmustur. Balans sayilarindan baska



Lucas-Balans say1 dizisi, Kobalans say1 dizisi, Lucas-Kobalans say1 dizisi tanimlari

yapilarak birbirleriyle olan iligkileri ortaya konmustur.

Bu tezde, oncelikle Fibonacci ve Lucas sayi dizileri, Balans ve Lucas-Balans
say1 dizileri, Kobalans ve Lucas-Kobalans say1 dizileri, Balans polinomlar1 tanimlari
verilmistir. Daha sonra iki degiskenli balans polinomlart tanimlanmis ve bazi
Ozellikleri incelenmistir. Ayrica lirete¢ fonksiyonu, Binet formiilii, matris gosterimi,

Cassini 6zdesligi ve kismi tiirevleri verilmistir.

1.1 Temel Tanim ve Teoremler

Calismanin bu boliimiinde daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan temel

tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Tamm 1.1.1: ag,a4,ay,a3,...,ay, ... sonsuz bir dizi k EN ve f:NXZF->R bir

fonksiyon olsun. Baglangi¢ degerleri aq, a4, a,, as, ...,ax_1 ve Vn = kigin,

an =f(n,an_1,an_2,an_3, -, an_g) - (L.1)
fonksiyonuna k. mertebeden indirgeme (rekiirans) bagintisi denir (Koshy, 2001).

Dizinin biitiin elemanlar1 (1.1) denklemi ve ay, a4, a,, as, ..., ay_, degerleri

ile belirlenir.

Tamm 1.1.2: (a,,) sonsuz bir dizi, k € N sabit, f,, f1, f2, -, fx, N’ den R’ ye tanimh

fonksiyonlar ve fi(n) # 0 olmak lizere Vn > k igin,

ap, = fiM)an_1 + r(Man_; + -+ fi(May_ + fo(m) - (1.2)

bicimindeki indirgeme bagintisina k. mertebeden lineer indirgeme bagintisi denir (Koshy,
2001).

Eger (1.2)'deki fi, f2, ..., fx foksiyonlar; f;(n) = b;; (1 < i < k) bicinde sabit
fonksiyonlar ise,

An = b1ay_1 + baay o + -+ bran_ + fo(n)
ingirgeme bagintisina sabit katsayili indirgeme bagintisi denir.
Eger (1.2)'deki hern € N igin fy(n) = 0 ise,

3



ap, = fiMan_1 + fr(M)an_ + -+ fi(Ma,_i
indirgeme bagintisina homojen indirgeme bagintisi denir.

Teorem 1.1.1: a,, = cia,_1 + Ca,_, indirgeme bagintisi olsun. Bu durumda indirgeme
bagintisinin karakteristik denklemi;

r2—cr—c,=0
ve kokleri a, B olmak iizere genel ¢oziimi

a, =c.a+d.pg"
dir (Koshy, 2001).
Burada c ve d sabit sayilardir.
Tanim 1.1.3: n € N olmak lizere

n.(n+1)
To=1+2+3+d+n=—"—
sayisina n. liggensel say1 denir.

Uggensel sayilar: 1,3,6,10, 15, 21,28, 36,45, 55, 66,78,91, 105, 120,...
dir.

Tanim 1.1.4: n € N olmak lizere

P,=n.(n+1)

formundaki sayilara Pronik say1 denir. P; = 2, P, = 6, P; = 12 sayilar1 birer Pronik

sayidir.

Tanmm 1.1.5: ay, a4, a,, as, ... bir reel say1 dizisi olsun.

g(x) =ag+ a;x + ax™ + -+ apx™ + -

ifadesine {a,,} dizisinin iirete¢ fonksiyonu denir. Yani,



96 = ) ap”
n=0

dir (Koshy,2001).

Tammm 1.1.6: Bir x reel sayisini x den biiyiik olmayan en biiyiik tamsayiya

doniistiiren fonksiyona taban (floor) fonksiyonu denir ve |x] ile gosterilir.
x| ==nen<x<n+1
dir (Koshy, 2001).

Tanmmm 1.1.7: Bir x reel sayisim1 x den kiigiik olmayan en kii¢iik tamsayiya

dontistiiren fonksiyona tavan (ceeling) fonksiyonu denir ve [x] ile gosterilir.
[x]=nen—-1<x<n

dir (Koshy, 2001).

Teorem 1.1.2: x herhangi bir reel say1 ve n herhangi bir tamsay1 olmak {izere;

i) [n] =n = [n]
i) lx+n]=|x|+n

iii)  ntek bir tamsay1 olmak iizere EJ = nT_l dir.

iv) [x] =|x]+1,x & Zigin
V) [x+n]=[x]+n

Vi) n tek tamsay1 olmak tizere E] = nTH dir

(Koshy, 2001).

1.2  FiBONACCI VE LUCAS SAYILARI

Tanmm 1.2.1: Fibonacci sayilan dizisi {E,}, F;, =0, F; = 1 kosullar1i ve n >0

olmak tizere;



Foyz = Fua + By
indirgeme bagintisiyla tanimlidir.

Fibonacci sayilari: 0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55,89, 144, 233,377,610, ...°
dir (Koshy, 2001).

Tanmmm 1.2.2: Lucas sayilan dizisi {L,}, L, = 2, L; = 1 baslangi¢ kosullar1 ve n = 0

olmak iizere;
Lyyz =Lpyy + Ly
indirgeme bagintisiyla tanimlidir.
Lucas sayilart: 2,1,3,4,7,11,18,29,47,76,123, ... dir (Koshy, 2001).

Ornek 1.2.1:Asagidaki tabloda Fibonacci ve Lucas say1 dizilerinin bazi1 elemanlarint

yazalim.

Tablo 1.2.1: Fibonacci Sayilar

ve

Tablo 1.2.2: Lucas Sayilari

Teorem 1.2.1 (Fibonacci Ve Lucas Sayilar1 I¢in Binet Formiilleri): F, ,
Fibonacci dizisinin n. terimi olmak tizere, F,,, = F,;1 + F, indirgeme bagintisinin

karakteristik denklemi ;




x2—x—-1=0

olup kokleri,
a= ! +2\/§ (Altin Oran)
B = ! _2\5 (Gumis Oran)
olmak tlizere;
i) n. Fibonacci sayisinin Binet Formiili;
n_ pn
ve
i) n. Lucas sayisinin Binet Formiili,
L,=a™+p"
dir (Koshy, 2001).
Ispat:
i) Fnyo = F,41 + F, indirgeme bagintisinin karakteristik denklemi,
x?—x—1=0
dir. Bu denklemin kokleri
L1t V5 _1-+5
2 2

dir. O halde genel ¢6ziim




seklindedir. Fibonacci say1 dizisi i¢in Fy = 0, F; = 1 baslangi¢ kosullar saglatilirsa,

— — L olur. O halde Fibonacci say1 dizisi i¢in Binet Formiilii,

1
cCi=—C
1 \/E'Z N

. _i<1+x/§>n_i<1—\/§>n
"5\ 2 N

seklinde olur. Burada a = 1+2‘/§ . B =1_T‘/§ ve a —f =+/5 oldugu gbz oniine
alinirsa,
a — B
p
a —
elde edilir.
i) Benzer sekilde ispatlanir.

Teorem 1.2.2 (Fibonacci Say1 Dizisi icin Uretec Fonksiyonu):
Fo = O, F1 = 1
Foyz2 =Fopr K

Indirgeme bagintisi ile tanimlanmus Fibonacci say1 dizisinin elemanlarini {ireten

tirete¢ fonksiyonu

() =——
9 = T T T2

dir (Koshy, 2001).

Ispat:Fibonacci dizisinin iirete¢ fonksiyonunu g (x) ile gosterecek olursak,
909 = ) "
n=1

=Fx+ Fx?+ Z E,x"

n=3



= Fl(X) + szz + Z(Fn_l + Fn_z)xn

n=3

= le + szz + 2 Fn_lxn + 2 Fn_zxn
n=3 n=3
=x + x? +xZan”+x22an"
n=2 n=1

(00 (o]
=x+x2+x<Zan”—x>+xZZan"
n=1 n=1

=x+x%+x(g(x) —x) +x2g(x)
=x+x%+xg(x) —x% +x%g(x)
elde edilen esitlik diizenlenirse,

(1-x—x)g() =x

g(x)=—1_x_x2

elde edilir.

Simdi ise iireteg¢ foksiyon yardimiyla Fibonacci indirgeme bagintisinin genel ¢oziimii

olan Binet formuliine ulagacagimizi gérelim.

, < 1++/5 )( 1—\/§>
1—-x—x=[1- x]||{1-— X

2 2

=(1—ax)(1-Bx)

yazilabileceginden,




esitliginden ¢, = =— % elde edilir ki

1
7 o

L -1
__ 5 V5
g(x)_l—ax 1—-px

terimlerin seri agilimlar yazilirsa,

gx) = %i atx™ _%i Brxm

n=1

son olarak,

=) (“ )

(=)

I
s

1

S
1l

elde edilir (Koshy, 2001).
Teorem 1.2.3 (Lucas Say Dizisi icin Uretec Fonksiyonu):
Ly=1L, =3
Ly=Lp1+Lln, (n=3)

indirgeme bagintis1 ile tanimlanig Lucas say1 dizisinin elemanlarini iireten lireteg

fonksiyonu

seklindedir (Koshy, 2001).

Teorem 1.2.4: Fibonacci ve Lucas sayilar1 i¢in kapali (explicite) formiiller

10



ve

dir (Koshy, 2001).

1 1

Teorem 1.2.5: Q = 1 0

] olsun. Bu durumda,

Qn: Fn+1 Fn ]
Fn Fn—l

dir.
Teorem 1.2.6:

i) Fibonacci sayilarmin Cassini Ozdesligi:

Fao1Fper — B2 = (="
i) Lucas sayilarmin Cassini Ozdesligi:
Ly 1Llpyr — L% = 5(_1)n+1

(Koshy, 2001).
Ispat:

) Ispat1 tiimevarim metodu ile gdsterelim.

n=1ligin FyF, — F? = 0.1 —1=—1 = (—1)! dogru oldugu goriiliir.

n = kicin Fy_1Fy41 — F2 = (—1)* dogru olsun.

11



n =k + 1igin;
= FFr2 — Fée1 = (FegaFeo1 Y(FiFiy1) — Féyq
= FFr1 + Fée1 — FiFro1 — Fieo1Fievr — Féaq
= FxF1 = FiF-1 — sz - (—1)k
= FgFy1 — Fe(Fie—y + F) + (=1

= FiFies1 — FiFpq + (1K

= (=1)k+t
oldugu goriiliir.
i) Benzer sekilde dogrulugu goriiliir.
Sonug 1.2.1:
)] n=>1mz=1igin, Fu;,m = Fho1Eq + FiFpsa

i) Fon = F7%+1 - Fr%—l

iii) Fony1 = Fr%+1FnZ

iv)  m>2icin, L3, — L3 =L, 1Ln.>
v) Fon = Fyly

vi) Fon = Fpy1 = Ly

vi) n>1liginF,_y+F,y1 =1L,

viii) n>2igin, F,,, — F,_, = Ly,

iX) Ly—y + Lpy1 = 5K

12



2. BALANS VE KOBALANS SAYILARI

Balans sayilar ilk kez A.Behera ve G.K.Panda tarafindan 1999 yilinda

Diophantine denklemleri ¢alisilirken bulunmustur.

Ik olarak; Balans sayilari igin rekiirans bagmtisii tanimlamislardir. Daha
sonra yapilan ¢alismalarda Balans say1 dizisinin ayn1 Fibonacci ve Lucas say1 dizileri
gibi indirgeme bagintisina, binet formiiliine ulasmislardir. Boylelikle Balans say1

dizisinin genel 6zelliklerine ulasmak miimkiin olmustur.

Daha sonra Balans sayilarindan baska Lucas-Balans say1 dizisi, Kobalans say1
dizisi, Lucas-Kobalans say1 dizisi tanimlar1 da yapilarak birbirleriyle olan iliskileri

ortaya konulmustur.

Bu boliimde, P.Kumar Ray’in 2009 yilinda Balans ve Kobalans sayilarini
calistig1 tez ¢alismasi incelenmistir. Ayrica G.K.Panda ve P.K.Ray 2005, G.K.Panda
2006, T.Szakacs 2011, G.K.Panda ve P.K.Ray 2011, P.K.Ray 2012, P.K.Ray 2013,
P.K.Ray ve G.K.Panda 2015, P.K.Ray 2017 makaleleri incelenmistir.

2.1  BALANS SAYILARI

Tamim 2.1.1: Herhangi bir n € N igin,
1+2+3++(n-1D=M+D+m+2)+-+n+r) (2.1)

esitliginde n dogal sayisina Balans Sayis1 ve buna karsilik gelen r dogal sayisina da

balansir denir.
Balans sayilari: 1,6,35,204,1189, ...

Ornek 2.1.1: B, = 6 balans sayisina karsilik gelen balansir 2°dir.
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n = 6 i¢in:
1+2+3+4+5=(06+1)+(6+2)

5 = 7+8
15 =15
oldugundan r = 2 dir.
n.(n+1)

Tanim 2.1.2: n. iggensel say1 T;, = olmak iizere;

(2.1) esitliginde,
Tho1+ T = Thyr

iligkisi mevcuttur. Yani, ardigik iki tiggensel sayinin toplami yine bir tliggensel

sayidir.
Ornek 2.1.2: n = 6 igin,

56 6.7
T5 + T6 = 74‘7

=15+21

36

dir.

Ardisik iki tiggensel sayinin toplami bir tam kare say1 oldugundan (2.1) esitlliginin

her iki yanina n eklenirse,
1+2+3++m—-D+n=n+m+1)+nM+2)+--+(n+r)

. 1 2 -1
%=(r.%)+(n+ﬂ
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n+n=2nr+r —r+2n+2r
esitligin her iki tarafina n? eklenirse,
2nP=(r+n)?+Mm+r)
2n2=(r+n)(r+n+1)

_(m+r)(n+r+1)

2
n 2

(2.2)

elde edilir. Burada n bilinirse r elde edilebilir.
1+2+3++(-1D=M+D)+n+2)+--+n+r)

(n—1).n +r.(r+1)
5 =nr 5

2nr +r? +r
B 2

n—n=2nmr+r’+r = r’+2nr+n+r—-n?=0
+CCn+Dr+(m—n?=0
esitliginde,
A=02n+1)?%2-41.(n—n?)=8n%+1

-(2n+1)+v8n2+1
2

2=

olup; r > 0 oldugundan,

—-2n+1)++v8n2+1
r =

- (2.3)

bulunur.
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Teorem 2.1.1: n nin bir balans sayisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart 8n% + 1

ifadesinin tam kare bir dogal say1 olmasidir.
Ornek 2.1.3: Ikinci balans sayis1 B, = 6 ve buna karsilik gelen balansir 2° dir.

O halde;

—(26+1)+V8.62+1
r =

2
—13 4++/289
r:—
2
r=2

olmak iizere burada 289, tam karesel bir sayidir.

Teorem 2.1.2:(2.2) ifadesinden goriilecegi iizere, n bir Balans sayis1 ise karesi

ticgensel bir say1 olmak zorundadir.

Teorem 2.1.3: m. liggensel say1 bir tam karesel dogal say1 ise, n balans sayis1 olmak

tizere bu durumda n. Balans sayisina karsilik gelen balansir (m — n) dir.

Teorem 2.1.4 (Rekiirans Bagintis1): Baslangic kosullar1 B; = 1, B, = 6 olmak

lizere n > 2 igin,
Bny1 = 6By, —Bp_4
dir. Bu rekiirans bagintisi 2. dereceden, lineer ve homojen bir rekiirans bagintisidir.
Teorem 2.1.5 (Binet Formiilii): B, =1, B, = 6,n = 2 i¢in,
a=1+2
B=1-+2

olmak {izere n. Balans sayisinin Binet Formiilii:
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aZn _ BZn

42
bi¢imindedir.
Ispat: Balans sayilarinin indirgeme bagimtisi
Byi1=6B, — By
oldugundan karakteristik denklemi,
r2—6r+1=0
dir ve kokleri, 1; = 3 ++/8, 1, = 3 —+/8 bulunur.

Genel ¢oziimii:

BTL = Cl' (3 + \/8_)71 + C2. (3 - \/§)1’l
dir.
B, = 1, B, = 6 baslangi¢ kosullar saglatilirsa,

1=¢;.(3+V8)+c,.(3—V8)

6=c1.(3+\/8_)2+cz.(3—\/§)2

_ 1

) 1
denklemleri ¢ozulirse, ¢, = —,c, = —
G s L1 2\/51 2 2\/§

bulunur. Buradan genel ¢oziim:

. _B+8) —3—-VB)"
n — 2\/§

bulunur.
L=3+VBised =(1+.2) =a?
12=3—\/§ISGAZ=(1—\/2—)2=ﬂ2

17



oldugundan,

aZn _ ﬁZn

42

elde edilir.

Teorem 2.1.6 (Rekiirans Bagintis1): Balans sayilar1 i¢in Binet formiili;

2n_ p2n
Bn=a B L, a=1++2, ﬁ=1—\/§ olmak tizere,
42
2n+2 2n+2 2n—2 2n—2
a - B a - B
Bpy1+Bypq = +

42 42

aZn(aZ +ﬁ2) _ﬁZn(aZ +ﬁ2)

42
aZn_’BZn
— a2+ 2
( B°) vz
=6B, n=2

Balans sayilari i¢in rekiirans bagintisi;
B, =1,B, =6ven = 2 igin,
Byi1 =6By — By
bulunur.
Sonug 2.1.1: Her n pozitif tamsayisi i¢in, By, n. Balans sayis1 olmak iizere,

i) Byn-1 = Br% - 3721—1

i) Byn = Bp(Bpy1 — Bno1)

iii) B;+B3++B,,_1 =B?
iv)  By+By+ -+ By, =B2B,_;

18



V) n = 2icin, B2 =1+ B,,_1Bp41
dir.
Teorem 2.1.7: B,,, n. Balans sayist ve n = 2 olmak iizere,
Bf =1+ By_1Bpss
dir.
Ispat: Tiimevarim yontemini kullanirsak,
n = 2 igin;
B =6%=1+1.35
=1+ BB3
oldugundan dogrudur.
n = k igin;
Bi = 1+ Bx_1Bis1
esitliginin saglandigimi kabul edelim.
n=k+1icin;
Bl%+1 = Bry1Br41
= (6B — Bx_1)Bi+1
= 6ByBr+1 — Br-1Bi+1
= 6ByBy.1 — (Bf — 1)
= By(6By;1 —By) +1

= BkBk+2 + 1
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oldugundan teorem n = k + 1 i¢in dogrulanir.

Teorem 2.1.8 (Balans Sayilarim Ureten Fonsiyonlar):

x herhangi bir balans sayist olmak iizere;
flx) = 2x\/8xz—+1
gx) =3x+ \m
h(x) = 17x + 6,/8x2 + 1
p(x) = 6x\/8xz—+1 +16x%2 +1
f(x), gx), h(x) ve p(x) de birer balans sayisidir.

Ispat: x, bir balans sayisi oldugundan 8x2 + 1 bir tam karesel dogal sayidir ve

8x%(8x% + 1)

5 = 4x%(8x% + 1)

ifadesi tam karesel ve licgensel sayidir.

f(x) = 2xV8x? + 1 bir balans sayisidir ki

glg(0]? +1 = (8x + 3v/8x% + 1)2
ifadesi de g(x)’ in bir balans sayis1 oldugunu gdsterir.
9(g(x)) = h(x) ve gg(f(x)) = p(x) olup; h(x) ve p(x) de birer balans say1sidur.
Teorem 2.1.9: Herhangi bir x Balans sayisi1 igin ;
x’ten sonraki balans sayist: g(x) = 3x +V8x2 + 1

x’ten Onceki balans sayist: g'(x) = 3x —V8x2 + 1 dir.
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Teorem 2.1.10 (Urete¢ Fonsiyonu): B,, n. Balans sayisi olmak iizere, Balans

sayilar1 i¢in irete¢ fonksiyonu g(x) olsun.

9 = ) B
n=0

olmak tizere,

g(x)=1—6x+x2

dir.

Ispat: {B,}_, Balans say1 dizisinin iirete¢ fonksiyonu olmak iizere,

gx) =Zan” =By + Byx + Byx? + -+ + Byx™ + - (2.5)

n=0

(2.5) esitligini 6x ile carpalim.

6x.g(x) = Z 6B,x"*1 =6Byx + 6B;x% + 6B,x3 + - + 6B, x"t1 + - (2.6)

n=0
(2.5) esitligini x? ile garpalim.

x2.g(x) = X2 o Bpx™? =Byx? + Byx3 + Byx* + -+ Bpx™t2 4+ - (2.7)
(2.5) ile (2.7) esitliklerini toplayip, (2.6) esitligini ¢ikaralim;

g(x) — 6xg(x) + x*g(x)
= X. (B1 — 6B0) + xZ(BZ — 6Bl + Bo) + x3(B3 — 6BZ + Bl) + .-

By=0,By=1ven = 2ig¢in B,,,; — 6B, — B,,_1 = 0 oldugu goz 6niine alinirsa,

g1 —6x+x?]=x

X
g(x)_1—6x+x2

21



bulunur.

2.2 LUCAS-BALANS SAYILARI

Tamm 2.2.1: B,,, n. Balans sayisi olmak lzere,

C,=+8B2+1
esitligini saglayan C,, sayisina n. Lucas-Balans sayis1 denir.

Teorem 2.2.1 (Rekiirans Bagintis1): Lucas Balans sayilari icin rekiirans bagintisi

baslangi¢ kosullart,
C;=3(C,=17,n2>2
olmak tizere;
Cny1 = 60, — Cpyq
ile tanimlidir.
Lucas balans sayilart: 3,17,99,577,3363, ... dir.

Ispat: Lucas-Balans say1 tanimindan,
Cny1 = [8B2,,+1

Ciy1 =8Br +1

yazilabilir. Ayrica,

2
€2, =8(3B, +/BB7 +1) +1
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= (3/8B7 + 1+ 819,1)2
elde edilir. Yine Lucas-Balans say1 tanimi dikkate alinirsa,
C1%+1 = (3C, + 8By,)?

Ch+1 = 3C, + 8B, (2.8)
yazilabilir. Ayrica,

Cp-1 =3C, —8B, (2.9)
esitligini de yazabiliriz. (2.8) ve (2.9) esitlikleri toplanarak,

Crp1 = 6C, — Cpgq

elde edilir.

Teorem 2.2.2 (Binet Formiilii): C,, n. Lucas-Balans sayisi ve a = 1 ++2, f =

1 — /2 olmak iizere, Lucas- Balans sayilari i¢in Binet formiilii;

aZn +ﬁ2n
=T

dir.
Teorem 2.2.3: B,,, B,, balans sayilar1 ve C,,, C,, Lucas balans sayilar1 olmak iizere;
) m ve n pozitif tamsayilar olmak iizere;
Bpmin = By Cy + CBy,
i) m ve n iki dogal say1 olmak iizere;
Csn = CCy, + 8B, B,

iii) n pozitif tam say1 olmak {izere;
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Ban = 2By Cy,
Cyn = C2 + 8B2
iv) m Ve n pozitif tam sayilar, m > n igin;
Bm—n = By Cp — CuBy,
Cm—n = CnC,, — 8B, B,
V) n ve r dogal sayilar, n > r olmak tizere;
BnirBn—y = (By + B;)(Bn — By)

dir.

2.3 KOBALANS SAYILARI

Tanmm 2.3.1: n, r € N olmak iizere,
142+3++n=m+D+M+2)++n+71) (2.10)
esitliginde,

n dogal sayisina Kobalans sayis1t ve n dogal sayisina karsilik gelen r dogal sayisina

da kobalansir denir.

Ilk ii¢ kobalans sayis1 2, 14 ve 84’tiir ve bu kobalans sayilarma karsilik gelen

kobalansirlar sirasiyla 1, 6 ve 35°tir.
Ornek 2.3.1:

i) 1+2=2+4+1 olup buada 2e€N Kobalans iken, 1€N
kobalansirdir.

i) 142434 -+14=14+D+14+2) + -+ (14 +6)
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burada 14 € N Kobalans sayis1 ve bu Kobalans sayisina karsilik gelen kobalansir ise
6 € N’dir.

(2.10) ifadesinin her iki yanina 1 + 2 + 3 + --- + n eklenirse,

n+r)(n+r+1)
2

nn+1)=

olur ve buradan

—-2n+1)+v8n2+8n+1
r =
2

elde edilir.

Teorem 2.3.1: n’ nin bir Kobalans sayis1 olmast igin gerek ve yeter sart 8n? + 8n +

1’ in tam karesel bir dogal say1 olmasidir.

Teorem 2.3.2 (Kobalans Sayilarimi1 Ureten Fonkssiyonlar): x bir kobalans sayisi

olmak tizere;

)] f(x) =3x+V8x2+8x+1+1
i) gx) =17x +V8x2+8x+1+8

fonksiyonlar1 da birer kobalans sayisidir.

Teorem 2.3.3: x bir kobalans sayis1 olmak {iizere,

1) x’ ten sonra gelen kobalans sayist: f(x) =3x+Vv8x?2 +8x+1+1
i) x’ten 6nce gelen kobalans sayist: f(x)' = 3x —vV8x2+8x+1+1

dir.

Teorem 2.3.3 (Rekiirans Bagmtisi): {b,};—,, Kobalans say1 dizisi baglangi¢

kosullart b; = 0, b, = 2 olmak iizere

le+1 = 6bn - bn_1 + 2 (n = 2)
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rekiirans bagintisi ile tanimlidir.
Kobalans sayilari: 0,2,14,84,492,2870, ... seklindedir

Ispat: n > 2 igin,

bpi1 = 3b, ++/8b2+8b, +1+1

by = 3b, —+/8b2 +8b, +1+1
esitlikleri yazilacagindan buradan bu iki esitlik taraf tarafa toplanirsa,
bpyy = 6by — by 1 +2
elde edilir.

Teorem 2.3.4 (Binet Formiilii): b,, n. Kobalans sayisin =1,2,3,... vea =1+

V2, f=1- V2 olmak izere, Kobalans say1 dizisi i¢in Binet formiilii:

aZn—l _ ’BZn—l 1
by = aZ— Bz 2

dir.

Teorem 2.3.5 (Uretec Fonksiyonu): Kobalans say1 dizisi: baslangi¢ kosullari, b; =

0, b, = 2 olmak tlizere;
bpiq1 =6by, —by_1 + 2, n=2
ile tanimlidir.
Kobalans sayilarmin iirete¢ fonksiyonu;

2x?

t) = A nad—ex +19

dir.
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ispat:
909 = ) b
n=0

olsun.

gx) = Z b,x™ = by + byx + byx? + byx3 + -+ + bpyx™ + - (2.11)

n=0

Yukaridaki esitligini sirasiyla 6x ve x? ile garpalim;

6xg(x) = Z 6b,x™*1
n=0

= 6byx + 6b;x? + 6b,x3 + 6b3x* + -+ + 6b,x" 1 + - (2.12)

ng(x) — Z bnxn+2
n=0
= box? + by x3 4 byx* + byx® + byx® ...+ byx™t? + - (2.13)
(2.11) esitliginden (2.12) esitligini ¢ikararip (2.13) esitligini toplarsak,

g()[1 - 6x + x?]
= bO + X(bl + 6b0) + xz(bz - 6b1 + bo) + x3(b3 - 6b2 + bl) + .-

g1 —6x+x?] =2x2(1 +x+x? + )

M1 - 6x 422 = 22 [ ] 5 gy = 2

g xrxl=e T T 79 C (1-x)(1—-6x+x?2)
elde edilir.

Sonuc¢ 2.3.1:

bn == Z(Bl + BZ + -+ Bn—l)
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teorem (2.3.5)" ten

2x?
(1—-x)(1—6x+x?)

fGx) =

_ 2x X
T 1—x'1—6x+x2

dir.

x
1-6x+x2

Ayrica Balans sayilari i¢in tireteg fonksiyon, t(x) = oldugundan,

_ 2x
f(x) —m-t(x)
=2(x+x%+-).t(x)

elde edilir ki f(x) = 2(x +x% + ---).t(x) esitliginin her iki yanindaki aym
dereceli x™ ’in katsayilari kiyaslanirsa, f(x) ° den b,x™ seklindeyken

2(x +x2 4 ).

t(x) ifadesinden,

n—-1

> @) By

k=1
seklinde olacaktir. O halde,
b, =2(By+ By + -+ B,_1)
dir.
Teorem 2.3.6:Kobalans sayilari, ikinci mertebeden lineer olmayan
b2_i =1+ by_1byyq, n>2

bagintisini saglar.
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24  LUCAS-KOBALANS SAYILARI

Tamm 2.4.1: b bir balans sayis1 ise 8b? + 8b + 1 bir tam karesel say1 oldugundan,

c=+8b2+8b+1
sayisina n. Lucas-Kobalans sayisi denir.

Teorem 2.4.1: Lucas-Kobalans say1 dizisi baglangic kosullari ¢; =1 ve ¢, =7

olmak iizere,
Cnyr = 6Cp —Cpg, N 22
dir.

Lucas-Kobalans sayilari: 1,7,41,1393,8119, ...° dir.

ispat:

Cher = 8bay +8bpyy +1

2
=8.(3b, + /87 + 8b, + 1 + 1) +8b,, +1

= (34/8b% + 8b, + 1 + 8b, + 4)2
= (3¢, + 8b,, + 4)?
Cny1 = 3¢, +8by, + 4 (2.14)
c2_, = 8b2_, + 8b,_; + 4 oldugundan benzer sekilde;
Cpn-1 =3¢, —8b, — 4 (2.15)
(2.16) ve (2.17) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa;

Cn+1 + Cnq1 = 6Cy
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elde edilir ki buradan;

Cnt1 = 6Cp —Cpq N =2

yazilir.

Teorem 2.4.2 (Binet Formiilii): Baslangic kosullari; ¢; = 1,¢, = 7 olmak iizere

Cny1 = 6Cp —Cp_q, M =2 rekiirans bagintisinin a; ve a, kokleri i¢in binet

formiilii:
a%n—l + a%n—l
Cp = , n=1,2,3,
2

dir.
Teorem 2.4.3:

i) Her balansir bir kobalans sayisidir.

i) Her kobalansir bir balans sayisidir.
Ispat:

R,,, n. balansir,
b,, n. kobalans sayis1
Tne1, (n + 1). Kobalansir

B, n. balans sayis1 olmak iizere;

R_—(ZB+1)+\/832+1

2.16
- (2.16)
—(2Bpy1 + 1) +4/8B2  + 1
—(2B,_1+ 1) ++/8B% +1
R,_1= 5 (2.18)
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Byi1 =3B, ++/8B% + 1 (2.19)

B, =3B, —+/8B% + 1 (2.20)

(2.19) ve (2.20) numarali denklemleri (2.17) ve (2.18) numarah
denklemlerde yerine yazip, (2.17) ve (2.18)’ u taraf tarafa toplarsak,

2B, ++/8BZ +1—1
2

n+1 =
—14B, + 5«/831% +1-1
n-1 = 2
—-12B, + 6 837214-1—2
Rpy1+ Ry 1 =

2

_6—(ZB+1)+\/8B2+1+2

2
=6.R, +2
dolayisiyla
Rni1 =6Ry —Ryq +2
elde edilir.

Burada R; = b; = 0, R, = b, = 2’ dir. Yani R,, = b,,’dir.
Teorem 2.4.4: Her kobalans sayisi gifttir.

Ispat: Tiimevarim yontemini kullanirsak;

ilk iki kobalans sayis1 b; = 0 ve b, = 2 olup gifttirler.
Varsayalim ki b, ¢ift olsun. Bu durumda,

n < k i¢in; b, 44 = 6b, — b,,_1 + 2 oldugundan b, ,,’ de cifttir.
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25 MATRIS GOSTERIMLERI

Teorem 25.1: A = [_01 é] olmak iizere;

_Bn—l Bn

A=
_Bn Bn+1

],n =123, ..
dir.

Teorem 25.2: A = [_01 é] ve B = [_01 é] olmak iizere;

—-B 2bpyq +1
An.B — [ n n+1 ,
—Buy1 2bpia+1

dir.
Teorem 2.5.3: A = [_01 é] ve C = [i ;] olmak tlizere

Cn

n C
A . C - [ n-1
C Cn+1

],n=1,2,3,...
dir.

.A._T0 1 -1 1 . )
Teorem 2.5.4.A—[_1 6] ve[1 7 olmak iizere;

Am D = [ Cn Cn+1] ’

Cn+1 Cn+2

=123,..

dir.
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3. BALANS POLINOMLARI VE TUREVLERI

Bu boliimde P.K.Ray (2017)’in makalesi ¢aligiimustir.

3.1 BALANS POLINOMLARI

Tamm 3.1.1: Balans polinomlar1 dizisi

1, n=20
Bpys (%) = 6%, n=1
6xB,(x) —B,_1(x), n>1

seklinde tanimlanmustir.

Bazi balans polinomlart asagidaki gibidir:

By(x) =0
B;(x)=1
B,(x) = 6x

B3(x) =36x%2 -1

B,(x) = 216x3 — 12x

Bs(x) = 1296x* — 108x2 + 1

Vv j i¢in, B;(1) = B;’ dir.

Teorem 3.1.1: Balans polinomlarinin genel terimi:
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g |
By (x) = Z(—l)j (n;]> (6x)""%
=0

seklindedir.

Teorem 3.1.2 (Binet Formiilii): (3.1) denklemin kokleri A;(x) = 3x + V9x2 — 1
ve A, = 3x — V9x? — 1 olmak tizere Balans polinomlari igin Binet formiilii,

) - )

B = 0~ L

dir. Burada 9x? — 1 > 0’ dur.

Teorem 3.1.3: B,,(x), n. Balans polinomu olmak {izere x > % icin,

lim Bpi1(x)
n-oo Bn(x)

= A1(x)

dir.

Ozellik 3.1.1: B, (x) Balans polinomlar1 olmak iizere, 1 ile n — 1 arasinda yer alan

bir r tam sayist i¢in;
Bp+1(x) = By (%) Bp—(r-2)(x) = Br_1 (%) By—(r-1) (%)
dir.
Ozellik 3.1.2: B, n. Balans polinomu, m ve n herhangi iki tam say1 olmak tizere,
Biman(x) = Byy1(x)Bn(xX) — By () By () (3.2)
dir.
Buradam = n — 1 ve m = n i¢in sirasiyla
Ban—1(x) = Bi(x) — B;_1(x) (3.3)

BZn(x) = Bn(x) [Bn+1(x) - Bn—l(x)] (3.4)
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elde edilir. Ya da (3.4) denkleminin es degeri,

BTZI.+1(x) - 3721—1(35)
6x

Byn(x) =

elde edilir.

6x -1

Teorem 3.1.4: N = [ 1 0

], n € Z olmak tizere,

N = Bn+1(x) _Bn(x)
Bn(x) _Bn—l(x)

dir.

Sonug¢ 3.1.1 (Cassini Formiilii): detN = 1 ve detN™ = (detN)" = 1 oldugundan,

Balans polinomlari i¢in Cassini formiilii,
Bi(x) = Bp—1(x)Bn41(x) = 1
dir.
Teorem 3.1.5: B, (x), n. Balans polinomu olmak tizere,
B_n(x) = =B, (x)
dir.

Ozellik 3.1.3 (Catalan Ozdesligi): B,,n. Balans polinomu, n ve r iki tam say1

olmak iizere, n > r i¢in, Balans polinomlari i¢in Catalan 6zdesligi:
By (¥)By4r (x) — B (x) = —B7 (x)
seklidedir.
Sonug 3.1.2: B,(x),n. Balans polinomu olmak tizere,
Byn(x) = [Byn(x) + Bgyn(x)] = B, (x)
ve
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BZn(x)BZn+2r(x) + Brz(x) = Bzzn+r(x)
dir.

Ozellik 3.1.4: B,(x),n. Balans polinomu, n,7,a,b,c ve d birer tam say1 ve a +

b = ¢ + d olmak iizere,
By (x)Bp(x) — Bc(x)Ba(x) = By (x)Bp—r(x) — Be—r (X) Bg—r (%)
dir.
ispat: n, h ve k tam say1 olmak {izere Binet formiiliinden
Brn () Bpsr(x) = By (%) Bpsnai (x) = Br(x) By (x)
esitligi kolayca dogrulabilir.
Bu esitlikte n = ¢c,h = a — c ve k = b — c alinirsa,
Bo(x)By, (x) = B (x)Ba4p-c(x) = By c(x)Bp_c (%)
elde edilir.
Ve yine ayni esitlikte n = c —r,h = a—cve k = b — c alinirsa,
Ba—r(%)Bp—r(x) = Be—y (X)Basp—c—r (%) = Ba—c(X) By (x)
Bu iki esitlikten ve a + b — ¢ = d alinarak ispat tamamlanir.
Sonug 3.1.3: n ve m pozitif tam say1 ve n < m olmak tiizere,
Bim—n(x) = Bpy1(x) B (x) = B (x) By (%)
dir.

Teorem 3.1.6: B, (x), n. Balans polinomu olmak iizere,

l
B,(x) = 1_[ [6x—2cos§

1<isn-1
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dir.

Ispat: n > 1 icin B, (x) Balans polinomunun derecesi n — 1’ dir. B, nin sifirlar1
icin formiil belirlemek igin binet formiiliinii kullanarak B,(x) > 1 hiperbolik

fonksiyonlar cinsinden ifade ederiz.
3x = cosh z alinirsa,
A1(x) = coshz + sinh z = e*

ve

A5(x) = coshz —sinhz =e™*

olmak tizere buradan

e™ —e™  sinh(nz)

B = e = sinnz
elde edilir.
i = V/—1 olmak iizere z = u + iv olsun. sinh z # 0 oldugundan
B,(x) = 0 © sinh(nz) = 0 (e?™? = 1) olmasidir.
e?™(cos 2nv + isin 2nv) = 1
buradan u = 0’ dir. Bu yiizden

sinh(inv) = isinnv =0

dir. [ tamsayis1 i¢in v = %T vez = i%r’ dir. Sonug olarak [ tam sayis1 igin
s I
3x = cosh (l—) = CoS (—)
n n

elde edilir.
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3.2 BALANS POLINOMLARININ TUREVLERI

1, n=20
Balans polinomlari, B,,;(x) ={6x, n=1
6xB,(x) — B,_1(x), n>1
taniml idi. Buradan,
Balans polinomlariin x’ e gore tiirevi,
By(x) = 0, B;(x) = 0 olmak tizere
i
. n—1-—j .
B = Y (~Din-1- Zi)( ) ]) (6x)"2I2
j=o

dir.

Balans polinomlarinin x” e gore bazi tiirevleri,

Bi(x) =0
B,(x) =6
B3(x) = 72x

BL(x) = 648x% — 12

Bi(x) = 5184x3 — 216x

seklindedir.

seklinde

(3.2)

Ornek 3.2.1: Balans polinomlarinin x degiskeni yerine degisik tamsayilar yazilarak

farkl tlirlerde sayisal diziler iiretilebilir.
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{(B.(1)} = {0,6,72,636,4968, ...}
{B.(2)} = {0, 6, 144, 2580, 41040, ... }
{B.(3)} = {0, 6,216,5820,139320, ...}
{B,(4)} ={0,6,288,10356,323612, ...}
dir.
Sonug 3.2.1: B, (x) Balans polinomunun 1. tiirevi By, (x) olmak tizere; x # ?% igin,

3nB,41(x) — 18xB,(x) — 3nB,_1(x)

Bn(x) = 2(9x% — 1)

dir.

Ispat:  A;(x)A,(x) =1 olmak  iizere  A;(x) =3x +Vox2 -1 ve
Ay (x) = 3x —V9x? — 1 “dir. Tirevleri sirasiyla;

2 () = 6/11A(x) ) = — 6/12(x)

Burada A= 2v9x2 — 1°dir. O halde Binet formiiliinden;

B0 =4 [A’fu);w(x)l

n A [A’ﬂx):l?(x)] 3

36 [/1711 (x)-A% (x)]

A

AZ

on |

l’f(x){/h(x)—/lz(x)}+/1§1(x){/11(X)—/12(x)}] _
A

36xB,(x)

AZ

-3 AT 0-2571 ()
on |22 :
A2

| - 36xB,(x)
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_ 3nBpiq(x) — 18xB,(x) — 3nB;,_; (%)
B 2(9x2 — 1)

elde edilir.

Sonug¢ 3.2.2: B, n. Balans polinomu olmak iizere, B;(x) = 0 ve n > 1 igin
n-—1
Bi(x) = ) 6B;()Bn; ()
j=1

dir.
Sonug¢ 3.2.3: B, n. Balans polinomu olmak {izere n > 1 igin,
=]
Bi(®) = ) 6(n—2)Buy (33)
j=0
dir.

Ispat: Tiimevarim ile gosterelim. n = 1 icin dogrudur. Ciinkii;

0
Bi(¥) = ) 6(1-)By; =6
=0

J

dir.

(3.3) denklemini k < n — 1 igin dogru kabul edelim. O halde

=

Bi(®) = ) 6(n—1-2)By sy
j=0

ve

=
Bia ()= ) 601 —2))Bs;
Jj=0
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Bji2(x) = 6xBy1(x) — B,(x) Balans polinomlar1 igin rekiirans bagintisinin
tiirevini alarak, hipotezi kullanarak ve gerekli cebirsel iglemler yapilarak, n + 1 i¢in

sonug kolayca dogrulanir.

Sonu¢ 3.2.4: n > 1 i¢in,

Bu(3) = 2 [Biss () ~ By ()
dir.
Ispat:
(3.2) esitligin sag tarafindaki ifadeyi asagidaki gibi indirgersek;

5 _ =] .
> ()= Y e (U)o
j=0 j=0

5 _ ,
oo B[ (7 o

2l
= Bpy1(x) — Bp_1(x) = (62)™ + nz(_l)j (

j=1

n—1—j

)= 6
-1/

5

= Br’l+1(x) - Br,l_1(x) = 6n(6x)”‘1 + 6nZ(—1)j (n ]__1 1_]) n ; 21 (6x)n—1—2j
j=1
5
B —Bp4 . m—=1—j .
= n (x)6n (.X) _ Z (_1)] (n] ) ]) (6x)n 1-2j — Bn(x)
j=1

elde edilir.

Balans polinomlarinin genel teriminden x’ e gore 2. tiirevi alirsak;
9
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n = 2 ile B{'(x) = 0 ve By (x) = 0 olmak tizere,

ln;3
S | | S N
BYG) = Y (-6 U —1-2))(n-2j-2)( ., ’)xn23
]Z:(; ( j )

elde edilir.

B, (x),n. Balans polinomuolmak {izere x’ ¢ gore bazi 2. tiirevler,

Bi'(x)=0
B)/(x)=0
By (x) =72

BY(x) = 1296x

B! (x) = 15552x2% — 216

seklindedir.

Ornek 3.2.2: Balans polinomlarinin x degiskeni yerine degisik tam sayilar yazilarak

farkl tiirlerde sayisal diziler tiiretilebilir.
{B; (1)} =1{0,6,72,1296,15336, ...}
{B,(2)} =1{0,0,72,2592,61992, ...}
{B;(3)} =1{0,0,72,3888,139752, ... }

{B”(4)} = {0,0,72,5184, 248832, ...}
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seklindedir.

2. tiirev bagintisini farklilastirarak asagidaki tekrarlama iliskisini elde ederiz.

0, n<r

6'r!, n=r
ng?l(x) =

— [6an,§r) (x)—(n+ r)B,(lr_)1 (x)], n>r

“dir.
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4. IKi DEGISKENLI BALANS POLINOMLARI VE KISMIi
TUREVLERI

Bu boliimde iki degiskenli balans polinomlarini tanimlanmistir. Daha sonra
binet formiilii, lirete¢ fonksiyonu, matris gosterimi ve kismi tiirevleri ile ilgili ¢esitli

sonuclar bulunmustur.

4.1  iKi DEGISKENLI BALANS POLINOMLARI

Tanmm 4.1.1: B, (x,y) iki degiskenli Balans polinomu olmak ftizere, iki degiskenli

Balans polinomlarinin dizisi;

1, n=1

B,(x,y) = 6x, n=2 (4.1)
6XBn_1(X, y) - an—Z(x' y)' n>?2

dir.

Her B,(1,1) = B, i¢in baz1 iki degiskenli balans polinomlari:

BO(X:Y) = 0
B1(x:)’) = 1
B,(x,y) = 6x

B3(x,y) = 36x* —y
B,(x,y) = 216x3 — 12xy

B:(x,y) = 1296x* — 108x%y + y?
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seklindedir.

Teorem 4.1.1: B, (x, y) iki degiskenli balans polinomu ve m(t) iki degiskenli balans

polinomlariin iirete¢ fonksiyonu olmak {izere;

() ¢

mi(t) = B . tn:—

© Z) n(y) 1 — 6xt + yt2
n=

dir.

Ispat: B,(x,y) iki degiskenli balans polinomu ve m(t) iki degiskenli balans

polinomlarinin iirete¢ fonksiyonu olsun. O halde

m(t) — 6xtm(t) + yt?m(t)
= Bo(x;Y) + tB1(x,3’) - 6XtBo(x,3’)

+ z t"[Bn(x,y) — 6xBp_1(x,y) + yBp_»(x,y)]

n=2

Buradan
t) = B,(xy)t* =——«——
m(t Z) n(xy) 1 — 6xt + yt?
n=

elde edilir.

Teorem 4.1.2:B,, (x, y) iki degiskenli balans polinomu olmak tizere genel terimi;

5 |
B (o) = ) (<01 (") 6y (42)
j=0

dir.
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(4.1) denklemi ¢oziildiigiinde kokleri; A;(x,y) =3x++/9x%2 —y ve 1,(x,y) =

3x —+/9x2 — y’ dir. Burada 9x2 — y > 0’dur.

O halde x=1,y=1 icin Balans sayilarmin kokleri olan 1; = 3 ++/8 ve
A, = 3 —+/8 gelir.

Teorem 4.1.3 (Binet Formiilii): B, (x, y) iki degiskenli balans polinomu, A;(x,y) =
3x ++/9x2 —y, A,(x,y) =3x —/9x%2 —y ve 9x%2 —y > 0 olmak iizere Binet

formiilii;

_AGy) — AB(x,y)
72G6y) = A (6, )

B,(x,y)

dir.
Ispat: Tiimevarim yontemiyle gosterelim.
n = 1 i¢in,

_Ay) - B@y)
72G6 ) = A (6, )

B1(X»J’)

1_3x+,/9x2—y—3x+ 9x2 —y
3x +/9x%2 —y —3x+/9x%2 —y

oldugundan dogrudur.

i=1,2,3,..,kicin

Bi(x,y) = (HGy) =2 y))

1
2\/9x%2 —y
olsun. O halde

Bk+1(x;Y) = 6XBk(x;3’) - yBk—l(x;Y)

46



1

1 _ _
= 6x [m (ﬂlf(x; y) — A5(x, }’))l - 2\/?—_3,3’ (ﬂlf 1o, y) = 257 (x, }’))

1
= ————[(6xAf(x,y) — yAi ' (x,¥)) — (6x25(x,y) — yA5~*(x,7))]

24/9x2% —y

1
= ﬁ (/1'1”1(96, y) — A5+ (x, Y))

dir. Burada 9x2 —y >0 olmak iizere A,(x,y) = 3x +/9x2 —y ve A,(x,y) =

3x —/9x?% — y’ dir.

|G

Teorem 4.1.4: B,(x,y),n. iki degiskenli Balans polinomu olmak {izere x>

i¢in,

Bn+1(x'y)
LAy ,
nl_r){}O B, (%) 1(x,y)

dir.
Ispat: Binet formiiliinii kullanarak

_ Bna(xy) AT y) = A3 (xy)
lim ————— = lim m m
n-o By, (x,y) noo  Af (x,y) — A5 (x,y)

A2 Cey)\™
1 y) — (2227 2, (6, y)

_ . /’ll(xly)
= L (Mx,y))"
Al(x'.'}")
= /11 (x' y)
elde edilir.
- N
A,(x,y) < A1(x,y) oldugundan, her x > = icin

l]m (AZ('X' Y)>n — O
n—oo \ A4 (x,y)
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elde edilir.

Teorem 4.1.5: x = —‘/gya dax =%

?igin;
B
lim [—2| =1
n—-oo n
ve x < —\/?? icin;
B

lim [—2 = A4, (x, y)
n-w | B,

Ve I

dir. Fakat — 5 Ve arasindaki x’ ler i¢in limit mevcut degildir.

Teorem 4.1.6: By, n. iki degiskenli Balans polinomu olmak iizere, iki degiskenli

Balans polinomlarinin 2. dereceden rekiirans bagintist:
Bi(x,y) = y"™ ' + Bn_1(x,¥) Buya (x,y)
dir.
Ispat: Tiimevarim yontemiyle ispatlayalim.
n = 1 igin,
Bi(x,y) =y° + Bo(x,¥)B(x,¥)
1=1

oldugundan dogrulugu agiktir.

n = k igin,

Bi(x,y) = ¥*7* + By—1 (%, ) By41(x, )
dogru olsun.
n=k+ 1igin,
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Bir1(x,y) = [6xBi(x,¥) — yBk_1 (%, Y)]. Bry1 (%, ¥)
6xBy (%, Y)By41(x%,¥) — YBy—1(%,¥)Bi4+1(x,y)
= 6xBi (%, ) Bis1(x,¥) — y(Bi (x,) — y*1)
= 6xBy (%, ¥)Brs1(x,¥) — yBE(x,y) + y*
= By (x,y)[6XBj41(x,¥) — yB, (x,y)] + y*
= By (%,Y)Bys2(x,y) + y*
oldugundan ispat tamamlanr.

Teorem 4.1.7: B, (x,y) n. iki degiskenli Balans polinomu olmak iizere

=[]

olsun. Bu durumda n herhangi bir pozitif tamsay1 olmak tizere;

N = Bn+1(x'y) —an(x,y)
Bp(x,y) —yBn_1(x,y)

dir.
Ispat: Tiimevarim yontemiyle gdsterelim.
n =1 i¢in,

_[B2(x,y) —yBi(x,y)

N1 =
Bi(x,y) —yBo(x,y)

v=[7 =17 7

oldugundan dogrudur.

n = k igin,
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_ [Br+1(y)  —yBi(x,y)
Br(x,y)  —yBr-1(x,¥)

Nk
dogru olsun. O halde

n=k+ 1igin,

6x —y] [Br+1(x,¥)  —yBr(x,y)
Nk+1 = N. Nk = [
[ 1 0 ] Br(x,y) —yByr_1(x,y)

_ [6%Bn41(x,¥) = ¥Bp(x,y)  —6xyBp(x,y) + y*Bp_1(x, y)]
Bni1(x,y) —yBn(x,y)

:[Bn+2(x'y) —yBhi1(x,y)
Bni1(x,y)  —yBu(x,y)

oldugundan ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.8 (Cassini Ozdesligi): B, (x,y) n. iki degiskenli Balans polinomu

olmak iizere, iki degiskenli Balans polinomlari i¢in Cassini Formiilii:

yBi(x,y) = yBp_1(x,y)Bpi1(x,y) = y"

dir.

Ispat: detN = |61x _0y|

=Y

Bni1(x,y)  —yBp(x,y)

detN™ =
Bp(x,y) —yBn_1(x,y)

elde edilir. Buradan teorem 4.1.5 kullanilirsa,
B3 (x,¥) — YBn_1(%,¥)Bni1 (x,y) = y™
elde edilir.

Teorem 4.1.9: B,(x,y), n. iki degiskenli Balans polinomu ve n pozitif tamsay1

olmak tizere;
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—y"B_,,(x,y) = By(x,y)

dir.
ispat:
y-n = [B-n1(6Y) - —¥B_p(x,¥)
B_,(xy) —YB_n1(xy)
()1 = L[ VB8 Y) YBa(xy)
yn _Bn(x' y) Bn+1(x'y)
_ynB—n(xr y) = Bn(x' y)
elde edilir.

Teorem 4.1.10: M,,, n X n tipinde tridiagonal bir matris olsun. n > 1 igin,

6x —iy 0 0 0 0

i 6x —-iy 0 0 - 0

0 [ 6x —iy O :

M, =]: 0 i oo w0
0 0 -1y

0 0 0 0 0 i 6x

dir. O halde B,,,1(x, y) iki degiskenli Balans polinomu olmak {izere n > 0 igin,
detM, = Bp1(x,y)
dir.
Teorem 4.1.11: m ve n herhangi iki tamsay1 olmak {izere,
Bpsn(%,y) = Bni1 (X, y) B (%, y) = yBu (%, ¥) Bn-1(x,¥)
dir.
Ispat: n = 1 icin dogrulugu agiktir.
n < k i¢in,
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Biins1(,y) = 6xBiy (%, ¥) — YBir-1(x%,y)
= B (%, ¥)[6xB111(x, ) — ¥Bi(x, ¥)] = Byno1 (%, ¥) [6xB, (x, ) — ¥By—1(x,¥)]
= B (%, ¥)By12(x, ¥) — Bin—1 (%, ¥) By41 (%, y)
dir.

Bu boliimde iki degiskenli Balans polinomlarinin kismi tiirevlerini verecegiz.

42 iKi DEGISKENLI BALANS POLINOMLARIN KISMi
TUREVLERI

Teorem 4.2.1: B, (x,y) iki degiskenli balans polinomu olmak iizere genel terimi;

B (x,y) = ZEJO(—l)j (n;j ) (6x)""2yJ  seklinde tanimlanmisti. Bu denklemin

x’ e gore kismi tiirevini alirsak,

8Bo(x,y) 0B1(xy) _
o = 0ve o = 0
olmak tizere,
n-2
0B ( ) TJ 1 .
X, . n—1-— .
TL—y= Z(_l)](n_l_zj)< . J) (6x)n—2—2]6y1
0x — ]
J:

dir.

Bazi iki degiskenli Balans polinomlariin x” e gore kismi tiirevleri:

0B1(x,y)

—==0
0x

aBZ(x'y) _

—— =6
0x
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aB3(x' y) — 72x
ox

6B4(x, y)

= 648x2 — 12
o 648x y

685(x, y)

Fa 5184x3 — 216xy

seklindedir.

(4.3) denkleminin y’ ye gore kismi tiirevini alirsak,

aBO(x!y) — O e aBl(xvy) — O
dy dy

olmak iizere,

7

(')Bn(x,y)_ - .oom=1—j 12 i1
T—;(—wo)( )iy

dir.
Bazi iki degiskenli Balans polinomlarinin y’ ye gore kismi tiirevleri:

0B,(x,y) -0
dy

aBZ(x'y) — 0
dy

0B;(x,y) _
ay

aB4(x' y) —

—12
dy X
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aBS(x'y) 2
by —108x“ + 2y

seklindedir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tezde Fibonacci ve Lucas sayilar1 i¢in var olan indirgeme bagintilari,
Binet formiilleri ve iirete¢ fonksiyonlar1 verilmistir. Balans ve Kobalans sayilar1 i¢in
rekiirans bagintilari, Binet formiilleri verilmistir. Var olan Balans polinomlar1 tanim1
verilmisir ve bu polinomlarin tiirevleri incelenmistir. Iki degiskenli balans

polinomlar1 elde edildi ve bu polinomlarin kismi tiirevleri verilmistir..

Oneri olarak, Tribonacci Balans Polinomlari, order-k polinomlari
tamimlanabilir. Iki degiskenli Balans polinomlarmin q- benzerleri tanimlanabilir.
Dahast bu tiir polinomlarin genel terimi, iirete¢ fonksiyonlari ve bazi cebirsel

ozellikleri bulunabilir.
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