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OZET

HOM-LIE-HOPF CEBIRLER
DOKTORA TEZI
ADNAN KARATAS
PAMUKKALE UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTIiTUSU

MATEMATIK ANABILiM DALI

(TEZ DANISMANI:DOC. DR. SERPIL HALICI)

DENIZLIi, EKIiM - 2020

Bu tezde Hom-Lie-Hopf cebirler tanimlanmistir ve bu cebir taniminda
kullanilacak olan; Hom-cebir, Hom-escebir, Hom-Lie cebir, Hom-Bicebir, Hom-Hopf
cebir tanimlar1 verilmistir. Ayrica, etki ve esetki yardimiyla cebirler ve escebirler
tizerinde tanimlanan Hom-modiil cebir, Hom-modiil escebir, Hom-esmodiil cebir ve
Hom-esmodiil escebir tanimlar1 ve 6zellikleri tizerinde durulmustur. Ek olarak, bir
Hom-Lie cebirin evrensel zarflama cebirinin tanimi verilmistir. Kullanilacak
tamimlardan olan, iki Hom-Hopf cebir ve bunlarin aralarindaki etki ile olusan ¢ift
capraz ¢arpim Hom-Hopf cebir tanimi verilmistir. Benzer olarak, iki Hom-Hopf cebir
ve bunlar arasindaki etki ve esetki ile olusan ikili ¢capraz ¢arpim Hom-Hopf cebir
tanimi verilmistir. Son olarak, bahsedilen Hom-Hopf cebirlerde dual tanimma yer
verilmistir.

Hom-Lie-Hopf cebirler tanimlanirken yukaridaki tanimlamalardan asagidaki
gibi yararlanilmistir. Hom-Lie-Hopf cebirler, eslenmis ¢ift Hom-Lie cebir ikilisi olan
(g, b) tizerinde tanimlanirlar. Belirtilen Hom-Lie cebirlerin evrensel zarflama cebirleri
sirastyla U(g) ve U(H) olan Hom-Hopf cebirlerdir. Evrensel zarflama cebiri olan
U(g) ve U(DH) eslenmis ¢ift Hom-Hopf cebir ikilisini olustururlar ve bu yap1 sayesinde
cift capraz ¢arpim Hom-Hopf cebir olan U(g) = U(H) yapisi elde edilir. Dualleme
ile U(H)° yapisinin da bir Hom-Hopf cebir oldugu gosterildikten sonra U(H)° ile
U(g) yapisinin karsilikli Hom-Hopf cebir ¢ifti oldugu gosterilir. Elde edilen bu Hom-
Hopf cebir ¢ifti sayesinde ikili ¢apraz ¢arpim Hom-Hopf cebiri olan U(H)° »1 U(g)
bulunur. Sonug olarak elde edilen bu Hom-Hopf cebiri Hom-Lie-Hopf cebir olarak

adlandirilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Hom-Hopf cebirler, Hom-Lie cebirler, ¢ift capraz
carpim, ikili ¢apraz ¢arpim.



ABSTRACT

HOM-LIE-HOPF ALGEBRAS
PH.D THESIS
ADNAN KARATAS
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS

(SUPERVISOR:ASSOC. PROF. DR. SERPIiL HALICI)
DENIiZLi, OCTOBER 2020

In this thesis, the Hom-Lie-Hopf algebras are defined. In order to define the
algebra, the definitions of Hom-algebra, Hom-coalgebra, Hom-bialgebra, Hom-Hopf
algebra are given. In addition, the action and coaction over algebras and coalgebras
are used to obtain Hom-module algebra, Hom-module coalgebra, Hom-comodule
algebra, and Hom-comodule coalgebra and their properties are studied. Also, the
definition of universal enveloping algebra of Hom-Lie algebra is given. The definition
of double cross product of two Hom-Hopf algebras via actions are given. Furthermore,
the definition of bicross product of two Hom-Hopf algebras via action and coaction
are given. Finally, duality over the Hom-Hopf algebras are mentioned.

The Hom-Lie-Hopf algebras are defined with the help of definitions above as
follows. Hom-Lie-Hopf algebras are defined over matched pair of Hom-Lie algebras
(8,b). The universal enveloping algebras of them are Hom-Hopf algebras U(g) and
U(H) respectively. The double cross product Hom-Hopf algebra U(g) = U(D) is
constructed via the universal enveloping algebras U(g) and U(H). The Hom-Hopf
algebra U(H)° is obtained with duality. The bicross product Hom-Hopf algebra is
gained from the pair of Hom-Hopf algebras U(5H)° and U(g). Hom-Hopf algebra
U(H)° »1U(g) is found from the mentioned pair. As the result, the Hom-Hopf algebra
is named as Hom-Lie-Hopf algebra.

KEYWORDS: Hom-Hopf algebras, Hom-Lie algebras, Double cross product,
Bicross product.
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1. GIRIS

11 Giris

Hopf cebirler ilk olarak Heinz Hopf tarafindan 1940 yilinda
tammmlanmistir. Uygun uzay ve monifoldlar da kohomoloji veya homoloji i¢in
kullanilmistir. Hopf cebirlerin kullanim alanlar1 ¢ok cesitlidir. Bunlardan bazilar1 su

sekilde siralanabilir (Hazewinkel 2004, Giinaydin ve Giirsey 1973).

e Homoloji,

e Kohomoloji,

e Topoloji,

e Mantik,

e Kombinatorik,

e Diizlemsel agaclar,

e Graf teori,

e Degismesiz geometri,
e Cebirsel geometri,

e Kuantum kodlama teorisi.

Hopf cebirlerin 6nemli 6zelliklerinden birisi sonlu boyutlu oldugu durumlarda
dualinin de bir Hopf cebir olmasidir. Bu durumun sonsuz boyutlarda gecerli olabilmesi
i¢in kisitlanmig dual tanimindan yararlanilabilir. Bir diger 6nemli 6zellik ise, bir Lie
cebirin evrensel zarflama cebirinin olusturdugu Hopf cebirin, taniminda faydalanilan
Lie cebir ile aralarindaki iliskidir. Bu iliski sayesinde Hopf cebir {izerinde yapilacak
incelemelerle Lie cebir ile ilgili bilgiler edinilebilir veya Lie cebirin 6zelliklerinden
faydalanarak, olusan Hopf cebir ile ilgili bilgiler edinilebilir. Bu konuda 6rnek olarak

(Connes ve Moscovici 1998) ve (Connes ve Moscovici 2005) kaynaklarina bakilabilir.

Tezimizde 6zelikle Hom-Hopf cebir yapisi lizerinde duracagiz. Bu yapinin temel
ozelliklerini (Majid 2000) ve (Abe 2004) kaynaklarini temel kaynaklar olarak alarak

inceleyip Hom-Lie-Hopf cebirini tanimlayacagiz.



Hom-Lie-Hopf cebiri tamimimi birkag adimda gergeklestirecegiz. Ilk olarak
temel tanimlar1 vererek gerekli Onbilgileri verecegiz. Daha sonra, bu bilgileri
kullanarak modiil ve esmodiil yapilarini inceleyecegiz. Ardindan, duallik ile ilgili bazi
tanimlar1 vererek, Hom-yapilar arasinda tanimlanan ¢ift capraz ¢arpim ve ikili ¢apraz
carpim tanimlarin1 yapacagiz. Daha sonra Hom-Lie cebir ¢iftinin evrensel zarflama

cebiri olan Hopf cebiri tanimlayarak tezimi tamamlayacagiz.

Literatiirde, tezimizde kullandigimiz tanimlardan Hom-cebir, Hom-escebir gibi
tanimlarin ilk ¢ikis noktasi Lie cebirlerde olmustur (Gelfand ve Fuks 1970, Yakovlev
1975). Lie cebirlerde Jacobi 6zdesliginin bir homomorfizma yardimiyla degistirilmesi
sonrasinda ileride Hom-Lie cebirler olarak adlandirilacak yapilar olusmustur. Daha
sonra, birlesme 6zelliginin bir homomorfizma yardimiyla degistirilmesi ile Hom-
cebirler elde edilmistir (Makhlouf ve Silvestrov 2008). Benzer sekilde
esbirlesmeliligin homomorfizma yardimiyla degistirilmesinden Hom-escebirler elde
edilmistir. Bu tanimlamalardan sonra ise Hom-bicebir (Makhlouf ve Silvestrov 2010)

ve Hom-Hopf cebir tanimlar1 yapilmistir (Makhlouf ve Silvestrov 2009).

Daha 6nce yapilmis ¢alismalardan farkli olarak, tezimizde tanimin1 yaptigimiz
Hom-bicebir veya Hom-Hopf cebir tanimlarinda kullanilan cebir homomorfizmasi ve
escebir homomorfizmasi birbiri ile iliskili olmak zorunda degildirler. Literatiirde,
Hom-Hopf cebirler, (a,a) -Hopf cebirler ve (a,a™') -Hopf cebirler olarak
tamimlanmis ve ¢alisilmistir (Makhlouf ve Panaite 2015, Lu ve Wang 2016). Ancak
tanimladigimiz Hom-Hopf cebirler (a, §)-Hopf cebirlerdir ve f homomorfizmasinin
secilimine gore diger ¢aligmalarla uyumluluk gosterirler. Bizim (a, 8)-Hopf cebirler
izerinde durmamizin sebebi ise herhangi bir (g, ) Hom-Lie cebirinin evrensel
zarflama cebiri olan Hom-Hopf cebirinin escebir yapisinin esbirlesmeli olmasi yani

(a, id)-Hopf cebir olmasidir.

Kullandigimiz bir bagka tanim ise, ¢ift ¢apraz ¢arpim ve ikili ¢apraz ¢arpim
yapilardir. Bu yapilar ilk kez S. Majid’in doktora tezinde tanimlanmis olup ayrintili
olarak (Majid 2000) kaynaginda incelenmistir. Ikili ve ¢ift capraz ¢arpim Hopf cebir
tanimlar1 da belirtilen kaynakta incelenmis olup Lie cebirlerinin evrensel zarflama
cebiri olan Hopf cebirleri ve yaridualleme ile verilen ikili ¢apraz ¢carpim Hopf cebir
tanim1 ilk kez (Moscovici ve Rangipour 2009) kaynaginda verilmistir. Ikili capraz

carpim Hopf cebirini, kendisini olusturan cebirler iizerinden daha kolay bir sekilde



calismak miimkiin olmaktadir (Rangipour ve Siitlii 2012). Bu da bizi Hom-Lie-Hopf

cebir tanimin1 yapmaya iten nedenlerden biridir.

1.2 Temel Tanim ve Kavramlar

Tez siiresince tiim yapilar k cismi tizerinde tanimlanacak olup herhangi bir

tamimda gerekli goriilmedigi siirece tekrar belirtilmeyecektir.

1.2.1. Tammm. V ve W vektor uzaylar1 olsun. Bu uzaylar ile olusturulan
(Vew, +) uzay direk toplam uzayidir. Vektor uzaymin elemanlart (v, w) seklinde

belirtilir ve bu uzayin temel 6zelliklerinden bazilar1 asagidaki gibidir:
Vv,x€eV; wy€eW; A€ kigin
Alv,w) = (Av, Aw),
(v,w)+(xy)=W+x,w+y),
v,0) + (0,w) = (v,w).

1.2.2. Tammm. V ve W vektor uzaylart olsun. Bu uzaylar ile olusturulan (V ®
W,+) tensdr ¢arpim vektdr uzaymnin elemanlart (v,w) =v @ w ile gosterilir.

Ayrica, bu uzayin 6zellikleri asagidaki esitlikler ile verilir:
Vv,x €V, w,y€eW; A€kigin
VRWH+HxRXQy=xQy+vQRQw,
AWWRw=vQ Aw,
W+ Qw=rvQw+xQw,
VR +w) =rvQy+rvQw.

1.2.1. Lemma. k cismi tlizerinde tanimlanmig herhangi bir vektor uzay1 V olsun.

Bu durumda
kQV=V=zVREk

dogal izomorfizmalar1 mevcuttur.



SV XV SV
(u,v) » u.v

Bu islem, asagidaki sartlar1 sagliyorsa V uzayina, k cismi iizerinde bir cebir denir.

i. Va€kveVuv€V ign; (aw).v =a(u.v)
ii. Vu,v,w€V igin; u.(v+w)=wrv)+ (uw)
iii.  Vu,v,w eV igin; (u+v).w=(uw)+ (v.w).

Tanim 1.2.3 te cebir tanimi1 verilmistir. Asagida ise escebir ile cebir arasindaki

iliskiyi daha rahat gorebilmek adina cebir tanim1 diyagramlar yardimiyla verilmistir.
(A, ,n) cebiri olsun. Bu cebir lizerindeki doniisiimler asagidaki gibi tanimlidir:
+HAQA-A AQRA-A n:ik- A

Bu cebir yapis1 iizerinde ¢arpma isleminin saglamasi gereken birlesme 6zelliginin

diyagram ile ifadesi asagidaki gibidir:

ARA®A
‘Aid \f@-
AR A ARQA

S

n ile ifade edilen birim doniisiimiiniin diyagramla ifadesi ise asagidaki gibidir:

AR A ARA
n@MI\\; id@ﬁ\\\
EkQRA = A ARk = A

A ve B iki cebir olsun. Bu cebirlerin vektor uzaylarinin tensor ¢arpimlari ile elde
edilen A @ B vektor uzayi iizerinde tanimlanan ¢arpim ise Va,b € AveVc,d € B

i¢in



@®c)(b®d) = (abQ cd)
olarak tanimlanir.

Tensor cebiri, yukarida verilmis olan tanima Ornek olarak verilebilir.
(T(V),+,") olarak ifade edilen tensér cebiri V' vektor uzayr ile asagidaki gibi

tanimlidir:

TW) =kOVOVRVAVRQVRV D ....

Yani, tensor cebiri V vektdr uzayinin elemanlarinin sonlu tensor ¢carpimlarinin lineer

bilesimlerinden olusur.

1.2.4. Tammm. A ve B iki cebir olsun. f: A = B olarak tanimlanan doniisiim

Y a,b € Aigin
f(ab) = f(a)f(b)
f=1
sartlarini saglasin. Bu durumda f déniisiimiine cebir dontisiimii denir.

1.2.5. Tanim. A bir cebir olsun. I, A nin alt uzay1 olsun ve soldan ¢arpmaya gore

kapali olsun. Bu sartlar1 saglayan I, A cebirinin sol idealidir.

Sag ideal tanim1 da benzer sekilde yapilir. Bir ideal hem sag hem sol ideal ise
yalnizca ideal olarak adlandirilir. A cebir, I A nin ideali olsun. A/I yapisi da bir cebir

yapisidir.

Escebir tanimi ise cebir tanimindaki diyagramlara benzer diyagramlar

kullanilarak asagidaki gibi verilebilir.

1.2.6. Tamm. (C,A,e) escebir olsun. Escebirin doniigimlerinden A ile

gosterilen escarpim, C lizerinde tanimhidir ve A: C = C @ C,

Ao = Z i) R Ci(z)

l

olarak ifade edilir.



Esbirlesmelilik diyagramlar yardimiyla asagidaki gibi gosterilir:

CRCRC

oy
Y

Burada ifade edilen esbirlesmeliligin elemanlar ile gosterimi asagidaki gibidir:

o

\N/

¢y ® c) @ @ = cw @ caye) ® ¢
Esbirlesmeliligin oldugu durumlarda alt indislerin
¢ ® c@) @ )@ = Cww & @ ® @) = ) B cz) A )
olarak tekrar isimlendirilmesi miimkiindiir.

Esbirim ise €: C — k olarak tanimlidir. Esbirim i¢in ise asagidaki diyagram

yeterlidir:
C®C CRC
6®idx A id®6X\A
k®C = C CRk = C

Tanimda verilmis olan es¢arpim gosterimi yerine ayni anlamda olan agagidaki

gosterim kullanilacaktir:
A(C) = C(l) ® C(Z)'

C ve D iki escebir olsun. Bu escebirlerin vektor uzaylariin tensor ¢arpimlari
ile elde edilen € ® D vektor uzay: iizerinde tanimlanan esgarpim ise V c € C ve

Vd € D igin
Ac®d) =cu) ®du Qcpr ®dy

olarak tanimlanir.



1.2.7. Tanmm. C ve D iki escebir olsun. f: C = D olarak tanimlanan doniisiim

VY c € C igin
(fF®fehlc) =Acf,
€eof =c¢€
sartlarin1 saglasin. Bu durumda f doniistimii escebir doniisiimiidiir.

1.2.8. Tamm. (H, -,n,A,€e) bicebir olsun. H bicebiri hem cebir hemde
escebir yapilarina sahiptir ayrica bu yapilar arasinda (V h, g € H)

AChg) = A(R)A(), A1) =11, e(hg) =e(h)e(g), (1) =1
sartlarin1 saglanir.

Burada esitlikler yerine “Carpim ve birim doniistimleri, escebir

dontisiimleridir.” ifadesi kullanilirsa ayni sartlarin sagladigi ifade edilmis olur.

1.2.9. Tamm. (H, -,n,A,€) bicebir ve S:H — H linecer antipot doniisiimii
tanimlansin. Bu durumda (H, -,n,A,¢€,S) Hopf cebirdir ve antipot asagidaki sarti

saglar:
(S Qid)od =-(id ® S)od = noe.
Ek olarak, antipot bir tektir ve asagidaki esitlikleri saglar:
S(hg) = S(W)S(g),
S() =1,
S®S)oA(h) =t0A0S(h),
eS(h) = e(h).
Burada kullanilan 7 doniisimii 7: A @ B — B @ A lizerinde
t(a,b) = (b,a)
olarak tanimhdir.

Hopf cebir yapisini daha 1y1 anlatabilmek i¢in Sweedler in 4 boyutlu Hopf cebir

ornegi verilebilir.



{1,x, g, g~} kiimesi ile iiretilen vektor uzayi olsun. r € k tersi olan bir eleman

olmak tizere ¢arpma islemi asagidaki bagintilar ile verilir:
ggt=1=g1g, xg = rgx, xg~l=r"1g71x.
Esbirlesmeliligi saglayan escarpim ve esbirim asagidaki bagintilarla verilir:
A)=x®1+g®x, Ag=9gQg AgH=g"®g™",
e(x)=0, e(@=e(@ghH=1

Son olarak Hopf cebirin bicebirden en Onemli ayrimi olan antipod asagidaki

bagintilarla verilir:

S =-g7'x, S@=g" S@H=g

Calismamizda kullanacagimiz bir diger 6nemli yapi1 ise Lie cebiridir. Lie

cebirinin tanimi1 asagidaki gibi verilebilir.

1.2.10. Tamim. V vektor uzay1 olsun. Bu uzay ilizerinde tanimli alterne bilineer

dontistim [.,.]: V ® V - V, Jacobi 6zdesligini sagliyorsa, bu yapiya Lie cebri denir.
Jacobi 0zdesligi ise her x, y, z eleman1 igin
[x, Ly, Z]] + [z, [x, y]] + [y, [z, x]] =0
esitliginin saglanmasidir.

Modiil tanim igerisinde kullanilacak olan sol etki tanim1 asagidaki gibidir. Sag

etki tanim1 da benzer sekildedir.

1.2.11. Tamm. G grup ve M bir kiime olsun. G grubunun M kiimesine soldan

etkisi,
GRM->M;, (gx)=gex
etkisi yardimiyla tanimlanir. Bu etki

i l,ox=x

i. (g1.92) >x =g, (g2 >x)

sartlarin1 saglar.



1.2.12. Tamm. R halkave (G, +) degismeli grup olsun. R halkasinin G grubuna

soldan etkisi - : R @ M — M doniisiimii ile tanimlansin. Bu etki

i. r meM
ii. r(my + my) =rmy +rm,
iii. r+sym=rm+sm

iv. (rs)ym =r(sm)
sartlarini saglar ise bu yapiya R-modiil denir.

Asagida, Hom-Lie-Hopf cebir tanimi ve Ozelliklerinin incelenmesi igin

kullanilan tanimlardan ve teoremlerden bazilar1 verilmistir.

1.2.13. Tanmm. g bir Lie cebiri ve ® g, g Lie cebirinin tensoér cebiri olsun. Her

X,y EQ g icin
xQy-—yQx—|[x,y]

formundaki elemanlarin tirettigi J ideali & g cebirinin (sag ve sol) idealidir. O zaman
& g/7 yapisina, g Lie cebirinin evrensel zarflama cebiri denir ve U(g) ile gosterilir.

Ayrica g Lie cebirinin evrensel zarflama cebiri
U(g) =® /7
olarak ifade edilebilir.

Evrensel zarflama cebirinin 6nemi, birlesmesiz olan Lie cebirinden birlesmeli
olan cebir yapisina ge¢mek ve etki 6zelliklerinin bozulmamasini saglamasidir (Bekaert

2005).

Asagidaki onerme yardimiyla, zarflama cebirleri ile ilgili 6nemli bir 6zellik

ifade edilmistir.

1.2.1. Onerme. g;,9y,...,8, Lie cebirler ve g = g; X g, X=X g, olmak

lizere,

[ U(gy) X U(gy) XX U(gy) = U(9); f(ug, Uz, e, Up) = Uy o Uy

lineer dontisimii yardimiyla U(g;) @ U(g,) QX U(g,) = U(g) izomorfizmasi
vardir (Dixmier 1977).



Asagida konvoliisyon ¢arpim, cebir ve escebir arasindaki iliski verilmistir.

(C,A€), k cismi lizerinde tanimli bir escebir olsun ve (4,u,n), k cismi
tizerinde birlesmeli bir cebir olsun. Dual vektér uzayr C* = Hom(C,k) nin

konvoliisyon ¢arpimi ile bir cebir oldugu gosterilmistir.

1.2.14. Tanmmm. C* {lizerinde konvoliisyon carpimi asagidaki gibi tanimlidir:

(Abe 2004).

f*g=u(flc) glc))

Oncelikle konvoliisyon ¢arpimiin birlesmeli oldugunu gérelim:

((f * )+ h)() = (u(f e1), 9(c2)), h(es))

ve

(RICED) R (CICHTICH))
oldugundan ve A cebir ¢arpimi p birlesmeli oldugundan

((fxg)xh)=(f*(g*h))

olur. Dolayistyla, konvoliisyon ¢arpimi birlesmelidir. Konvoliisyon ¢arpiminin birimi

ise, ne dur. Dolayisiyla, herhangi bir escebirin duali de cebirdir.

Akla gelebilecek ilk soru, herhangi bir cebirin dualinin escebir olup
olmadigidir. Cebir sonlu boyutlu ise, duali escebirdir (Majid 2000). Ancak sonlu

boyutlu olmadig1 durumlarda kisitlanmis dual tanimindan faydalanilir.
Kullanilacak diger bir tanim olan kisitlanmis dual tanim1 asagidaki gibidir.

1.2.15. Tammm. A herhangi bir cebir olsun. A cebirinin kisitlanmis duali

asagidaki gibi tanimlanir:

A°={f e Hom(A,k) |31 € ker(f),] 2 Avedim(A/I) < o }.
Tanim 1.2.12 den Tanim 1.2.15 e kadar olan kisimda tezimizde kullanilacak olan
temel bazi kavramlara yer verilmistir. Buradaki tanim ve sonuglar Majid (2000)

kaynagindan alinmistir.
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1.2.16. Tammm. H bir Hopf cebir olsun ve A sol H-modiil cebir olsun. A Q@ H

yapisi iizerinde tanimli olan
@@ b ® 9) = alha) > b) ® kg

carpima sol ¢apraz c¢arpim cebir denir ve A X H ile gosterilir. Bu cebrin birimi ise,

1 @ 1 ile gosterilir.
Escebir i¢in benzer bir tanim ise, Tanim 1.2.13 de verilmistir.

1.2.17. Tamim. H bir Hopf cebir olsun ve C sag H-esmodiil escebir olsun. H Q

C yapisi lizerinde tanimlanan
ACh ® ¢) = ha) ™ cy<o> @ h) cy<i>™ ), (R ® ) = e(h)e(o).
carpima sag capraz escarpim escebiri denir ve H »< C ile gosterilir.

1.2.18. Tamim. U, F Hopf cebirler olsun. Eger F bir U-modiil cebir, U da bir F-

esmodiil escebir iken
eue ) =ee(f), A f) = ugycos > fiy ® uwy<r>(Ue) > fi),
VA =1®1L V) = ugcoskos ® Uay<rs (e & uis),
U2)<0> & (u(1) & f)u(2)<1> = U1)<o> & u(1)<1>(u(2) > f)
sartlar1 saglaniyorsa, (F, U) yapisina bir karsilikli Hopf cebir ¢ifti denir.

1.2.1. Sonug. Eger, (F, U) bir karsilikli Hopf cebir ¢ifti ise, 0 zaman F »1 U =

F @ U asagida verilen ¢arpma ve es¢arpma islemlerine gore bir Hopf cebir olur:
FRW @u) = f(uw &> f) Quu,
A(f @ u) = f) ™ Umy<o> @ f2) Un<i>* U,  €(f @ u) =e(fe(w).
Bu cebirinin antipotu ise

SE®u)=(1& S(ucp>))(S(fucs) ® 1)

olarak tanimhidir.
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1.2.19. Tammm. U ve V iki Hopf cebir olsun. V sag U-modiil escebir, U sol V-

modiil escebir iken

ve @) = (v & uw) ((ve) <ue) = u), @)
1<9u=e(uw),

W) <su=(v<(vy > uw) ) (Ve <uw) (2)
val=e(),

V) QU B V) B Uz) = V() S Ue) @ Va) S U ©)

esitliklerini saglayan (U, V) ikilisine, eslenmis Hopf cebir ¢ifti denir. Ayrica, U Q V

uzerinde
(u V) x4 V) =ug & uq) X (ve U @)V
Au @ v) = upy ® va) Q ue) vy

islemleri ile tanimlanan yapiya da ¢ift ¢apraz ¢arpim Hopf cebir denir. Tanimlanan

Hopf cebir, U = V semboliiyle gosterilir.

Cift capraz carpim Hopf cebiri olan U ™ V yapisi, escebir olarak U @ V
yapisina izomorftur. Ayrica, bu yapinin ¢arpimsal birimi, 1 > 1 iken antipot tanimi

asagidaki gibi verilir:
S v) =S(vw) & S(uw) = $(ve) < S(ue)-

Tanima gore U ve V, U = V yapisinin Hopf altcebirleri olur. Tersine, U ve V Hopf

cebirler iken U > V yapisi da bir Hopf cebir olur.

Bu bolimde degindigimiz tanim ve teoremler (Abe 2004, Majid 2000)
kaynaklarindan alinmigtir ve ileriki bdliimlerde tanimlayacagimiz tanim ve

teoremlerin temelini olusturmasi agisindan 6nemlidir.
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2. HOM-YAPILAR

2.1  Hom-Hopf Cebirler

Daha once belirttigimiz gibi Hom-cebir, Hom-escebir, Hom-Hopf cebir gibi
tanimlarin yapilmasinda Onciiliik eden ilk c¢alismalar Lie cebirlerde yapilmistir
(Gelfund ve Fuks 1970, Jakovlev 1975). Daha sonra bir dizi ¢aligma sonucunda Hom-
Hopf cebire kadar tiim tanimlar verilmistir (Makhlouf ve Silvestrov 2008, Makhlouf
ve Silvestrov 2009, Makhlouf ve Silvestrov 2010).

Bu boliimde, Hom-cebir, Hom-escebir, Hom-bicebir, Hom-escebir tanimlarimni

verdikten sonra bu yapilarin dualleri ile ilgili tanim ve 6nermelerimizi verecegiz.

2.1.1. Tanmm. A birlesmeli bir cebir olsun. A tlizerinde, a:A — A donisimi

tanimlansin, V x,y,z € A igin

(a(x) (v -2))=((x *y) -a(2))

sart1 saglantyorsa, « homomorfizmasi ile degistirilmis Hom-birlesme 6zelligine sahip

olan A cebirine Hom-birlesmeli cebir denir.

A cebiri iizerinde tanimli bu Hom-birlesmeli cebir yapisini gostermek icin
(4,",n, @) gosterimi kullanilir. Tezin devaminda, Hom-cebir ifadesi, Hom-birlesmeli

cebir ifadesi anlaminda kullanilacaktir.

2.1.2. Tanmm. (4, u,n, a) Hom-cebir olsun. Hom-terslenebilir eleman olan x,

n € N i¢in asagidaki sart1 saglar:

(@"ow)(xox™) = (a0 w(x~ " ox) =n(1).

2.1.3. Tamm. (4, u,n, @) Hom-cebir ve M vektor uzayi olsun. p:AQ M - M

ve y: M — M lineer doniistimler olsun.

—

AQARQM  puoy AQM M
la@p p 14 p
AQM —p—* A kQMnQidAQM
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Diyagramlar ile ifade edilen sartlara sahip (M, p,y) modiiline, A Hom-cebir

tizerinde (sol) Hom-modiil denir.

2.1.4. Tanmm. (A4,u,n,a) Hom-cebir tizerinde iki Hom-modil (M, p,y) ve
(M, p',y") olsun. f:M — M’ doniisimii f o y = y'o f sartin1 sagliyorsa ve

AQM— p ™ M
def f
AR M _L’ M’
diyagrami degismeli ise f doniigiimii, Hom-modiil dontigiimiidiir.
2.1.5. Tammm. (C, A, €) escebiri iizerinde tanimh §: C = €, donilisiimii
A®pA= (B M)A
sartin1 sagliyorsa bu yaprya Hom-escebir denir ve (C, A, €, ) ile gosterilir.

2.1.6. Tamm. (C, A, €, ) Hom-escebir, M vektor uzayi olsun. V:M - M @ C
ve 0:M — M lineer donistimler olsunlar. Asagidaki degismeli diyagrama sahip

(M, V, 8) yapisina C Hom-escebir {izerinde (sag) Hom-esmodiil denir:
—_—
MKCRQC VL MQC

os 1l b\

MQC Y M M®kld®€M®C

»
»

2.1.7. Tamm. (C, A, €, ) Hom-escebir tizerinde iki Hom-esmodiil (M, V, 6) ve
(M',V',8" olsun. f: M — M’ doniisiimii f 0 8 = 0’0 f sartin1 sagliyorsa ve

MC—p ™M
f®id f
M®C VvV M

diyagrami degismeli ise f doniistimii Hom-esmodiil doniistimiidiir.
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2.1.1. Onerme. (C,A,¢ ) Hom-escebir, B doniisiimii izomorfizma ve
(A, u,n, ) Hom-cebir olsun. Bu durumda, Hom(C, A) asagidaki islemlerle Hom-
cebirdir: (Vf,g € Hom(C,A) veV c € C)

w(f & g)(c) = ll(f(ﬁ_z(c<1>)) by g(ﬁ_z(c<2>))); a*(f)=aofo ,8_1-

Ayrica belirtilen yapilar birimli ise dualleri de birimlidir ve asagidaki gibi

tanimlidir:
n*:k - Hom(C, A), n*(1)=noe.
Ispat. Herhangi f, g € Hom(C, A) ve ¢ € C igin

w(a () @ w(g ® h))(c)

= (@ (DB ) ®u (g ® W(B2(c)))

u (a (F(B%(cc1))) ®@ 1 ( 9(F*(cazsr>)) ® h(ﬁ—4(c<z><z>>)))

H (a (f(ﬁ_4(c<1><1>))) X u ( g(ﬁ_4(c<1><2>)) b2 h(ﬁ_3(c<2>)))>

=u <.“ (f(ﬁ_4(c<1><1>)) ® g(ﬁ_4(c<1><2>))) ® a (h(ﬁ_3(6<2>)))>

= (W(f® 9)Qa* (W)()

esitligi bulunur. Boylece (Hom(C, A), u*, a*) nin Hom-cebir oldugu goriilir. Birim

ise
w1 ® Q) =" (oe® ()
=1 (n (e(87 () ® F(B(cz))) = 1 (1) ® F(87(©)))

=a(f(F7(0)) = " ()

esitlikleri yardimiyla ispatlanir. Sonug olarak, (Hom(C, A), u*,n*, a™) birimli Hom-

cebirdir.
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2.1.1. Sonu¢. (C,A, ) Hom-escebir, f donilisimii izomorfizma olsun. Bu

durumda, Hom(C, k) asagidaki islemlerle Hom-cebirdir: Vf,g € C* ve V ¢ € C igin
w(f ® 9)(e):= f(B(c<1>))g(B*(c<2>))
esitligi vardir. Hom-cebirin doniigiimii ise
a(f)=fop™"
seklindedir. Ayrica, yap1 birimli ise dual birim
n*:k - C* n*(1) =¢
olarak tanimlidur.

Dual yapisi tizerinde tanimlamalari verirken ihtiyacimiz olan bir diger tanim ise
Hom-cebir ve Hom-escebir yapilarinda kisitlanmis dualdir. Kisitlanmis dual ile ilgili
temel tanim ve bazi 6zellikler i¢in (Abe 2004, Hassanzadeh ve dig. 2015) kaynaklarina

muracaat edilebilir.

2.1.2. Onerme. (4, 4, @) carpimsal Hom-cebir olsun. Bu durumda, (4%, (a™1)*)

ikilisi agsagidaki etki ile sol Hom-A-modiil olur:
pA®A > A, pa® @)= f (a7 (@ @ @)).
Benzer sekilde, (A%, (a~1)*) ikilisi asagidaki etki ile sag Hom-A-modiil olur:
A @A A, p(f @W)(@) = f(a*(ua®a)))

Ispat. Ispat sadece sol modiil asagidaki gibidir. Islemler acisindan kolaylik

olmasi adinaV a € A ve Vf € A* i¢in
avf=p(a®f)
gosterimini kullanilirsa
(e(@) & (@' = N)@) = (@ & f) (a2(a"s a(@))
=(a'> f)(@?@)ea (@) = fla*([(a?@) ®a ()] ®a"))

=f([(a™*(@) sa3(a)] ®a~?(a")
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= fa*(@") o [(a*(a) s a3(@)])
= f(a(a" » (a® a)))
= (@) (a(a"w (awa)))
= (asa) & (@) ()@,
esitlikleri elde edilir ve ispat tamamlanir.

Siradaki 6nermede kullanilmak tizere, Abe (2004) kaynagina benzer olarak

asagidaki tanimlamalar1 yapalim:

Ar ={p.(a @ f)la € A}
ve

AT = {pr(f ® a)la € A}.

Bu tanimlamalar yardimiyla asagidaki dnermeyi verelim.

2.1.3. Onerme. (4, u,a) carpimsal Hom-cebir iken f € A* verilsin. Af nin

sonlu boyutlu olmast i¢in gerek ve sart (A" sonlu boyutlu olmasidir,

Ispat. A; sonlu boyutlu olsun ve bazi {fi, f2, ..., f,} olsun. Yani, V a € 4 igin

p@®f) =) g@f

olacak sekilde g;(a) € k vardir. Boylece

pr(f ® a')(a) = f(a™2(a'®a)) = p,(a ® f)(a")

= Zn:gi(a)fi(a’) = (Zn: fi(a')gi> (@

elde edilir. Bu da (A" igin bir bazin {g4, g5, ..., gn} oldugunu gosterir yani (A" sonlu

boyutludur. Ispat benzer sekilde tamamlanur.

Dual tamiminda kullanacak olan iki doniisiim asagidaki gibidir. ilk olarak,
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mAQA > AR®A), n(f®g(a®a’)=fla)gla)

doniistimii tanimlanir. Bu lineer doniisiimde herhangi bir /-, g; ® f; € A* ® A” i¢in

{f1, f2» s fu} lineer bagimsizdir, (X2 g; @ f;) = 0 dir. Ayrica, V a,a’ € A igin

T[(Z 9i ®fz> (a®a') = Zgi(a)fi(a’) = <Z gi(“)ﬁ') (@) =0

esitligi bulunur. EK olarak, {fi, f2, ..., f} lineer bagimsiz olmasindan dolay1 g;(a) =
0 dir. Buradan da

> ai®fi=0

esitligi elde edilir.
Ikinci olarak,
A" > (A®A), §a®a)=f(a*(awa))=f(a"*(a)wa?(a))

doniisiimiinti tanimlanir. Bu tanimlamalar yardimiyla Abe (2004) kaynaginda verilmis

teoremin bir benzeri asagidaki 6nermede verilmistir.

2.1.4. Onerme. (4, u, a) carpimsal Hom-cebir olsun ve f € A* verilsin. Bu

durumda, 8(f) € m(A* ® A") olmasi igin gerek ve yeter sart Ar nin sonlu boyutlu

olmasidir.

Ispat. 5(f) en(4* @ &) ve (X, 9; ® fi) = 8(f) olacak sekilde f;, g; €
A*olsun. §(f)(a ® a') = p.(a’ Q f)(a) oldugundan,

p@ @ N(@=n (Z £i® gl-) @®a) =) fil@g@) = (Z gl-(a')fi) (@)
i=1 i=1 i=1

elde edilir. Bu da Af nin {fy, f5, ..., fu} kiimesinin gerdigi kiimenin alt kiimesi

oldugunu gosterir. Yani Az sonlu boyutludur. Tersi de benzer sekilde gosterilir.
2.1.5. Onerme. (4, u, @) carpimsal Hom-cebir olsun ve A nin kisitlanmis duali

A° == {f € A" | dim(A4}) < o0}
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olsun. Bu durumda, herhangi bir f € A° i¢in §(f) € m(A° ® A°) dir.

Ispat. Verilmis bir f € A° igin tanim geregi f € A" dir. Ayrica, A sonlu
boyutlu oldugundan bu yapmin bazi {fy, fs, ..., fn} secilebilir. Bu durumda,

91,92, -, gn € A* olacak sekilde a’ € A mevcuttur ve
n
@ ® )= gi@f,
i=1
esitligi elde edilir. Obiir taraftan,
n n
5(NE@®a) =pu(a' ® N@ = ) g@)fi(@) = (Z £i® gi> (@®a)
i=1 i=1
esitligi elde edilir. Sol ve sag etki tanimindan,
n
pL@ @ (@) = ) gi(@)fi@ = pp(f ® a)(@)
i=1

yazilabilir. Burada {aq,a,,...,a,} S A ve fi(aj) = §;; oldugu kullanilarak g; =

PR (f ® aj) € A" oldugunu elde edilir. Herhangi bir b € A i¢in

Pr(pr(f ® @) ® b) = pg (@' (f) ® (awa'(b)))

=) fl@ B eaygioa™

esitligi elde edilir burada pr(pr(f ® a) ® b) {g,0a™}, ..., g, 0 a1} kiimesinin

gerdigi kiimenin alt kiimesidir. Bir baska ifade ile , rgqA" sonlu boyutludur.
Bahsedilen uzay sonlu boyutlu olduguna gére 4, rgq) de sonlu boyutludur. Buradan

pr(f ® a) € A° oldugunu bulunur. Sonug olarak, g; = pr(f ® a;) € A° dir ve

5(F) = (Zf ® gi> € n(4" ® 4)

dir. Benzer olarak,
5(f) Em(A° ® A7)
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elde edilir. Bu iki esitlik ile iddiada belirtilen
6(f) em(A° @ A?%)
ifadesi ispatlanmuis olur.

2.1.2. Sonu¢. (A4, u,a) Hom-cebir olsun, bu Hom-cebirin kisitlanmis duali
(4°,m7 10 &, (@™ 1)*) Hom-escebirdir. Eger yap: birimli ise yani (4, u,n, a) birimli

Hom-cebir ise kisitlanmis duali (A°, n~ 106, n", (a"l)*) esbirimli Hom-escebirdir.
Ispat. Onerme 2.1.5 kullanilarak asagidaki esetki tanimlanr:
n106:4° - A° ® A°.
Degismelilik sartin1 kontrol etmek icin asagidaki denklemler kullanilir. Ilk olarak,
(@) ®@n 08 o)) = (@) (faas) B fazscr> ® fazs<as
esitligini ve ikinci olarak
(06 ® (@)@ 0 6)(f) = fersers @ fers<os @ (@D (fezs)

esitligini asagidaki denklemler ile birlikte g6z 6niinde bulundurarak
(@) (fars) ® fezsars ® fernezs)@® @' ® a)
= fas (a7 (@) fezs(a7?(a' #a") = f(a7*(@) #[a~*(a) wa™*(a")])
=f(la™*(@ sa *(@)] sa3(a") = fer (@ *(a @) fep5 (a7 (™)
= (feas<1> ® feas<zs ® (@) (fers)) (@ @ a' @ a”),
esitligi elde edilir. Egbirim i¢in ise,
(id ® 1) (0 8)(F)) (@) = fers @1 (fez5)
= f(a?(aen®)) = f (e *(a(@)) = fa (@) = (@' (H(@),
esitlikleri ve

o (@I =n"((@)*(N) = (@ (H (D))
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=f (' (D)) = F(GD) =7 ()

esitlikleri yeterlidir. Sonug olarak, (4, u,n , a) birimli Hom-cebirinin kisitlanmis duali

olan (4°, 770 &,1%, (a™1)*) yapu, esbirimli Hom-escebirdir.

2.1.8. Tammm. (B, u, «, A, ) Hom-bicebir olsun. Bu durumda

kosullar1 saglanir.

(B, u, «) Hom-cebir,
(B, A, B) Hom-escebir,
Hom-escebir yap1 doniisiimleri olan A ve S, Hom-cebir
dontistimleridir;
a Aou=@Quo(idotoid)o(AQ A),
b. Aoa=(a@ a)o 4,
. Bopu= po(BAP),

. foa=aofp.

o o

2.1.9. Tamm. (B, u,n, a, A, &, B) birimli ve esbirimli Hom-bicebir olsun. Bu

durumda

kosullar1 saglanir.

(B, u,n, a) birimli Hom-cebir,
(B, A, &, B) esbirimli Hom-escebir,
Hom-escebir yap1 doniistimleri olan A ve B, birimli Hom-cebir

dontistimleridir;

a A(n(D) =n1) @),

b. Aou= @U@ uo(idot oid)o(A R A),
c. Aoa=(a® a)oA4,

d. eon =idy,

e. cou=¢Qz¢,

f. coa=c¢,

g. Bon=n,

h. Bopu= puo(BRP),

. foa=aof
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2.1.10. Tamm. (H, u,n, a, A, €, 5,S) Hom-Hopf cebir olsun. Bu durumda

i. (H,u,n,a,A e B) (es)birimli Hom-bicebirdir.

ii. S : H —» H tamiml1 lineer antipot dontisiimii asagidaki esitlikleri saglar:
a uo(S®IdDoA=puo(ld@S)oA=nocs,
b. Soa=«ao0S,

c. Soff=poS
sartlar1 saglanir.
Antipotun sagladig1 baz esitlikler Onerme 2.1.6 ile asagidaki gibi verilir.

2.1.6. Onerme. (H,u,n, a, A, &, 5,5) herhangi bir Hom-Hopf cebir olsun. Bu
yapida antipot bir tektir ve asagidaki esitlikleri saglar:

i. Son=n,

ii. €0S =¢,

iii. Sou=uo(S®Sor,
iv. AoS=(T0o(SQS)oA).

Hom-Hopf cebirin kisitlanmig dualinin de Hom-Hopf cebir oldugu, kisitlanmis

dual tanim1 yardimiyla Onerme 2.1.7 de verilmistir.

2.1.7. Onerme. (H,u,n,a,A g B,S) bir Hom-Hopf cebir olsun. Bu yapinin
kisitlanmis duali olan (H®, A% &, (B71)*, w20 8,1%, (a™1)*,S*) yapis1 da bir Hom-
Hopf cebirdir.

Ispat. Sonlu boyutlu vektdr uzaymda tanimlanmis olan Hom-Hopf cebirinin
dualinin, Hom-Hopf cebir oldugu kaynak (Makhlouf ve Silvestrov 2010) de
belirtilmistir. Sonsuz boyutlu vektor uzayinda ise kisitlanmis dual yardimiyla, Hom-
Hopf cebirinin dualinin, Hom-Hopf cebir oldugunu géstermek i¢in asagidaki tanimlar

gereklidir.

Sonug 2.1.1 kullanilarak, (H®, A%, &, (B~1)*) yapis1 birimli Hom-cebirdir denir.
Ayrica, Sonug 2.1.2 den (H°, w10 8,1% (a™1)*) yapis1 esbirimli Hom-escebirdir.

Sonug¢ olarak, Hom-Hopf cebirin kisitlanmis dualinin Hom-Hopf cebir oldugunu
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gosterebilmek icin bicebir sartlar1 ve antipot 6zelliklerinin gosterilmesi gerekmektedir.

[lk olarak Tanim 2.1.9. iii) nin (a) dzelligi asagidaki gibi gosterilir:
(m™08)(e)(h @ h') = (e)(a?(heh’)) =e(heh) = (e @ )(h ® h).
Ozelligi tekrar ifade etmek gerekirse yukaridaki ifade
(r7108)(e) =R ¢
seklinde yazilabilir.

Kisitlanmig dual yapida carpma islemini x: H @ H — H olarak gosterilsin.
Ayrica (T7208)(f) = fe1> Q feps € H° @ H° iken, asagidaki esitlikler elde edilir:

(" 108)(f * g)(h @ I') = (f x g)(a"2(h®h")) = (f » g)(a 2(h) »a~2(h"))
= f(B2(a % (har>) @ a2 (heys))) g (B2 (a2 (heps) @ a2 (hLy5))) =

= f(B2(a 7% (ha1>))® B2 (@ 2 (hers))) g (B2 (a7 (hezs)) ® B2 (@2 (hsz5)))
= fers (B72(he1s)) faos (B2 (he15)) <15 (B 72 (hazs) ) g <o (B2 (hrs))

= (f<1> * g<15) (W) (f<zs * g<25) (B).

Yukaridaki ifade kisaca agagidaki gibi ifade edilir:

(m08) (f * g) = (~208)(f) * (" 08)(g)
boylece (b) dzelligi gosterilmis olur.
(c) sart1 asagidaki esitlikler yardimiyla goriiliir:
((r™%08) 0 BV ® h) =@ 08)(f o T Q h')
= (fop ) (a2(hen)) = f(a2(7 (W) » f~* ()

= (@ 08)(f)(B~1(h) » B71(h"))
= (B @BV o@ o8))(f) (h® h')

Esitlik asagidaki gibi tekrar yazilabilir:
(m™08) o (B7) = (B @ (BN o(n™" 0d).

Bicebir olma sartlarindan (d) asagidaki gibi gosterilebilir, V o € k icin
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(1°0)(0) = £(1(0)) = 0.
n*oe = id,.
Bir diger sart (€) ise
n(fxg) =f*g(n®) = £ (p72(n(D)) g (B72(n(D)))
= f()g(®) =n"(OHn" ),
olarak goriilebilir.
0B = (f o (D) = £ (7 (D)) = F(nD) =n"(h),
Yukarida gosterilen (f) sart1 asagidaki gibi tekrar ifade edilebilir:
no(B~H) =n".
Sartlardan bir digeri olan (g) sartt
(@) 0 &)(h) = e(a (W) = e(h)
olarak gdsterilir.

(h) sart,

(@) (f *g)(h) = (f x g9)(a™*(h))
=f (.3_2 (a_l(h<1>))) g (.8_2 (a_l(h<2>)))

= (@' (N(B2har>)) (@) (@ (B2 (hezs)) = (@™ () * (@) (@) (),
olarak gosterilebilir kisaca ifade etmek gerekirse bu sart asagidaki gibi yazilabilir:
@™ (f * g) = @1 (F) * (@) (g).
Son olarak (i) sarti,
(@ o@D =@ oa ™) =(atop) = (B0 (@)

olarak ifade edilir. Boylece verilen yapinin bicebir sartlarini sagladigi gosterilmis olur.
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Hom-Hopf cebir sartlarindan antipotun sartlari ise asagidaki gibi gosterilir:

[lk olarak,
(S (f<1s) * feas)(h) = S*(f<1>)(,3_2(h<1>))f<2>(ﬁ_2 (h<2>))

= fa1> (S(ﬁ_z (h<1>))) f<2>(,8_2(h<2>))
=f (a—z (5(.8_2 (h<1>)) .p? (h<2>))>

=e(W)f(n(D) = " 0 )(H(W),
ozelligi tekrar ifade edecek olursak,
5" (feas) * feas =" (f)e
veya
feis* ST (f<2s) =" (e
esitlikleri elde edilir. Diger iki 6zellik ise asagidaki gibidir:
S0 =(B""08) =(Sop)= (oS
ve
S*o(a ) =(@toS) =Boa V)" = (aH)* o S"

Sonug olarak, (H,u,n,a,A, ¢, 3,S) Hom-hopf cebirinin kisitlanmig duali olan
(H°, A%, e, (B~ , m %0 §,n%, (a™1)*,S*) yapis1 bir Hom-Hopf cebir olur ve ispat

tamamlanmis olur.

2.2 Hom-Lie Cebirler ve Evrensel Zarflama Cebirleri

Bu boéliimde diizlemsel ikili agaclar kullanilarak Hom-Lie cebirlerin evrensel
zarflama cebiri olan Hom-Hopf cebirler tanimlanmistir. Kullanilacak olan Hom-L.ie
cebir tamimi asagida verilmistir. Daha sonra diizlemsel ikili agaclar boliimiine

gecilmistir.
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2.2.1. Tamim. g vektor uzay olsun. Bu uzay tizerinde, [-,-] anti-simetrik bilineer
carpimi ve a: g — g doniislimii tanimlansin. Bu yap1 {izerinde Hom-Jacobi 6zdesligi

olan

[a(x), [y, 2]] + [a(¥), [z, x]] + [a(2), [x,y]] = 0

sart1 saglanirsa, (g, ) Hom-Lie cebirdir.

2.2.1 Diizlemsel ikili Agaclar ve Hom-Hopf Cebirler

n pozitif bir tamsay1 olmak {izere, n yaprakli ve bir kokli ikili agaclarin
kiimesini T, ile gosterilir. Diizlemsellik terimi, ikili aga¢ gosteriminde agaglardaki
dallarin siralarinin, sagdan sola veya soldan saga 6nemli oldugu anlamina gelmektedir

(YYau 2008).

n=1,2,3,4icin T, kiimeleri asagidaki gibidir:

n={} .,;_,:{ : } -1:.._:{ . } “_{ N X % }

Yukaridaki her bir nokta bir baglanti noktasini belirtmekte ve o noktadan uzanan
dogrular ise dallar1 temsil etmektedir. Herhangi bir T;, agacinda, en altta kok olmak
tizere, n — 1 tane baglant1 noktas1 vardir. Ayrica, T,, nin eleman sayisin1 bulmak i¢in
Catalan sayilar1 kullanilabilir. Yani, n. Catalan sayisi olan C,, = (2n)!/n! (n + 1)!
sayist n+ 1 tane baglanti noktasina sahip tiim agaglarin kiimesi olan T, in

mertebesidir (Laurent-Gengoux ve dig. 2018).

Agaclarin ¢izimi ve bazi temel 6zelliklerini anlatabilmek icin, Y € T,, ve ¢ €
Tn agaclarmi ele almirsa. Y Vo islemi, Y ve ¢ agaclarinin sirastyla
birlestirilmesidir. Belirtilen agaclarin koklerini yeni bir baglanti noktasinda sirastyla
birlestirerek elde edilen yapi, elde edilen yeni kokiin iizerinde bir n+ m agag

olusturur. Bu durum asagidaki gibi ¢izilebilir:
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Burada bahsedilen islem, degismeli olmadigi gibi birlesmeli de degildir.

Ayrica, bir kokiin veya dalin kesilmesiyle yeni agaglar olusabilir. Herhangi bir
Y € T, agaci, p + q = nicin P, € T, ve P, € T, olacak sekilde tek tiirlii yazilabilir.
Yani, Y =, V P, tek tirlidiir (Yau 2008).

2.2.2 Agirhkh Agaclar

Herhangi bir n-agacin st dallarina a4, a,, ...,a, € N sayilar1 atanarak elde
edilen bu n-agacin, Y € T, nin, agirlikli aga¢ gosterimi (Y, a4, a, ..., a,,) seklindedir.

Asagida agirlikli 3-agac icin iki 6rnek verilmistir:

Y V @ olarak belirtilen agaclar1 birlestirme islemi agirlikli agaglar igin de
gecerlidir. Agirlikli agaglar igin birlestirme islemine asagidaki gibi bir 6rnek

verilebilir:

021 010 G W

Tim agirlikli n-agaglarin kiimesi B olsun

B = {1}UUBn.

n>0

Burada 1 birimdir. Ayrica, T ile B lerin tirettigi vektor uzayini ifade edilsin. O

zaman, birlesme islemini verilen notasyonlarla asagidaki gibi belirtebilir:
V:B, X By = Buym
Ayrica,

a:B, - B, @ =(9,51,52 -, S) > (p,s1+1,5,+1,...,s, + 1)
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doniistimii asagidaki sartlar1 saglasin:

1) a(l) =1,
i) 1vi1=1,
i) ev1i=1V¢e= alp).

Bu doniisiim ile birlestirme isleminin, Hom-birlesmeli olmadig: aciktir. Yani,

V@, @', ¢" €T eclemanlari i¢in

a(p) V(p'Ve") —(pVe)Valp")

elemanlart mevcuttur. Yukaridaki bigimdeki elemanlarin {irettigi ideali 7 ile
gosterilerek elde edilen T/J bolimii Hom-birlesmelidir. Bir bagka ifade ile
(T/3,v, 1, a) birimli Hom-cebirdir.

Herhangi bir ¢ = (@, 51,52, ..., Sp) Ve I == {t, t5, ..., t} € {1,2,...,n} i¢in

@1 € Ty, ile {1,2, ..., n}/I e karsilik gelen ve dallari 1 ile degistirilmis agaci ifade etsin.
Bu durumda, herhangi bir ¢ € B,, i¢in, asagidaki escarpim:

AT->TQT, A) = Z 01 Q ¢y, A1D)=1Q1
IuJj={1,2,..,n}
Inj=0

ve esbirim
eT->k, (1) =1, e(p)=0

tanimlanabilir (Laurent-Gengoux ve dig. 2018). Yukarida belirtilen ¢; agacinin ¢izimi

icin bir 6rnek asagidaki gibi:

olsun. O zaman, ¢ i¢in I = {3,5,6} olarak verilirse, elde edilecek olan ¢; asagidaki
gibidir:
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111124 1 13 5 9 3 5

(T/3,v,1, a) nin birimli Hom-cebir oldugunu belirtmistik. Verilen escarpim ve
esbirim ile (T/3,V, 1, q, 4, €, Id) yapisi da bir Hom-bicebir olur.

T/J tizerinde antipot tanim1 asagidaki gibidir: V ¢, @' € B, T; = {¢+} i¢in
S:T->T
S(1) =1,
S(@1,8) = —(91,5),
S(e v @) =S(p") v S(9)
sartlarini saglar ise S, T/J {lizerinde antipottur.

Boylelikle, Hom-Hopf yapisi olan (T/79,V, 1, qa,4, €, 1d, S) yapist tanimlanmig

olur.

2.2.3 Hom-Lie Cebirlerin Evrensel Zarflama Cebirleri

(g, ) Hom-lie cebirinin evrensel zarflama cebiri asagidaki gibi tanimlanir: ik

olarak,
TS :=k1@®{Dn=1(B, P ¢®")}
uzayinin elemanlar1 asagidaki gibidir:

(@, 81, r Sy €1y s ), @ €T, S1, ., Sp EN, &1, ¢4 € 6.

Bu elemanlar, agirlikli agaglarin yapraklarinda agirlik sayilarma ek olarak & ler
bulunan agaglar olarak diisliniilebilir (Laurent-Gengoux ve dig. 2018). Diger islemler

¢ leri igerecek sekilde asagidaki gibi tanimlanir:
YV(p,S1, crSny €1y s én) € By, n=>1,
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V:TS Q TS — TS,
(@,51, r S, &4y e EQ) V ((p’,s’l, v S &0 ...,E’n)
= (@ V@, 0,081,008 €1 s &y §'y ---,f'n),
a: TS - TS, a(®, 51,52, 0 Sy &1 s En) = (0,51, 52, 0, Sy (&1, e, D (E)),

A:TS - T9 ® TS, A(Q, S1,S, s Sy &1, s &0)

» = Z ((p{tl;---'tm}' Etl’ e Etm) ® (‘p{plu-upn—m}’ fpl’ e fpn—m)

{t1:---:tm}u{pl'"'Jp‘n—m}={1""'n}
{t1,tm3n{D1,Pr-m}=0

TS -k, (1) =1,
e(Q,51,82, ey Spy €1, e, &) = 0.

Verilen birlestirme islemini Hom-birlesmeli yapabilmek i¢in ilk olarak 7

asagidaki gibi tanimlanir:
19 =Pn=>1UnB,) Rg®"

Tanimlanan bu (es)ideal ile (T$/78,v,1,q,4,¢,1d,S) Hom-Hopf cebiri

tanimlanmis olur.

Son olarak, asagidaki forma sahip olan elemanlar tarafindan iiretilen TS/J8 nin

serbest esas ideali olan J¢ tanimlanir (Laurent-Gengoux ve dig. 2018).

I) (‘Pl: S, f) - (QDL 0, ¢S(f));
") ((pZ' 0,0, flt EZ) - (<P2, 0,0, EZ' fl) - ((pl: 0, [fli EZ])

burada kullanilan T; = {@4} ve @, = ¢, V @, iken T, = {@,} dir.

Tiim bu adimlar sonunda (g, ¢p) Hom-L.ie cebirinin evrensel zarflama cebiri olan

Hom-Hopf cebiri agagidaki gibidir:

U(g) = ((T*/7%)/J°V,1,0,A,¢,1d,S).
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3. ETKIi VE ESETKi

Hom-Lie-Hopf cebirinin tanim1 i¢in gerekli olan ikili ¢apraz ¢arpim ve esli
capraz ¢arpim tanimlar1 ve bunlarin Hom versiyonlar1 bu boliimde incelenmistir. Bu
yapilar Hom-Hopf cebirlerde eslenmis ve karsilikli cebir ciftlerini olusturmak igin
gerekli yapilardir. Bu béliimde, Hom-modiil cebir tanimindan Hom-esmodiil escebir
tanimina kadar tiim tanimlar sirasi ile verilmistir. Boliim icerisinde kullanilan etki ve
esetki ile tanimlanan modiil cebir, modiil escebir, esmodiil cebir ve esmodiil escebir

tanimlar1 (Majid 2000) kaynagindan alinmustir.

3.1 Hom-modiil cebir

Bu boliimde, ilk olarak modiil ve modiil cebir tanimlarini hatirlatildiktan sonra

Hom-modiil cebir tanimini verilmistir.
(H,u,m, A, ) bicebir, (A, us,n,4) cebir olsun. Bu yapilar tizerinde
HRA—->A h@Ra—-h-a
etkisi ile,
(hh)-a=h-(h'-a)ven,-a=a

sartlarini saglayan A cebiri H-modiildiir. Ayrica, A cebirinin H-modiil cebir olabilmesi
icinpuy:AQ A — Aveny:k - Aolan yapr doniistimlerinin kosegen H-etki ile, A @

A iizerinde H-modiil doniistimleri olmasi gerekir. Yani dontistimlerin,
HAQRA-AQRA h@a®a - hyy-a®hp) -a
sartini ve
HRk->k, h@r - c(h)r
sartin1 saglamasi gerekir.

Yukarida verilmis olan tanim, homomorfizmalar ve etkiler yardimiyla Hom-

modiil Hom-cebir olacak sekilde agsagidaki gibidir.
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H iizerinde ¢ ve ¥ endomorfizmalari ¢ 0 Y = ¢ o ¢ sartin1 saglasin ve H-

modiil cebir olan A {izerinde a ve y endomorfizmalari ise
a(h-a) =y(h)-a(a), y(h-a)=¢h) y(a)

sartin1 saglasin. Bu doniisiimler yardimiyla hem A, Hom-cebirinin hemde H;f) Hom-
bicebirinin elde edildigi kontrol edilebilir. H;f’ cebiri tizerinde ¢arpma iglemi h ® h' :=

¢ (hh") olarak tanimlidir. Belirtilen Hom-yapilar iizerinde
> Hy @ A = Aw h>a=¢(h) y(a),
(heh) = y(@) = p(hh) = y(a) = p* (') - y*(a) = *(R) - (* (W) - ¥*(@))
=W = (P y@) = p(W) = (W' = )
etkisi ve

> H) @ Aq @ Ag = Ay ® Ag,

he@®a) =6 (¥(hw)) 1@ @ ¢ (v(he)) (@)

etkisi kullanilarak
(heh)ey@a®a) =y (¢>2(h(1)h'(1))) Y@ Y (¢2(h(z)h'(z))) -y*(a)

=9 (62(h)) - (¥ (9 (N ) V(@) ® % (¢ (o)
' (l/J (ﬁbz(h'(z))) . )/Z(a')>
= ¢ (¥(hw)) > W(hin) = @) ® ¢ (¥(he) = W(hin) = @)
=¢p(h) e (h > (a®a))
(Ag, a) ve (A, Q A, a @ a) yapilarinin H;f’ tizerinde Hom-modiil oldugu goriiliir.

Hom-modiil cebir sartin1 gostermek icin ise, A, nin yapt doniigiimlerinin H;I:-

Hom-modiil doéniisiimleri oldugunu gosterilmelidir. Bunun igin ihtiyag olan

gosterimlerden birisi
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hers ® hazs = AW (R) = Y(hey) @ Y(hez)

gbsterimidir. Bu gdsterim ve asagidaki islemler yardimiyla A, Hom-modiil cebirdir:
o = (Ag ® A,y ®Y) = (A7)

ue(he (@a®a)) = (has & a) ® (hegs = a') = (Y(hw)) = a) » (Y(hy) = a')

=a(Y(hw) = a)a(¥(hz) = a')
=a (¢ (W(hw)) v@)a (¢ (¥(hen)) v@))
= (6 (¥2(hw)) - @v(@) (& (¥ () ) - av(@)) = (W2 (W) - ay (@ay (@)
= ¢(Y2(W) - ay(aa’) = (P*(W) -y(a®a’) = P*(h) > (asa’)
=9*(h) > pgla ® a’).

3.1.1. Sonug. H$ iizerinde tanimlanan

> HY @ Ay > Ay, hwai=¢(Y2() y(@) =Y2(h) > a
etki ile olusan yap1 Hom-modiildiir.

Sonug 3.1.1 de elde edilen Hom-modiilde kullanilan etki ile daha o6nce

tanimlananlardan farkli bir modiil elde edilmistir.

Yukarida verilen etkinin Hom-modiil sartlarin1 sagladigi asagidaki sekilde

gosterilebilir:
(heh)»y(a) =¢?(heh) =y(a) = pp*(h) = W*(h') = a)
= ¢pp*(h) &= (h'» a) = ¢(h) »= (h'»> a).

Son olarak ise, A, nin birim doniisiminin H}, -Hom-modil doniisimii

oldugunu gostermeliyiz. Birim doniisiimi olan n: (k, =, Id) = (A4,, >, @) igin
n(h 1) =ne(W)r) = e(hn(r) = e(p(W)n(r) = p(h) - n(r)

= ¢(h)-y(n(r)) = h o n(r)

33



ile Hom-modiil Hom-cebir sartlari tamamlanmig olur.

3.1.1. Tamm. (H,u,n,¢,A &) Hom-bicebir, y: A - A donisimii ile
(A, Uy, N4, @) bir Hom-cebirve (4,y),>: H ® A — A etkisi ile H-Hom-modiil olsun.

(A,y) nmin bir H-Hom-modiil cebir olabilmesi igin,
>:H®RRA- A
etkisinin agagidaki sartlar1 saglamasi gerekir: Vh € H,V a,a’ € A igin
a(h=a) =y(h) > ala),
P2(h) & (aea’) = (hays & a) @ (heys & a'),
hen(1) =e(n(1)
sartlarini1 saglayan (4,y) bir H-Hom-modiil cebirdir.

3.1.2. Sonu¢. Hom-bicebirin homomorfizmalarinin ¢ = Y esit oldugu durum

(Makhlouf ve Panaite 2015, Yau 2008) kaynaklarinda incelenmistir.

3.2 Hom-modiil escebir

Hom-modiil escebir tanimi i¢in Tanim 3.1.1 e benzer olarak, ilk 6nce modiil

escebir tanimi hatirlatilmistir.

(C,Ac, &c) escebiri (H,u,n, A, €) bicebiri tizerinde -: HQ C — C etkisinin
modil escebir sartin1 saglar yani, escebir yapt doniisiimlerinden Ac, C @ C iizerinde
kosegen etki ile H-modiil homomorfizmasidir. Ayrica, &- yap1 doniisiimii de H-modiil
homomorfizmasidir. Bu yapilara homomorfizmalar eklenerek, Hom-modiil escebir

tanimi asagidaki gibi verilir.

H {izerinde ¢ ve ¥ endomorfizmalari, ¢ 0 Y = ¢ o ¢ sartin1 saglasin ve H-

modiil escebir olan C iizerinde y ve f endomorfizmalar: ise
y(h-c)=¢M)-y(c), PBlh-c)=9Hh)-B(c)

sartm1 saglasin. Bu doniisiimler ile, C# escebiri ve H;{’ Hom-bicebiri elde edilir.
Burada (C¥, Ag, £p) escebirinin yapr doniisiimleri Ag :== Ao  ve &g := £ 0 B dir.
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CP nin H;f’-Hom-modiil olabilmesi i¢in kullanilacak etki,
|>:H$®Cﬁ—>6ﬁ, heoc:=¢(h)- y()
olsun. Bu etkinin, H$-H0m-modii1 sartin1 sagladig1 asagidaki gibi goriliir:
(hh') > y(c) = ¢p(hh') > y(c) = p*(hh') - y?(c) = ¢p*(h) - ($*(h) - ¥*(c))
= ¢(h) = (p(h) ¥ (c)) = Pp(h) = (1 & ¢).

CP ® CP yapismin kosegen etki yardimiyla, H;f} -Hom-modiil oldugu

asagidaki gibi gosterilir:

>:H;{’®cﬁ®cﬁ—>cﬁ®cﬁ,

he(c®c)i=¢(¥(ha)) v(© ® ¢ (P(he)) ()
=he;> > c®hogs &,
(hoh) & y(c® ) = p(hh) > (y(c) @ 7(c))
= $2(Y(h1)) P2 (YR 1))  ¥2(©) ® $2(Y(h2)) P2 (B ) * ¥2(c)
= 92 (v(h)) - (02 (¥(hiy))  72(©) ® ¢2 (w(h2))
(82 (w(hin)) - ¥?()
=) e (W & @),

Hom-modiil olan C# nin, Hom-modiil escebir oldugunu gostermek igin yapi

dontigiimlerinin H(f -Hom-modiil doniisiimleri oldugu gdsterilmelidir. Tanimlanan

€scarpim,

Ag(p(h) ¥ () =B (¢(h<1)) 'V(Cu))) ® B (¢(h(z)) 'V(C(z)))

= ¢ (w(hw)) v (B(cw)) ® ¢ (¥(hr)) ¥ (Blee)) = h
> (ﬁ(cm) ® ﬁ(c(z)))
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heis & cars @ heos & Cops = h & Ag(c),

esitligi ile H;f’-Hom-modiil doniistimidir. Esbirim dontisiimii ise,

ep: (CP,B) — (k,1d),
g5 (d(h) - ¥(0)) = £ (W(d(W) - By () = & (w(p())) - (B (c))
= e(We(c)
esitligi ile H} -Hom-modiil doniisimiidiir.

3.2.1. Tamm. (H,u,n, ¢, A, &,3¥) Hom-bicebir (C, A¢, g¢, £) bir Hom-escebir
olsun. y: € — C doniisimii ile ve > : H @ C — C etkisi ile (C,y) bir H-Hom-modiil
olsun. H -Hom-modiil escebir olan (C,y)asagidaki esitlikleri saglar: Vh € H ve

V¢, ¢ €C igin
B(hec)=vyh) = p(c),
Ac(hec) = hegs & cegs @ heps & Cops,

ge(h & c) = e(h)ec (o).

3.3 Hom-esmodiil cebir

Bu béliimde, ilk olarak esmodiil ve esmodiil cebir tanimini hatirlatarak, Hom-

esmodiil cebir tanim1 verilmistir.
3.3.1. Tammm. (H, u,n, A, €) bicebir, (A, u4,n,4) cebir olsun. A ve H tizerinde
V:A->AQH, aHa(o)(X)a(l)
esetki doniisiimii olan V7,
a0 ® AMaw) =V(aw) ®aw,  a=ape(am)

esitliklerini sagliyor ise A cebirine sag H-esmodiil denir.

36



Hom-esmodiil tanim1 igin, diger boliimlerde yapildigi gibi bicebir ve cebir
yapisina ¢: H - H, Y:H - H ve a,y: A - A homomorfizmalar1 eklenir. Ayrica a
ve y doniistimleri aoy = yoa esitligini saglasin. EK olarak, cebir homomorfizmalari

olan a ve y

@) =v(aw) ®¥(aw)  V(a@) = a(aw) ® ¢(aw)

esitligini saglasin. Verilen Hom-yapilar tizerinde

Viom:Ag = Ag @ Hlp, Viom (@) = aco> @ acys = V(a(o)) ® w(a(l))

((V ® AH$) 0 VHom> (@) = (V ® A,,g) (Y(a(o)) ® llf(a(l)))
= r*(aw) ® ¥*(aww)) ® ¥ (aw@))
=1*(a@) ) ® (¥*(@mw)) ® (¥*(aw))

= Viom (¥(20)) ) ® (¥2(@1))) = (Priom ® ¥) 0 Vigom ) (@)

esitligi yardimiyla, (A,, @) nin H$ -Hom-esmodiil oldugu goriiliir. Esitliklerde

kullanilan Hom-bicebir escarpimi
Y g oy ¥ —
AyyiHy — Hg ® HY, By (h) = Y(hay) @ Y(hw)
bigiminde tanimhdir. (4, ® A,) tizerinde, kdsegen H;f’-esetki ise
diag Y
VHom:Aa®Aa _)Aa ®Aa®H ’

diag L
Viom (@@ a') 1= aco> @ a'<o> @ ac1> *a' <>

= (1(20) ®¥(d)) ® (qb (v(aw))9 (¢(a’(1)))>

olarak tanimlanirsa, (4, ® A, a @ @) yapist asagidaki esitlikler yardimiyla H$ -

Hom-esmodiil olur:
((y ® AH$> 0 V;;f,f) (a®a’)
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= (V ® A,,;g) ((y(a<o)) ®v(@'w)) ® ¢ (w(aw)) ¢ (#’(ah))))
= 1%(a@) ® 12 (' ) ® (¥ (aw))d (W2 (d' )
® oW (a))d (V2@ )
=y (@) ® (@ 0w©) ® ¢(¥*(@wmw))¢ (ll’z(a'(o)(l)))
® (W (aw))d (V2@ )
=r*(a@)0 ® @' 0)0) ® PP (aw))d (ll’z(a'(o)(l)))
® ¢(¥2(aw))d (V2@ )
= Vygoms (V(a(o)) ® V(a'(o))) ® ¢(¥*(aq))e (ll’z(a'(l)))
= ((Wioes @ p)o Vgued ) (a ® ).
Hom-cebir doniisiimii olan

Ui (Ag R A, a Q@ a) — (Ay, @)

dontlistimiiniin H$-Hom-esm0dﬁ1 dontistimii oldugu, yani H$-Hom-e$m0dﬁ1 olan A,

nin H$-H0m-esmodﬁ1 cebir oldugu asagidaki esitlikler yardimiyla goriiliir:

(e ® 1) 0 Top?) (a® @)
= (e ® 1d) (V(a(o)) ®y(d' ) ® ¢ (¢(a(1))) ¢ (llf(afl))))

= a(v(a@)) @ (r(@ ) ® ¢ (¥(aw)) é (¥(aty)) = Vom(x(@)a(@?)
= (Vhom 0 Ua)(a ® a').
Ayrica birim déniisiimii (k, Id) olup bu déniisiim
Viek>k®H), V(@) =1Qn()
esetkisi yardimuyla, H} -Hom-esmodiil olur. Diger yandan
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Nat (k,1d) - (Ag, @),
doniistimiiniin,

(e ®Id) 0 V) (1) = a(na(1) @ n(r) = y(na(D) ® Y(n(™))
= (VHom o UA)(r)

esitligi yardimiyla H;{’-Hom-esmodﬁl doniisiimii oldugu goriiliir.
3.3.2. Tanmm. (H, u,n, ¢, A, €,4) Hom-bicebir, (4, iy, 14, ) Hom-cebir ve
y:A->AveV:A->AQRH, V(a) =acp> Q acqis

esetkisi ile (4,y) bir H-Hom-esmodiil olsun. Asagidaki sartlar Vr € kveV a,a’ €

A igin saglanirsa
a(@)<o> @ a(@<i> = ala<os) ® placs),
V(aea') =aco> ®a' o> @ aci>®a' <15,
V(n4(D) = n4(1) @ (D)

(4,y), H-Hom-esmodiil cebir olur.

3.4 Hom-esmodiil escebir

Etki ve esetki boliimiinde son olarak Hom-esmodiil escebir tanim1 verilecektir.

Bu tanim i¢in ilk olarak esmodiil escebir tanim1 asagidaki gibidir.

(H,u,1m, A, &) bicebir, (C,A¢, g¢) escebir ve CV:C - C Q H, ¢ » cg) Q c(q)
esetkisi ile sag H-esmodiil escebir olsun. Yani, escebirin yap1 doniisiimleri, H-esmodiil

doniistimleridir. Kosegen H-esmodiil yapisi ise,
VCRC-CRCRH, V(e ®c)=copy®c'® c(l)cél)
ve
Viek->kQH, Vi) > 1 Qn(r)

olarak tanimlansin.
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H iizerinde, ¢ ve iy endomorfizmalart ¢ 0 Y = Y o ¢ sartim1 saglasin ve H-

esmodiil escebir olan C iizerinde 3, y degismeli endomorfizmalari ise,

V(@) =v(cw) ®¥(cw),  V(B©) = Blcw) ® d(cwy)

sartin1 saglasin. Burada, (Cﬁ,AB,eﬁ) escebirinin yap1 doniigiimleri Ag := Ao B ve

gg =€ o B dir.
(Cf,y) nin H;f-Hom-esmodﬁl olabilmesi icin, kullanilacak esetki
Viom? CF->CcF® Hlp, Viom (€) = €<o> ® Cq> = )’(C(o)) & l/)(C(l))

olsun. Bu esetkinin, (sag) H;f’-Hom-esmodiil sartin1 sagladig1 asagidaki gibi goriiliir:

((V ® AH$) 0vHom> (c) = (V ® AH$) (V(C(o)) ® 111(%)))

= v*(co) ® V*(cww) ® V*(cwe) = r*(coym) @ ¥*(coyw) ® ¥*(cw))

= Viom (V(C(O))) ® 1112(0(1)) = ((vHom & 1IJ)OVHom)(C)-

Kosegen Hom-esetki ise,

vi49. B @ B - P Q CP Q HY,

Hom

diag o
Viom(€ ® ¢") = cco> ® ¢'<o> @ c<1>®¢' <15

= (V(C(o)) ® V(C'(o))) ®¢ (‘/’(C(l))) ¢ (lp(c,(l)))

olarak tanimlanir ve H(f-Hom-esmodiil sartin1 sagladig1 asagidaki gibi goriiliir:
((y X AH$) 0 V:;ﬁf) (c®ch)
~ (¥ ® 8,) (r(c) ® ¥(c'0)) ® & (W) ¢ (W(c))

=1*(co) ® ¥?(c'0)) ® d(W(ca))d (V2 (€' 1)) ® (WP (c))d (W3 (c' )
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= 1*(c0©) ® ¥*(' ) ® ¢ (C0))d (¥3(’ gy
® $(W2(c))¢ (¥2(' )

=12 (cor0 ® o) ® W ww))e (Y2 gqy)
® d(¥2(cy)) 9 (¢2(C'(1)))

= Vion? (V(C(o)) ® V(C'(o))) ® d(¥*(cwy))¢ (1/’2(0'(1)))
= ( Viron? ® )0 V:ﬁ?f) (c®ch.

CP escarpim doniisiimiinin  Ag: (CP,y) > (CF ® CP,y ®y) H;f’ “Hom-

esmodiil déniisiimii oldugu

(Vioms 0 86)(0) = Vijony (ﬁ(cm) ® ﬁ(%)))

= Br(cayo) ® Br(cam) ® ¥ (¢ (com)) ¥ (¢ (ccrm) )
= Br(cow) ® Br(com) ® ¥ (62 (cwy))
= (8 ® 1d) (V(C(o)) QY (¢2(C<1)))> = ((Aﬁ ® ¢?)o VHom) (c)
esitlikleri yardimuyla gériiliir. (k, Id) ise,
Vick >k @Hy, V() =1Qn()
esetkisi ile ve
ect (CF,B) - (k,1d)
(Vi 0 £0)(©) = 1 @ (ec(0)) = ec(c)) @ Y(ewy) = e (¥(ew) ) ® Wleww)
= ((ec ® Id) 0 Vyzom) ()

esitlikleri yardimiyla ile H;f’-Hom-esmodﬁl dontistimii olur.
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3.4.2. Tamm. (H,u,n, ¢, A, £,1p) Hom-bicebir ve (C, A¢, €¢, B) Hom-escebir
olsun. y:C — C doéniisimii ve V: C - C @ H, etkisi ile (C,y) bir H-Hom-esmodiil

olsun. vV c € C i¢in

B()<o> ® B(C)<1> = Bccos) @ Plccrs),

Ccos><1> @ Copscs @ ¢2(C<1>) = Ce1><0> ® Carncos> @ Coiners> ® Conncrs)
ge(Ceos)Cars> = U(Ec(c))

sartlar1 saglaniyorsa (C,y), H-Hom-esmodiil escebirdir.
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4. CIFT CAPRAZ CARPIM HOM-HOPF CEBIiRLER

Bu béliimde, eslenmis ¢ift Hom-Hopf cebirleri inceleyecegiz. ilk olarak ¢ift

capraz ¢carpim Hom-Hopf cebirleri inceleyecegiz.

4.1  Cift Capraz Carpim Hom-Hopf Cebirlerin insas
4.1.1. Tamm. (U, uy, Ny, G, Ay, €, W, Sy) ve (V, uy, ny, @, Ay, &y, B, Sy) ki
Hom-bicebir olsun.

i) (U, @) yapis1 asagidaki etki ile sol V Hom-modiil escebirdir:
>:VRU-U, p(veu) =al) s p(u).

i) (V, @) yapisi agagidaki etki ile sag U Hom-modiil escebirdir:
<xVRU-Y, a(vau)=al) < o).

iii) U yapist bir sol V-modiil Hom-escebir olup, eger Vu,u’ € U, Vv, v' €

V icin
ve @) = (a7 (B vas)) & P Huas))
(e wan)) <07 (W @) 2 w), (1)

(wv')<u= (v < (d_l(ﬁ_l(v'<1>)) e ¢_2(¢_1(u<1>))) )

(ﬁ_l(vl<2>) < ¢_1(¢_1(u<2>))), (4.2)
Vegs DUcys ® Vs B Uy = Vs D Ucrs O Vs B Uggs, (4.3)
ve l=¢g,W)1, 1<u=1¢g;(u).

esitlikleri saglanirsa (U, V) ikilisine, bir eslenmis Hom-bicebir ¢ifti denir. Bicebir
dontigimleri @ = 8 ve ¢ = 1 olarak seg¢ilirse, yaptigimiz tanim, kaynak (Lu ve Wang

2016) de verilmis olan tanima denk olur.
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4.1.1. Onerme. (U, py, Ny, @, Ay, €0, W, Su) Ve (V, iy, My, @, Ay, €y, B, Sy) iKi
Hom-Hopf cebir olsun ve (U, V) yapisi da bir eslenmis ¢ift olsun. O zaman U ® V

vektor uzayi lizerinde,
u®v)u Qv

= u (@ (F (var>) & 67 (W W 1))
® (a_l(ﬁ_l(v<2>)) < ¢_1(¢_1(u'<2>))) v,

Au®v) = (Uci> Qvers) Q (Ucas @ Vezs)

ve

Su®v)=(1QS@@ ' WNEH W) ®1D

denklemleri sirasiyla, ¢arpim, escarpim ve antipot olacak sekilde bir tek Hom-Hopf
cebir yapist vardir. Verilen bu Hom-Hopf yapisiyla birlikte U @ V, cift ¢apraz
carpidirve U XV := (U QV,¢ Q o, Q B) ile gosterilir.

Ispat. Birinci esitligin Hom-birlesmeli oldugu asagidaki esitlikler ile

gosterilebilir:

(pw) ® a)) (W v ® v'"))

= (6 ® a) (' (« (7 wrx)) & $71 (7 Wl>))
® (« (87 () @ 971 (97 ) ")

= (pw) (b7 (War>)
> (671 (17 () (a2 (B2 (Wers 1))
> (P2 (Whisers))|)

® (B (ve>)
< [0 (W7 (W) (a2 (B2 (Wer>2>))
> 2P (Whisers)))|)

X [(@ (BT (W) @ @7 W T )V
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(P (@ (B?(V<15<15)) & @7 (W * (Ulr><15)))

X [(@ (B2 (V<r><25)) QP2 (W7 (Ul15<25))) & (@2 (B2 (Var><1>))
> ¢ (Y2 (Uls><25)))])

® [(« (B (waz)) < &7 (¥ (k)
< (@ (B2 s z)) & 072U (W)

X[(@ (BT (W) @ @7 @7 )V

U nun Hom-birlesmesini kullanarak asagidaki esitlik elde edilir:
(p(w) @ a()) (W' @ v @ v"))
= ([u (a_l(ﬁ_z(v<1><1>)) & ¢_1(7~/’_2 (u’<1><1>)))]

< [(a (B2 (arnczn)) @ 6 (W2 (Wernen))
= (a_l(ﬁ_z(v,<1><1>)) & ¢_1(¢_2(u21><1>)))]

029 [(05_1(:3_1(17<2>)) < (,‘b_l(l,l)_l(u'<2>)))
< (a_l(ﬁ_z(v,<1><2>)) & ¢_1(¢_2(u21><2>)))]

X [(@ (BT (W) < ¢TI T (e ))V'D.

Hom-birlesme esitligini sag taraftan kullanilirsa asagidaki denklemler elde edilir:
(@@ @v))(¢W") ® alv)

= W@ (B W) & T W T ([uL5))) B (@ (BT (v<zs))
<P WY )NV (P() @ a(v')

([u (a‘l(ﬁ_l(v<1>)) & ¢—1(¢‘1(u’<1>)))]

X [((a_z(ﬁ_z(v<2><1>)) < ¢_2(¢_2(u,<2><1>))) a_l(ﬁ_l(véb)))

> Y~ (ulys ]
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X [((a—z (,3_2(17<2><2>)) < ¢_2(¢_2(u'<2><2>))) “_1(:3_1(7/<Z>))>
< P ()| a ')

(u(a (B @) & 67 (07 )]
X [(a_l(ﬁ_z(v<2><1>)) < ¢_1(¢_2(u,<2><1>)))
[ (a_l(ﬁ_l(vép)) = ¢‘1(1/)‘1(u21>)))]
® [((a_z(ﬁ_z(v<2><2>)) < ¢_2(lp—2(u,<2><2>)))
< (a_z(ﬁ_z(v’<2><1>)) = ¢‘2(¢‘2(u'<'2><1>)))>

X (@ (B2 (Wizs<2>)) < @ (W2 (Ulzs <2 )))]a(v')
PV nin Hom-birlesme 6zelligi kullanilarak asagidaki esitlik elde edilir:
(@@ @v)) (W) @ aw")

= ([u (e (B 1)) & 7 (Y (wln)))]

X [(a_l(ﬁ_z (U<2><1>)) < ¢_1(1/)_2(ul<2><1>)))

= (a_l(ﬁ_l(V’<1>)) = ¢_1(1/1_1(u'<'2>)))]
&K <(a‘1(,8_2(v<2><2>)) < ¢>‘1(1/)‘2(u’<2><2>)))

< (ﬁ_z(v’<2><1>) e ¢_1(¢_2(u22><1>)))>

X [(@7H (B2 (Wirs<25)) 9 ¢ (Y72 (Wlascas V']

Sonug olarak Onerme 4.1.1 deki ifadenin ispatt U ve V nin Hom-birlesme

ozelliklerini kullanilarak verilir.
Carpimsallik 6zelligi ise asagidaki gibi verilir:

Au® v ® v))
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=A(u (a_l(ﬁ_l(v<1>)) & ¢_1(l/)_1(u'<1>))) X (a_l(ﬁ_l(v<2>))
Q T W (us)))Y)
= ((u<1> (a_l(,g—l(v<1><1>)) & ¢_1(¢_1(u,<1><1>)))
® (a_l(ﬁ_l(v<2><1>)) < (,‘b_l(l/)_l(u'<2><1>))) v’<1>)

® (Uers(a™t (.8_1 (V<1><2>))
> ¢ (WY (Uly><25)))

X (a_l(,g—l(v<2><2>)) < ¢_1 (lp_l(u,<2><2>))) U’<2> ),

Carpimsalligin diger ifadesini acip yukaridaki denkleme esit oldugu asagidaki

gibi goruliir:
Alu® v)Au' Q v')
= (Ucr> ® Vers)(Ulys ® V415 ) ® (Ucrs B Vps) (Ulns @ Vps)

= (ters (7 (B err)) & 971 (07 (arscs))
® (a‘l(ﬁ—l(v<1><2>)) Q ¢—1(¢—1(u’<2><1>))) v'<1>)

Q (U<zs (“_l(ﬁ_l(v<2><1>)) & ¢_1(1/)_1(ul<2><1> )))
X (a_l(ﬁ_l(v<2><2>)) < ¢_1(¢_1(u’<2><2>))) Vips )

Carpimsallig1 ispatlamak i¢in es¢arpimlarin Hom-esbirlesme 6zelliklerinden

asagidaki gibi faydalanilmistir:

Vers<ts @ Veiscrs @ Vezscis @ Verscos

= B(e1>) B Vepscr> @ ﬁ_l(v<2><2><1>) ® ﬁ_l(v<2><2><2> )

= f(vars) ® 3_1(V<2><1><1>) & ,B_l(v<2><2><1>) Q) Vezs<rs-

Ayrica,

Alu@ v)Alu' Q v')

= (ueps (0(_1 (ﬁ‘l(ﬁ(v<1>))) > ¢t (1/2_1(1/)(“,<1 >)))>
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X (a_l (ﬁ_l(ﬁ_l(v<2><1>><1>))) < ¢—1 (¢—1(¢—1(ur<2><1><1>)))> V’<1>)
® (Ucr> (a_l (/3_1(,8_1(77<2><1><2>))) & ¢_1 (lp_l(lp_l(u;2><1><2>)))>

X (a_l(,g_l(v<2><2>)) < ¢_1(¢_1(ul<2><2>))) U,<2>)-
denklemi ile

Au®@ v)Alu' Q v)

= (U<r> (a_l (:3_1(:3(”<1>))) > ¢t (lp_l(lp(u’<1>)))>
X (a_l (,8_1(.3_1(77<2><1><2>))) < ¢_1 (lp_l(lp_l(u’<2><1><2>)))> Vigs )
Q (Ucz> (a_l (,3_1(,3_1(17<2><1><1>))) & ¢_1 (lp_l(l/’_l(u’<2><1><1>)))>

® (a_l(ﬁ_l(v<2><2>)) < ¢_1(¢_1(u'<2><2>))) Vezs)
ve elde edilen sonuglar ile carpimsallik asagidaki gibi ispat edilmis olur:

((u<1> (a’_l(ﬁ_l(v<1><1>)) & ¢_1(1/1_1(u'<1><1>)))
X (a_l(ﬁ_l(v<2><1>)) < ¢_1(¢_1(u’<2><1>))) U’<1>)

® (tczs (a7 (B (arsazs)) & 7 (7 (Ueyscs)) )
® (@ (F " (Waznezs)) @ ¢ (H 7 (Upnazs)) ) Vi)
= A u® VW ® v)).
Antipotun ispat1 ise asagidaki gibi verilebilir:

S(Pp(ucrs) ® a(Vers)) (P(ucrs) ® a(veys))
=[1Q® S(Wers))(S(ucrs) @ D](P(uczs) Q@ a(veys))

= (1 ® S(@aW<rsN[S(ucrs) ® 1)) (Ucrs> @ veas)]
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= (1 ® S@@ar>))S@ar>) (2 (B71D) & 671 (P Uazsar>)))
® (@' (BT ) < ¢ (¥ (Uazs<an))V<z5)
= (1 ® S(@(¥<15))) (SWarx)P ™ (tczse1>) ® EUazsazs )1+ Veps)
= (1 ® S(@(v<15))) S(Uar>ttcz> ® A(Vz))
= £ (1 @ S@@<>))1 ® a(ver))
= 2 (160arer>) ® 5 (@ (7 Warse))) @ (0
= () (1 ® S(awar>))a(wess)) = e@e@)(1 @ 1).

4.1.1. Sonuc. Onerme 4.1.1 de yapilan tamimdaki doniisiimler & = B ve ¢ =
Y olarak alinirsa olusan 6nerme kaynak (Lu ve Wang 2016) da verilmis olan 6nerme

ile ayn1 olur.

4.2  Eslenmis Cift Hom-Lie Cebirler ve Hom-Hopf Cebirler

Ik olarak, Hom-Lie cebirlerde modiil tanim1 verilmistir. Daha sonra, evrensel

zarflama cebirleri ve bunlarin 6zellikleri tizerinde durulmustur.

42.1. Tamm. (g,[,],¢) (carpimsal) Hom-Lie cebir ve V,y:V - V lineer

doniistimiine sahip vektor uzay olsun.

) Y& -v) =¢(&) y(v),
i) £, y@) =) - (& -v) — (&) (€ v)

yukaridaki sartlar1 saglayan (V, y) ikilisine g-modiil denir (Sheng 2012).

4.2.2. Tanmm. (g, [, ],¢) ve (b, [, ], @) iki (carpimsal) Hom-L.ie cebir olsun ve bu

cebirler lizerinde asagidaki etkiler tanimlansin:
>:h®g—-g NN
ve

<xHh®g—->h  n®§->nd.
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Bu etkiler ile (g, ¢)bir h-modiildiir ve (h, «) bir g-modiildiir (Sheng ve Bai
2014).

Ustelik (g, ) ikilisi asagidaki esitliklerin saglanmasi durumunda eslenmis ¢ift
(¢arpimsal) Hom-L.ie cebirdir.

am e [EET=MeEPEN]+ 9O+ m<d) e (9(E)) <€)
> (D), (4.4)

mnT< @) =[lam,n <él+m<&a@)]+am < =) —a®)
(8. (4.5)

Ayrica (Sheng ve Bai 2014) kaynagindaki 6nermeyi verelim.

“(g,b) ikilisi eslenmis ¢ift Hom-Lie cebir olmasi i¢in gerek ve yeter sart ¢ @ b nin

asagidaki islem ile Lie cebir olmasidir:

[Em, E M= +neé —n' &M l+n<i —n' <)

Calismamizin devaminda, (g,b) ikilisi, eslenmis ¢ift Hom-Lie cebir olmak
tizere karsilikli ¢ift olan (’U(b)o,’U(g)) yapisinin bir Hom-Hopf cebir oldugunu

gosterilecektir, ki bu tezimizde 6nemli yere sahip bir sonugtur.

(b, ) tizerinde (T%/78,v,1,a) Hom-cebirinin Hom-etkisini asagidaki gibi

tanimlanir:
nal=a@m), n<(py,s)=n<¢(. (4.6)

Verilen Hom-etkiyi T* iizerine asagidaki gibi genisletilebilir:

am) < (V) =0<9)<ale) (4.7)
Burada

@ = (@,S1, e, Sy 1, o En) € By @ g®7
ve

@' = ((p',rl, S ...,f'm) € B, ® ¢®™

olarak tanimlidur.
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4.2.1. Onerme. (g, ¢) ve (b, a) iki Hom-Lie cebir olmak iizere, (b, a), (g, ¢)
tizerinde bir (sag) Hom-modiil olsun. Bu durumda, (b, a), (T¢/78,v, 1, a) Hom-cebiri

tizerinde bir (sag) Hom-modiil olur.
Ispat. Hom-etki tanimindan
a(m < @) =alm) < ale)

elde edilir. Verilen Hom-etkinin, bolim uzay1 T$/J8 lizerinde de tanimli oldugunu

gormek igin asagidaki esitlik kullanlur:
a(m) < [a(@) V(9" V')l = (n<al@)) <ale’Ve")
=ala™'(m) < 9) < lale) Vale)] = [(a™ (1) < ¢) < alp)] < *(p")
=m<(eVvel]lad®(@)=am <[(pVe)Vale"]
Ayrica bu Hom-etki, (T¢/7%)/J8 iizerinde de tanimli bir Hom-etkidir.

4.2.1. Sonug. (g, ¢) ve (b, @) iki Hom-Lie cebir olmak iizere, (b, a), (g, @)
tizerinde bir (sag) Hom-modiil olsun. Bu durumda, (b, a), evrensel zarflama cebiri

olan (U(g),v, 1, ¢) Hom-Hopf cebiri lizerinde bir (sag) Hom-modiildiir.

Ispat. iddiay1 ispatlamak icin bir 6nceki onermede ifade edilen, Hom-etkinin

(T8/3%)/ g8 tizerinde de taniml1 bir Hom-etki oldugunun gosterilmesi yeterlidir. Yani,
1< (91,0,¢°) =1 <¢°(¢*(©) =n < $3(§) =1 < (¢1,5,%)

esitligi ve
a(m) < (91,0,[§1, 6D = a(n) < [§1, 4]
=M <8) <99 — <) <¢(6)

=1 <[(91,0,§1) V (91,0,8)] =1 < [(¢1,0,82) V (¢4, 0,81)]

=1 2 [(92,0,0,81,§2) = (¢2,0,0,82,81)].

esitligi yeterlidir. Sag Hom-etki i¢in verilen (4.6) ve (4.7) denklemlerinin sol taraflari

ne1:=0  ne(9,s8):=(py,s,a>@)=$)
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olarak bulunur. Verilen Hom-etki TS {izerine asagidaki gibi genisletilir:
am) e (Vo)
= (@' = @) Valp) +alpas) V[(@2(M) < a M p<s)) = ']
Burada
© = (0,81, 0, Sy &1, s &) € B, @ g®™
ve

(p’ = ((p’,‘r'l, ___,T'm, Ell, ...,Elm) € Bm ® 9®m

olarak tammlidir. Kullamilan sag Hom-etki Onerme 4.2.1 de tanimlanan etkidir.

Ayrica, a: T8 — T9 doniisimii A(@) = @<1> Q @, lizerinde terslenebilirdir.

4.2.1. Lemma. (g, ¢) ve (b, @) iki Hom-Lie cebir olmak tizere, (b, a), (g, ¢)
tizerinde bir (sag) Hom-modiil olsun ve denklem (4.5) yi saglasin. Ayrica, (g, ¢),
(b, @) izerinde bir (sol) Hom-modiil olsun. Bu durumda, her n,n" € h ve her ¢ €
T9/38 igin

'l <al@) =<9 9ol +alm) (' & @) —a(n’) < (=)
sartin1 saglayan (sag) Hom-etki ile (T%/78,v, 1, a), (b, a) tizerinde Hom-cebirdir.
Ispat. Hern,n’ € b, £ € g ve her ¢ € T9/78 i¢in
[m.1'] < alpy,s,8) = 0] < ()

=[a(m,n" 9 ¢* O]+ <P’ ), a@)]+am) < = ¢d*) —a(r) < (™
> ¢°(§))

=[n < 1,7 <(p,,s,)]+ < (9,587 <1]+am) < ¢*(@*{M)
>&) —am) < ¢’ (@ () = &)

=M < (01,51 9 (91,5 <2s] +am) < (' = (91,5,8) —a(®)
< (77 & (@1,5;5)),

elde edilir. Buradan da,

1] < aeVv @) = ([a” ', a™ (n)] < alp)) < a®(p")
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={la™'(M) < 9us,a ') Sl +n <@ @) > 0) =7’
< (a™'(m) = @)} < a*(e")

=[(@™' (M) <@ ¢c15) 9 a(9lys), (@' () < Pzs) < al@lys)]

+a(@™ (M) < 9as) < [(@TM) 9 @) & al@D] —ala™ (@) 9 9as)
< [(@'(M) < 925) = al(@)]+[n < (@' () & 9)]
< a* (@)= [n"< (@) = @) < a*(¢")

=M< (P<1>VPus) N < (Q<as V@as] + a(n)
< {a(p<is) V[(@72() < a7 (92s)) & ¢']} —a(®)
s {alpas) V[(@72m) < a X o)) & @]} + aln)
< [(@* M) = @) Valp)] —a®) < [(@7 () = @) Va(p)]

=N <@Vl 9 (VO las] +am < (' = (pVe)) —a®)
s (ne (pve))

esitligi elde edilir.

4.2.2. Lemma. (g, ¢) ve (b, @) iki Hom-Lie cebir olmak tizere, (b, a), (g, @)
tizerinde bir (sag) Hom-modiil olsun. Ayrica, (g, ¢), (b, a)iizerinde bir (sol) Hom-

modiil olsun. Bu durumda, her n € § ve her ¢ € T9/78 igin
A @) =1 pas ® a@rs) +a(9ars) @ N > @
sartin1 saglayan (sol) Hom-etkisi ile (T¢/79,v, 1, a), (b, a) lizerinde Hom-cebirdir.
Ispat. Her n € b ve her ¢ € T9%/799 icin
A &= (91,5,8)) =A@y, s,a() =$)
=(pr5aMe>HP1 +1Q® (p1,5a7°() > &)
=15 (901,58 <1> ® al(@1,5,8)<z>) +al(@1,5,8)<15) ® N> (91,5,§) <z

elde edilir. Ayrica es¢arpimin, esbirlesmelilik ve degisme ozellikleri ile agagidaki

esitlik elde edilir:

Ane (pVve))
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=A([a' () = ¢]Va(@)) +A(alp<ss) V [(a2() < a M e<s)) & ¢'])
= (@' > P> ValpLs) ® (@) & @)z Va(@Lss)
+a(@ars<s) V [(@72) < a7 (@<2s)) & 9] ® al@cis<as)
vV [(@2) < a7 M pes)) = o]

= (@' & 9<1>) Va(9ss) B a(9<zs) V a(@;s)

+a(@<1>) Valpers) @ (@71 = 9eos) V al(@ss)
+a(@ers<s) V [(@720) < a7 (9<25)) B 9lis] ® a(@arsas) V a(@as)
+ a(Pc1s<1s) V a(@l1s) ® a(@arscas) V [(@72() < a7 (9<2s)) & 9los]

=1 (Pa1sV 0L15) ® (a(@<zs) Val(plss)) + (a(@<rs) Valplys)) ® 1

> (P> V 9L25).

Boylece ispat tamamlanir.

4.2.2. Onerme. (g,¢) ve (b,a) iki Hom-Lie cebir olmak iizere, (g, ¢),
(b, a)tizerinde bir (sol) Hom-modiil olsun. Ayrica, (b, @), (g, @) tizerinde denklem
(4.5) yi saglayan bir (sag) Hom-modiil olsun. Bu durumda, (T8/7%,v,1,a), (b, a)

Hom-Lie cebiri lizerinde (sol) Hom-modiildiir.

Ispat. Daha once belirtildigi gibi Hom-etki isleminin &zelliklerinin boliim
yapisinda da gecerli oldugunu asagidaki islemlerle gosterilir. Bunun i¢in asagidaki

esitlik ve sol Hom-etki tanimini kullanilacaktir:
a(n = @) =a@) > ale).
Ilk olarak, ¥ @: = (@, 51, .., Sp, 1y or &) € By & g® ™ igin
n e lal@)V (@'Vve"]

=(a*M) & a(p)) v (ale) Val") + a®(9s)
VI[(@?m) < ¢us) = (' Vel

= (@M e al@)V (ale) Vale") +a®(Ps)
Va7 (@) < 95) > @'l Va(e')
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+ a(plx) V ([@72(@™2() < Pczs) < a H@lys)] &= ')}

=(a*M & a(@)) Vv (alp) Vale") + a?(ps)
\% {[(06"3(77) < a_l((P<2>)) & ‘Pl] Va(e")

+a(plis) V ([a2((@2() 9 ¢<zs) < alplys))] = 0"}

= a(a2(M > @)V (alp) Vale") + a?(ps)
VA{[(@3(m) < a X g<2s)) & @' Vale™)

+a(pls) V ([@72(@ () < (P<as V 902:))] = 9"}
bulunur. Diger taraftan ise,
ne [(pv e)v ale”)]
= (@' > (pV ¢))V a*(e")
+a(pars V olys) V [(@720) < (a7 (0az5) V a7 (0ks5))) & a(p™)]
=@ & )V ale) + alprx) V [(@2 M) < a7 Hpes) = 0]
Vv a®(e")
+a(@ars V olis) V(@72 < [a(@<zs) V a(9l)D) & ale’)]

=@ & eIV alp) +alpas) V[(@ P M) < a M o)) & 0]
vV a?(@") + alp<rs V 9L15)

Vv a([a‘z (a‘l(n) < (p<as> v ‘P'<2>))] > (p")

esitligi elde edilir. Yukaridaki esitlikleri de goz Oniinde bulundurarak asagidaki
onerme ifade edilebilir. Herhangi A, B, C € TS igin

n o [a((p)v ((p’V(p")] =a(A)Vv (BV C)
esitligini sagliyor ise

ne[(eve)Vvale”)] = (Av B)Vva(0)
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esitligi saglanir. Bir bagka ifade ile, 79 verilen isleme gore kapalidir ve bu durum
T9 /78 lizerinde de gegerlidir. Ayrica,

nn'le ale) =am = ' = ¢) —a@®) =@ > @)

esitligi elde edilir. Gergekten de ¢ = (@4, s, §) igin

1] & alens,8) = 'l = (915,¢0@)) = (pns,a (1D = $(§))
= (¢ s, [a”* (), a™* ()] = ¢(£)
= (pus,a” ) & [a7M) = &) — (915,27 (M) = [a™* () = €]
=am e (ps,a°() = &) — a) & (¢,5,a7(M) = &)

=a(m & [ > (91,59] — a@) = [ne> (91,5,8)]

esitligi saglanir. Diger taraftan ise

[n.7'] =alpV @)

= (a X (mn'D e al@)V a(¢") + a*(p<1>)
V [@2(nn'D) < ¢<2s) =ale)],

esitligi elde edilir. Ayrica, bir baska esitlik ise asagidaki gibi yazilabilir:
am e (" = (pveh)
=a(m) = [@ ') & @)V al@) +alpas) V[(@ 20 < a7 ews)) & o]

=a(m) & [(a'() = @) Vale)] +a®)
> {a(p<rs) V[(@72(M) < a7 (9) = 9]}

=e@'@) e ]V a?(e)
+a((@ (M) > @lax) V [(@ ') < a7 (@' () & 9)<zs)) & a(e)]
+ (> alpas)) V (@' () < 9s) & alp]
+ a2 (Pars<rs) V {(@1(1) 9 Pcrszs) & [(@72() < a7 (902s)) = @]}
Buradan Lemma 4.2.2 yardimuyla asagidaki esitlikleri elde edilir;

56



a@m) == (pve))
=@ @) = @)]vai(e)
+ (' = alp<rs)) V [(@7' (1) < 9<2) = a(e)]

+ 2 (parx) V (a7 < (a72(1) & 0 Hp))) & al)]
+(n e a(@erx)) V (@ (1) 2 9z5) & ale)]
+0?(@ars) V {@ () < 9o5) = [(a72() < a M (pss)) = ¢’}

Sonug olarak,
am > ("> (pve")) —a@m) e (ne(pveh)
= ([a7* (), a™* ()] & a(@)) V a*(¢")
+a%(p<1s) V ([a720) < a7 (925), a2 (") < a™Hpass)] & aleh)
?(pars) V(@) < (@720 & a7 (gezs)) — @)
< (a72(n) > a7 H(pz>)) ) & alp")]

= ([a7*m),a ' ()] &= a(@)) v *(¢")

+ & (@ax) V [([a2Mm), 2] < a7 (9<25)) & ale)]

= [n,1'] = alpV ¢")

esitligi elde edilir. Dolayisiyla, verilen tanimlarla (T¢/78,v,1,a), (b, @) Hom-Lie

cebiri lizerinde (sol) Hom-modiildiir.

4.2.2. Sonug. (g, ¢) ve (b, a) ikilisi eslenmis Hom-Lie cebir ¢ifti olmak tizere,

evrensel zarflama cebiri olan (U(g), ¢), (b, a)iizerinde bir (sol) Hom-modiildiir.

Ispat. Bu ifadeyi ispatlamak icin J¢ idealinin, (b, a)iizerinde Hom-etkiye gore

kapali oldugunu gdstermek yeterlidir.

ne [((Pl’sw E) - ((pl' 0, ¢S(€))]
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=15 (¢1,58) —n & (91,0,6°%))
= (p1,5,a7°M) = &) — (91,0,n = ()
= (g5 = &) — (91,0,90°@*(M =) € J°
Yukarida gériildiigii iizere, elemanlar J° idealinin elemanlanidir. Ayrica,
n & {(¢2,00,,82) — (¢2,00,6,8) — (¢1,0,[81, 52D}
=12 {(¢1,0,§) V (91,0,82) = (¢1,0,82) V (¢1,0,82) = (91,0,[$1,$2D}

= (a‘l(n) > (94,0, 51)) V a(91,0,&2) +a((@1,0,&)<15)
v [(@2() < a7 ((¢1,0,&1)<25)) & (¢1,0,&5)]

+ - (05_1(77) = (91,0, 52)) V a(94,0,¢1) — a((91,0,&) <) V [(@”2(n)
< a71((91,0,82)<25)) = (91,0,81)]

+ - ((Pl,O,TI & [’51' EZ])

= ((p1! 0! a_l(n) & El) \% (<,01, 0) ¢(€2)) + ((plﬂ 0! ¢(€1))
\% (a_l(n) & ((pli O, 52)) + (a_l(n) < ((pl' 0' gl))
& (QDII O, ¢(62)) - ((pll 0, a_l(n) & 52) \4 ((plr Or d)(fl))

+ — ((plro' ¢(fz))V(a_1(77) & ((Pl,O,fl)) - (a_l(rl) < ((p1'0'€2))
& ((P1,0,¢(51))

+— (91,0,n & [§,6]
= (¢2,0,0,a71 () > &1,9(&)) + (92,0,0,¢(51), a7 () & &)
+ (01,0, (@ (M) < &1) > ¢(52)) — (92,00,a7 (1) > &, ¢(61))
+ = (02,00,0(), a7 M > &) — (91,0, (@ (M) < &) = d(§1))
+ = (91,0, > [§1,8])

= ((pZ' 0'0' a_l(rl) & Eli ¢(EZ)) - ((pZ' O'O' ¢(fz),a_1(71) & El)
— (9, 0,n > [a™ () = &, 9 (E)])
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+ ((pZ' 0'0' ¢(f1),a_1(77) & EZ) - (§02' 0'0' “_1(77) & EZ' d)(fl))
- (<,01; 0'77 & [¢(f1),6¥_1(77) & EZ]) € Jg

elemanlar1 da J¢ idealinin elemanlaridir. Dolayisiyla, [J9 ideali, (b, a) iizerindeki

Hom-etkiye gore kapalidir.

Calismamizin bu kismina kadar, (5, a) tizerinde (U(g),V, 1, ¢) yapisinin (sag)
Hom-etkisini ve (g, ¢) tizerinde (U(H),V, 1, @) yapisinin (sol) Hom-etkisini ayr1 ayri
tanimlanmustir. Simdi ise (U(g), ¢p) lizerinde (U(H),V, 1, a) yapisinin Hom-etKisi

tanimlanacaktir.

4.2.3. Onerme. (g, ¢) ve (b, a) ikilisi eslenmis Hom-Lie cebir ¢ifti olmak
tizere, evrensel zarflama Hom-Hopf cebiri olan (U(g),v, 1, ¢, A, €,1d, S), ayn1 sekilde
evrensel zarflama cebiri olan (U(H),V, 1, a, A, €,1d,S) Hom-Hopf cebiri tizerinde bir

(sol) Hom-modiil escebirdir.

Ispat. Daha onceki Onermelerden, (b, @) Hom-Lie cebirinin (U(g), )
tizerinde (sol) Hom-etkisinin var oldugu ve bu etkinin (U(H),V,1,a) iizerine
genigletilebilecegi  gosterilmistir. Dolayisiyla, Hom-modiil escebir sartlariin

saglandigin1 gostermek yeterlidir. Her Q € U(H) ve her ¢ € U(g) igin

AQe @) =005 5 Pogs @ Qeas & Pers.

U(D) m elemanlart Q = (¢4,s,7n) seklinde ise durum Lemma 4.2.2 dolayisiyla

aciktir, boylece genel olarak,
A@Va) e 9) =A(a@ > (2 > ¢7H))

= a(Qc>) & (Q’ & ¢_1(<P)) Q a(Qeys) & (Q-, & ¢_1((P))

<1> <2>

= a(Qcs) & (Q,<1> & ¢_1(<P<1>)) K a(Qeys) & (Q,<2> & ¢_1(<P<2>))
=QVQ )10 Q@ (AVQ)as & Pps

esitligi elde edilir. Boylelikle simdiye kadar yaptigimiz tanimlamalar yardimiyla

asagidaki 6nemli 6nerme verilebilir.
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4.2.4. Onerme. (g, ¢) ve (b, a) ikilisi eslenmis Hom-Lie cebir ¢ifti olmak
tizere, (U(g),V,1,¢0,4,¢1d,5) ve (U®D),V,1,a,A¢1d,S) Hom-Hopf cebirleri

eslenmis ¢ift Hom-Hopf cebirlerdir.

Ispat. Bir onceki o6nerme olan Onerme 4.2.3 kullanilarak (U(g),V
,1,0,A,¢1d,5) nin (U(D),V,1,a,4,¢1d,S) cebirinin sol Hom-modiil escebir
oldugu, (U(H),V,1,a,A, &1d,S) yapisinin ise (U(g),V,1,d, A, €, 1d,S) cebirinin sag
Hom-modiil escebir oldugu goriiliir. Dolayisiyla, Hom-Hopf cebirin karsilikli cebir

olmasi i¢in saglamasi gereken sartlardan sadece

ve @) = (@t (F7 (ver)
o @) (2 (7 0en) < 07 (0 wes)) = 0
) <u=(va(a (B0 ) & ¢72(H wen)) ) (B0 25)
< (P (uers)))

sartlarin1 gostermek yeterli olacaktir. Bu sartlar tanimlara gore tekrar yazilirsa
Qe (pVve) = (@ Q) > 9qs) V [(a_2(9<2>) < ¢_1(¢<2>)) & (P’],

Qva)<e = [Q- < (“_1(-(2’<1>) & ¢_2(‘P<1>))] \% (-QI<2> < ¢_1((P<2>))

esitlikleri elde edilir. Benzer ozellikler olan bu iki 6zelliklerden ilkini gdostermemiz
yeterli olacaktir. Bu durumda, omega elemanlar1 Q = (¢4,s,n) seklinde ise ispat

tanimdan agiktir. Diger durumlar
@vade(pve)=a@ec (=9 (pVe))
=a(Q) > {(05_1(9,<1>) & ¢_1(‘P<1>)) \ [(a_2(9,<2>) < ¢_2((P<2>)) & ¢_1((P’)]}

= [Q<1> & (“_1(Q,<1>) & ¢_1(<P<1>))]
v {[a_l(ﬂ) < (a_2(9,<2>) & ¢_2((P<2>))]
> [(@72(0s5) < $72(9s5)) & 7 (0]}

= [(a_l(ﬂ<1>) v 05_1(9,<1>)) > (P<1>]
v {[(a_z(ﬂ<2>) v a_2(9,<2>)) < ¢_1(<P<2>)] & (,0'},

esitligi ile ispatlanmis olur.
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5. IKILI CAPRAZ CARPIM HOM-HOPF CEBIiRLER

5.1  Ikili Capraz Carpim Hom-Hopf Cebirlerin insas:

5.1.1. Onerme. (F, ur,nr, a,Ag, &5, B) Ve (U, py, Ny, ¢, Ay, €, 9) iki Hom-
bicebir olsun ve (F,B) yapisidac: U Q F - F,B(u > f) = ¢p(u) = B(f) etkisi ile
bir sol U-Hom modiil olsun. O zaman F X U = (F @ U, B ® ¢) lizerinde

(Fw) * (Fu) = (@ (B()) * (¢ (¥ (wars)) & a2 (D), P (uazs) #1)
ve
Nuik > FXU  0u(1) = ne(1) ¥ ny(1)
doniisiimlerine sahip bir (birimli) Hom-cebir yapist vardir.
Ispat. Hom-birlesme 6zelligini gormek igin ilk olarak,
[(F,u) * (F,u] * (BCF™), $(u”))

= (a1 (BUN) * (07 (¥ (wass)) & a1 (F)) Y (uazs) o)
* (BU™, d")

= ([@2(B*(N)) * @2 (uar>) > a 2(BU))]
* (P (Y 2 (Uzs<1>)) # 9 @7 (i) = a ' BU)),
[ 2 (Uezsczs) @Y (ulzs)] # H(U))
esitligi ve denklemin esit olmasim gereken diger formu asagidaki gibidir:
(B, d@) * [(fu) * (f",u")]

= (B, o) * (@ BUN * (@ W (ulss)) & a (")), (ulys) #u'”)
= (a_l(ﬁz(f)) * {1[)_1(u<1>)
> [a 2(B(f)) * (@7 W2 (ulys)) & a 2(F' NI

¢(¢_1(u<2>)) . [lp_l(UI<2>) o u'])

61



= (a_l(ﬁz(f)) * {(¢_3(u<1><1>) & a_z(ﬁ(f'))) * [l/)_3(u<1><2>)
> (7 W2 (uss) = a2 (N

P (Uezs) # [P (ulys) o u''])

= (@ (B2(F) * (V3 (tarsars) & @ 2(B(N))
* (@7 (Y3 (Uarsz>)) @ $ WP (wlr>))) & @ 2(F]),

P (Uezs) # [P (ulys) o u''])

= {a2(B2(N) * (V3 (uarsars) &= a2(BUN))}
* (7 Uarsaz>)) @6 THW T (Uls5))) & @ HBU))

P () @ [P (ulps) @)
Yukaridaki denklemler esit oldugundan ispat tamamlanir.
Birim déniisiim icin ispat asagidaki gibi verilebilir:
(f,w) * (ns(1),ny (D)
= @ (B) * (7 (W wer)) & @ (1x(D)), ¥ () @My (1)
= (@ (BN) * (67 (¥ W) & 1p(1), 1 (ucrs) #7u(1))

= @ (B(N) * (o7 (¥ ars) ) 1r (D, dW " (Uezs)))

= (a7 (B(N) * ne(D), @) = (BU), pw)).
Benzer sekilde asagidaki esitligi elde edilir:

(e, (D) * (f,w) = (B, dW)).

5.1.2. Onerme. (F, uz,ng, @, Az, ex, B) ve (U, uy, Ny, ¢, Ay, €4, W) iki Hom-

bicebir olsun ve (U, ¢) yapist da V:U - U Q F,V(p(w)) = ¢p(ucpos) ® B(ucs>)
esetkisi ile bir sag F -Hom esmodiil olsun. O zaman F»=U =F Q U, a Q Y

uzerinde
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Ape:(f, 1) = (@B (f<15)), @ (Ucis<05)) ® (B (fzs)

* a7 (Uer><1> ) U@))s
ve
et FrU—k,  epa(fiu) = er(fey(w)
dontistimlerine sahip bir (esbirimli) Hom-escebir yapisi vardir.

Ispat. Hom-esbirlesme 6zelliginin ispat1 i¢in ilk olarak asagidaki denklem elde

edilir:

Ape: (a(ﬁ_l(f<1>)): ¢_1(u<1><0>)) ® (¢ ® 1.l’)(ﬁ_l(f<2>)

* @2 (Ucrs<1s) Ucas)

= (az (.3_2 (f<1><1>))' 2 (u<1><0><1><0>))
X (05(,3_2 (f<1><2>)) * a_z(ﬁ_l(u<1><0><1><1>))' ¢_1(u<1><0><2>))
(a(ﬁ_l(f<2>)) * a_l(u<1><1>),llj(u<2>))

= (az (ﬁ_z (f<1><1>)), ¢_1 (u<1><1><0>))

® (a(B 2 (fersazs)) * @2 (B (Uarsarscrsa1>)) ¢ Ucrscancos))
® (@(B (f<25)) * [a (B (tcas<1sca><2>)) * @3 (Ucrsancrs)] Y(Ucas))
= (@2 (B (far>), 0 (W (Ucr><05)))
® (A(B 2 (fezsers)) * @1 (B (arsars<15)), ™ (Uczsers<0>))

X (a(ﬁ_z (f<2><2>)) * [a_z(ﬁ_l(u<1><1><2>)) * a_g(u<2><1><1>)]'u<2><2>)-

Diger taraftan ise asagidaki denklem elde edilir:

(a @) (a(ﬁ_l(f<1>)), ¢_1(u<1><0>))

® A (B (fzs) * @ *(Uciscrs)s Uczs)

= (az(ﬁ_l(f<1>))' ¢_1(¢(u<1><0>)))
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® (a_l(ﬁ_z(f<2><1>)) * a_l(ﬁ_l(u<1><1><1>))’ (],')_l(u<2><1><0>))

X ([ﬁ_z(f<2><2>) * a_z(ﬁ_l(u<1><1><2>))] * a"z(u<2><1><1>),u<2><2>).

Hom-esbirlesme 6zelligi yukaridaki denklemlerden ve F nin Hom-birlesmeli

olmasindan agiktir. Esbirim ise ayr1 ayr1 F nin ve U nun esbirimli olmasindan agiktir.

5.1.1. Tanm. (F, ur,nr, @, Ar, 7, B, S¢) Ve (U, py, Ny, ¢, Ay, €4, W, Syp) iKi
Hom-Hopf cebir olmak iizere,

i) (F,B) yapisi > U Q® F - F,B(u = f) = p(u) & B(f) etkisi ile bir sol U-

Hom modiil cebir olsun.

i) (U, @) yapis1 V:U » U Q F,V(p(w)) = p(ucos) ® Bucys) esetkisi ile

bir sag F-Hom esmodiil escebir olsun.
Ek olarak her u,u’ € U, her f € F igin
ii) Ar(ue ) = P Uucrs<os) & faas @ a7 B3 (Ucisers)

* (¢(¢_2(u<2>)) & a_l(f<2>)),
iv) er(u e f) = eg(Wer(f),

V) Vueu) =9 (Ucrscos) ®ULes @ a7 ?(B(Uciscrs))
* (07 (ucrs) = a M (ulys)),
vi) Ucrsco> @ (Ucrs & ) * a7?B%(Ucrscrs) = Ucis<o>

® a?B*(Ucis<rs) * (Uczs & f)
esitlikleri saglanirsa, (F, W) ikilisine karsilikli Hom-Hopf cebir cifti denir.

Yukaridaki esitlikleri saglayan U @ F := U »a1 F yapis1 lizerinde bir Hom-

Hopf cebir yapis1 vardir. Bu Hom-Hopf cebir yapisini asagidaki 6nermede verilmistir.

5.1.3. Onerme. (:F, Ur, NE, A, ATIST'B'ST) ve (‘U, ,Ufu,T]fu,¢, Aru, S-u,l/), Sru) iki
Hom-Hopf cebir olsun. Ayrica, (F,U) karsilikli Hom-Hopf cebir ¢ifti olsun. Bu
durumda FeU:=(FQU, LR ¢p,a @) iizerinde Vu,u' € UveVf,f €F

i¢in
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) Fws ) = (a1 (BN) * (7 (W was) &
a (), P uzs) o),
i) Npark > FrU npa(l) =ne(1) xny (L),
i) Apa(f ®u) = (@(B7 (1)), ¢ M (tarsc05)) ® (B (fez5)
* @2 (Ucis<1s ) U2)),

iv) Epaq: FIU >k, epq(f,u) = ex(fey(w),
V) Sealf @) = (1,Su(p 2 (uex))) * (S (a7 (B2 (N) *
a? (.B_l(u<1>))) ) 1)
dontisiimlerine sahip bir Hom-Hopf cebir yapisi vardir.

Ispat. Onermede verilen yapmin Hom-Hopf cebir sartlari sagladig
gosterilmelidir. Bunun igin ilk olarak, Tanim 2.1.9 da verilen sartlara bakilmalidir.
Belirtilen sartlardan ilk ikisi olan Hom-cebir ve Hom-escebir olma sartlarinin
saglandig1 tanim ve 6nceki 6nermelerden agiktir. Hom-bicebir olma sartlarindan iii)-

b) sart1 asagida gosterilmistir. i1k olarak

By ((f,u) % ()
= dpa (@1 (B(N) * ($7 (¥ (wer>)) & @), P M azs) o)
= <f<1> *a (ﬁ_l ([¢_1(¢_1(u<1>))

& a_l(f’)]<1>)> O H (W (ucys) @ u')<1><0>)>

® ([a ey =57 ([97 (W ) & ()], )]

*a (P (Uezs) ® U ) crsars), W (ucps) @ u')<2>) )

= (f<1> *Q (,8_1([¢_1(¢_2(u<1><1><0>))
& 05_1(f<,1>)])) O H (W (ucys) @ u')<1><0>)>
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® (Ja*(fzs)
* .B_l(a_s(,gz(u<1><1><1>)) * [1/)_3(u<1><2>) > a2 (f<,2>)])]
* o (P (Uezs) #U ) c15crs), W7 (Uers) #U) )
= (f<1> * [d)_z(l/)_l(u<1><1><0>))
& .B_I(f<11>)]» ¢_1((1/)_1(u<2><1>) » u'<1>)<0>))
® (Ja (fezs)
* {a_s(.g(u<1><1><1>))

* [¢_1(¢_3(u<1><2>)) & a_z(ﬁ_l(f<12>))]}]

*a (P (Uezs<rs) #UL s c1s), (W (Uerscrs) #UL,S))

esitligi elde edilir. F nin Hom-birlesme 6zelligi kullanilarak,
Dy ((F, ) * (f,u)
= (f<1> * [¢_2 (1/’_1(“<1><1><0>))

= ﬁ_l(f<’1>)]: ¢_1(¢_2(u<2><1><1><0>)) . ¢_1(u'<1><0>))

([a_l(f<2>) * {a—S(ﬁ(u<1><1><1>))
* [¢_1(¢_3(u<1><2>)) & a_z(ﬁ_l(f<12>))]}]

* {“_5(ﬁ(u<2><1><1><1>)) * [¢_1(¢_3(u<2><1><2>)) & a_3(u'<1><0>)]},
W (Uczscrs) ® ULys))

= (f<1> * [¢_2(¢_1(u<1><1><0>))

& ﬁ_l(f<11>)]' ¢—1(¢—2 (u<2><1><1><0>)) » ¢_1(u'<1><0>))
X ([a_l(f<2>) * a‘4(ﬁ(u<1><1><1>))] *

{ ([¢_1(¢_3(u<1><2>)) & a_z(ﬁ_l(f<12>))] * a_6(,3(u<2><1><1>1>)))
* [¢_1(¢_3 (u<2><1><2>))
& a_g(u’<1><1>)]}' W (Ucrscrs) #UL2S))
bulunur. U nun Hom-esbirlesme 6zelligi kullanilarak ise,
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Dy ((f ) * (f,u))

= (f<1> * [p7% (Ucr><0>)

> B (fers)], ¢_1(1/’_3 (u<2><1><2><1><0>)) . ¢_1(u'<1><0>))
X ([a_l(f<2>) * a_3(,8(u<1><1>)) ]

* { ([¢_1(¢_4(u<2><1><1>)) > a2 (ﬁ_l(f<’2>))]
* a‘7(B(u<2><1><2><1><1>)))
* [¢_1(¢_4(u<2><1><2><2>)) > a 3 (ulys<rs)]}
W (Uezscr>) #ULSS)

= (f<1> * [0 (Uct><0>)

& B_l(f<’1>)]: ¢_1(¢_3 (u<2><1><1><2><0>)) » ¢_1(u'<1><0>))
b2y ([a_l(f<2>) * “_B(ﬁ(u<1><1>)) ]

* { ([4’_1(¢_5(u<2><1><1><1>)) > a2 (ﬁ_l(f<’2>))]

* “_7(ﬁ (u<2><1><1><2><1>)))

* [¢_1(¢_3(u<2><1><2>)) > a3 (Ul1s><15)]3 (¢_1(u<2><2>) U ;)

elde edilir. U nun Hom-esbirlesme 6zelligini tekrar kullanilarak
AF’-’.]((f: u) * (f,' ul))

= (f<1> * [0 72 (Uc1><0>)
& ﬁ_l(f<'1>)]; ¢_1(¢_3 (u<2><1><1><1><0>)) . ¢_1(u'<1><0>))

b2y ([a_l(f<2>) * a_3(ﬁ(u<1><1>)) ]

* { (“_7(ﬁ(u<2><1><1><1><1>))

* [¢_1(¢_5(u<2><1><1><2>)) - a_z(ﬁ_l(féb))])

* [¢_1(¢_3(u<2><1><2>)) & a_g(u,<1><1>)]} (P (Ucos<2>) ®ULS))
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= (f<1> * [P 7% (Uc1><0>)
& B_l(f<’1>)]» ¢_1(¢_2 (u<2><1><1><0>)) . ¢_1(u'<1><0>))
K ([“_1(f<2>) *a3 (ﬁ(u<1><1>))]

* {(a_6(,3 (u<2><1><1><1>))

* [¢_1(¢_5(u<2><1><2><1>)) & a_z(ﬁ_l(f<’2>))])
* [¢_1(¢_4(u<2><1><2><2>)) & a_3(u'<1><1>)]} ’ (¢_1(u<2><2>) *U,)),

denklemi elde edilir. Ayrica, yukaridaki denklem

(f<1> * [¢_2(¢_1(u<1><1><0>))
& ﬁ_l(f<11>)]: ¢_1(¢_1(u<1><2><0>)) » ¢_1(u’<1><0>))
X ([“_1(f<2>) * a‘4(ﬁ(u<1><1><1>))]

* {(a_s(ﬁ(u<1><2><1>)) * [¢_1(¢_4(u<2><1><1>)) & a_z(ﬁ_l(f<’2>))])

* [¢_1(1/’_3 (u<2><1><1>)) & a_3(u'<1><1>)]} ) (1/’_1(”<2><2>) *u,.))

denklemine esittir. F nin Hom-birlesme 6zelligi tekrar kullanilarak,
By () * (F,u)
= (faas * [672(¥ " @ars<15<05))
& B (Fes)] 07 (¥ (ersaascos)) @ 0 Ukisos) )
® (a7 (fezs) * [ (Btcrscr><1>)) * €75 (B(ucis<an1>))])

* {([¢_1(¢_3(u<2><1><1>)) & a_l(,g_l(f<’2>))])
* [¢_1(¢_3(u<2><1><2>))

> a_3(u'<1><1>)]}, (¢_1(u<2><2>) . u'<2>))

bulunur. Hom-modiil cebir ve Hom-esmodiil escebir esitlikleri ile,

Dy ((f, 1) * (f,u))
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- (f<1> * [¢_2(¢_1(u<1><0><1>))

& B (fars)] 7 (7 (Uarscos<zs)) # 6 7 (Urcos))
® (a7 (fezs) * a7 (B(uci><1>))}

x {7 (W (Uezsc1>))

> [a 1 (B (fles)) * @ (Ulrsars)]),

W™ (Uczs<2>) ®UL2s)
= (a(ﬁ_l(f<1>)), ¢_1(u<1><0>)) * (“(ﬁ_l(f<'1>)), ¢_1(u'<1><0>))
® (B (fezs) * @72 (Ucr><15) Uzs) * (BTH(fl25) * a2 (Ulisers), Ulas)
= Dy (f, ) * Dy (f ', 1)
elde edilir. Boylelikle Tanim 2.1.9 da belirtilen Hom-bicebir sartlar1 saglanir.

Tanim 2.1.10 da verilen ilk sart yani yapimin Hom-bicebir olma sart1 yukarida
ispatlanmistir. Simdi ise Hom-Hopf cebir olma sartlarindan ikincisi ve sonuncusu olan

antipot sart1 icin ise ilk olarak
(14 ® Spa) 0 Byq (f,11)
= (a(B7 (fer)) ¢ (Ucrscos) ) * Swa(B (fazs) * @ (Uarnars), tczs)
(@(B7 (1)), 6™ (a5 <05))

* [(1, Sy(¢p~2 (u<2><0>)))
* (SF ([a_l(ﬁ_z (f<2>)) *a~? ('B_l(u<1><1>))]
*x o2 (ﬁ_l(u<2><1>))) ) 1)]

denklemi hesaplanir. Daha sonra F nin Hom-birlesme 6zelliginden
= [(a(ﬁ_z (f<1>))'¢_2 (u<1><0>)) * (1:SU(¢_2(U<2><0>))) ]

* (SF ([“_1(3_1(f<2>)) * a3 (u<1><1>)] * a_z(u<2><1>)) ) 1)
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= [(a (5_2 (f<1>))’¢_2 (u<1><0>)) * (1'5U(¢_2(u<2><0>)))]

* (Sr(B™ (fezs) * [a 73 (Uciscrs * Ucrsars)]), D).

bulunur. Hom-esmodiil escebir esitliginden ise

(Id ® S..—;]) OA.(_;] (f,u)

- [(a('[g_z(f<1>))'¢_2(u<0><1>)) * (l,SU(¢_2(u<0><2>)))]
# (Sp(B 1 (fazs) * @ H(uey)), 1)

= (2(B ™ (1)), 02 (tcoc1>) ® Sy (7 (tcosz)) )
# (Sp(B (fazs) * a7 (ueys)), 1)
= (a(B (f)) 1) * (Sr (a(B " (fez)) ) 1) @)
= (fes * Sr (F2s))ev @) = &p(Ney(w) (L),
denklemi elde edilir. Benzer sekilde

(Spa @ 1d) © Apeg (f, 1)

= Spa (a(ﬁ_l(f<1>)), ¢_1(u<1><0>)) * (B (fezs) * a7 *(Ucisers), Ucas)

= (150 (P (tcrs<os<os)))
« (8r (B2 (feas) * @2 (B2 (tcrsco><1))) 1))
(B (fazs) * 072 (tersars), Uars)

= (1,Sy(¢"2(Uerscon<05)))
< [(8r (872 (fers) * @ 2(B72 (terscomer))) 1)
(B2 (o) * @2 (B (tersess)) 7 () )]

= (1; SU(¢_1(u<1><0>)))
* [(SF (ﬁ_z(f<1>) * a2 (ﬁ_z (u<1><1><1>))), 1)
* (3_2(f<2>) * a_z(ﬁ_z (u<1><1><2>)), ¢_1(u<2>))]
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= (1:SU(¢_1(U<1><0>)))
* [(SF (“_1(5_1(f<1>)) * “_3(.3_1(u<1><1><1>)))
* [a_l(.g_l(f<2>)) * a_s(ﬁ_l(u<1><1><2>))]’u<2>)]

= (1,SU(u<1>)) * (Lucys), er(f) = (1: Sy(uci>® u<2>)), er(f)
= er(er(w)(1,1)

elde edilir. Sonug olarak, (F @ U,*, 1 g1, f Q D, Ape, Epeg, & @ P, Spq) Tizerinde

verilen doniisiimlere sahip bir Hom-Hopf cebir yapist oldugu ispatlanmis olur.

5.2 Yari duallik

Bu bélimde, Hom-Hopf cebirlerde yar1 dualligi kullanabilmek icin gerekli
yapilar ve 6zellikleri verilmistir. Hopf cebirler tizerinde dual yapilarin ayrintili bilgileri

icin (Majid 2000) ve (Abe 2004) kaynaklari incelenebilir.
52.1. Lemma. (V,u,n, ¢, A, &) Hom-bicebir olsun ve (U, y),
yweuw =¢) ey
etkisi ile (birimli) sol V-Hom modiil olsun. Bu durumda (U, y),
Viom: U > UR VO, Vigm(W) = tuco> ® Ucs>

esetkisi ile (esbirimli) sag VO -Hom-esmodiildiir. Verilen esetki asagidaki gibi

gosterilebilir:
Uco> < Uy V > = ¢ (V) > w
Ek olarak y: U — U doniisiimii agagidaki esitligi saglar:
Y(W<o> @ YW 1> = ¥(Ucos) ® (@71 (ucss)

Ispat. ilk olarak yukarida verilen doniisiimiin sag esetki oldugunu asagidaki

esitlikler yardimiyla gosterilir:

Y(Ucos) < A(ucis), v ® V' > =y (Ugos) < Ucrs, ¢_2 (vev') >
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=y(@twev)cuw =9 @wev) ey =¢ W) = (@) > w)
= ¢72(V) > Ucos < Ut O THV) > = Ucorcos < Ucorarsi ¥V ><Ucrs, @THVY) >
Yukari elde edilmis olan esitlik, asagidaki esitligin farkli sekildeki bir gosterimidir:
¥ (Ueos) ® Alucss) = Ucos<o> @ Ucos<r> @ (@71 (ucss).
Lemmanin ikinci iddiasinin dogrulugunun ispati
Y Weo> <¥W<1s, v >=¢72(v) & y(w)
=y(@ (V) B w) = ugps < U5, ¢7H(V) >
esitlikleri ile gosterilir.

5.2.1. Onerme. (V,u,n,¢,A, &,1) Hom-bicebir ve (U,Aq, ey, f) Hom-
escebir olsun. y: U - U Hom-escebir doniistimii ile (U,y) ikilisi >:V QU -
U, y(v e u) = ¢p(v) = y(u) etkisi ile sol V-Hom modiil escebir olsun. Bu durumda

(U, ) ikilisi esetki ile sag V°-Hom-esmodiil escebirdir.

Ispat. Onermede tanimlanan etki ile (U, y) nin sag V°-Hom-esmodiil escebir

oldugunu gérmek i¢in
BW<os> < BWais v >=¢72(W) & Bw) = By (972 (v)) > u)
= Bucos) < Ucis P W) > = Buces) < @) (uers), v >
esitligi ve
Ucos<1> & Ucos<o> < Ucis, V>
=Ay(@7? (W) > w) = 072 (Vers) B Ucrs ® 97 (Vezs) & Ucrs
= Uci><0> < Uci><1>r Vais > Ucoscos < Ucas<os) Vazs >

_ 2
= Ucrs<os> @ Ucrscos < Ucrscrs U< PO (V) >

esitligi yeterlidir.
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5.2.2.Lemma. (U, u,n, ¢, A, ,¢) Hom-bicebir ve (V,y) ikilisi<: V Q U —
V, yv<au)=¢w) <y() etkisi ile (birimli) sol U -Hom-modiil olsun. Bu
durumda (V°, (y~1)*) asagidaki etki ile bir (birimli) sol U-Hom-modiildiir:

i:u@voavo, <uif,v>=< £,y 2(v) <@ ¢2(u) >.
Ayrica, (y~1)*: V0 - VO etkisi
G (ulf) =@ ')
esitligini saglar.
Ispat. Verilen doniisiim
<@ew)] @ (N >=<GF, G W) < pueu) >
=< £, W) < p2weuw)) > =< £,y ™)) < p~3 (o) >
=< £, (@) 27 W) <2 W)) > =< u' fyH (™ HE) < ¢ W) >
=<w £ (D@ 297 W) > =< o] (W f).v >
ve
<n2fv>=<fy2m) < ¢ (D) > =< £,y 2() < (1) >
=<fy' W) >=< G V(v >
esitlikleri ile sol etkidir. Ayrica
<O (ulf)v>=<ul fy @) >=<fy3w) < ¢$72w >
=<y (W) < 67 W) > =< ¢ (DY @) < $ 7w >
=< p@ ™D (v >
esitligi ise Lemma da verilen ek sartin ispatidir.

5.2.2. Onerme. (U,u,n, ¢, A 1) Hom-bicebir ve (V,Ay, ey, ) Hom-
escebir olsun. y:V = V Hom-escebir donisimii ile (V,y) ikilisi <: VQ U -
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:V,y(v <u) =y() < ¢(u) etkisi ile sol U-Hom modiil escebir olsun. Bu durumda
VO, (y~1*) ikilisi sol U-Hom-modiil cebirdir.

Ispat. (W2, (¥ "1)*) nin sol U-Hom-modiil cebir oldugunu gérmek icin
<@ (upf)v>=<u fp @) >
=<fy (B W) < 72w > =< £,87 (y2®) s p(972w)) >
=< (B (Y 2() < ¢~ (W) > =< (@) 2 (B (F),v >

esitlikleri ve
<YW (f* 9 v >=<f*g,y ) < p72(Y2 (W) >

=<f® g:ﬁ_z (V_Z(V<1>) < d)_z (1/12(”<1>))) ® ,8_2()/_2(77<2>))
< ¢_2(¢2(u<2>)) >

=< fr.B_Z (V_Z(V<1>) < ¢_2(¢2(u<1>))) >< g:ﬁ_z(]’_z(v<2>))
< ¢_2(¢2(u<2>)) >

=< f'ﬁ_z(y_z(v<1>) < ¢_2(u<1>)) >< g:ﬁ_z(y_z(v<2>)) < P (ucys) >

0 0
=< (u<1> |>f) o (u<2> Dg),v >
esitlikleri yeterlidir.

5.2.3. Onerme. (U, uy,ny, ¢, Ay, 5,0, Sy) ve (V,uy,ny, a, Ay, &y, 5, Sy)
Hom-Hopf cebir olsunlar. Bu yapilar iizerindeki doniisimler a*f~2 = Id, ve
¢*Pp~2 = Idy sartin1 saglasin. (U, V) nin eslenmis Hom-Hopf cebir ¢ifti olmasi igin
gerek ve yeter sart (V°,U) karsilikli Hom-Hopf cebir gifti olmasidir.

Ispat. (U, V) eslenmis ¢ift Hom-Hopf cebir olsun. V, Hom-Hopf cebirinin
dualini ise (V°,m,e,a,A,€,b,S) olarak gosterelim. ik olarak Tanim 5.1.1 iii) sartim

inceleyelim. Her u € U,f € V° ve her v, v’ € V i¢in

<A(uif),v®v’ >=<uif,a‘2(viv’)>
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=<fa*(vev) <2 ¢ >=f (a*W) ea™@)) < ¢7*W) >
denlemi elde edilir. Diger taraftan,
<P M arscos)pfeas ¥ > < A3 (Uarsars) * [P(H 2 (Uers)) 0 (fs)| V' >
=< fe1> @72 (V) 9 7P (Ucrs<05) >< @D (Uarnars), BT (VL) >

<PW 2 (Uers)) 2a  (fars), B2 (0gs) >

=< fe15, @ 2(V) 9 Y Hucis<0s) >< Uciscrs @ 2B (Wlys) >

< f<2>) a_ZB_I(VI<2>) < ¢_1(1/)_1(u<2>)) >

=< f<1>fa_2(77) < ¢_2¢_1(u<1><0>) >< u<1><1>'a_1(77’<1>) >

< f<2 a_zﬁ_l(v’<2>) < ¢_1(¢_1(u<2>)) >

=< f<1> a ?(v) < (“_3[))_1(17’<1>) & ¢_2¢_1(u<1>)) >< feos a_z,[))_l(UI<2>)

< (]5_1(1/}_1(u<2>)) >

=<f, [0(_4(17) < (a_sﬁ_l(vl<1>) & q,’)_41/1_1(u<1>))] o (a7 (viys)
< (]5_3(1/J_1(u<2>)) >

denklemi de elde edilir. Bu da Tanim 4.1.1 iii) sartinda belirtilen (4.2) denkleminin
saglanmasi i¢in gerek ve yeter sartin Tanim 5.1.1 1ii) sartinin saglanmasi oldugunu

gosterir.
Benzer sekilde Tanim 5.1.1 v) sart1 i¢in agsagidaki esitligi inceleyelim:
(ueu)cos < UOU)ys,v>=a"?(v) & (ueu)
diger taraftan ise
P (Uarsos) $os < A (B(Uarsars)) * [ (Uars) pa ™ W ar5) | v >
= P (Ucrs<o5) ®ULps < a7 H(B(Ucis<rs)), B2 (Wars) >

<P (uars) L0 W ar5), B (Vezs) >

= w_l(u<1><0>)'u’<0> < Uci><1> a_l(v<1>) >< Ulygs, a_zﬁ_l(v<2>)

< ¢_3(¢(u<2>)) >
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=< (0‘_3,8_1(17<1>) & l[)_l(u<1>))|u'<0> <ulys, @ BN (Wezs) 9 0P (Ugrs) >
= (a_gﬁ_l(v<1>) = l/J_l(u<1>))' [(a_4ﬁ_1(v<2>) < ¢‘51/)(u<2>)) - u']
= (a_3.8_1(77<1>) & l/)_l(u<1>))' [(“_4ﬁ_l(v<2>) < ¢)_11/)_1(u<2>)) - u']

elde edilir. Bu da Tanim 4.1.1 iii) sartinda belirtilen (4.1) denkleminin saglanmasi i¢in
gerek ve yeter sartin Tanim 5.1.1 V) sartinin saglanmasi oldugunu gosterir. Son olarak

Tanim 5.1.1 vi) sart1 igin ise
—2}.2 0
Ucrsco> < @ D% (Ucisers) * (u<2>l>f) , V>

= Ucis<o> < A7 2D%(Ucrs><15), B2 (Vers) ><Ucos gf,ﬁ_z(v<2>) >
= a7 (v<1s) & Uars < [, a7 (Vezs) < 97 (Ucps) >
= ¢2(05_6(77<1>) & ¢_2(u<1>)) <f,a B2 (veps) < P A (ucrs) >
= ¢?(a*(vers) & ¢ 72 (Uers)) < fra 0 (Vas) < 9% (ucrs) >
esitligi ve
Ucr><0> < (u<1> Z f) *a7?b? (Uczser>), V >

= Uzscos < (Ucts o [ B2 (Wars) >< € 2b2 (Upsars) B2 (V) >
= Uczseos < fa72B%(Wers) 9 P2 (Uers) >< (Uzsars), @2 (Vezs) >
= a7 (Vazs) B gy < [, 2 (01s) < 7 (Ugrs) >
= 9% (a " (ezs) & 0 ?(Uezs)) < f,a 272 (V1) < 7% (ucrs) >
= ¢* (@ (Ve2>) = 2 (Uczs)) < f, @0 (W15) < 72 (uars) >

esitligi yardimiyla ispat tamamlanmis olur. Bu da Tanim 4.1.1 iii) sartinda belirtilen
(4.3) denkleminin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sartin Tanim 5.1.1 vi) sartinin

saglanmas1 oldugunu gosterir.

Sonug 5.2.1, dnceki onermelerden direk olarak elde edilebilecegi i¢in ispatsiz

bir sekilde verilmistir.
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5.2.1 Sonug (g, ¢) ve (b, @) herhangi iki eslenmis ¢ift Hom-Lie cebir olsun.

Ayrica, doniisiimler ¢p* = | dq ve at=1 dy sartin1 saglasin. Verilen yapilara karsilik

(U®O U@ % e @1, (@) @ ¢, Apy, e, Idyy ) @ Idyy (g, Swa)

seklinde tanimlanan ikili ¢apraz ¢arpim Hom-Hopf cebir vardir.

Sonug 5.2.1 de elde edilen Hom-Hopf cebir, Hom-Lie-Hopf cebir olarak

adlandirilarak tez tamamlanir.

77



6. SONUC VE ONERILER

Bu c¢alismada, Hom-Lie-Hopf cebirler tanimlanmistir. Bu tanimlama igin
gerekli olan Hom-cebir, Hom-escebir, Hom-Lie cebir, Hom-Bicebir, Hom-Hopf cebir
tanimlamalar1 verilmistir. Hom-Lie cebirin evrensel zarflama cebiri tanimlanmis, bu
tanim sirasinda diizlemsel ikili agag yapilarindan faydalanilmistir. Hom-cebir ve Hom-
escebir iizerinde modiil ve esmodiil tanimlaria yer verilmistir. Bu tanimlamalar ¢ift
capraz carpim Hom-Hopf cebir ve ikili ¢capraz ¢arpim Hom-Hopf cebir tanimlari igin
gereklidir. Son olarak, dualleme yardimiyla ¢ift ¢apraz ¢arpim cebir olan ve Hom-Lie
cebir ciftinin evrensel zarflama cebiri olan Hom-Hopf cebir tanimi yapilmistir. Bu

bahsedilen Hom-Hopf cebir Hom-Lie-Hopf cebir olarak adlandirilmustir.

Ileriki calismalarda, Hom-Lie-Hopf cebirler iizerinde homoloji, kohomoloji,
gosterimler veya bunlari i¢eren yapilar lizerinde durulabilir. Ayrica, Hom-Lie-Hopf
cebirlerin 6zelliklerinden olan ve tezin igerisinde de deginilen, parcadan biitiin ile ilgili
bilgi edinme stratejisi kullanilabilir. Yani, biiyilk ve karmasik yapidaki Hom-Hopf
cebirler hakkinda onlar1 olusturan ve nispeten anlagilmasi kolay olan Hom-Lie cebirler

tizerinde ¢alisarak Hom-Hopf cebirler daha rahat bir sekilde incelenebilir.
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