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Bu tez li¢ ana bolimden olusmaktadir. Birinci boliimde, ele alinan
problem tamtilmistir. ikinci béliimde, zaman skalas1 ile ilgili temel tanim ve
teoremler verilmistir. Ugiincii boliimde ise, ilk olarak ¢dziimlerin varlig1 icin gerekli
tanimlar ve lemmalar verilmistir. Sonra impalsif sinir deger problemi, integral
denkleme indirgenerek en az bir pozitif ¢oziimiin varlig1 Krasnosel’skii Sabit Nokta
Teoremi yardimiyla, bir veya iki pozitif ¢oziimiin varligi1 Lan ve Guo tarafindan
verilen bir lemma yardimiyla, en az iki pozitif ¢6ziimiiniin varlig1 Avery-Henderson
Sabit Nokta Teoremi yardimiyla ve son olarak da en az ii¢ pozitif ¢ziimiiniin
varlig1 Bes Fonksiyonel Sabit Nokta Teoremi yardimiyla ispatlanmistir.
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This thesis consists of three main chapters. In the first chapter, discussed
problem is introduced. In the second chapter, some basic definitions and theorems
on time scales are given. In the third chapter, firstly definitions and some lemmas
for the main results are given. Then, impulsive boundary value problem is reduced
to a nonlinear integral equation and we use Krasnosel’skii fixed point theorem to
prove the existence of at least one positive solution. And then, we establish some
sufficient conditions for the existence of one or two, at least two and at least three
positive solutions for impulsive boundary problem by using a lemma given by Lan
and Guo, Avery-Henderson fixed point theorem and five functional fixed point
theorem, respectively.
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1. GIRIS

Bu tez ¢aligmasinda, zaman skalasi iizerinde lineer olmayan impalsif sinir

deger problemlerinin pozitif ¢éziimlerinin varlig1 incelenmistir.

Zaman skalasi teorisi, ilk olarak 1988 de Bernd Aulbach’ in danismanligini
yaptig1 Stefan Hilger’in doktora tezinde sunulmustur. Ayrik olaylar1 tanimlamada tam
sayilar iizerindeki fark analizi ve siirekli dogal olaylar1 tanimlarken de reel sayilar
tizerindeki bildigimiz analiz kullanilir. Zaman skalasi bu iki durumu birlestirir. Ayrica,
reel sayilar ve tam sayilar disinda, daha bir¢ok zaman skalasi segilebilecegi i¢in zaman
skalas1 lizerinde yapilan c¢aligmalar daha geneldir. Zaman skalasi, ayrik ve siirekli
pargalardan olusan kiimelerin analizi iizerindeki ¢aligmalarda bize yardimer olur ve

hizla genisleyen bir arastirma alanidir.

Impalsif diferansiyel denklemler, belirli anlarda durumunda ani degisiklik
gosteren siiregleri ifade ederler. Fizik, mekanik, ekoloji, biyoteknoloji, ekonomi ve
doga bilimlerindeki bir¢ok dinamik olaymn durumu aniden degisebilir veya kisa siireli
etkiye maruz kalabilir. Bu tiir problemler impalsif siir deger problemleri ile ifade
edilir. Zaman skalasinda impalsif denklemler tizerine ilk ¢alisma, 2002 yilinda Johnny
Henderson tarafindan yapilmig olup son yillarda impalsif diferansiyel denklemleri

iceren problemlerin incelenmesi hiz kazanmistir.

Zaman skalasi iizerinde lineer olmayan impalsif sinir deger problemlerinin
sonsuz aralik lizerindeki pozitif ¢6ziimlerinin varlig1 izerine yapilan az sayida ¢alisma

bulunmaktadir.

Zhao ve Ge (2009) makalesinde

sinir deger probleminin en az {i¢ pozitif ¢dziimiinlin varlig1 problemini, Leggett-

Williams sabit nokta teoremi ile incelenmistir.



Daha sonra, Zhao ve Ge (2010) makalesinde

\%

u* (1)) +h(t) f (tu(t),u*(t))=0, te[0,),

—
S
©°
—

(0)= S ou(n), v () = B ()

ikinci mertebeden smir deger problemi i¢in de, Bes Fonksiyonel Sabit Nokta

Teoremini kullanarak, en az ii¢ pozitif ¢oziimiin varligi i¢in kosullar elde etmistir.

Zhao ve Ge (2009) makalesinden esinlenerek ortaya ¢gikan Karaca ve Tokmak
(2011) makalesinde

smir deger probleminin en az ii¢ pozitif ¢oziimiiniin varligi problemi, Leggett-
Williams sabit nokta teoremi ve Bes Fonksiyonel Sabit Nokta Teoremi ile

incelenmistir.
Ayrica, Yaslan ve Haznedar (2014) makalesinde

((p (yA(t)))V + h(O)f (t,y(t),yA(t)) =0, t€]a OO)T’ t#t, k=12,..,n

vt —y@t) = L(y(t), k=12,..,n
y(@) = py*(a) = ZZ? eyt (), limy*(6) =0, m 23

siir deger probleminin en az ii¢ pozitif ¢ozlimiiniin varlig1 da Bes Fonksiyonel Sabit

Nokta Teoremi yardimiyla incelenmistir.

Yukarida verilen ¢alismalardan hareketle,



u () +h(t) f(tu(t),u* (t))=0,te[a,x),
(@) - (2) = S0 ()
()= 3 pu(n)

0(t)-u(t) =1 (u(t). ke

sinir deger problemi icin sabit nokta teoremlerini kullanarak, hangi kosullar altinda en

az bir, iki ve li¢ pozitif ¢éziimiin var oldugunu inceleyecegiz.



2. TEMEL BIiLGILER

Bu boliimde zaman skalasi ile ilgili temel tanimlar, A- tiirev, V - tiirev, A-

integral ve V - integral kavramlar1 verilmistir.

2.1

Zaman Skalasi ile Tlgili Temel Tamimlar

Tanmm 2.1.1: Reel sayilarin bostan farkli kapali alt kiimesine zaman skalast

denir ve T ile gosterilir (Bohner ve Peterson 2001).

Ornegin R, Z, N, N, Cantor kiimesi, [a,b], {l:neN}u{O} kiimeleri birer
n

zaman skalasidir. Fakat Q, R\Q, C ve (a,b),[a,b) ve (a,b] kiimeleri zaman

skalas1 degildir.

Tanmm 2.1.2: T bir zaman skalas1 olsun. Vt € T igin,

vteT igin, o(t)=inf{seT:s>t} ile tanml o:T—T operatoriine
ileri sigrama operatorii denir.

VteT igin, p(t) = sup{s eT:s< t} olarak tanimlanan p:T —>T
operatoriine geri sicrama operatorii denir.

VteT igin ,u(t) = G(t)—t seklinde tanimhi z: T — [0, oo) fonksiyonuna
graininess fonksiyonu ad1 verilir.

o(t)>t ise teT ye sag-yayilmis nokta, o(t)=t ise sag-yogun nokta
denir.

p(t)<t ise teT ye sol-yayilmis nokta, p(t)=t ise teT ye sol-yogun
nokta ad1 verilir.

p(t)<t<o(t)ise yani t e T hem sag hem de sol-yayilmus ise bu noktaya
izole (ayrik) nokta denir.

p(t)=t=o(t) ise yani te T hem sag hem de sol-yogun ise bu noktaya

yogun nokta adi verilir (Bohner ve Peterson 2001).



Ornek 2.1.1: Eger T=R ise VteR icin
o(t)=inf {S eT:s> t} =inf (t,0)=t ve benzer sekilde p(t)=t bulunur. O halde
T deki her nokta yogundur. Ayrica bu durumda Vt e Rigin u(t)=o(t)-t=t—-t=0
dir.

Ornek 2.1.2: T=Z ise VteR i¢in o(t)=t+1 ve p(t)=t—1 oldugundan

T deki her nokta izole noktadir. Boylece w(t) =21olur.

Tammm 2.1.3: Eger T sol-yayilmis maksimum m elemanina sahip ise

T = 'JI‘—{m} ile, diger durumlarda ise T* =T ile tanimlanir. Ozetle;

T - T\(,o(supT),supT),sup T < oo
T ,SUp T = oo

seklinde yazilabilir (Bohner ve Peterson 2001).

Tanmm 2.1.4: Eger f:T—R bir fonksiyon ise VteT i¢in f:T—>R

fonksiyonu f°(t)=f (o (t)) ile tanimlanir (Bohner ve Peterson 2001).

Tanim 2.1.5: T zaman skalasina ait [a,b]T arahigl, a,b € T olmak tizere

[a,b]={teT:a<t<b}

ile tanimlanir (Bohner ve Peterson 2001).

Zaman skalasinda siireklilik ve tiirev kavramlarini incelerken komsuluk

kavramina ihtiyacimiz olacagi i¢in asagidaki tanimlar1 verelim.

Tamm 2.1.6: U < T olsun. V& >0 igin U, (t)={seT:|s—t|< &} kiimesine

t nin ¢ komsulugu denir.

Tamm 2.1.7: t, €T olsun. Verilen her £>0 ve her teU(t,) igin,
|f (t)—f (t0)| <& olacak sekilde bir U (t,) komsulugu var ise, 0 halde f:T—>R

fonksiyonuna t =t, noktasinda siireklidir denir.



t| .t<O

fonksiyonu verilsin.
t+1,t>0

Ornek 2.1.3: f:T >R, f(t):{

a) T=R ise f, t=0 da siirekli degildir.

b) T=7 ise f, VteZ de streklidir.

2.2  Zaman Skalasinda Delta (A) Tiirev

Tamm 2.2.1: f: T — R bir fonksiyon ve t e T* olmak fizere, V& >0 ve t

nin bir U ¢ T komsulugundaki her seU igin,
|f(o(t)—f(s)—f*(t)(a(t)-s) <&lo(t)-s]

olacak sekilde bir f*(t) sayisi var ise, bu sayiya f fonksiyonunun t noktasindaki

delta tiirevi denir.

Bununla birlikte, VvteT" i¢in f*(t) mevcut ise f fonksiyonuna tiim T*

kiimesi iizerinde delta tiirevlenebilirdir denir. Ve f*:T* — R fonksiyonu, f ’nin

T* kiimesindeki delta tiirevi olarak adlandirilir (Bohner ve Peterson 2001).

Teorem 2.2.1: f:T—R bir fonksiyon ve teT* olsun. O zaman

asagidakiler gecerlidir.

i) f fonksiyonu t de A -tiirevlenebilir ise f fonksiyonu t de siireklidir.

i) Eger f fonksiyonu t de siirekli ve t sag-yayilmis ise f fonksiyonu t de

olacak sekilde A - tiirevlenebilirdir.



iii) Eger t sag-yogun nokta ise, f fonksiyonunun t de A -tiirevlenebilir olmasi igin

gerek ve yeter sart

st t—s

degerinin sonlu olmasidir. Ve bu durumda

£2(t)=tim W= T0E) ()=1()

st t—S
dir.

Iv) f fonksiyonu t de A -tiirevlenebilir ise,

f(o(t))=f(t)+[at)-t] £ (t)
dir (Bohner ve Peterson 2001).

Ornek 2.2.1: f:R—>R olmak iizere T=R ve T=Z icin f*(t) vyi

inceleyelim.
i) T=R ise Teorem 2.2.1 den f:R—>R fonksiyonu, teR de delta

) I ] ()i = F(S)
tiirevlenebilir ise, t sag-yogun bir nokta oldugundan, f (t)=|lm —_—

s—t t—s

sonlu

bir say1 olarak mevcuttur. Yani f delta tiirevlenebilirse f*(t)= f'(t) dir.

ii) T=Z ise Teorem 2.2.1 den f:Z — R delta tiirevlenebilen t noktalar1 sag-

yayilmistir.

(1) f(a(t))—f(t): f(t+1)—f(t):f(t+1)_ f (1) =Af (1)

1(t) t+1-t
Burada A , fark denklemlerinde kullanilan ileri fark operatoriine denktir.

Teorem 2.22: f,9:T—>R fonksiyonlarinin teT* noktasinda A-

tiirevlenebilir oldugunu kabul edelim. O zaman,



i) f +9:T — R fonksiyonu, t € T" noktasinda A — tiirevlenebilirdir ve
(f+9)" (t)="f*(t)+9"(1)
dir.

i) Her «a sabiti i¢in af:T—>R fonksiyonu, teT* noktasinda A-—

turevlenebilirdir ve
(af) (t)=af ()
olur.

iii) f,g:T—>R fonksiyonlari, t e T* noktasinda A— tiirevlenebilrdir ve

(fg)" ()= t).9(t)+a*@).f (o(t))= F*®.9(c(t))+9"®).f (t)

iv) f(t)f(o(t))=0 ise, % fonksiyonu da teT* noktasinda A-—

tirevlenebilirdir ve

olur.

V) g(t)g(a(t))iO ise, é fonksiyonu da teT* noktasinda A-—

tirevlenebilirdir ve

) F0g(t)-f(t)g'w)
(&) O e

dir (Bohner ve Peterson 2001).



Onerme 2.2.1: f:[a,b] >R monoton artan bir fonksiyon ise, Vte[a,b)

icin f* (t) >0 olur.

Onerme 2.2.2: f :[a,b]—> R monoton azalan bir fonksiyon ise, Vt €[a,b)

icin f*(t)<0 olur.

Sonu¢ 2.2.1: f, [a,b] lizerinde tanimli ve [a,b) iizerinde tlirevlenebilen
stirekli bir fonksiyon olsun. Her t € [a, b) i¢in fA(t):O ise, f fonksiyonu [a,b]

tizerinde sabittir (Bohner ve Peterson 2003).

2.3  Zaman Skalasinda Nabla (V) Tiirev

Tamm 2.3.1: Eger T sag-yayilmis minimum m elemanina sahip ise

T, =T—{m} ile tanimlanir. Ve f : T— R bir fonksiyon ise, f”:T — R fonksiyonu

vteT igin f7(t)=f (p(t)) olarak tanimlanir (Bohner ve Peterson 2001).

Tamm 2.3.2: f:T— R bir fonksiyon ve t € T, olmak iizere, V& >0 ve t

nin bir U ¢ T komsulugundaki her seU igin,
[F(p(1)=1(s)= 7 ()(p()-s) < £lo(t) -

olacak sekilde bir f"(t) sayist var ise, bu saytya f fonksiyonunun t noktasindaki

nabla tiirevi denir.

Ustelik VteT, i¢in f"(t) mevcut ise f fonksiyonuna tiim T, kiimesi

lizerinde nabla tiirevlenebilirdir denir. Ve fV:T, —R fonksiyonu, f ’nin T,

kiimesindeki nabla tiirevi olarak adlandirilir (Bohner ve Peterson 2003)..

Teorem 2.3.1: f: T — R bir fonksiyon ve t € T, olsun. O zaman asagidakiler

gecerlidir.



i) f fonksiyonu t de V -tiirevlenebilir ise f fonksiyonu t de stireklidir.

i) Eger f fonksiyonu t de siirekli ve t sol-yayilmis ise f fonksiyonu t de

olacak sekilde V -tiirevlenebilirdir.

1) Eger t sol-yogun nokta ise, f fonksiyonunun t de V -tiirevlenebilir olmasi igin

gerek ve yeter sart

degerinin sonlu olmasidir. Ve bu durumda

(1) =tim (=1 ()

st t—s
dir.

iv)  f fonksiyonu t de V -tiirevlenebilir ise,

f(p(1)= £ (0)+[t-pO) 17 (1

dir (Bohner ve Peterson 2001).

Ornek 2.3.1: a) T=R igin;

£ (1) =timt D= ) oy g2 1y ol

U (-
b) T =7 igin;
£ ()= f(tziff)gt‘;(t)t f(t)‘lf = ¢ ()t (t-2)=vr (1)

10



olur. Burada V, fark denklemlerinde kullanilan geri fark

operatoridir.

Teorem 23.2: f,g:T—>R fonksiyonlarinin teT, noktasinda V-

tiirevlenebilir oldugunu kabul edelim. O zaman,

1) f +g:T — R fonksiyonu, t € T, noktasinda V —tiirevlenebilirdir ve
(f+9) (t)=f"()+9" (1)
dir.

i) Her o sabiti i¢in «af :T—>R fonksiyonu, teT, noktasinda V-

turevlenebilirdir ve

(af) (t)=af’ @)

olur.
i)  f,g:T—R fonksiyonlari, t € T, noktasinda V — tiirevlenebilirdir ve
(fg) ()= ®).9(t)+(p(1)9"®) = ®).9(p(t)+a" 1).f (1)
olur.
iv) f(t)f7(t)=0 Iise, % fonksiyonu da teT, noktasnda V-

tirevlenebilirdir ve

olur.

11



V) g(t)g”(t)=0 ise, r fonkssiyonu da teT, noktasnda V-
g

tirevlenebilirdir ve

£ o 0901 (1)g"®)
[3) 050 o(0)

dir (Bohner ve Peterson 2001).

2.4  Zaman Skalasinda Delta (A) integral

Tanmm 2.4.1: Eger f:T—R fonksiyonu, T’ deki sag yogun noktalarda
stirekli ve sol yogun noktalarda sonlu limite sahip ise f ye rd-siirekli veya sag yogun

stirekli fonksiyon denir. Ve f :T — R rd-siirekli fonksiyonlarin kiimesi

Cry =Ci (T)=Cy (T.R)

r

ile gosterilir (Bohner ve Peterson 2001).

Tamm 2.4.2: f: T — R fonksiyonu verilsin. Eger F:T — R fonksiyonu T*
de A- tiirevlenebilir ve her teT* i¢in F*(t)=f(t) ise, F fonksiyonuna f nin

ilkeli veya A —anti tiirevi denir.

Eger f:T—R fonksiyonunun A-— anti tirevi varsa, f ye A-—
integrallenebilir fonksiyon denir. Ayrica a,beT olmak iizere f nin a dan b ye

delta integrali

ile tanimlanir (Bohner ve Peterson 2001).

Teorem 2.4.1: Her sag yogun siirekli fonksiyonun bir anti tiirevi vardir
(Bohner ve Peterson 2001).

12



Teorem 242: f:T—>R ve g:T—R fonksiyonlarinin A-—

integrallenebilir oldugunu kabul edelim. a,b,c T i¢in;

b

1. I[f(t)+g(t)]At:if(t)At+ig(t)At

a

b b
2. Her k sabiti icin [kf (t)At=k[ f (t)At dir.

a

ifadeleri dogrudur (Bohner ve Peterson 2001).
Teorem 2.4.3: Eger f eC,, ve teT" ise,

o(t)

[ f(s)as=[o(t)-t]f(t)=pu®)f ()

t

olur (Bohner ve Peterson 2001).

Tanim 2.4.3: ae€T, supT=w ve f fonksiyonu [a,oo) araliginda rd-

stirekli fonksiyon ise genellestirilmis integrali

t

!f(t)At:!LrEaf(t)At

13



seklinde tanimlariz. Bu limit eger mevcutsa genellestirilmis integral yakinsak, mevcut

degilse genellestirilmis integral iraksaktir (Bohner ve Peterson 2001).

Teorem 2.4.4: T bir zaman skalasi, a <b olmak tlizere a,beT ve f (t) ve

g(t) fonksiyonlart T de A—integrallenebilir olsunlar. Her t €[a,b] i¢in,

2. f(t)<g(t) ise, b f(t)At<_Tg(t)At

4.

Tf(t)At

sﬂf(t)\mg( sup \f(t)g(b_a)

3 a<t<p(b)

ifadeleri dogrudur (Bohner ve Peterson 2001).

t
Ornek 2.4.1: T=[01]u[2,3] igin I SAS integralinin  degerini

0

hesaplayalim.

t t 2

t
0<t<1igin [sAs=[sds=—
0 0 2

t 1 2
t=2 icin !SAS=£3A3+!SAS=%+(0(1)—1)f(1)=%+(2—1)1=g
t 2 t t 2 2
t>2 i¢in J'sAs=J.sAs+.fsAs=§+Isds=§+t—— =t——1
3 0 > 2 2 2 2 2
2
¢ t—, 0<t<1
Yani, ISASZ 22 elde edilir.
0 t——l, 2<t<3
2 2
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Ornek 2.4.2: T=7 i¢in a=0 olmak iizere jatAt belirsiz integralini

inceleyelim.
A
at A at :at+1_at: t
a-1 a-1 a-1
oldugundan
at
_[atAt: +¢  (c=sabit)
a-1
elde edilir.

2.5  Zaman Skalasinda Nabla (V) Integral

Tanmm 2.5.1: Eger f:T —R fonksiyonu, T * deki sol yogun noktalarda
stirekli ve sag yogun noktalarda sonlu limite sahip ise f ye ld-siirekli veya sol yogun

stirekli fonksiyon denir. Ve f :T — R Id-siirekli fonksiyonlarin kiimesi
Cy =Cy (T) =Cy (T: R)
ile gosterilir (Bohner ve Peterson 2001).

Tanmm 2.5.2: f: T — R fonksiyonu verilsin. Eger F:T — R fonksiyonu T,
de V- tiirevlenebilir ve her teT, i¢in F"(t)=f(t) ise, F fonksiyonuna f nin

ilkeli veya V —anti tiirevi denir.

Eger f:T—R fonksiyonunun V- anti tirevi varsa, f ye V-
integrallenebilir fonksiyon denir. Ayrica a,beT olmak iizere f nin a dan b ye

nabla integrali
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ile tanimlanir (Bohner ve Peterson 2001).

Teorem 2.5.1: Her sol yogun siirekli fonksiyonun bir anti tiirevi vardir

(Bohner ve Peterson 2001).

Teorem 252: f:T—>R ve ¢g:T—>R fonksiyonlarinin V-

integrallenebilir oldugunu kabul edelim. O halde her a,b,c €T igin;

b

1, j[f(t)+g(t)]Vt='?f(t)Vt+'t|1g(t)Vt

a a

b b
2. Her k sabiti igin [Kf (t)Vt=Kk| f (t)Vt olur.

a

ifadeleri dogrudur (Bohner ve Peterson 2001).

Teorem 2.5.3: Eger f €C,, ve teT, ise

jt f(s)Vs=[t-p(t)]f(t)

)

esitligi dogrudur (Bohner ve Peterson 2001).

16



.
Ornek 2.5.1: T =[0,3]U[5,7] olsun. f(s) = s i¢in J' f (s) Vs integralinin

0

degerini hesaplayalim.

7 3 5 7
[f(s)Vs=[f(s)Vs+ [ F(s)Vs+ [ f(s)Vs dir. Simdi integral
0 0 3 5

degerlerini ayr1 ayr1 hesaplayalim.

f(s)Vs = J% f (s)ds = iszds =9

0

O ey 0

f(s)Vs = (5—3) f (5) = 50

) Sy 1

7 7
f(s)Vs = [ f(s)ds = [s?ds = %
5 5

U'l'—.\l

olur. Boylece;

_j; f(s)Vs zjj f(s)Vs+:[ f (S)Vs+;[ f(s)Vs :3;;5

bulunur.
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3. ZAMAN SKALASINDA LINEER OLMAYAN iMPALSIF
SINIR DEGER PROBLEMLERI

Bu bolimde T bir zaman skalasi, te[a,®) , t=t , o;20, £ >0

rI[\ k)

(I<i<m-2), 20, 0<a<mn, <M, <..<M,, <o, f eC([a,oo)Tx]Rx[O,oo),[O,oo))

olmak iizere,

u™ (t)+h(t) f(tu(t),u* (t))=0,tefax),

u(a)—-yu®(a)=) osu*(n;),

()= 3. pu(n,)
u(t)-u(t )=1,(u(t)) keN

sinir deger problemi ele alinacaktir.

3

N

(3.)

Asagidaki kosullarin saglandigini kabul edelim.

(HD h eC([a,oo)T ,[O,oo))ve Th(s)Vs <o

a

(H2) weC ([O,oo) , [O,oo)) azalmayan olmak iizere, f (t,(1+t)u,v) < co(max {|u| , |V|})

(H3) 3 1,u(t) >0

a<ty, <o

3.1 Temel Tanimlar

Tamm 3.1.1: B Banach uzay1 olmak iizere

1. P e B bostan farkli, kapali ve konvekstir.
2. XePise VA20 icin AXeP

3. XeP,x#0 iken —x¢P

sartlarini saglayan P < B kiimesine koni denir (Liang ve ark. 2009).
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(o)

Tammm 3.1.2: Banach uzayimiz ||u|| up — H H = sup ‘u ‘
[ 1+t te| [aoo
olmak tzere ||u|| = max {||u||1 ,HUAHOO} normuyla tanimli
u(t) _ m-2
B=JueC"[a,): sup —Z <o, limu*(t)=> Bu(n,) (3.2)

tea,»),. 1+t t>o i=1
olsun ve konimiz,
P= {u eB:u(a)-yu*( ZOL u )T Uzerinde azalmayan, konkav ve negatif oImayan} (3.3)

seklinde tanimlansin.

Tanmm 3.1.3: B, (3.2) de taniml1 bir Banach uzay1 ve G < B olsun.
1. G, B de diizgiin sinirhdir.

2 €>0 olmak iizere th,tze[a,OO) ve Vf eG icin |t1—t2|<8 iken

T
| f(t,)-f(t, )| <g olacak sekilde bir >0 sayisi varsa G kiimesine ait

fonksiyonlar ayni1 dereceden siireklidir,

3.t>d,, f eG ve herhangi bir ¢ icin,

(t)—f (oo)‘ < & olacak sekilde

d, =d, (&) >0saysi varsa G kiimesine ait fonksiyonlar ayni dereceden yakinsaktir,

sartlar1 saglanirsa, G relatively kompakttir (Deimling 1985).

Tamm 3.1.4: (E,d) ve (E,d;) metrik uzaylar ve A:D c E — E, bir operatér
olsun. Eger A operatorii D i¢indeki her smirli kiimeyi E; icindeki relatively

kompakt kiimeye doniistiiriiyorsa A ya D fizerinde kompakt operatér denir

(Deimling 1985).
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Tamm 3.1.5: (E,d) ve (E,d;) metrik uzaylar ve A:D c E — E, bir operatér

olmak tizere, A operatorii D iizerinde hem siirekli hem de kompakt operator ise A

ya tamamen siirekli operator denir (Deimling 1985).

3.2 Céziimlerin Varhg Icin Gerekli Lemmalar

Lemma  3.2.1: y(t)=h(t) f(tu(t),u*(t))  olmak iizere,

o0

yeC([a,oo)T,[a,oo)) ve Jy(t)Vt<oo olsun. Bu durumda (3.1) smur deger

a

probleminin tek ¢oziimii;

0

u(t) :(y—a).[y(r)Vr +tTy(r)Vr+.t|'ry(r)Vr+(y+t—a)r§Biu(ni)

a

+TZ=:_12ai {Eﬂku(m)+]§y(r)w}+ >, (u(t)

7 a<t, <t
dir.
Ispat: uv (t) =-y(t) , te[a,x),

oldugundan, esitligin her iki tarafinin t den oo a nabla integralini alirsak

u* () —u* (t) = [ y(s)Vs
u(t) =u* () +f y(s)Vs
olur. u*(w) = mz_z[}iu (n; ) oldugundan;

w )= 3 AU + [ YSVs
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elde edilir. Simdi de her iki tarafin a dan t ye delta integralini alirsak

u(t)—u(a) = (t - a)Zﬂu(nl)Jr”y(r)VrASJrZI( (t))

<t

u(t) =u(@)+(t- a)Zﬂu(n,)+”y(r)AsVr+”y(r)AsVr++Zl( )

<t

elde ederiz. u + Z alu oldugunu biliyoruz. Yukaridaki denklemde

i
u(a) yerine esitini yazarak;

m-2

u(t) =yu* (a)+zaiUA (T]i )+(t—a)nzz[3iu(ni)+j(r—a)y(r)Vr

i=1

+.|‘(t a)y(r)vr+>_ 1, (u(t))

<t

m-2 x
elde ederiz. Son olarak uA(t):Z[j}u(ni)+jy(s)Vs de t yerine a ve 7, yazilarak
i=1 t

bulunan degerler yukaridaki denklemde yerlerine yazilir ve diizenlenirse (3.1) sinir

deger probleminin tek ¢oziimii,

[e’e]

u(t) =(y—a)jy(r)Vr +tTy(r)Vr+j[ry(r)Vr+(y+t—a)ng[3iu(ni)

a

+TZ=:_12ai {Eﬂku(m)+jy(r)w}+ >, (u(t)

a<t, <t

olarak bulunur.

(3.1) sinir deger probleminin ¢oziimlerinin bulunmasi, te[a,oo)1I icin B uzayi

iginde

21



(Au)(t) :(y—a)Th(r) f (r,u(r),uA(r))VrHTh(r) £ (ru(r),u* (r))vr

a

+_[rh ut (r))Vr+(y +t- a)ZBu(n)

+m220t. [ZBkU(nkHI (r))Vr} > (u(t)) (3.9)

i=1 a<t, <t

ile tanimli A: P — B operatoriiniin sabit noktalarinin bulunmasina denktir.

m-2
Lemma 3.2.2: M:max{y—a+2ai,l} olmak {izere, UeP icin

i=1

||u||l <M HUAHw esitsizligi saglanir.

Ispat: ueP, |u|, = Sl{p)1r ‘li+t‘ ve Hu H —tES:JOEJ ‘u (t)‘ oldugundan,

o (5)ssu(a)

PO S A S

u*(s)As+yu(a)+ mZzociuA (n, )]

i=1
1 B m-2
s tarre B e,

<M u]

olur. Boylece, sup M <M HUAH oldugu icin,
tefae), 1+1 ©

Jul, <M Ju*],

elde edilir.

Lemma 3.2.3: (Hl) , (HZ) ve (HS) kosullar1 saglandiginda, A:P —P

operatorli tamamen siireklidir.

Ispat: Ispat1 4 adimda yapalim.
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1. Adim: AP c P oldugunu gosterelim.

ueP icin Au, [a,oo)T tizerinde;

(Au)AV (t)=—h(t) f (t, u(t),u (t)) <0 oldugundan konkav,

(Au)*(t) = n_lzzf’)iu(ﬂi) +Th(s) f (s,u (s),u® (S))VS >0 oldugundan

azalmayan,

(U@ = 7 y(1)Vr +73 AuGn) + Y. {Zﬂku(mnjy(r)vr}
+ > 1L (u(t))=0

oldugu i¢in de negatif olmayandir. Yani AP — P dir.

2. Adim : A:P — P siirekli oldugunu gosterelim.

P de n—+w iken u, —>u ise sup|u,| <A, olacak sekilde A, reel sayisi
neN

mevcuttur. (H 2) sartindan, f (t, (1+t) u, V) < (0(7»0) oldugunu soyleriz. (H l) sartini

da kullanarak,

0

J.h(s)‘ f(s.u,(s).u,"(s))— f(s.u(s).u® (s))‘Vs < 2m(xo)Th(s)Vs <o

a a
elde ederiz.

Lebesgue Baskin Yakinsaklik Teoreminden,

2

;Bi (u, () -um,)) +Th(s)[f (s,un (s).u,® (s))— f (s,u (s),u* (s))]Vs

(Au,)" (1) - (Au)* (1)

m-2

< 2 JB () —u(ni))lfh(s)\f (5., (5),u,* (5)) = f (s:u(s).u* (5))| s

-0, N>+

elde edilir. Boylece;
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-0, N>+

o0

[, - Ad| <M (A, )" - (Au)’

olur. Dolayisiyla A siireklidir.

3. Adim : A:P — P operatoriiniin kompaktligini (sinirli kiimeden relatively

kompakt kiimeye bir doniisiim oldugunu) gdsterelim.

Y, P nin smirl alt kiimesi olsun. O zaman U €Y igin ||u|| < L olacak sekilde

bir L > Oreel sayis1 vardir. (Hl) ve (H 2) sartindan YU €Y i¢in,

], = Eipun ) t(su(s)0* (9)vs
< Ln:z_jﬁi d+m;) M(L)[Th(s)ij <o

elde edilir. Bu durumda H(AY )A

<o olur. Dolayisiyla,

o0

|| <M (AY)*

<0

o0

ve A(Y) diizgiin siirhidir.

Simdi A(Y) nin [a,c), iizerinde aym dereceden siirekli oldugunu gosterelim.
K >0, r, >r, olmak iizere I,,I, € [a, K]T ve YueY igin, (Hl) ve (H 2) sartindan,

m

A0 ()~ (Aw)* ()] = S B +[ yOVs -3 Butn) - y(s)Vs

- jy(s)Vs < rj‘h(s)”f (s.u(s).u® (s))‘Vs

gco(L)J%h(s)Vs -0 >,

n
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olur. Béylece (AY)*, [a,oo) araliginda ayni dereceden siirekli olup Lemma 3.2.2

T

geregince A(Y) nin de [a,c0) iizerinde aym dereceden siirekli oldugunu

sOyleyebiliriz.

4. Adim : Son olarak, A:P —P nin aym dereceden yakinsak oldugunu

gosterelim. t — o0 iken ueY igin,

o0

J.h(s) f (s,u(s),uA (s))Vs

t

(Au)* () (Au)* ()| =

Boylece t—>o0 iken  |(Au)*(t)-(Au)*()| -0 olur. Buradan da

I(Au)(®) — (Au)(0)| >0 oldugunu sdyleriz. O halde A:P—P aym dereceden

yakinsaktir.

Sonug olarak, Adim 1-4 geregince A operatdrii tamamen siireklidir.

3.3 En Az Bir Pozitif Coziimiin Varhgi

Bu boliimde, (3.1) sinir deger probleminin en az bir pozitif ¢dziimiiniin

varligin1 Krasnosel’skii Sabit Nokta Teoremi yardimiyla gosterecegiz. Oncelikle;
(H4) feC ([a, oo)T X [O, oo)x [0, oo) , [O, oo))

kosulunun saglandigint kabul edelim ve

) :@h(S)VsJ (35)

sabitini tanimlayalim.
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Teorem 3.3.1: (Krasnosel’skii 1964) B bir Banach uzay1 ve P < B bir koni

olsun. Q, ve Q,, B nin agik ve sinirl alt kiimeleri ve 0 € Q, ile (TlcQz olsun.
A:Pn (STZ \ Ql) — P tamamen siirekli operatori,

i) ueP oy igin ||Au| <|ul; ue PneQ, igin ||Au||>|u]

i)  uePnoQy igin |Au|>|u; y e PnaQ, igin ||Au <|ul

kosullarindan birini sagliyor ise, A operatériiniin P m((TZ\Ql) kiimesinde en az bir

sabit noktas1 vardir.

Teorem 3.3.2: Kabul edelim ki(Hl), (H 2) ve (H4) kosullar1 saglansin.
i) (tuv)ela oo)T x[0,r]x[0,r] oldugunda;

-2

f(t,(1+t)u,v)< (ﬁ—%l B (L+m, )Jv veya

f(t,(1+t)u,v)£(JiM—%r?Zj,Bi(1+77i)]u;
i) (tu,v)e[a,©)_ x[0,R]x[0,R] oldugunda;
f (t,(1+t)u,v)2%v(a);

olacak sekilde 0 <r <R < oo sayilarinin var oldugunu kabul edelim. O halde (3.1)

sinir deger probleminin en az bir pozitif ¢éziimii vardir.

Ispat: P konisini (3.3) deki gibi tammlamistik. Lemma 3.2.3 geregince

A:P — P tamamen stireklidir.
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Q ={ueP:|u<r} alahm. uePnaQ, ise Lemma 322  den,

)

(Au)”

JAu] = max A,
<M sup

St [(Au)’ (t)

<M (TZjBir(1+ni)+Th(s) f(su(s).u® (s))Vs]

WSR2 el fhioys|

1
<MulL

= Jul

1 1%
veya f (t,(1+t)u,v) < (N—jlzl“ﬁ, (1+77i )ju sartindan,

] I A0+ 2 A (n ek ) vs

1
RS

=ul

bulunur. Bdylece, Ue P noQ, icin ||Aul <||u| olur.

Ikinci olarak Q, = {u e P:ful < R} seklinde tanimlayalm. uePnoQ, igin,
(m)’[f=|(auy.

m-2 o
S putn)<[h(s) F(su(9) (5))vs

< )

JAu = max{] Aul,,
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elde edilir. Yani, y e PnaQ, igin |Aul|>|u] olur.

Boylece Teorem 3.3.1 (i) kosulundan, r£||u||§ R olacak sekilde A nin

PN (Q_z \ Ql) de sabit noktasi vardir. Bu durumda, (3.1) smir deger probleminin en

az bir pozitif ¢éziimii vardir.

3.4  Bir veya iki Pozitif Céziimiin Varhg

Bu boliimde (3.1) siir deger probleminin bir veya iki pozitif ¢oziimiiniin

varligimi Lan (2001) ve Guo (1988) tarafindan verilen ve Yaslan (2012) makalesinde

calisilmig olan bir lemma yardimiyla gosterecegiz.

Tanmm 3.4.1: Oncelikle, Rx=X olacak sekilde R:X — K bir siirekli

dontigiimii varise X inbu K # & altkiimesine X in retrakti denildigini hatirlayalim.

X bir Banach uzayi, K< X retrakti, Q< K acgik kiime ve f QK
kompakt ve Fix(f) ={x: f(X) :x} olmak tizere Fix(f)moQQ=< olsun. O zaman

asagidaki 6zellikleri saglayan bir i, (f,Q) sabiti tanimlayabiliriz.
(@) f(Q)eQ icin i, (f,Q)=1 dir.

(b) f:Q— K siirekli bir fonksiyon ve Fix(f), Q nin kompakt altkiimesi
olsun. Fix(f) cQ U, olmak iizere Q ve Q,, Q nm ayrik acik altkiimeleri
oldugunda i, (f,Q)=i,(f,Q)+i(f,Q,) olur.

(c) G , Kx[0,1] in agik altkiimesi ve F:G — K siirekli bir fonksiyon olsun.

Ayrica  Fix(F) in G nin kompakt altkiimesi oldugunu kabul edelim.

G ={x:(xt)eG} ve F=F(,t)ise i, (F),G,)=i.(F,G,) dir.

(d) K, =K, K nm bir retrakt1 ve F(Q) < K, ise i, (F,Q) =i, (F,QNKy)

dir.

28



Lemma 3.4.1: (Lan 2001, Guo 1988) P , B Banach uzayinda bir koni olsun.

D , Bnin agik ve smirl altkiimesi olmak {izere
D, =DnP=J ve D_p;tP
saglansin.

A:D_P—>P operatoriiniin  kompakt ve VuedD, icin U# Au oldugunu

kabul edelim. O zaman asagidaki kosullar saglanir.
i) uedD, icin |Aul|<|u| ise i,(A D) =1 dir.

ii) Yue oD, ve VA>0 i¢in U= Au+4b olacak sekilde bir be P\{0} varsa

I,(A,Dy,)=0 dir.

iii) U , P nin iginde U_P c D, sartin1 saglayan agik kiime olsun. Eger
i,(AD,)=1ve i,(AU,)=0 ise A operatériiniin D,\U, de bir sabit noktasi vardir.
Ayni sekilde i,(A, D,)=0ve i,(AU,)=1icin de A operatdriinin D,\U, de bir

sabit noktas1 vardir.

(3.3) de tanmimlanan P konisi ve herhangi bir r e R™ i¢in konveks kiime
P={ueP:|u|<r}

ile gosterilsin.
Lemma 3.2.2 de tanimlanan M i¢in

- u(t) LA
=ueP:mn—=<Mr, minu“(t)<r
< { te[m) 1+t tefrn ) ® }

seklinde tanimlansin.
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Lemma 3.4.2: Q, kiimesi asagidaki 6zelliklere sahiptir.
i) O, P ye gore agiktir.

i) B, < Q <P dir.

iii) u e dQ, olmas igin gerek ve yeter sart tr{nin)% = Mr olmasidir.
&) L+

iV) uedQ ise te[n;, o) i¢in Mr(1+t)<u(t) <r olur (Lan 2001).

Bu kisimda kullanmak tizere,

K = [h)Vs (36)

Ui

sabitini ve asagidaki notasyonlar1 tanimlayalim;

fo = min{ min M ue[0,Mr(l+m,)],ve[O, r]}

tefm ) r

fo = max {tr?ax)w ue[0,0)],vel0, r]}

Asagidaki iki lemmada f fonksiyonuigin i, (A /P,)=1ve i,(A€)=0 olma

kosulunu garantileyecegiz.

m-2
1-M2 Ad+m)
Lemma 3.4.3: f; < =L

< ve uedP. i¢cin u#Au ise
MJ

i, (A P)=1dir.
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Ispat: uedP, ise |u|=r dir. O zaman Os%s rve 0<u®(t)<r olur.
+

[Aul< M sup [(Au)* (1)

te[ﬁl,oo)Tr

=M n;zlzﬁiu(ni) +Ih(s) f(su(s),u® (s))Vsj

Y 1-MD B (1+m) .
<MY @n) +————r[h(s)Vs

= Mrgﬁi(l+ni)+r_rM§Bi 1L+n;)
=r ) )
= ul

Yani; ||Au|<|u| bulunur. O halde Lemma 3.4.1 (i) den i, (A, P,) =1 dir.

m-2
Lemma 3.4.4: 7/—a+2ai =1 olmak iizere, f,, 21+771
i=1 1

U # Ausaglanirsa i, (A, Q) =0dur.

ve uedQ icin

Ispat: te[a, ) i¢in b(t)=1 alaim. O zaman bedP, dir. u, = Au,+Ab

olacak sekilde A, >0 ve u, € 6Q, oldugunu kabul edelim.

Uy (1) = AU (1) + A,b(t)

> 0‘1,T h(s) f (s,U,(S),U," (S))VS + 4,

h

> oyt fy, [($)Vs+ Ay

771

2ar

1+m, ¢
h(s)Vs+
alK,{ (S)Vs+ 4,

=r(l+mn)+4

Buradan da r(1+7,) > r(1+7,) + A, bulunur. Bu bir ¢eligkidir. Bu durumda u, € 0,
ve A, >0 i¢in U, # Au, + Ab dir. O halde Lemma 3.4.1 (ii) den i, (A, Q) =0dur.
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m-2
Teorem 3.4.1: ;/—a+Z:ai =1 olmak {lizere asagidaki kosullardan biri

i=1

saglansin.

(C1) c,c,,c,eR , 0<c <C, <C, olmak iizere,

m-2
L 1-3 A(t+n)
fues Tam, > n fr <—LL ve u e P, i¢in u= Auolur.
J 2

1

(C2) c,c,,c,eR, 0<c <c, <C, olmak iizere,

1S paen)

- 1+n -

[+ C =1 [ 1

fr, 2 < 3 , T, 2 Ve uedQ, igin U= Au olur.
1

O zaman (3.1) siir deger probleminin iki pozitif ¢oziimii vardir.
Ispat: Iki kosulda da saglandigim gosterelim.

1.Durum: (Cl) in saglandigini kabul edelim. A operatériniin o€} veya

P, \q de sabit noktasi oldugunu gostermeliyiz.

UedQ) icin U= Au ise Lemma 3.4.4ten i, (A Q) =0dir

m-2

1- Zﬁ’.(lm.

uedP, igin u=Auve fz <—= ] oldugundan Lemma 3.4.3 ten

i,(AP,) =1 dir.

Lemma 3.4.2 (i) den ve ¢ <c, oldugundan O, P, c P, dir. Boylece

Lemma 3.4.1 (iii) geregince A operatdriiniin B, \QTDl de sabit noktas1 vardir.
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uedQ) i¢in U+ Au oldugunda Lemma 3.4.4 ten i, (A€, ) =0 olur. Lemma
3.4.2 (i) denve ¢, < ¢, oldugundan P_2 < Py, = €3, eldeedilir. Lemma 3.4.1 (iii) den

C.

A operatdriniin € \P_C2 de sabit noktas1 vardir.

2.Durum: (C2) nin saglandigini kabul edelim. A operatdriiniin € \P_cl de

sabit noktas1 oldugunu gosterelim.

uedP, icin u=Au ise Lemma3.4.3ten i (AP, )=1dir.

ueoQ) igin u=Au ve f2 2“—:(71 oldugu i¢in Lemma 3.4.4 ten
2 al

ir(AQ, )=0dur.

Lemma 342 (i) den P, PR, cQ dir. Simdi P <O, oldugunu

gosterelim. U EP_cl ise |u[<c, olur. c,<C, oldugundan |u[<c, ve
min ﬂ< sup ﬂ<C2 elde edilir. Bu da P_chch oldugunu goésterir. O halde

te[r,2) 1 4+t te[a,oo)1+t

Lemma 3.4.1 (iii) den A operatdriiniin \P_Clde sabit noktas1 vardir.

UedP, igin U# AU oldugunda Lemma 3.4.3 ten i, (AP )=1 dir. Lemma
3.4.2(ii)den O, <P <P olur. O <P oldugundan (Z c P_CZ dir. u e(Zahrsak

ueP,_ olur. ||u||SC2<C3 oldugu i¢in ueP, tir. Bu durumda € <P, olur.

Boylece Lemma 3.4.1 (iii) den A operatoriinin P, \KTzde sabit noktas1 vardir.

Boylelikle her iki kosulda da (3.1) sinir deger probleminin iki pozitif

¢Ozlimiiniin oldugunu goéstermis olduk.

m-2
Teorem 3.4.2: y—a+2ai =1 olmak iizere asagidaki kosullardan biri
i=1
saglansin.

(C3) c,c,eR , 0<c <¢, igin,

33



m-2
1-> B +n)
L+m ve foz <12

fo >
oK J

Mc, =

(C4) c,c,eR, 0<c <, icin,

m-2
13 gaen) L
fo <12 ve fo >=h
J * oK

O zaman (3.1) sinir deger probleminin bir pozitif ¢éztiimii vardir.
Ispat: Burada (C3) kosulu (C1) e, (C4) kosulu (C2) ye esittir.

Lemma3.4.4ten uedQ) igin U= Au ise i, (A Q) =0dir. Yine Lemma3.4.3

ten uedP, igin U= Au ise (AR )=1dir. O halde Lemma 3.4.1 (iii) den A

operatdriniin P, \(Z de sabit bir noktas1 vardir.

3.5  En Az iki Pozitif Coéziimiin Varhg

Bu béliimde, (3.1) sinir deger probleminin en az iki pozitif ¢ozlimiiniin

varligini kanitlamak i¢in Avery-Henderson Sabit Nokta Teoremini kullanacagiz.

Teorem 3.5.1: (Avery ve Henderson 2001) P, B Banach uzayinda bir koni

P(¢.b)={ueP:¢(u)<b}

olsun. Q ve ¢, P iizerinde azalmayan, negatif olmayan siirekli fonksiyoneller ve 0

P iizerinde 6(0)=0 kosulunu saglayan, negatif olmayan siirekli fonksiyonel ise,

YueP(¢,b) igin,

d(u)<0(u)<Q(u) ve |u|<Lo(u)
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olacak sekilde b ve L pozitif sabitleri var olsun. 0<A <1 i¢in 6(Au)<A6(u) ve

ue GP(G, C) olacak sekilde d < c <b pozitif sayilart var olsun. Eger tamamen stirekli

A:P(¢,b) > P operatori,

i) VuedP(d,b)icin, ¢(Au)>b;
ii) YuedP(6,c)icin, 6(Au)<c;

i) P(Qd)=J veVuedP(Q,d)icin Q(Au)>d;

kosullarmi sagliyorsa, A min Q(u,)>d, 6(u;)<c ve 6(u,)>c, ¢(u,)<b olacak

sekilde en az iki u, ve u, sabit noktas vardur.

Teorem 35.2: (H1), (H2) ve (H4) kosullari saglansm ve 0<d <c<b

olacak sekilde, sirastyla Lemma 3.2.2 ve (3.5) te tanimlanan M ve J degerleri igin,

f fonksiyonu asagidaki kosullart saglasin.
) (tu,v)e[a,©)_ x[0,Mb]x[0,b] i¢in
f (t,(1+t)u,v)>2;
J
i) (t,u,v)e[a ). x[0,c]x[0,c] igin
f (t,(1+t)u,v)<MLJ{l—M ng[si(lmi)}
i) (t,u,v)e[a,»). x[0,d]x[0,d] igin
f (t,(l+t)u,v)>g;
J
O halde, (3.1) impalsif sinir deger probleminin

luf|>d , uf<c veu,|>c, u(a)<b
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olacak sekilde en az iki u, ve u, pozitif ¢6ziimi vardir.

Ispat: P Kkonisini (3.3), A operatoriinii de (3.4) te tammladigimiz sekilde

alalm. Lemma 3.2.3 geregince APcP ve A nin tamamen siirekli oldugunu

biliyoruz. P konisi lizerinde negatif olmayan, azalmayan ve siirekli fonksiyoneller ¢,

0 ve Q asagidaki sekilde tanimlansm.
o(u)=[u*], =u*(a)
O(u) =l
Q(u) =
ue P icin,
d(u)<0(u)=0(u)
fonksiyonellerin tanimindan elde edilir. Ayrica, Lemma 3.2.2 den
luf<™M HuAHw =Mu®(a)=M¢(u)

oldugunu sdyleriz. Ek olarak , ueP ve L €[0,1] i¢in 6(0)=0 ve 6(Ly)=216(y)

olur.

Simdi, Teorem (3.5.1) in kosullarinin saglandigin1 gosterelim.
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Eger uedP(¢,b) ise, o zaman ¢(u)=b dir. Béylece, Vte[a, o)

o l¢in
0<u®(t)<b veLemma3.2.2den 0< llj( ) <M b olur. (i) kosulundan
o(Au) = H(Au)AHOo = (Au)A (a)
m-2
=ZBU(n)+Ih 5,U(s),u’(s))Vs
i=1
> [h(s) f (s,u(s),u*(s))Vs
bt
>3 j h(s)=b
elde edilir. ¢( Au)>b oldugundan Teorem 3.5.1 in (i) sart1 saglanmus olur
Ikinci olarak UEOP(G,C) ise, G(U):”u”:C dir. O zaman te[a,oo)Tr icin

O<u®(t)<cve0< % <c olur. (ii) hipotezinden,
+

0(Au)=|Au| <M |(Au)’

0

m—2

=M ZBiu(ni)+Th(s) f(s.u(s),u® (s))Vs}

=1
m-2

<M CZB(1+11)+—(1 Mzﬁ(lm))jh }

=C
bulunur ve 6(Au) < ¢ oldugundan Teorem 3.5.1 in (ii) sart saglanmis olur

Son olarak da, 0eP(Q,d) ve d>0 oldugundan P(Q,d)=Q vyani

(0)=0<d dir. uedP(Q,d) ise, Q(u)=|u|=d olur. O halde t e[a, ), i¢in

0< % <d ve 0<u®(t)<d olur. Oyleyse (iii) hipotezinden,
+
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Q(Au)=|Au||>

(A)’],
= TZjBiu(ni)+Th(s) f (S’u(s)’uA (S))VS

> Th(s) f(s.u(s),u*(s))vs
>%@h(s)VsJ: d

elde edilir ve Teorem 3.5.1 in (iii) sart1 da saglanmis olur.

Teorem 3.5.1 in tiim sartlar1 saglandigindan, (3.1) siir deger problemimiz
|lu|>d, |luf<c ve |u,|>c veu,(a)<b

olacak sekilde en az iki U, ve u, pozitif ¢dziime sahiptir.

3.6  En Az Ug Pozitif Coziimiin Varhig

Bu boliimde ise (3.1) impalsif sinir deger problemimizin en az {i¢ pozitif

¢Oziimiiniin varligint Bes Fonksiyonel Sabit Nokta Teoremini kullanarak

inceleyecegiz.

Tamm 3.6.1: o ve y , P ilizerinde negatif olmayan, siirekli, konkav
fonksiyoneller, £, ¢ ve 0 ise P {iizerinde negatif olmayan, siirekli, konveks
fonksiyoneller olsun. Negatif olmayan p, q, r, X ve n sayilar i¢cin asagidaki

kiimeleri tanimlayalim;
P(&q)={ue P:g(u)<q},
P(&o.xq)={ueP:x<a(u),¢(u)<q},

Q(g,d),r,q):{u € P:¢(u)£r,§(u)£q},
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P(&,6,0,% p,q)={ueP:x<a(u),0(u)<p&(u)<q},

Q(& ¢ w.n,r,q)={ueP:n<y(u),¢(u)<r&(u)<qj

Teorem 3.6.1: (Avery 1999) P, B Banach uzayi iizerinde bir koni, o ve v,
P lizerinde negatif olmayan, siirekli, konkav fonksiyoneller, £, ¢ ve 0 ise P

tizerinde negatif olmayan, siirekli, konveks fonksiyoneller olsun. q ve z negatif

olmayan iki sabit say1 olmak iizere VueP(&,q) i¢in o(u)<¢(u) ve |u|<z&(u)
esitsizlikleri saglansin. O halde 0 <r < X olacak sekilde negatif olmayan p, r, X ve

N sayilari icin eger tamamen siirekli

A:P(&q)—P(EQ)
operatort,

) {ueP(&6,0,%p,q):a(u)>x} =D ve ueP(&6,a,x p,q) igin o Au)> X
dir,

i) {ueQ(&d.y.nrq):d(u)<r}=D ve ueQ(&,y,nr,q) igin ¢(Au)<r
dir,

iii) ueP(&a,x0q)ic¢in 6(Au)> p iken a(Au)>x dir,

iv) ueQ(&¢,r,q) i¢in yw(Au)<n iken ¢(Au)<r dir,

kosullarini sagliyorsa A operatoriiniin, U;,U,,U, € P(E’;,q) olmak tizere

d(u)<r, a(u,)>x, ¢(uy)>r ve a(u,)<x

esitsizliklerini saglayan en az ii¢ u,,u, Ve U, pozitif ¢éziimii vardir.
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Teoremi uygularken kullanilmak {izere,

kzﬁh(s)Vsj (3.6)

4
tamimlansin. J yi (3.5) ile tanimlamistik. 0 <k < oo, %e T sabit, n=0ve z=1

olmak {izere P lizerinde o ve y negatif olmayan, siirekli, konkav fonksiyonellerini

ve £, B ve 0 negatif olmayan, siirekli, konveks fonksiyonellerini

a<u>=ki+1teﬁjglu<t), £(u)=0(u)=0(u)=Ju], w(u)=0 (37)

seklinde tanimlayalim.

Teorem 3.6.2: (Hl) , (H 2), (H3) ve y — a > 1 sartlarinin saglandigini kabul

edelim. 0<r <x<( pozitif sayilari icin f fonksiyonu,
. 1 X .
i) (t,u,v)e{—,k} x{—,q}x[O,q] i¢in,

k| Lk

x(k +1)

f(t,(1+t)u,v)>m

ii) v(t,u,v) € [a,oo)T x[O, r]x[O, r] icin,
f (t,(1+t)u,v)<JLM{1— M mz:[s (1+ni)]

iii) V(t,u,v)e[a,»), x[0,q]x[0,q] igin,

f(t(1+t)uv) < %{1— M TZ_jBi (1+ni)]

sartlarin1 sagliyorsa (3.1) sinir deger probleminin, u,,U,,U, € P(é, q) olmak iizere
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luf<r ) o(uy)>x, r<]lu;| ve a(uy)<x

esitsizliklerini saglayan en az {i¢ U;,U, Ve U, pozitif ¢6ziimii vardir.

Ispat: YueP(&,q) i¢in (3.7) den,

1
ko1 Y6 u()
a(u)=uC)= 1 <SUP o,y oy <IU[=0(V)
k

Yani a(u) <@(u) olur. Ayrica z =1 kabulii ile ||u|| < Z&(u) oldugu agiktir.

Simdi A:P(&,q)—P(&q) oldugunu gosterelim. ueP(&,q) ve Vte[a, o),

igin, £(u)=|u|<q oldugundan,

o
IA
‘C
—~~
~

<q ve 0<u*(t)<q

[
+
—~

dir. O halde,

£ (Au)=[Au] <M |(Au)']

m-2

Y {;Biu(ni);j}h(s) f(s.u(s)u (s))Vs}

<M [QEBi(l+ni)+MLJ(l—M riﬁiami»jh(s)w}
=q
=&(Au)<q

bulunur. Bu durumda A(u)eP(&,q) olur. Bu da A:P(&,q)— P(&,q) oldugunu

kamitlar. Ayrica, Lemma 3.2.3 geregince A:P(&,q)— P(&,q) operatdriiniin

tamamen siirekli oldugunu soyleyebiliriz.
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Simdi Bes Fonksiyonel Sabit Nokta Teoremi’nin diger kosullarinin da

saglandigin1 gosterelim.

m-2
i) te [a,oo)T igin u (t) = XLZq(t +1) + %(Zai S (a+1)j alirsak,
i=1

U e Polur. Ayrica,

ve ||u||:%<q elde edilir. Yani, {ueP(&,6,a,x,p,q):a(u)>x} =@ dir.

ueP(&6,0,%p,q) i¢in o(u)>x , B(U)<p ve &(u)<q oldugundan

1 <ﬂ<@<q = 5£ﬂ£q ve 0<u*(t)<q

1 .. X 1
te[—,k} igin, —S—u( j_ < <
kK g k k+1 (k) k+1 t+1 k t+1

olur. (3.6) ve (i) kosulundan;
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- kL+1 (y—a)l' y(r)vr +£ry(r)Vr + («H%_a)zy(r)Vr + (Y+%—a)r§5i“(ni)

K

+T§fai {gﬁku(nk) + T y(r)Vr:|+ > (u(t, ))]

a<t, <—
A

k+1 k 1
k ; s
zk—ﬂ(y+i—a)[}£h(s)f(s u(s),u (s))Vs]
K 1 x(k +1)
1 k- 1 a)+1]I
—x (3.8

Yani, a(Au)>x olup Teorem 3.6.1 in (i) kosulu saglanir.

i) te[a,oo)1I igin u =—t+ (Zoc +v-— aj alirsak, ueP , 0=w(u) ve

||u||=£<r<q oldugu aciktir. Bdylece {ueQ(§,¢,W,n,r,q):¢(u)<r}¢®

oldugunu soyleyebiliriz.

ueQ(&¢,w,n,r,q) i¢in ¢(u)=[uf<r ve &(u)=|u|<q olur. Yani,
Osmsr ve 0<u®(t)<r dir.

Lemma 3.2.2 ve (ii) kosulundan,
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d( Au) < M sup|(Au)* (1)

=M

<M rn_qz_fﬁi(u ”i)+|v+3(1_ M gﬁi(l+ni))7h(S)Vs}

=r

Yani, ¢(Au)<r dir. Bdylece Teorem 3.6.1 in (ii) kosulu gergeklenir.

i)  P(&a,x0q)= UEP:oc(u):kLJrl [rlunj u(t)=x, &(u)=|ull<q

oldugundan ueP(& a,X,q) i¢in (3.8) geregince o Au)> X elde ederiz. Boylece

Teorem 3.6.1 in (iii) kosulu da saglanmis olur.

iv) Son olarak \p(Au)< N =0 imkansiz oldugundan Teorem 3.6.1 in (iv) sartin

ihmal ederiz.

Boylece bes fonksiyonelli sabit nokta teoreminin tiim sartlar1 saglanmis olur. Bu

durumda (3.1) sinir deger probleminin

in u,(t)>x, |u|>r, L S Uy (t) <X

wj k +lt€[%’°°l~

3

k
luf <, K,

—
|

olacak sekilde en az li¢ U,,u, Ve U, pozitif ¢6zimii vardir.
Ornek 3.6.1: Zaman skalamiz T =[0,4]{5,6} U[7,%0) olsun.

1+tt2 (U4+31/04); u<Lv>0,teT

ft,@+tu,v) = (3.9)
(480+L4); u>Lv>0,teT
3.10

1+12

iken,
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AV 1 A
u (t)+(1+t)2 f(tu(t),u*(t))=0,te[0,0),
1

u(a)—uA(a)zgaiuA(ni)zl u(%)+%u(%)

3.10)
2 1 1. 1 1 (
u® () =>» Bu(n;)==u(=)+=u=
()= L pu(n) = 4uG;) + 3U6)
1" 1 (lj
— |-ul= |=lL|u|=
siir deger problemini ele alalim. Burada h(t) = ! a=0,y=1, ag-=«a _1
serp ' Qe O 7T AT g
: m:%, N, —%, ﬂl:%' 5, =% ve t =%01dugu goriiliir. Gerekli hesaplamalar

yapildiginda M =1,2 ve J =0,9888 olarak bulunur. k =4 alinirsa 1 =0,6 olur.
0<r<x<q esitsizligini saglayacak sekilde r =0,1, x=4, q=3.10° alalim.
Simdi, Teorem 3.6.2 nin kosullarinin saglanip saglanmadigini kontrol edelim.

(t,u,v) e[%,qx[l, 3.105}{0, 3.105] igin;

f(t, @ +t)u,v) = 7,059 > 6,667 elde edilir. Bdylece Teorem 3.6.2 nin (i)

sart1 saglanmis olur.

1 1
t,u,v 0,00)x| 0, — | x| 0, — | icin;
(tuv) €[00) [ 10} [ 10} ¢

f(t,(1+1t)u,v) <0,000052 <0,0014 olur. Boylece Teorem 3.6.2 nin

(ii) sart1 da saglanmis olur.
(t,u,v) €[0,0)x [o, 3.105]x [o, 3.105j icin;
ue[0,1) iken; f(t,(L+t)u,v)<55<4.222

ue[13.10° | iken; f(t,(1+t)u,v) <245<4.222
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bulunarak Boylece Teorem 3.6.2 nin (iii)kosulu da saglanmis olur.

Bu durumda, (3.10) sinir deger probleminin,

<01 ve & min u,(t)>4 ile |u,| >01ve & min u,(t) <4
5 te[%,ooj” 5 te l,oo B

esitsizligini saglayacak sekilde en az ii¢ pozitif ¢6ziimii vardir.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda zaman skalasi tizerinde lineer olmayan impalsif sinir deger
problemi ele alinmistir. Bu problemin 6nce, Krasnosel’skii Sabit Nokta Teoremi ile en
az bir pozitif ¢dziimiiniin varligi, Lan ve Guo tarafindan verilen bir lemma ile bir veya
iki pozitif ¢6ziimiin varligi, Avery-Henderson Sabit Nokta Teoremi ile en az iki pozitif
¢Ozlimiiniin varlig1 ve Bes Fonksiyonel Sabit Nokta Teoremi ile de en az ii¢ pozitif

¢Ozlimiiniin varlig1 i¢in yeterli kosullar incelenmistir.
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