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Bu tezin tasarimi, hazirlanmasi, yiiriitiillmesi, arastirmalarinin yapilmasi ve
bulgularinin analizlerinde bilimsel etige ve akademik kurallara 6zenle riayet
edildigini; bu c¢alismanin dogrudan birincil iiriinii olmayan bulgularin,
verilerin ve materyallerin bilimsel etige uygun olarak kaynak gosterildigini
ve alint1 yapilan ¢ahismalara atfedildigine beyan ederim.
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OZET

CIiFT SERi UZAYLARI VE CESARO ORTALAMASI

YUKSEK LiSANS TEZi
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PAMUKKALE UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIiM DALI
(TEZ DANISMANI: DOC. DR. G. CANAN HAZAR GULEC)

DENIZLI, MART - 2021

Bu tez dort ana boliimden olusmaktadir. Giris kismi olan birinci boliimde, cift
diziler ve serilerle ilgili literatiirde yer alan bazi ¢aligmalardan bahsedilmistir. Ikinci
boliimde, diger boliimlerde kullanilacak olan bazi temel tanimlar ve teoremler verilmistir.
Ucgiincii bolimde, Mursaleen ve Basar’a (2014) ait olan Cesaro doniisiimleri sinirli,
Pringsheim manada yakinsak, Pringsheim manada sifira yakinsak, Pringsheim manada
yakinsak ve smurli, regiler yakinsak, mutlak g — toplanabilen ¢ift dizilerin M, ép, @Op,
Cpp, Cr ve L, uzaylarmimn dzellikleri detayli incelenmis ve bu galismada yer alan matris
karakterizasyonlartyla ilgili teoremler detayli incelenmistir. Son bolim olan dordiincii
bolimde ise, birinci mertebeden Cesaro ortalamasini mutlak toplanabilme kavramiyla
birlestirmek suretiyle tanimlanan |Cl_1|k (Sar1gol 2020) mutlak cift seri uzayinin £, uzayi

ile norm izomorfik oldugu ve Banach uzay1 oldugu gosterilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Cift Diziler, Cift Seriler, Dért Boyutlu Matrislerin Etki
Alam, Matris Doniisiimleri, p-yakinsaklik, Cesaro Ortalamasi, Mutlak Toplanabilme
Metodu.



ABSTRACT

DOUBLE SERIES SPACES AND CESARO MEAN
MSC THESIS
OKAN BODUR
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS
(SUPERVISOR: ASSOC. PROF. G. CANAN HAZAR GULECQ)

DENIiZLi, MARCH 2021

This thesis consists of four main chapters. In the first part, which is the introduction,
some studies related to double sequences and series are mentioned. In the second chapter,
some basic definitions and theorems that will be used in other chapters are given. In the
third chapter, the properties of spaces M,,, C,, Cop, Cpp, Crand L, of double sequences
whose Cesaro transforms are bounded, convergent in the Pringsheim’s sense, null in the
Pringsheim’s sense, both convergent in the Pringsheim’s sense and bounded, regularly
convergent, absolutely g — summable, respectively, and theorems related to matrix
characterizations, which are defined and examined by Mursaleen and Basar (2014), are
studied in detail. In the fourth chapter, which is the last chapter, it is shown that the
absolutely double series space |C1,1|k (Sarigol 2020) defined by combining the first order

Cesaro mean with the concept of absolute summability is norm isomorphic to the space £L;
and is Banach space.

KEYWORDS: Double Sequences, Double Series, Matrix Domain of Four-
Dimensional Matrices, Matrix Transformations, p-convergence, Cesaro Means,
Absolute Summability Method.
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1. GIRIS

Cift dizi ve cift seriler teorisi tek veya alisilmis dizilerin bir genellemesi
olarak ortaya ¢ikmustir. Cift dizilerde Pringsheim manada yakinsaklik kavrami ilk
olarak Pringsheim (1900) tarafindan verildi. Pringsheim manada tiim yakinsak ¢ift
dizilerin uzay1 C,, ile gosterilir. Tek dizilerin aksine Pringsheim manada yakinsaklik
bu dizinin siirliligini gerektirmemektedir. Hardy (1916-1919) ise bu boslugu
tamamlayarak bir ¢ift dizi i¢in Pringsheim manada limitinin mevcut olmasina ek
olarak tek tarafli limitleri mevcut oldugu anlaminda regiiler yakinsaklik tanimin

vermistir.

Son yillarda yayinlanan 6nemli sayida calisma cesitli bakis agilarindan ¢ift
dizileri incelemektedir. Arastirmadaki baz1 sonuglar tek veya alisilmis dizilerle ilgili
bilinen sonuglarin belirli ¢ift dizi siniflarina iliskin genellemeleridir, diger sonuglar
ise Pringsheim manada yakinsaklik ve regiiler yakinsaklik ile ilgilidir. Kojima
(1922), Robison (1926) ve Hamilton (1936) gibi yazarlar Pringsheim manada

yakinsaklik ve regiiler yakinsaklik ile ilgili caligma yapanlar arasinda bulunur.

Cift dizi uzaylan ile ilgili baz1 ¢aligmalardan bahsedelim. Jardas ve Sarapa
(1991), cift dizilerin toplanabilirligini iki tek dizinin koordinatsal ¢arpimi seklinde
ifade ederek incelediler. Moricz (1991), ¢ ve ¢, tek dizi uzaylarina karsilik gelen
Pringsheim manada yakinsak C,,, Pringsheim manada sifira yakinsak C,, ve regiiler
manada yakinsak C, ¢ift dizi uzaylarinin bazi 6zelliklerini inceledi. Zeltser (2001)
doktora tezinde, temel olarak hem ¢ift dizi uzaylarinin topolojik 6zelliklerini hem de
cift dizilerin toplanabilme teorisini inceledi. Moricz ve Rhoades (1988), cift diziler
icin hemen hemen yakinsaklik kavramiin tanimini vererek hemen hemen yakinsak
cift dizilerin C uzaymm tanimladilar. Mursaleen (2004) ile Mursaleen ve Edely
(2003, 2004) ¢ift diziler i¢in istatistiksel yakinsaklik ve istatistiksel Cauchy tanimini
verdiler ve istatistiksel yakinsak ile kuvvetli Cesaro toplanabilir ¢ift diziler

arasindaki iliskiyi incelediler.



Gokhan ve Colak (2004, 2005), t = (t);) pozitif reel sayilarin bir dizisi
olmak iizere M, (t),Cy(t) ve Cpy(t) tam paranormlu cift dizi uzaylarim insa ettiler

ve M, (t) ve Cp,(t) uzaylarmin alfa—, beta —ve gama — duallerini belirlediler.

Altay ve Basar (2005), sirasiyla kismi toplamlar dizisi M, M, (t), Cp,
Cpp, Cr ve L, da bulunan cift serilerin BS , BS(t) , CS,, CSyp, CS, ve BV

uzaylarini tanimladilar ve bu uzaylarin baz1 6zelliklerini incelediler. Ayrica BS, BV

ve CS, cift seri uzaylarinin alfa — duallerini ve CSp,ve CS, cift seri uzaylarmin

B () — duallerini belirlediler.

Basar ve Sever (2009), mutlak g — toplanabilen tek dizilerin iyi bilinen
€4 uzayma karsilik gelen ve Banach uzayi olan £, ¢ift dizi uzaymi tamimladi ve £,
uzaymin bazi Ozelliklerini belirlediler. Ayrica bu uzayin S(9) — dual uzaymi
belirlediler ve L, uzaymin alfa — ve gama — duallerinin (9) — duali ile

cakistigini tespit ettiler.

Mursaleen ve Basar (2014), birinci mertebeden Cesaro doniisiimii sirasiyla
siirli olan M,,, Pringsheim manada yakimsak olan E'p, Pringsheim manada sifira
yakinsak olan E’Op, hem Pringsheim manada yakinsak hem de sinirli olan ébp, regiiler
manada yakinsak olan C, ve mutlak g — toplanabilen £, ¢ift dizi uzaylarmi

tanimladilar. Ayrica, bu uzaylarin bazi topolojik 6zelliklerini incelediler ve bazi

matris siniflarint karakterize ettiler.

Bu tez calismasinda ise Mursaleen ve Basar (2014) tarafindan tanimlanan
/Ww ép, a,p, Ebp, C, ve Zq uzaylart detayl incelenmistir. Daha sonra ise birinci
mertebeden Cesaro ortalamasini Sarigél (2010) tarafindan tanimlanan mutlak
toplanabilme kavramiyla birlestirmek suretiyle tanimlanan |C1'1| . (Sarigol 2020)
mutlak ¢ift seri uzaymin £, uzayt ile norm izomorfik oldugu ve bu uzayin bir

Banach uzay1 oldugu gosterilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde; daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan temel tanimlar,

kavramlar ve teoremler verilecektir.

Tanmm 2.1 X bos olmayan bir kiime ve F reel veya kompleks sayilar cismi

olsun.

+:XXX > X
(x,y) = x+y

L F XX o X
(a,x) — ax

ikili islemleri her a, 5 € F veherx,y,z € X i¢cin asagidaki ozellikleri sagliyorsa

X kiimesine F cismi iizerinde lineer uzay (vektor uzayi) denir.
Dx+y=y+x,

Nx+y)+z=x+y+2),

iii) Her x € X i¢in x + 6 = 6 + x olacak sekilde bir tek 8 € X vardir,

iv) Her x € X igin x + (—x) = (—x) + x = 0 olacak sekilde bir tek (—x) €

X vardir,

VV1.x=x,1€ F,

vi)a(x +y) = ax + ay,
vii) (¢ + B) x = ax + Bx,

viii) a(Bx) = (af)x.



X, F cismi iizerinde bir lineer uzay ve M de X in bir alt kiimesi olsun. Her
a,B € Fveherx,y € Migin ax + fy € M ise M kiimesine X in bir lineer alt uzayi
denir (Maddox 1970).

Tammm 2.2 X, F cismi tizerinde bir lineer uzay olsun. |.||: X » R; x -

x|| fonksiyonu her x, y € X ve a € F igin,

i) |lx]| =0,
i) lx]l =0 & x =6,
i) [lax|| = |alllx]],

iv) [lx+ yll < x|l + llyll (Uggen Esitsizligi)

ozelliklerini sagliyorsa ||. || fonksiyonuna X tizerinde bir norm ve (X, ||. ) ikilisine

de bir normlu uzay denir.

Tamm 2.3 (X, ||.||) normlu uzayinda bir (x,,) dizisi verilsin ve x € X olsun.

Eger herhangi bir ¢ > 0 sayisi verildiginde Vn > n igin
I, —xll < e

olacak sekilde bir n, € N bulunabiliyorsa (x,) dizisi x noktasina yakinsaktir denir.

Bu durumda

limx, = xveyax, — x
n—->oo

ile gosterilir.

Tammm 2.4 (X, ||.||) normlu uzayinda bir (x,,) dizisi verilsin. Eger her & > 0

sayisi i¢gin n,m > n, oldugunda
”xn - xm” <é€

olacak sekilde bir ny € N varsa (x,,) dizisine bir Cauchy dizisi denir.



Tamm 2.5 Bir (X, ||. ||) normlu uzayindaki her Cauchy dizisi X i¢inde i¢inde
bir noktaya yakinsiyorsa, bu durumda (X, ||. ||) normlu uzayma Banach uzayi (Tam

normlu uzay) adi verilir (Maddox 1970).

Tamm 2.6 X ve Y, ayn1 F skaler cismi iizerinde iki lineer uzay olsun. Bir
T: X—>Y

doniistimii her x;,x, € X ve a;, a, € F igin
T(ayx; + az x3) = T (x1) + a,T(xy)
sartin1 sagliyorsa T°ye X uzayindan Y uzaymna bir lineer doniistim denir.

Ayni F cismi lizerinde tanimli olan X ve Y lineer uzaylar1 arasinda T: X — Y
birebir ve orten bir T lineer doniisimu varsa T doniisiimiine izomorfizm denir. Bu
durumda X,Y uzaylarina lineer izomorfik uzaylar denir ve X =Y ile gosterilir
(Maddox 1970).

Tamm 2.7 N dogal sayilar kiimesi ve X bos olmayan herhangi kiime olmak

luzere
f: NXN —X
(m,n) — f(m,n) = xpy

seklinde tanimlanan f fonksiyonuna X — degerli bir ¢ift dizi denir (Burkill ve
Burkill 1980).

Herhangi bir x = (x,,,,) ¢ift dizisinin x,,,,, elemanlarini,

Xoo Xo1 Xo2 e Xono oees
xlo xll x12 Y xln -
| X0 X221 X33 e Xono ees |
Xmo Xmi1 Xm2 o Xmn .. “

seklinde bir tablo olarak gdsterebiliriz.



Q ile kompleks (veya reel) terimli tiim gift dizilerin kiimesi gosterilir. Bu durumda,
Q = {x = (xp,) : VM, n € Nicin x,,,,, € C}
seklinde ifade edilir. Va € CveV x = (X)), YV = Wmn) € Q igin

xX+y= (xmn-l'ymn);
ax = (axpy)

cift dizilerin koordinatsal toplama ve skalar ile garpma islemleri altinda Q bir lineer

uzaydir. Q uzayinin herhangi bir lineer alt uzayina ise ¢ift dizi uzay: denir.
Tanmm 2.8 x = (x,,,) kompleks terimli bir ¢ift dizi olmak tizere

sup |xmn| < ©
m,neN

ise, x ¢ift dizisine siurlidir denir (Méricz ve Rhoades 1988).

Biitiin sinirli ¢ift dizilerin kiimesi M, ile gosterilir. Yani,

M, = {x= (Xmn) € Q¢ [1Xlleo = SUP [Xyunl < oo}

mneN
ile ifade edilir. M, uzay1 ||x||, normu ile bir Banach uzayidir (Méricz 1991).

Tanmm 2.9 x = (x,,,) reel ya da kompleks terimli bir ¢ift dizi olsun.

Verilen her € > 0 i¢in m,n > n, oldugunda
| X — U < €

olacak sekilde bir ny = ny(e) dogal sayist mevcut ise, bu durumda x = (x,,,,,) ¢ift
dizisinel € C sayisina Pringsheim anlaminda yakinsak, [ degerine de x = (X;,)
dizisinin Pringsheim limiti denir. Pringsheim anlaminda yakinsak bir x = (x;,,)
dizisine kisaca p -yakinsak dizi denir ve limiti p — lim,, e Xy = [ ile gosterilir
(Pringsheim 1900). Pringsheim anlaminda tiim yakinsak ¢ift dizilerin uzay1 C, ile

gosterilir, yani



Cp ={x=(my) €E Q: 3l€ CVe>03Iny € NVm,n = ny 3 |xpp, — | < €}

ile ifade edilir. Pringsheim anlaminda yakinsak bir ¢ift dizi, sinirli olmayabilir.

Gergekten, Boos (2000) dan eger x = (x,,5,) dizisi

. { n, m =0, n €N
Lo, m > 1, n €N
ile tanimlanirsa, bu durumda p — lim x,,,, = 0 fakat ||x||., = o oldugundan x dizisi
Pringsheim anlaminda yakinsaktir fakat sinirl degildir, yani x € C, — M, dir. Bu
nedenle, Cy, ile Pringsheim anlaminda yakinsak ve smurh ¢ift dizilerin uzay

gosterilir, yani

Chyp :={x= (Xmn) €ECp : Xl o = sup |xpnl < °°}=Cp nM,

m,neN

seklinde tanimlanir.

Tanmm 2.10 x = (Xp) € Cp, Ve p — limyy 500 Xy = 1 Olsun. Her n €

N i¢in x, =limx,,, ve her m € N igin x,, = limx,,, limitleri mevcut olan

m-—-oco n—-oo

x = (X)) dizisine | noktasina regiiler yakinsaktir denir ve regiiler yakinsak bir

ve Pringsheim limitine esittir. Regiiler yakinsak cift dizilerin kiimesi C, gosterilir,

yani
Cri={x= (xmn) €Cp: Ymmn € Nigin Xpmn)m, mndn € c}

seklinde ifade edilir. Burada ¢ yakinsak tek dizi uzaymi ve (X,,), € c iSe m

indisine gore yakinsakligi gosterir.

Tammm 2.11 x = (x,,,) cift dizisini goz Oniine alahm ve bu x dizisi

araciligiyla s = (s,,,) dizisini vm,n € Nigin

m
= ), )

i=0 j=0



ile tamimlayalim. Bu durumda (x, s) ikilisine ¢ift seri denir. x,,,, terimine serinin

genel terimi, (s,,,,,) dizisine de serinin kismi toplamlar dizisi denir.

Eger (Sp,) Kismi toplamlar dizisi bir s sayisina 9 — yakinsak , yani 9 —

lim Yo ox;; =9 — lim sy, =s ise, bu durumda (x,s) serisi ¥ —

m,n—oo m,n—oo
yakinsaktir denir ve 9 — toplami s sayisidir. Yakinsak olmayan seriye iraksak seri

denir. Kisalik igin tez boyunca ¥.;2y Y72, toplamim };; ; ile gdsterecegiz.

Basar ve Sever (2009), tek indisli dizilerin mutlak g — toplanabilen £, uzayina

kargilik gelen £, ¢ift dizi uzaym

Ly ={x=(x;) € Q: zlxij|q< o (1=q<)
Lj

1
ile tanmimladi ve L, uzaymm ||x||, = (Zi,j|xl-j|q)q normu ile bir Banach uzayi
oldugunu gosterdi.
Mutlak yakinsak seri olusturan cift dizilerin uzayi ise
Ly=4x=(x;) € Q: |[x|l, = leijl < ©
ij
ile gosterilir.

Tez boyunca A ve u uzaylari sirasiyla 9; —lim: A > Rved, —lim: u - R
lineer yakinsama kurallarina gére yakinsayan iki ¢ift dizi uzay1 olsun. A = (@nnki)

reel veya kompleks terimli dort boyutlu sonsuz matris olsun.

A uzaymnmn A* alfa - duali ve 25® 9 — yakinsakhga bagl olan beta duali

sirasiyla asagidaki gibi tanimlanir.

Tamm 2.12 Bir A ¢ift dizi uzayinin «a - duali A%,



2% == {(a;;) € Q:her(x;) € li(f‘in2|aij xyj| < o0
ij

ile tanimlanir.

Tanmm 2.13 9 € {p,bp,r} olmak iizere ¥ — yakinsama kuralina gore A4
¢ift dizi uzaymmn B(9) duali 8@,

APO) = {(a;;) € Q: her (x;;) € Aiging — Zaijxij mevcut
Lj

ile tanimlanir.

Kolayca goriilebilir ki A ve u iki ¢ift dizi uzay1 i¢in A € p oldugunda u* c A% ve
A% © A kapsamalar1 saglanir. Ayrica bir ¢ift serinin kismi toplamlar dizisinin
9 — yakinsakhigi onun smirliligim  gerektirmediginden A#® c AY  kapsamasi

saglanmazken A% c A8® kapsamasinin saglandig1 bilinir.

Tammm 2.14 Bir dort boyutlu sonsuz A = (@,nx;) Matrisinin herhangi bir A

cift dizi uzaymda 9 yakinsaklik tiirline gore matris etki alam A(ﬁ),

)15119) = x=(x) € Q:Ax =9 — Z Amnkl Xkl mevcutve Ax € A

el m,neN

ile tanimlanir.

Yukaridaki notasyon yardimi ile sdyleyebiliriz ki A matrisinin A uzayindan p
uzayi i¢ine bir matris donlisiimii tanimlamasi igin gerek ve yeter sart her x € A igin
Ax mevcut ve Ax € u olmasidir. A uzayindan p uzayi igine tiim dort boyutlu matris

dontisiimlerinin kiimesini (A: i) ile gosterecegiz.
Ayrica (A: u; p) ifadesi ile Vx € Aigin

Y, —limAx = 9; — limx



kosulunu saglayan (A: ) sinifina ait tiim dort boyutlu (a,,yy;) matrislerinin sinifi

gosterilir.

Tez boyunca Vm,n,k,l € N igin notasyonda kisalik olmasi

asagidakileri kullanacagiz.
D1oXmn = Xmn — Xm+1n»
Do1Xmn = Xmn — Xmn+1)
D11 Xmn = Bo1(B10Xmn) = D10(Lo1Xmn),
Akl _ _
10%mnkl = Amnki amn,k+1,l )
Akl — _
01Amnkl = Amnkl amnk,l+1 ’
ki — Akl (( Akl _ AKL( Akl
AT10mnkt = A01(A1oamnkl) = A10(A01amnkl )
Tamm 2.15 x = (x;),y = (y;) € £, 0lsun. 1 < p < o igin

(Sincont)” = (S +(Syor)

i=1 i=1

esitsizligine Minkowski esitsizligi denir (Maddox 1970).
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3.BAZI CIFT DiZi UZAYLARINDA  BIRINCI
MERTEBEDEN CESARO ORTALAMASININ MATRIS
ETKI ALANI

Mursaleen ve Basar (2014) sirasiyla Cesaro dontisiimleri siurli, Pringsheim
manada yakinsak, Pringsheim manada sifira yakinsak, Pringsheim manada yakinsak
ve smurl, regiler yakinsak, mutlak g — toplanabilen ¢ift dizilerin M,,
Ep, E’OP, E’bp, Er ve I:q uzaylarin1 tanimladilar ve bu uzaylarin bazi ozelliklerini
incelediler. Ayrica bu uzaylarm Banach uzay1 olduklarmi gosterdiler. M, uzaymnmn
a — dualini, C, uzaymn B(bp) — dualini ve C, ift dizi uzayinin () — dualini
belirlediler, burada 9,71 € {p, bp,r} dir. Sonug¢ olarak, 9 € {p, bp,r} ve herhangi
verilen bir p ¢ift dizi uzay: igin (Cpp: Cy) Ve (u: Cy) ddrt boyutlu matris siniflarini

karakterize ettiler.

Bu boliimde Mursaleen ve Basar’in (2014) bu calismasi detayli olarak

incelenmistir ve verilen bazi teoremlerdeki ispat teknikleri 6grenilmistir.
Birinci mertebeden C = (¢;nir) Cesaro matrisi V. m,n, k, [ € N igin,
1

(m+1Dn+1)’
0 , diger durumlarda

0<k<m, 0<1<n,

Cmnkl

seklinde tanimlanir. Tez boyunca her m,n € Nigin, x = () V€ Yy = (V) Gift

dizilerinin terimleri asagidaki esitlikle birbiriyle bagmtilidir.

1 m n
Ymn = (CX)mn = (m+ D(n+ 1)2 inj'

i=0 j=0

Ayrica, C matrisinin C™1 = (dnx;) ters matrisi basit bir hesaplama ile

asagidaki gibi bulunur.
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Ymn = (m + 1)(n + 1)2 lej

i=0 j=0

oldugundan

(m+ 1)+ 1) ymn =i ixij

esitligi elde edilir. (3.1) esitligi ve (3.2) esitligi kullanilarak

(4 D0+ D) s =+ D s = Y [ D55~
i=0 \J=0
esitligi elde edilir. Bu esitligin sag tarafinda bulunan
n
S-S,
j=0 j=0
ifadesi igin,
n
inj =Xjo tXpp tXip+ ot Xypa + Xin,
j=0

-1

S

Xij = Xjp T Xig t Xig + -+ X
0

J

oldugundan (3.3) ve (3.4) esitlikleri kullanilarak

n
E Xij — Xij = Xin

j=0 j=0

12

n-—

—~.

1

0

Xij

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)



bulunur. Buradan

m

(m+1n+1) Ymn — (M + 1n Ymn-1 = inn (3.5)

i=0

esitligi elde edilir. Yukaridaki (3.5) esitliginde m yerine (m — 1) yazilirsa

m—1

m(n + 1) Ym—1n —MNYpm_1n-1 = Xin (3-6)
i=0

esitligi elde edilir. (3.5) ve (3.6) esitlikleri kullanilarak

m+1D+1) Yy —(m+ Dn Ymn-1— m(n+ 1) Ym—-1n T MN Ym_1n-1

= Xmn

esitligi elde edilir. Yani,

-11

n
Z Amnki Yki = Xmn
=n

k -1

bulunur, burada €' = (dypp ) Matrisi

(—D)FH=D (§ + 1) (G + 1), k—1<i<kl-1<j<l

Amnki :{ 0 ,  diger durumlarda

ile verilir.

Simdi Mursaleen ve Basar’in (2014) tanimladig1 Cesaro sinirli olan tiim ¢ift
dizilerin uzay1 M,,, Pringsheim manada Cesaro yakinsak olan tiim cift dizilerin
uzayi 510, Pringsheim manada sifira Cesaro yakinsak olan tiim ¢ift dizilerin uzay:

Cop ve mutlak g — toplanabilen tiim ¢ift dizilerin kiimesi olan £, uzaym verelim.

n
zx ’

j=0

Ms

M = ) E Q)
w = 00) Sup, (m+1)<n+1)

I
(=]

i

13



cp={(xij)€ﬂ=31€ C3p— lim (m+1)(n+ D 2 le,

i=0 j=0
1 m n
COp = {(xij) €EN: p—ml}l_)oo m+ D+ 1) Z) Z:)x[j = 0};
i=0 j=

(m+1)(n+1 ;Z

Z’bp ve G, ile tiim Cesaro yakinsak ve sinirli ¢ift dizilerin kiimesi ve tiim

{(xu) €qQ: z

Cesaro regiiler yakinsak ¢ift diziler kiimesi gosterilir. M,,, ép, éop, a,p, C, ,Iq
uzaylar sirastyla M,,, Cp,, Cop, Cpp , Cr, Ly uzaylarinda € = (cippi) Cesaro
matrisinin etki alanidir.

3.1 .7\7lw (~3p, (~?0p, ébp' E’r ve Zq Cift Dizi Uzaylan
Bu béliimde, birinci mertebeden Cesaro doniisiimleri M, Cps Cop» Cop » Cr)
L, uzaylarinda olan c¢ift dizilerin .7\7lu, Ep, E'Op, E’bp, ET, Zq uzaylart ile ilgili

Mursaleen ve Basar (2014) tarafindan verilen bazi teoremler detayli incelenmistir.

Teorem 3.1 M,,, Cp, Cop, Cop, Gy ve L, kiimeleri koordinatsal toplama ve
skalerle carpma islemlerine gore lineer uzaylardir ve T/lu, Ep, éop, ébp, C, ve Zq

uzaylari

1 m n
lxllz, = su IR
M= e n+ D(n+ 1) y

ve

[

lIxllz, = Z m + 1)(n+ 1)5: Zn:xij ; (1<g<),

i=0 j=0

~

normlarina gére Banach uzaylaridir (Mursaleen ve Basar 2014).
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Ispat : Teoremin ilk kismu agiktir. Ayrica, Cp, Cop, Cpp Crve L, uzaylari
icin benzer ifadelerin tekrarindan kaginmak amaciyla sadece M, uzayi icin teoremin

ispat1 verilmistir.
Aciktir ki,
lxllz2, = lIylle

dur, burada ||. ||, M., uzay iizerinde normdur. Gergekten,

m n
M m,ngN (m+ 1)(n + 1) (Y mng Ymn yiim, =y

i=0 j=0
dur.

x(r)={xj(,f)}, M, icinde bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda

{y™} _» M icinde bir Cauchy dizisidir, burada her m,n,r € N igin

m n
r) _ Z z NG
Ymn = n 1 1)(n 1) Xij

i=0 j=0

dir. Bu durumda verilen her € > 0 igin bir N = N (&) pozitif tamsayisi vardir dyle ki
her r,s > N i¢in

(s)

ly® =yl = sup |y — yim| < & (3.7)
m,neN

(s)

dir. Boylece |ymn Viin )

<e,yani {ymn}reNdizisi C iginde bir Cauchy dizisidir,

ve dolayisiyla C icinde yakinsaktir.

)

711_)1’1; Ymn> " = Ymn (3-8)

diyelim. y = (¥mn)mmn=0 Olsun. Bu durumda (3.7) ve (3.8) den

(@]

”y _y(r)”oo = Sup |ymn Ymn| < €
m,neN
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Elde edilir. Simdi, y € M, oldugunu gostermeliyiz. Her r € N igin y™ =
{Ymn(r)}fﬁ,mo € M, oldugundan 6yle bir K = K(r) pozitif sabiti vardir 6yle ki

()]

|Ymn < K saglanir. Ayrica,

()]

|ymn| < |ymn — Ymn «

+|ymn <e+K

elde edilir.

m,n € N iizerinden supremum alinirsa

y = (ymn)?z,n:O EM,
elde edilir, boylece

Ixllzz, = lyliam,
oldugundan
x = (x) €M,
bulunur. Boylece, M,, tamdir.
Teorem 3.2 Asagidaki ifadeler dogrudur.

(i) M,, uzayi, M,, uzaymin alt uzayidur.

(ii) Cp, uzayn, Ep uzayinin alt uzayidir.
(iii) Cop uzayi, Cop uzaymin alt uzayidur.
(iv) Cpp uzayr Cpp uzaymin alt uzayidur.
(V) G, uzayi, G, uzayinin alt uzayidir.

(vi) L, uzayz, Zq uzayinin alt uzayidir, (1 < q < o) (Mursaleen ve Basar

2014).

Ispat: Ispatta tekrardan kaginmak icin sadece Cp, C ép iliskisi verilmistir.

C = (cmnir) birinci mertebeden Cesaro matrisini géz Oniine alalim ve p —
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limj oo X5 = Lilex = (xj,) € C, olsun. Bu durumda C matrisi RH regiiler

oldugundan,

Ymn = (Cx)mn

olmak lizere

p— lim y,,=L

mmn—oo
olur. Bylece L limiti ile x € C, “dir. Yani, ¢, c C, ’dir.

Simdi, kapsamanin kesin (tam) oldugunu gorelim. Her kicin (j EN), xj, =
(—1)/* olacak sekilde x = (x;; ) tanimlansin. Yukarida oldugu gibi x dizisinin 0
sayisina C —toplanabilir oldugu goriliir. Boylece x EEp olur fakat x ¢ C, *dir. Bu

ise ispatt tamamlar.
Diger durumlar i¢in uygun diziler secilerek kolaylikla ispat edilebilir.

Teorem 3.3 A uzay1 M, Cps Cops Cpp, Crr Ve Ly uzaylarindan Dbirini

gostermek iizere, A uzay: lineer olarak A uzayma izomorftur (Mursaleen ve Basar
2014).

ispat: Burada M, uzaymin M, uzayma lineer olarak izomorf oldugunu

gosterelim. M, uzayindan M,, uzayina,
x = (%) = ¥ = Omn)
ile tanimhi T doniisiimiinii g6z 6niine alalim. Yani,
T: x=(x%) > Tx =y = Qmn),

burada

1 mmn
Ymn =+ D(n + D ZO"”
i,j=

olur. Agiktir ki T lineer ve birebirdir. Gergekten,
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Tx=0>=>x=20

dir, yani,

1 mn
Vinn = Mt D+ D Z xij =0= Vijicin x;; =0
i,j=0

dir. Simdi x = (x;) dizisini her j, k € N igin,

X = G+ D+ Dyje —jlk + Dyj_1 — G+ Dkyjx—1 + jkyj—14-1(3.9)

ile tanimlayalim. Kabul edelim ki y € M, olsun. Bu durumda,

m n
1
xll= = su X::] = su = 0 < 00
Iz, = sup eomsems D D x| = sup Iyal = I

oldugundan, (3.9) ile tanimhi x = (xjk) € M,, bulunur. Béylece T 6rten ve norm

koruyandir. Bu ise teoremin ispatin1 tamamlar.

3.2 Cift Dizi Uzaylarimin Alfa- ve Beta- Dualleri

Bu bélimde M, uzaymin alfa—duali, G, uzaymmm B(bp) —duali ve 9,1 €
{p, bp,} olmak iizere G, ¢ift dizi uzaymm B(9) — duali verilmistir (Mursaleen ve
Basar 2014).

Bir ¢ift dizi uzaymin alfa — duali tek olmasina ragmen onun Beta — duali

Y — yakinsakligina gore birden daha fazla olabilir.

Ayrica, Aveu iki ¢ift dizi uzayt i¢in Ac p oldugunda uf c A8

kapsamasinin saglandig1 kolayca gortilebilir.

Teorem 3.4 M, uzaymn olfa — duali £, uzayidir (Mursaleen ve Basar
2014).
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ispat: x = (x,,) € M, ve z = (z,)) € L, olsun. Bu durumda, y = (yy,) €
M., dur. Boylece bir M pozitif sabiti vardir 6yle ki her k, I € N i¢in |y,;| < M ’dir.

Boylece, (3.9) esitligi goz oniine alinirsa

buise, z € .7\712 oldugunu soyler. Yani,
L,c M, (3.10)
bulunur.

Tersine, kabul edelim ki z = (zy;) € T/li olsun. Bu durumda her x = (xy;) €

M, igin YrilXkizi| < oo olur. Eger z & L, ise, bu durumda kesin artan (k;),(l;)
dizileri vardir Oyle ki her pozitif i,j tam sayilart i¢in |Zki'lj| > (ij)3 olur. Eger,

Y = (Vmn) dizisi

;(,j€e{1,23...]),

ymn

(GNP m=k;ven =1
|0, m#Ekven#l

ile tanimlanirsa, bu durumda y € M,, dur, ger¢ekten
Sup|ymnl| = sup |yki,l]-| = sup|(i)) | <
mn L,J L]

dur, fakat
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k
Dwazal =) [ D0 D DM (4 DG+ Dyyza | = 0.

l
kl kl |i=k-1j=1-1

Bu ise z ¢ MZ anlamma gelir ki ¢eliski elde edilir. Boylece asagidaki kapsama

saglanir.
M, cL,. (3.11)

(3.10) ve (3.11) birlestirilirse

elde edilir ki bu da istenendir.

Simdi Altay ve Basar (2002, 2003) tarafindan verilen tek indisli diziler igin
kullanilan teknik kullanilarak ¥ — yakinsakliga gore uzaylarin g — dualleri

belirlenmistir.

Cpp,Cr Ve C, uzaylarindan Cp, uzayr i¢ine bir dort boyutlu matris

dontigtimiiniin karakterizasyonu igin asagidaki Lemmalar kullanilir (Hamilton 1936,

Zeltser ve dig. 2009).

Lemma35A4= (amnjk) matrisinin (C,: Cy) sinifina ait olmasi i¢in gerek ve

yeter sart asagidaki kosullarin saglanmasidir:

sup Zlamnjkl < (3.12)
mneN &
ik
I(aj) €239 — lim amnjc = @, (¥), k € Niigin) (3.13)
m,n—oo
JveC>3Y— lim Z Amnkj =V (3.14)
m,n—co
ok
Juko € C39 - lim Amnjk, = uko, (Vko € N sabiti icin)
m,n—oo

J
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v, EC39 — lim Z Amnjok = Vj,» (Vjo € N sabiti icin) . (3.15)

m,n—»oo
k

(3.15) durumunda, a = (ajk) € L, (ub), ( vj) Efive Vx = (xjk) € C, i¢in

9 — mlﬂilriloo[Ax]m’n = Z aji Xjj + 2 (vj — z ajk> xj + Z uk — Z aji xk
J k

jk k J

+ U+Zajk—2vj—zuk r— lim Xmn
d mmn—oo

dir.

Lemma 3.6 A = (amnjk) matrisinin (C’bp: 619) siifina ait olmasi igin gerek
ve yeter sart Lemma 3.5 teki (3.12), (3.13), (3.14) kosullarinin ve asagidaki

kosullarin saglanmasidir.

m,n—coo

9 — lim Z|amnjko — aj,| = 0, (ko € N sabiti i¢in)
j

9 — lim Z|amnj0k — ajok| = 0, (Vj, € N sabiti icin). (3.16)
K

m,n—co

(3.16) durumunda, a = (ajk) EL,vex = (xjk) € Cpp icin

Y — lim [Ax]p, = Z Qg Xje +| v — Z aji |bp — lim X,

m,n—oo m,n—oo
Jk J.k

dir.

Lemma 3.7 4 = (amnjk) matrisinin (Cp: 619) siifina ait olmasi ig¢in gerek
ve yeter sart Lemma 3.5 deki (3.12), (3.13), (3.14) kosullarinin ve asagidaki

kosullarin saglanmasidir.
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ViENIKEN 3k >KveVm,n € Nigin ayyj, = 0dir.
VkeN3IJENS3j>]veVmn € Nigin apy,j, = 0dir. (3.17)

(3.17) durumunda, a = (aj) € £, ve (ajko)j, (afok)k €@ (jo,ko €N) ve her

x = (xji) € Cp i¢in
Y — lim [Ax]mn=Zajkxjk+z U—Zajk p— lim x,,
m,n—co ’ m,n—oo
Jk J jk
saglanir.

Teorem 3.8 Asagidaki kiimeleri tanimlayalim.

D, = a=(ajk)en:z Z(j+1)(k+1)|A11ajk| < ooy,
k

J

D2= a:(ajk)EQisupz (k+1)(]+1)|A10a]k| <o,
kEN 4=
]

D3 ={a=(ajk)EQ:5upz (]+1)(k+1)|A01a]k| < oo,
k

jeN
burada
Do1jk = Qi — Qj eyt
Ao = j — Qg1
ve
A11ajk = Do1(B10ajk) = Ajk — Ay — 1 T Qg
dir. Bu durumda

(Fé;)ﬁ(bp) =D;ND;ND;
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olur (Mursaleen ve Basar 2014).

Ispat: x = (x;;) € C, olsun. Bu durumda y = (¥in,) € C, dir. Asagidaki

esitligi géz oniine bulunduralim.

m n
Zmn = Z 2 xjk ajk. (318)

j=0 k=0

(3.18) esitliginde (3.9) esitligi yerine yazilirsa,

Zy = Z z a. [(] + Dk + Dyje —jlk + D)yj—1 — G+ Dkyje—1

n
j=0 k=0

+jkyj—1,k—1]

olur. Dolayisiyla,

m n m n
Zmn = z Z ajx G+ Dk + Dyj, — Z Z aj j(k + Dyj_qx
=0 k=0 =0 k=0

n n

m
—Z z ajx G+ Dkyj -1 +Z Z Aji JkYj-1,1-1

j=0 k=0 j=0 k=0

elde edilir. Eger yukaridaki esitlikte yer alan ifadeleri asagidaki gibi ayri ayri
inceleyelim.

n

I :i z aji G+ Dk + Dy

=0 k=0

~.

m n
=" apjlk+ Dy
=0 k=0
m n
I = Z Z ajk(]'+ 1)kyj,k—1

j=0 k=0
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m n
vV = Z 2 Ak JRYj—1k-1
j=0 k=0

olsun. Bu durumda
Zyn =1 —11 =11 + 1V

olur. Simdi L, II, III, IV ifadelerinin her birini tek tek inceleyelim.

I =§: z”: aj G+ Dk + Dy,

=0 k=0
n m-—1 n

= > e A DO+ Dymic+ D Y @ G+ D+ Dy
k=0 j=0 k=0

n

= e (m+ D+ Dy

k=0

m-1 n—1
k=0

j=0

n m-—1
= > amlm + DU+ Dy + ) G+ D+ Dy,
k=0 =0
m—-1n-1
+ aj G+ Dk + Dyjy
olur. Yani,

I = amn(m + 1D+ 1)ymn
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m-1

+ z e (m + 1) (k + 1)y + Z 4G + D+ 1)y

olarak bulunur.

ajk U+ Dk+Dyp

WM=

Simdi /1 ifadesini inceleyelim.

m n
=" aujlk+ Dy

=0 k=0
m n-1
-> (a,-nj(n F DY an + ) e+ 1>yj_1,k)
=0 k=0
m m n—1
Z a]n](n + 1)}7] in T Z Ak Jjk + 1)}7j—1,k
j=0 j=0 k=0
m—1 m—-1n-1
= 2 a1+ DM+ Dy, + z z a1 G+ Dk + Dy
Jj=0 j=0 k=0

olur. Dolayisiyla 11 ifadesini agsagidaki gibi yazabiliriz.

m-1 m-1n-1
I = Z a1+ DM+ 1Dy, + Z z a1 G+ Dk + Dyjy.
j=0 j=0 k=0

Simdi /11 ifadesini inceleyelim.

m n
=" a3+ Dy

j=0 k=0
n m-1 N
= Z Qe (M + DKy -1 + z Gk (+ Dkyjr-1
k=0 ]:0 k=0
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n-1 m-1 /-1
= Z Ampri(m+ Dk + Dype + (Z A1 G+ DK+ 1)yjk> :
k=0 ]:O k=0
Yani,
n-1 m-1n-1
11 = z Ampr+1(Mm+ 1Dk + Dy + 2 2 ajke1 G+ Dk + Dy
k=0 j=0 k=0
olarak bulunur.
Son olarak IV ifadesini inceleyelim.
m n
=3 auikyy e
j=0 k=0
m n—1 m-1 -1
= z (z aj,k+1j(k+1)yj—1,k> = z ( Ajy1pe41 U+ 1)(k+1)3’jk>-
j=0 ‘\k=0 j=0 \k=0
Yani,
m—-1 n—1
W=D Gurgers G+ DU+
j=0 k=0

olarak bulunur.

Simdi,

Zmn =1 — 11 = I + IV

esitliginde bulunan ifadeler yerine yazilirsa,
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= amn(m + 1)(" + 1)ymn

Zmn
+ z amk(m + 1)(k + 1)ymk + Z ajn(] + 1)(n + 1))’]11
m-—-1n—
z Z aj G+ Dk + Dyjy
= k=
m—1 m-1n-1
— Z a1, + D + Dy, + z Z Ak U+ D+ Dy
j=0 ]:0 k=0
n-—1 m—-1n-1
- z Ampr+1(Mm+ 1Dk + Dy + ajre1 G+ Dk + Dy
k=0 j=0 k=0
m-1 n—1
+ Ajt+1,k+1 g+ 1)(k+1)3’jk
j=0 k=0
bulunur.
Yukarida elde edilen ifade diizenlenirse,
m-1 m-—1
Zmn = Z ajn(j +1(n+ 1)yjn - Z aj+1,n(j +1(n + 1)an
j=0 j=0
n—1 n—-1
+ Z amk(m + 1)(k + 1)ymk - Z am,k+1(m + 1)(k + 1):mG
k=0 k=0
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m—1n-1 m-1n-1

+ Z z aj G+ Dk+ Dy — Z Z airre G+ Dk + Dy

j=0 k=0 ]:0 k=0

-1

3
3

-1

A1 G+ Dk + Dyji

-
I
o

I
g

-1

Ajt+1,k+1 U+ 1)(k+1))’jk
0

3
A
3

+
-
I
o
&
I

Hamn(m+ D+ Dypy |
esitligi bulunur. Buradan

-1

Zmn = (ajn - aj+1,n)[(i +D+(n+ 1)yjn]

T

T
-
Il

o

rm—1

+ Z(amk — mjer1) [(M + Dk + D yp]
[ic=0

[m-1 n—1

+ (@ — @jrrk — Qa1 + Garern) [0+ D+ Dy
| 720 k=0

S

&
Il

Hama(m + D+ Dymn |

elde edilir. Burada,
Ajin — Ajr1n = Aloajn’
Amk — Amk+1 = Do1Amic,
Ak — A1k — Grs1 T Gk = D11k

oldugu g6z Oniine alinirsa

m—1

Zmn = Z (] + 1)(” + 1)yjnAloajn

Jj=0
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n-1

+ Z(Tn + 1) (k + 1)YmrDo1 Ak
k=0

m—-1 n—1

+ U+ Dk + Dyjr Arax
0

S

&
Il

j=0
+amn(m + 1D+ 1)ymn

bulunur. Dolayisiyla, B = (bmn jk) matrisi yardimiyla

m n
Zmn = z Z bmnjkyjk = (BY)mn

j=0 k=0

esitligi elde edilir, burada B = (b i ) matrisi

( G+ Dk + 1A a, 0<j<m—-1ve0<k<n-1,
(m+ DG + DAoa, 0<j<m-—1vek=n,
(m+ 1)k + 1DAg1amp, j=mve0<k<n-1, (3.19)
bmnjic = (m+ 1) (n+ Day,y, j=m ve k=n,
0, diger durumlarda,
\

ile tanimlidir. B8ylece, x = (X)) € C, oldugunda ax = (@mnXmn) € CSp, olmast
icin gerek ve yeter sart y = (V) € G, oldugunda z = (Zy,,,) € Cpp olmasidir. Bu

ise B € (C’r: C bp) olmas1 anlamina gelir. Boylece, Lemma 3.5 den

sup Zlbmnjkl < oo
Jk

m,neN

yazilir. Buradan,
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sup § |bmnjk|
M,NEN &=
Jk

m,neN

m—1
= sup Z (n+ 1)( + D|Aoan|
=0

n-—1

+ Z(m + 1)k + 1)|Agy @y
k=0

m-1n-1
+ z Z G+ Dk + D|Ay1aji| + lamnl p < 0

j=0 k=0

bulunur. Béylece Lemma 3.5 den

Y G+ D+ Dby <o,

J k

supz n+1G+ 1)|A10ajn| < oo,
J

neN

sup (m+ 1)k + D|Ag1amp] < o
meN T

ve
a = (amn) € CS;
elde edilir. Yani,

(2)"*” =p,n D, n Dy neS,

bulunur.

9,1 € {p, bp,r} olmasid durumunda ise én uzaymin () — duali asagidaki

gibi verilir (Mursaleen ve Basar 2014).

Teorem 3.9 B = (bynjx) matrisi (3.19) ile verilsin. Bu durumda C,

uzaymin £(9) — duali
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{a=(amn) €Q: B=(bunjr) € (Cyp:Cy) }

kimesidir.

3.3  Dort Boyutlu Matrislerin Baz1 Siniflarinin Karakterizasyonu

Bu béliimde Ebp, Cpve C, uzaylarindan Cy, C, ve ébp cift dizi uzaylarina
bazi matris doniisiimlerinin Mursaleen ve Basar (2014) tarafindan verilen

karakterizasyonlar1 incelenmistir.

(Cpp :Cy) ve (u:Cy) smflarinin karakterizasyonunu veren teoremler
ispatlt verilmesine ragmen, (E’bp :E’lg), (Cr : G, ) ve (Cbp :E’bp) smiflarma ait dort
boyutlu matris Kkarakterizasyonu veren teoremler ise ispatsiz bi¢cimde asagida

verilmigtir (Mursaleen ve Basar 2014).

Teorem 3.10 A = (@ymnr) € (Ebp :619) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

asagidaki kosullarin saglanmasidir.

sup Z G+ Dk + D|AK ampjn] < o0, (3.20)
m,neN Tk

her k € N sabiti ve m, n € N igin lim (j + DA e =0, (3.21)

her j € N sabiti ve m,n € N i¢in Ili_r)‘glo(k + 1)Aé’; Amnjk = 0, (3.22)

3(ap) €03 9 - lim >+ Dk + DAL Gy = a0 (323)
Jjk

her j, k € N sabiti i¢in 9 — ml;lrllooz G+ D(k+ 1)A{I; Amnjk = 2 aji. (3.24)

Jk J

Ispat: x = (xj) € Cp, olsun. Bu durumda y = (yimn) € Cpy, dir.
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Simdi, Y.;x @mnjiXjk Serisinin (s, t) ’inci dikdortgen kismi

i¢in, Vm,n,s,t € Nigin,

j=0 k=0

s—1t-1 s—1
= (] + 1)(k + 1)A amnjky]k + Z (t + 1)(] + 1)A10amn1t3’]t

j=0 k=0 j=0

t—1
+ z s+ 1Dk + 1)A01amnskysk + (s + D+ Damnse Vst

bulunur. By, = (b,[flﬁjk) matrisi,

(s + Dk + DA amnsicr j=sve 0<k<t-—-1;

(t+1)(]+1)A10amn]t, 0<j<s—-1 ve k=t;
plst =

mnjk

(s + D(t+ Damnse j=s ve k=t;

0, diger durumlarda

ile tanimlansin.

toplamlari

(3.25)

f(1+1)(k+1)A11amn]k, 0<j<s—1ve0<k<t-—-1;

Boylece (3.25)’den (Ax) El:l] = (BmnY)[s¢] yazilabilir. x € a,p oldugundan

y € Cpp Olur. A€ (Cpyy:Cy) ise Vx € Cp, icin Ax € Cydir. Bu durumda her

mneN ve x € C’bp icin (Ax) dlkdortgensel kismi toplamlarinin Pringsheim

manada yakinsak olmast B, € (Cbp:Cﬁ) olmasini sdylemeye esdegerdir. Sonug

olarak her m, n € N sabiti i¢in

z z G+ Dk + DA% appin| < o0,

J k
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vV j € Nigin hm (k + l)A 1 @mnjk = 0, (3.27)
ve

vk € Nigin lim j + DAL aymie = 0, (3.28)
kosullar1 saglanmalidir. Bu durumda,

9 — llm b Ls.t] (] + 1)(k + 1)A]1amn1k

mnjk

ve
9 — (4x) Y = p — lim(Bpmy)

saglanir. Boylece, “A = (@mni1) € (E’bp : Cy) olmast igin gerek ve yeter sart

B € (Cpp : Cy) olmasidir.” ifadesini goz dniine alarak Lemma 3.6 dan

sup Z G+ Dk + D|AK ampji] < o0, (3.29)

m,neN T
El(ajk) eEN> Y- llm (] + 1)(k + 1)A11 amn]k = ajk, (330)

ve

9~ lim Z G+ Dk + DA aje = Z @i (3.31)

mn -
ik J

elde edilir. Simdi, (3.26) —(3.31) kosullarindan gorilir ki A = (@pmnk) €
(E’bp:C’lg) olmasi igin gerek ve yeter sart (3.20) —(3.24) kosullarinin

saglanmasidir. Bu ispat1 tamamlar.

Teorem 3.11 E = (epnir) Ve F = (finnir) dort boyutlu sonsuz matrislerinin

elemanlarinin
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m n
1
fmnkl = (m + 1)(71 + 1)22 eijkl ) Vkr lr m,n € N' (332)
i

bagintisiyla iligkili oldugunu ve u herhangi verilen bir ¢ift dizi uzayr oldugunu

kabul edelim. Bu durumda, E € (,u : Gy ) olmasi i¢in gerek ve yeter sart F €

(u : Cy) olmasidir.

Ispat: x = (x;,;) € polsun ve (3.32) ile her m,n,s,t € Nigin

m+ 1)(n+1)§:§n: zt:eukzxkz = z zt:fmnklxkl (3.33)

i=0 j=0 k=0 1=0 k=0 1=0

N

esitligini g6z Oniine alalim. (3.33) esitliginde s,t — o igin

(m+ 1)(n+ 1) 22 (Ex)ij = (FX)mn, Vm,n €N, (3.34)
i=0 j=0

elde edilir. Boylece, (3.34) ten goriiliir ki x € u oldugunda Ex € Cy olmasi igin gerek

ve yeter sart x € y oldugunda Fx € Cy olmasidir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Teorem 3.10 ve Teorem 3.11 den u dizi uzaylari segimine bagl olarak birkag

sonug elde edilir (Mursaleen ve Basar 2014). Bunun i¢in asagidaki iki lemmaya

gereksinim duyulur.

Lemma 3.12 A = (amnk) € (G, ¢ C,) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

sup Z | @ mnit] < 0, (3.35)
mneN
k1
herk,l € Nigcin 3(aj,) €EQ3 r— lim apmu = ag, (3.36)
m,n—oo
JveCor— lim Z Amnkl = U, (3.37)
e

herhangi ko, [, € Ni¢in Ju,v,, € C3 r— lim Z Amnkl, = u' ve

mmn—oo
k
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r— lim Z Amnkol = Uk, (3.38)

m,n—oo
l

kosullarinin saglanmasidir ( Hamilton 1936, Robinson 1926, Zeltser, 2002).

Lemma 3.13 A = (amnk1) € ((;’bp : (;’bp) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

sup Z |Gk < o, (3.39)
m,neN
k.1
herk,l € Nicin 3(ay;) € Q3 bp— lim apue = ar, (3.40)
m,n—co
Jue C>3 bp — lim z Amnkl = U, (3.41)
m,n—oo

kl

m,n—oo

herhangi k, [, € Nigin bp — lim Z'amnklo — Ay, | = O ve
k

m,n—oo

bp — lim Zlamnkol — akoll =0 (34‘2)
l

kosullarinin saglanmasidir ( Hamilton 1936, Robinson 1926, Zelster 2002).

Sonu¢ 3.14 E = (enir) Ve F = (funky) dort boyutlu sonsuz matrislerin
elemanlar1 arasinda (3.32) bagintisinin saglandigin1 kabul edelim. Bu durumda,

asagidaki ifadeler saglanir:

)E = (emnjk) € (E’bp : E’lg) olmasi i¢in gerek ve yeter sart a,,,x; Yerine

fmmnia @lmarak (3.20)-(3.24) kosullarinin saglanmasidir.

i) E = (emnjk) € (C’r: G, ) olmasi i¢in gerek ve yeter sart sart a,,,x; Yerine

fmnk @linarak (3.35)-(3.38) kosullarinin saglanmasidir.

i) E = (emnjk) € (C’bp: E’bp ) olmas1 i¢in gerek ve yeter sart sart Qi
yerine fini alinarak (3.39)-(3.42) kosullarinin saglanmasidir (Mursaleen ve Basar,
2014).
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4. CIFT SERi UZAYLARI VE CESARO ORTALAMASI

Y. x,, kismi toplamlar dizisi (s,,) olan kompleks terimli sonsuz bir seri
olsun. g%, (s,) dizisinin (C,a) Cesaro doniisiimiiniin n-ci terimini gostersin. Eger

k > 1 igin,

(0]

Z kg — g2, [k < oo

n=1
saglaniyorsa, ), x,, serisine |C, a|, toplanabilirdir denir (Flett 1957).

Bor (1987, 2016), |C, 1|, toplanabilme metodunu mutlak agirlikli ortalama

toplanabilme metoduna asagidaki gibi genisletti.
(py) pozitif sayilarin bir dizisi olmak tizere
Bp=po+pi+-+p, >0,  (no>owiken), (P-; =p_,=0)
olsun.

(s, dizisinin (ﬁ, pn) agirlikli ortalama doniistim dizisinin n-ci terimini

12" 12"

T, = — . e, = — P —P_ .

n Pn L p] 5] Pn L (n Jj 1)x]
j=0 j=0

ile gosterelim. Bu durumda eger k > 1 igin,

© p k-1
> (p—) AT,y |¥ < o
n

n=0

saglantyorsa, Y, x, serisine |N, pnlk toplanabilirdir denir (Bor 1987), burada n > 1

i¢cin

ATp1 =Th1 — Ty
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AT_]_ == TO

dir.

Aciktir ki her n i¢in p,, = 1 alinirsa |N, pn|k toplanabilme metodu |C, 1],

mutlak Cesaro toplanabilme metoduna indirgenir.

Y., x;ij kismi toplamlar dizisi (Sp,,) olan sonsuz bir ¢ift seri olsun. (sp) cift
dizisinin ¢ift agirlikli ortalama ( N, P, qn) dontistimiini
m n
1
Toin = @Z Zpin Sij
=0 j=0

ile tanimlayalim.

Eger k > 1 icin,

kosulu saglaniyorsa, Y jx;; serisine W, Pm qn|k toplanabilirdir denir (Sarigol
2020), burada ETm,O = Tm'o - Tm_l'o ) ETO,Tl = TO,Tl - TO,Tl—l ve

ZTm,n = Tm,n - Tm—l,n - Tm,n—l + Tm—l,n—l
dir

Burada dikkat edelim ki her n igin p, = q, = 1 almirsa |N, p,p, qn|k toplanabilme

metodu |C, 1,1]; (Rhoades 1998) toplanabilme metoduna indirgenir.

Simdi (si j) ¢ift dizisinin (C,1,1) donilisim dizisini (T,,,) ile tanimlayalim.

Yani,
n

m
1
Ton = o 2, 2. 5

i=1 j=1
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olsun. Bu durumda, k = 1 igin

Z Z(mn)"_1|ZTmn|k <

m=1 n=1

saglanryorsa, Y; ; x;; serisine |C, 1,1|, toplanabilirdir denir, burada
ETm,l =Tm1— Tm-11 >
ETLn =Tin—Tin-1
ve
ZTm,n =Tmn = Tm-1n — Tmn-1 + Tm-1,n-1

dir. Ayrica,

i=1 j=1 i=1 j=1 r=1 s=1
m n m n
= — X
mn rs
r=1 s=1 I=r j=s

oldugunu géz 6ntine alirsak, (€, 1,1) doniistim dizisi (Ty,,,)
1 m n
Toun =%Z D dlm=r+ D=5+ 1) (4.1)
r=1 s=1

seklinde bulunur.

Simdi ise, (4.1) dikkate alinirsa, ATy 1, ATy, Ve ATy, ifadeleri asagidaki sekilde

hesaplanir.

1

AT, 4 =Zl: Zl: xpsm—r+1D(n—-—s+1) = me(z —r)(2-1) = x4,

r=1 s=1 r=1

m = 2 i¢in,
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ETm,l = Tm,l - Tm—l 1

mz z Xps(m—1r+1)(2—5)

r=1 s=
m-1 1 1 m
b Z Xps(M—1)(2 - 5) =m2xr1(7‘—1)
r=1 s=1 r=2
ven > 2 igin,
AT&n._'THm, T&n 1
P 1 n-1
= EZZ Xs 2—1)(n—5+1) ——ZZ Xs(2—1)(n—5)
r=1s=1 r=1s=
n
__ 1 Z 1
- n(n _ 1) xlS (S )
s=2
ifadeleri elde edilir.
(4.1) esitliginden,
1 - n
Tn-in = =T z Z Xpe(m —1)(n — s+ 1) (4.2)
r=1 s=1
m n-1
Ton1 = m(n—1)z Zxrs(m r+1)(n—s) (4.3)
r=1 s=1
ve
m-1 n—1
st = =T Z Z Xsm—r)n=s)  (44)

bulunur. Boylece (4.1), (4.2), (4.3) ve (4.4) esitliklerinden
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mn (m—1n

ZTmnzi il(m—r+1)(n—s+1)_(m—r)(n—s+1)

m—r+1Dmn-s) (m-r)(n—ys)
T - TmeDmoD|"

elde edilir. Yani, m,n = 2 i¢in,

NN DD
Almn = rZz SZZ (m-—1)n-1)mn

bulunur.
Ayrica, y = (V) dizisinim,n = 1 igin y;1 = x4,

m=2,n=1igin

m

1
Ym1 = 1—sz1 (T - 1):

mF(m - 1) r=2

n=2m=1i¢in

n

1
Yin = ——— ) xis(s = 1),

1
n F(n - 1) s=2

vem,n = 2 i¢in

m n

1
Ymn = 1 xrs(r - 1)(5 - 1):
(m-—1)(n-1) (mn)ir; ;

olacak sekilde tanimlarsak

— k
(ymn)k = (mn)k_llATmnl

elde edilir.
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Simdi, |C, 1,1 | toplanabilme metoduyla toplanabilen serilerin uzayini |C1,1| .

ile gosterelim. Yani,
|C1al, = {x = (X,) : z X, serisi |C,1,1 |, toplanabilirdir
7,8

ile ifade edilir.

Teorem 4.1 |C1,1| . uzayl 1 < k < o i¢in ¢ift dizilerin koordinatsal toplama

ve skalarla ¢carpma islemleri altinda lineer uzay olup
oo 1) 1/k
x| lcval, = (Z z (mn)k=1|A Tmn|k> ,(1 <k < ) (4.5)
m=1 n=1

normu ile bir Banach uzayidir ve £; uzayina norm izomorfiktir, yani |C1'1|k = L

dir.

Ispat: x,z € |C1,1|k ve a,f € C alalim. Bu durumda ax + fz € |C1,1|k oldugunu
gosterelim. B(x) = (Bpn(x)) déniisim  dizisini B, (x) = (mn)"Y*A Ty, ile

tanimlayalim. Bu durumda
m,n = 1i¢in

Bi1(x) = x14,
m=2,n=1i¢in
m
1
B () = ———— ) %1 (r = 1)

mz(m - 1) r=2

n=2,m=1i¢in
n

Bun() = ———— Y xisls = 1)

nE(n - 1) s=2
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ve m,n > 2 igin ise

m n

1 Z Xps(r—1)(s—1)
(m—1) (n—1) (mn)ki=; s=2

1

Bmn (x) =

olur.

Her m,n > 1 igin By, (Xx) = Ymmn olacak sekilde B(x) = y ile tanimlarsak

— ok
Vm)¥ = mn)* 7| AT,,, | saglandigindan  her x € |Cl’1|k icin y = Ymn) €

L, (1 <k < x)olur.

Bu durumda her x, z € |Cy 4] , her @, 8 € Cvem,n > 1 igin

B(ax + Bz) = (Bun(ax + B2)) = (aBypun(x) + BBmn(2)) = aB(x) + fB(2)

oldugu g6z oniine alinip liggen ve Minkowski esitsizlikleri kullanilirsa

1 1

x ;
Z |Bl-j(a:x+ﬁz)|k = z |(XB”(X)+BBU(Z)|I(
LJ L

x x
k k
<tal| ) By | +181{ D [By@|" | <o
) L

olur. Buise ax + Bz € |Cl,1|k oldugunu gosterir. Bu durumda |C1,1|k uzayi dizilerin

koordinatsal toplama ve skalarla carpma islemleriyle bir lineer uzay teskil eder.

Simdi, |Cl,1|k uzayinin (4.5) bagmtisinda verilen ||. |||C1 1|kfonksiyonu ile normlu

uzay oldugunu gosterelim.
1
Kk
. k
i) lxlle,.., = Z 1B, | = o0.
Lj

i) |||l lC1al,, = 0, yani
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ol

k
lacll |C1,1|k = Z |Bij(x)| =0

LJj

olsun. Bu durumda v i,j > 1 i¢in
B;ij(x) =0
ve dolayisiyla V i,j = 1 i¢in
xi; =0
olur. Bu ise, x = 6 oldugunu gosterir, burada 6 sifir vektorii gosterir.
Tersine x = 0 ise,
lxIle, |, =0
olur.

iii) Herhangi bir x € |C1,1|k ve A € Cigin,

1 1
k k

k k
[ Ax]| Caaly, = Z |Bij(lx)| = || Z |Bij(x)| = |Alllxl |coal,

iL,] LJ
olur.

iv) Herhangi x,z € |C1,1|k i¢in liggen ve Minkowski esitsizliklerinden,

1
;
k
lx +zllyc, | = Z |Bij(x + 2)|
LJ

&

=D 1By + By)[*

i,j
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k

< Z 1B, 0| | + Z 1B, (2)|"

ij ij

tl i

= |lx]| lc1al,, T+ Il z]| Caal,

bulunur. Boylece, |Cl’1|k uzayi tizerinde tanimli ||. ”|Cll|k fonksiyonu bir norm olup,

(

oIl llic,, ) ikilisi bir normlu uzayd.

|Cl,1| , Uzaymin L, uzayma norm izomorfik oldugunu kanitlamak igin, 1 <
k < oo igin |C1,1| . Ve L, uzaylar1 arasinda lineer, birebir ve Orten bir

B doniisiimiin oldugunu gosterelim. Bu amacla B donlisimiini
B :|Cal, = Lk
x>y =B(x)
ile tanimlayalim. Burada B(x) = y = (J4n,) doniisimii m,n > 1 igin
Ymn = Bmn(x) = (mn)' /% ATy
ile tanimlidir.

B doniisiimiiniin lineer oldugu agiktir. Simdi, x € |C1'1|k icinB(x) =6
olsun. Bu durumda her m,n = 1 igin B,,,,,(x) = 0olur, buda Vr,s > 1 icinx, =

0 oldugunu gosterir. Yani, x = 6 olur. Bu durumda B dontsimi birebirdir.

Ayrica Y = (Vmn) € Ly (1 < k < 00) dizisi icin x = (x,5) € |C1,1|k dizisi

bulmaya c¢alisalim. m,n > 2 i¢in

Y = Z Z Xy (7 = D = 1)

mknk(m— D(n—-1) 7= =

oldugundan
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Y (m = 1) (.= 1) = Z 2 Xos(r = D(s = 1) (46)

ve

m n-1

Ymnamk(n = Di(m = 1) (1.~ 2) =2 2 %= D=1 (47)

esitlikleri elde edilir. Boylece (4.6) ve (4.7) esitliklerinden
m
1 1 1
Mk = 1) [yt = 1) = Yo (2= DG = 2)] = D sy (= D= 1)

esitligi elde edilir. Benzer islemler yapilarak
m,n = 2 igin

1 1 L L
Ynn = T BT [ mi(m = 1) <ymn ni(n = 1) = Yy (n — Di(n — 2))

— (m - 1E(m — 2) (ym_l,nn%m ~1)

— Ymeinea(n = Di(n — 2))]

bulunur. Ayrica n =1,m = 2 i¢in

m
1
Y m = 1) = Dy (r = 1) (48)
r=2
oldugundan
m—1
1
Ym1a(m = DEm=2) = ) x0(r = 1) (49)
r=2

elde edilir. (4.8) ve (4.9) esitlikleri goz oniine alinirsa, n = 1, m = 2 i¢in
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1 1 1
Xm1 = m—1 <ym1mk(m —1) = Ym-11(m — 1)e(m — 2))

bulunur. Benzer olarak, m = 1,n > 2 i¢in

n

1
yinnk(n = 1) = Y xy(s = 1) (4.10)
s=2
oldugundan
n-1
Yina (=D =2) = ) 3565 = 1) (4.11)
s=2

bulunur. (4.10) ve (4.11) ifadeleri dikkate alinirsa, m = 1,n = 2 i¢in

Xin =

()’mni(n -1 —yip1(n— 1)%(71 - 2))

n—1
bulunur. Ayricam = n = 1igin x;; = y;4 dir.

Dolayisiyla,

el e, = 1Bz, = <Z|an(x)|k) = lIyllg, <oo

elde edilir.

Boylece x € |Cy4| . Ve 1 < k < o icin, B doniisiimii lineer, norm koruyan,

birebir ve ortendir. Dolayistyla, |C1,1| . uzayl L} uzayma norm izomorfiktir.

Simdi |C1,1 | . uzaymin (4.5) normu ile bir Banach uzay1 oldugunu gosterelim.

Boos (2000)’ de Sonug¢ 6.3.41’in b) kismini dikkate alalim: “(y, F;) ve (A, F,)

yarmnormlu uzaylar ve

B: (¢'F1) - (A'FZ)
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doniisimii de bir izometrik izomorfizm olsun. Bu durumda (i, F;) uzaymin tam
olmasi igin gerek ve yeter sart (A, F,) uzaymm tam olmasidir. Ozel olarak, (), F;)
uzaymin bir Banach uzayi olmasi i¢in gerek ve yeter sart (A, F,) uzaymin Banach

uzay1 olmasidir.”

Bu teoremin ispatinda tanimlanan B doniisimii |C1,1| , uzaymdan L

uzayina bir izometrik izomorfizm ve Basar ve Sever (2009) Teorem 2.1’den L,

uzayt bir Banach uzay1 oldugundan |Cl,1| . Uzay! da Banach uzayidir. Bu ise ispati

tamamlar.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu calismada, Mursaleen ve Basar (2014) tarafindan verilen Cesaro
dontistimleri smirli, Pringsheim manada yakinsak, Pringsheim manada sifira
yakinsak, Pringsheim manada yakinsak ve smirli, regiiler yakinsak, mutlak g —
toplanabilen ift dizilerin M,,, C,, Cop, Cpp, Cy ve L, uzaylarmin dzellikleri ve bu
caligmada yer alan uzaylarin dualleri ve matris karakterizasyonlariyla ilgili teoremler
detayli incelenmistir ve verilen teoremlerdeki ispat teknikleri ayrintilariyla

incelenmistir. Ayrica, birinci mertebeden Cesaro ortalamasini mutlak toplanabilme

kavramiyla birlestirmek suretiyle tanimlanan |C1,1|k (Sarigol 2020) mutlak ¢ift seri

uzaymin L, ¢ift dizi uzayma norm izomorfik olan bir Banach uzayr oldugu

gosterilmistir. Bu tez calismasinda goriilen teknikler |C1,1|k uzaymin bazi topolojik

Ozelliklerinin incelenmesi ve matris karakterizasyonlariyla ilgili yayin ¢aligmalarina

zemin hazirlamistir.
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