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ÖZET 

SÜPER MANİFOLDLAR ÜZERİNDE ZAMANA BAĞLI MEKANİK SİSTEMLER 

VE  GRAF DEMET UYGULAMALARI 

 

DOKTORA TEZİ 

SİMGE ŞİMŞEK 

PAMUKKALE ÜNİVERSİTESİ FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 

MATEMATİK ANABİLİM DALI 

 

(TEZ DANIŞMANI:DOÇ.DR.CANSEL AYCAN) 

 

DENİZLİ, Haziran - 2021 

 

Bu tez dört bölümden oluşmaktadır.  

Birinci bölümde, öncelikle Süper Simetri ve Graf Teorinin tarihçesine değinilmiştir. 

Daha sonra, mekanik enerji sistemleri için gerekli olan demet yapılarının genel 

formu ele alınarak Euler-Lagrange ve Hamilton denklemlerinin elde ediliş yöntemi 

anlatılmıştır. Ayrıca çalışmamızın temelini oluşturacak olan süper uzay yapısı altında 

temel tanımlar verilerek, süper vektör uzayı, baz kavramı ve süper uzayın harita ve 

atlas yapısı sunulmuştur. Son olarak, Graf Teorinin temel elemanları olan 

köşe(vertex) ve kenar(edge) tanımları ve bu elemanlarla birlikte problemlerin 

çözümünde kullanılacak olan bazı kavramlar ve Graf manifold ile Graf demet 

yapısının tanımı verilmiştir. 

İkinci bölümde, birinci bölümde verilen mekanik enerji sistemlerini elde etmek için 

gerekli olan demet yapısı, zamana bağlı Süper Euler-Lagrange ve Hamilton enerji 

denklemlerinin çözümleri için gerekli olan geometrik yapılar, süper uzay yapısına 

uygun olarak tanımlanmış ve süper mekanik sistemler elde edilmiştir. Yine süper 

uzayda tanımlanan süper çember, süper helis ve süper logaritmik spiral eğrileri 

üzerinde bir parçacığın hareketi incelenmiş ve elde edilen süper enerji denklemleri 

kullanılarak süper enerji fonksiyonları bulunmuş, çalışmanın birer uygulaması olarak 

sunulmuştur.  

Üçüncü bölümde, birinci bölümde verilen Graf teorinin temel tanımları, süper uzay 

yapısına uygun şekilde ifade edilerek, literatüre kazandırılmıştır. Bununla birlikte, 

ikinci bölümde süper uzayda elde edilen süper Euler-Lagrange ve Hamilton mekanik 

sistemler, yeni süper Graf teoriye göre tanımlanmış geometrik yapılar ile elde 

edilerek, süper logaritmik spiral eğrisi üzerinde süper enerji fonksiyonları yeni 

tanımlanan bu süper Graf yapısına bağlı bulunarak, çalışmanın uygulaması olarak 

sunulmuştur. 

Dördüncü bölümde, birinci bölümde, ikinci bölümde ve üçüncü bölümde elde edilen 

sonuçların diğer uzaylarla karşılaştırması yapılmış, çalışmanın amacına uygunluğu, 

geçerliliği ve doğruluğu konusunda değerlendirmede bulunulmuştur. 
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 ABSTRACT 

TIME DEPENDENT MECHANICAL SYSTEMS AND GRAPH BUNDLE 

APPLICATIONS ON SUPER MANIFOLDS 
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(SUPERVISOR:ASSOC.DR.CANSEL AYCAN) 
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This study consists of four sections. 

In the first chapter, firstly, the history of Supersymmetry and Graph Theory is 

mentioned. Then, the general form of bundle structures required for mechanical 

energy systems is discussed and the method of obtaining Euler-Lagrange and 

Hamilton equations is explained. In addition, by giving basic definitions on the super 

space structure that will form the basis of our study, the super vector space, the 

concept of base and the map and atlas structure of the super space are presented. 

Finally, the definitions of vertex and edge, which are the basic elements of Graph 

Theory, and some concepts to be used in solving the problems with these elements, 

as well as the definition of the Graph manifold and Graph bundle structure are given. 

In the second chapter, the bundle structure required to obtain the mechanical energy 

systems are given in the first chapter, the geometric structures required for the 

solution of the time dependent super Euler-Lagrange and Hamilton energy equations 

are defined in accordance with the super space structure and super-mechanical 

systems are obtained. Then, the motion of a particle on the super circle, super helix 

and super logarithmic spiral curves defined in the super space has been investigated 

and the super energy functions have been found using the obtained super energy 

equations, presented as an application of the study. 

In the third chapter, basic definitions of Graph theory given in the first chapter have 

been brought to the literature by expressing them in accordance with the super space 

structure. However, in the second chapter, the super Euler-Lagrange and Hamilton 

mechanical systems obtained in the super space have been obtained with geometric 

structures defined according to the new Super Graph theory, and the super energy 

functions on the super logarithmic spiral curve are found in accordance with the new 

super graph structure and presented as the application of the study.  

In the fourth part, the results obtained in the first part, in the second part and in the 

third part were compared with other spaces, and evaluations were made about the 

suitability, validity and accuracy of the study. 

KEYWORDS: Super Space, Super Manifold, Bundle, Lagrangian Energy 

Equations, Hamiltonian Energy Equations, Super Graph Theory 
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ÖNSÖZ 

 
Bu tez çalışması, Pamukkale Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü Matematik 

Anabilim Dalı Doktora programında hazırlanmıştır. 

Bu çalışmada, diferensiyel geometrik kavramlardan jet demet yapıları 

alınarak, son yıllarda matematiksel fizikte, fiziksel uygulamaları açısından önem 

kazanan Süper uzay üzerinde, geometrik tekniklerin kullanımı açısından özel bir 

konu olan analitik mekanikteki Lagrangian ve Hamiltonian enerji sistemleri 

incelenmiştir. Bununla birlikte yine son yıllarda Graf Teorinin çok farklı çalışma 

alanları içerisinde yer aldığı görülmekte olup, bu çalışmada da Süper uzay üzerinde 

Graf Teorinin temel tanımları yapılmış, bu tanımlar ile birlikte Graf noktalar ve 

oluşturulan süper Graf koordinatlar kullanılarak demet yapıları kurulmuş ve 

Lagrangian ve Hamiltonian enerji sistemleri incelenmiştir. 

Bu çalışmaya başlamamda bana katkıda bulunan, yardım ve eleştirilerini 

esirgemeyen değerli hocalarım; danışmanım Doç. Dr. Cansel AYCAN, Prof. Dr. 

Cumali EKİCİ, Prof. Dr. Mustafa ÖZDEMİR, Prof. Dr. Murat Kemal KARACAN, 

Doç. Dr. Murat BEŞENK’e teşekkürü bir borç bilirim. Ayrıca çalışmalarım 

esnasında benden maddi ve manevi desteklerini esirgemeyen ailem ve değerli 

arkadaşlarıma teşekkürlerimi sunarım. 

 

 

 

 

 

 

 

 



1 G·IR·IŞ

1.1 Süper Simetri ve Graf Teori

Süper simetri, bilim insanlar¬taraf¬ndan geli̧stirilen maddenin temel anayasa-

s¬ndaki keskin düzenleyicilik ilkesini anlama çabas¬ gösteren matematiksel bir

ilkedir. Asl¬nda birbirinden farkl¬ym¬̧s gibi gözüken parçac¬klar¬n gizemli bir

şekilde belirli simetrik ilkelerle birbirleriyle birleşik oldu¼gunu biliyoruz. Basket-

bol topu gibi dünya üzerinde bulunan simetrik nesneler gerçe¼ginin de fark¬n-

day¬z. Bu top küreyi çevirdi¼gimizde, esasen döndürdü¼gümüzde, temel olarak

ayn¬ gözücektir. Baz¬ parçac¬klar¬, bir parçac¬k türünden başka bir parçac¬k

türüne dönüştürdü¼gümüzde, parçac¬¼g¬n kimli¼gi de¼gi̧smi̧s gibi gözükse de sonuçta

parçac¬¼g¬tan¬mlayan denklemlerin simetri nedeniyle de¼gi̧smedi¼gini belirledik. Fa-

kat madde parçac¬klar¬ismini verdi¼gimiz parçac¬k türleriyle kuvvet parçac¬klar¬

dedi¼gimiz tür aras¬nda ili̧skisel bir simetriyi henüz bulabilmi̧s de¼giliz. Madde

parçac¬klar¬dedi¼gimiz elektronlar, müonlar, kuarklar gibi paraçac¬klar; kuvvet

parçac¬klar¬ dedi¼gimiz fotonlar, gluonlar, bozonlar gibi parçac¬klard¬r. Süper

simetri asl¬nda bu iki tür, bu iki s¬n¬f parçac¬klar aras¬ndaki simetridir. Bilim

insanlar¬henüz matematiksel olarak ya da gerçek olarak gösterilemeyen bu süper

simetrinin, temel parçac¬klar aras¬ndaki ili̧ski için olas¬son simetri teorisi oldu¼gunu

ispatlad¬lar. Şimdi ise, temel parçac¬klar¬anlayabilmemiz ad¬na bu simetri teorisi-

nin dünyada geçerli olup olmad¬¼g¬n¬n kan¬t¬n¬bulma çabas¬içerisindeler.

Graf Teorisini literatürde çok farkl¬ disiplinlerin çal¬̧sma alanlar¬ içerisinde

görmekteyiz. Sosyolojiden, bilgisayar bilimlerine, i̧sletmeden, endüstri mühendis-

li¼gine kadar çok geni̧s alanlarda kullan¬m¬oldu¼gu gibi matemati¼gin bir çal¬̧sma

alan¬olarak da kaŗs¬m¬za ç¬k¬yor. Bu teori, asl¬nda gerçek bir hayat problemi-

nin basit bir şekilde graf ile modellenmesini amaçlamaktad¬r. Bu model oluş-

turulduktan sonra ise graf teorisinde bulunan yöntemler kullan¬larak problem

çözülebilmekte ve ard¬ndan da tekrar gerçek hayata uygulanabilmekte ve yorum-

lanabilmektedir. Graf teorisi temel olarak bir problemin kenar (edge) ve dü¼güm-

ler (node) ile modellenmesi ve bu modelin bir çizge şeklinde gösterilmesi ilkesine

dayanmaktad¬r.
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1.2 Tarihçe

1.2.1 Süper Simetri

Süper simetri, parçac¬k �zi¼ginde uzay-zaman simetrisinin kaŗs¬l¬¼g¬d¬r ve iki

temel parçac¬ktan oluşur. Bunlar; aç¬sal momentumu olan bozonlar ve yar¬

de¼gerli aç¬sal momentumu olan fermiyonlard¬r (Quevedo 2010). Süper simetri,

klasik ve kuantum �zi¼gi aras¬nda oluşturdu¼gu simetriden dolay¬bugün bildi¼gimiz

hiçbir simetriye benzemez. Genel olarak, istenilen birçok matematiksel özellik-

lerin sa¼glanmas¬ ve yüksek enerjilerde hassas davran¬̧slar¬n garantiye al¬nmas¬

hususunda teorik problemlerin çözümlerine olanak sa¼glanm¬̧st¬r.

Big Bang�den sonra oluşan evren, mükemmel bir simetriye sahipti. Evrendeki

madde ile anti-madde oran¬ birbirine eşitti. Madde ile anti-madde bir araya

gelerek �saf enerji�denilen formu oluşturmaktad¬r. Bu enerji ise oldukça yüksek

bir enerjidir. Evren, süper simetri durumundayken galaksilerin oluşmas¬, madde

ve anti-madde aras¬nda tam bir denge oldu¼gu için k¬sa sürmüştür. Çünkü, bu

denge bozulmad¬¼g¬sürece saf enerji evren taraf¬ndan verimli kullan¬labiliyordu.

Bu dengeye de �süper simetri�denildi. Zamanla bu denge bozulmuş, evrendeki

anti madde oran¬nda düşüş yaşanm¬̧s, madde oran¬n¬n say¬s¬h¬zla artm¬̧st¬r. Bu

bozulman¬n nedeninin ilk öngörüsü, mikro ölçekli karadelik teorisine göre kabul

görmüştür. Bu teoriye göre, evren süper simetri durumundayken anti-madde

kanad¬nda oluşan küçük ölçekli bir karadelik, anti-maddelerin birço¼gunu içerisine

çekti. ·Ikinci teori Higgs Bozonunda ise, evren süper simetri durumundayken Higgs

alan¬oluşuyor ve bu alan üzerinden geçen parçac¬klar kütle kazanarak maddeye

dönüşüyor ve evrendeki madde oran¬dolay¬s¬yla art¬yor.

Süper manifold, anti-de¼gi̧smeli koordinat kavram¬n¬içermesiyle klasik mani-

folddan daha geni̧s bir yap¬ya sahiptir. Süper manifold çal¬̧smalar¬, geometriden,

analizden, cebir ve topolojiden oluşan matematiksel düşünceleri, tan¬mlar¬ ve

yap¬lar¬içerir. Bu yüzden, teorik �zik ve matematik problemlerini çözmek için

daha güçlü bir yere sahiptir. Anti de¼gi̧smeli de¼gerlerin bulundu¼gu çal¬̧smalarda,

birkaç sene öncesinde �zikte süper simetri kavram¬n¬n geli̧smesiyle �süper�s¬fat¬ön

plana ç¬km¬̧s ve süper matematikte yayg¬n olarak kullan¬lmaya başlanm¬̧st¬r. Anti

de¼gi̧smeli yap¬lar, diferensiyel formlar, Lie cebirinde d¬̧s cebir kavram¬, Weil model

gibi geometri ve cebirin birçok alan¬nda görülmektedir. �Süper� kullan¬m¬, ilk

Cartan tan¬m¬olan Grassman cebiri üzerinde Cli¤ord cebirinde kaŗs¬m¬za ç¬kar.

Uzun bir zaman sonras¬nda da konneksiyonlarda anti de¼gi̧smeli fermiyon ili̧skileri

ile tekrar gündeme gelir. Schwinger, Green�s fonksiyonlar¬n¬kullanarak Quan-

tum alan çal¬̧smalar¬nda anti de¼gi̧smeli de¼gi̧skenleri ortaya koymuştur. Bu anti
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de¼gi̧smeli de¼gi̧skenlerin diferensiyel hesaplamalar¬Martin taraf¬ndan yap¬lm¬̧st¬r.

Berezin, fermionik nicelikleri geli̧stirmek için de¼gi̧smeli de¼gi̧sken yap¬lar¬ve genel

bosonik nicelikler ile kaŗs¬laşt¬rma yapabilmek için anti de¼gi̧smeli de¼gerleri say¬

olarak kullanm¬̧st¬r.

Bir süper simetrik teoride, bosoniklerin ve fermiyoniklerin derecelerinden ba¼g¬m-

s¬z olarak kaŗs¬l¬kl¬de¼gi̧smeleri söz konusu oldu¼gunda simetri alt¬nda de¼gi̧smezli¼gi

ön plandad¬r. Geometrik düşünceler de anti de¼gi̧smeli süper simetrik modelde

de¼gi̧sim bu geometri liyakat¬na göre olmal¬d¬r. Bu yüzden de süper manifold

tan¬m¬gereklidir. Süper simetrik modellerin öncü çal¬̧smalar¬, ilk olarak 1970

lerde kaŗs¬m¬za ç¬kmaktad¬r. Süper simetride anti de¼gi̧smeli de¼gi̧skenler önem-

lidir. Bu durum, oldukça küçük formda olan süper Lie cebiri yap¬s¬ndan, daha

aç¬k olarak, Lie grubunu oluşturan çift üreteçlerde de¼gi̧smeli, tek üreteçlerde anti

de¼gi̧smeli olan üreteçlerin meydana getirdi¼gi ve s¬n¬�and¬r¬ld¬¼g¬simetrilerin do¼gal

grup yap¬s¬n¬içermesi ile aç¬klan¬r ve fermiyonlar¬n baz¬spesi�k çal¬̧smalar¬ndan

ba¼g¬ms¬z bir konumdad¬r. Art¬k daha da basit süper matematiksel yap¬lar¬klasik

düşünceden Z2�ye geni̧sletmek istersek de bu çift ve tek notasyonlar¬kullan¬yoruz.

Süper geometride, süper manifold yap¬s¬na götüren iki yol vard¬r. Birincisi,

süper manifold, süper uzayda, Grassmann cebirinin çift ve tek de¼gerli lokal ko-

ordinatlardan oluşan yap¬d¬r. ·Ikincisi, bir manifold üzerindeki fonksiyon demet-

lerinden oluşur.

1.2.2 Graf Teori

Şekil 1.1: Königsberg ve 7 köprüsü

Graf Teori, 1736 y¬l¬nda ·Isviçreli matematikçi Leonhard Euler taraf¬ndan

Königsberg kasabas¬n¬n �Yedi Köprü Problemi�ele al¬narak çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Bu prob-

lem, Königsberg kasabas¬ndaki Pregel nehri, Kneigh isimli adac¬¼g¬n etraf¬ndan

akarak iki kola ayr¬lmaktayd¬. Şekil 1.1�de gördü¼gümüz 7 köprü kentin 4 parças¬n¬
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birbirine ba¼gl¬yordu. Kasaba halk¬e¼glence amac¬yla kentin farkl¬noktalar¬ndan

hareket ederek 7 köprüyü birer kez geçip, başlad¬klar¬ noktaya dönmeyi dene-

mi̧sler ancak hiçbiri bu geziyi başaramam¬̧s. Herkesin ortak merak¬haline gelen

bu problem o zaman¬n ünlü matematikçisi Leonhard Euler�in ilgisini çekmi̧s ve

Euler, problemi üzerinde daha rahat anlayabilece¼gi ve çözebilece¼gi bir şekille tem-

sil ederek i̧se başlam¬̧s.

Şekil 1.2: Königsberg�in gra�a gösterimi

Euler, Şekil 1.2�de görüldü¼gü gibi kara parçalar¬n¬n her birini bir noktayla, köprü-

leri de kenar denilen çizgilerle temsil etmi̧stir. Bununla birlikte art¬k problem

graf teorisi ile "Herhangi bir noktadan harekete başlay¬p, bütün kenarlardan

bir ve yaln¬z bir defa geçerek, bütün noktalar¬ziyaret ettikten sonra başlang¬ç

noktas¬na varabilir miyiz?" şekline gelmi̧stir. Euler, çal¬̧smalar¬n¬n sonucunda

bunun mümkün olabilmesi için tüm noktalar¬n çift dereceli olmas¬ gerekti¼gini

ispatlam¬̧st¬r. Yukar¬daki grafta da tüm noktalar¬n dereceleri tek oldu¼gundan

Königsberg probleminin çözümünün mümkün olmad¬¼g¬görülür.

Burada Euler, noktalar¬n tümünün derecelerinin çift olmas¬gerekti¼gini ise şu

şekilde elde etmi̧sti:

Bu tür bir probleme bir noktadan başlan¬ld¬¼g¬nda ve herhangi bir noktaya

gelindi¼ginde bu noktada bir tane gelen bir tane de giden kenar olmal¬ve böylece bu

noktan¬n derecesi çift olmal¬d¬r. Bu bütün noktalar için do¼gru olmal¬d¬r, fakat biri

çizime başlad¬¼g¬m¬z di¼geri de çizimi bitirdi¼gimiz nokta olmak üzere iki noktan¬n

derecesi tek olabilir. Ancak Könisberg köprüleri probleminde, başlan¬lan noktaya

geri dönülmesi amaçland¬¼g¬ndan bu iki noktan¬n da mertebesi çift olmal¬d¬r ve

böylece ilgili gra�¼gin çizilebilir olmas¬ için gerek ve yeter koşul tüm noktalar¬n

derecelerinin çift olmas¬gereklili¼gidir (Biggs ve di¼g. 1986).

Bu problem graf teorisinin başlang¬c¬olarak bilinmekte ve sonras¬nda konu ile

ilgili birçok problem graf teorisinin tarihsel sürecinde yerini alm¬̧st¬r.
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1.3 Temel Kavramlar

Bu bölümde, ileriki bölümlerde kullan¬lacak olan demet yap¬s¬, mekanik sis-

temler, Lagrange ve Hamilton enerji denklemleri, Süper uzay¬n temel yap¬lar¬ve

Graf Teorinin temel tan¬mlar¬verilmi̧stir.

1.3.1 Genel Demet Yap¬lar¬

Bu bölümde, diferensiyel geometride önemli bir yere sahip olan manifold

yap¬s¬üzerinde demet yap¬s¬n¬n nas¬l oluşturulaca¼g¬ele al¬nm¬̧st¬r.

Tan¬m 1.3.1 E ve M , C1-manifoldlar, � : E ! M bir C1-dönüşüm olsun.

E¼ger � bir örten submersion ise, (E; �;M) üçlüsüne bir li�i manifold denir. Bir

(E; �;M) li�i manifoldunda, E�ye total uzay,M�ye taban uzay, ��ye projeksiyon

ve her bir p 2M noktas¬için E�nin ��1(p) altcümlesine de p üzerindeki lif denir

(Aycan 2003, Da¼gl¬2012).

Tan¬m 1.3.2 Bir li�i manifold (E; �;M), boyM = m; boyE = m + n ve

U � E aç¬k alt cümlesi üzerinde bir koordinat sistemi,

y : U ! Rm+n

olsun.

pr1 : R
m+n ! Rm

olmak üzere, a; b 2 U ve

� (a) = � (b) = p) pr1 (y (a)) = pr1 (y (b))

önermesi do¼gru ise, y ye bir uyarlanm¬̧s koordinat sistemi denir (Aycan 2003,

Da¼gl¬2012).

Tan¬m 1.3.3 Bir li�i manifold (E; �;M) ve bir C1-manifold F olmak üzere,

e¼ger t : E !M � F dönüşümü

pr1 � t = �

olacak şekilde bir di¤eomor�zm ise (F; t) ikilisine ��nin model li� ve en az¬ndan

bir trivializasyona sahip (E; �;M) li�i manifolduna da trivial li�i manifold denir

(Aycan 2003, Da¼gl¬2012).

Tan¬m 1.3.4 Bir li�i manifold (E; �;M) ve p 2M olsun. Fp bir C1-manifold,

p�nin bir komşulu¼gu Wp ve

tp : �
�1(Wp)! Wp � Fp
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dönüşümü pr1 � tp = �j��1(Wp) şart¬n¬ sa¼glayan bir di¤eomor�zm ise o zaman

(Wp; tp; Fp) üçlüsüne p�nin komşulu¼gunda ��nin bir lokal trivializasyonu ve taban

uzay¬n her bir noktas¬civar¬nda en az bir lokal trivializasyona sahip bir (E; �;M)

li�i manifolduna da lokal trivial li�i manifold veya demet denir (Aycan 2003,

Da¼gl¬2012).

Tan¬m 1.3.5 M ve N , C1-manifoldlar, ' :M ! N bir C1-dönüşüm, p 2M
ve bir Vp 2 TpM tanjant vektörüne p noktas¬nda te¼get olan bir e¼gri

� : I � R!M

olsun. Bu durumda,

'�jp(Vp) =W'(p) 2 T'(p)N

tanjant vektörü, ' � � : I � R ! N e¼grisine ' (p) noktas¬nda te¼get olan bir

tanjant vektör olmak üzere

'�jp : TpM ! T'(p)N

ile tan¬mlanan dönüşüme '�nin p 2M noktas¬ndaki türev dönüşümü denir (Ay-

can 2003, Da¼gl¬2012).

Bu durumda, �� : TE ! TM , ��nin türev dönüşümü olmak üzere,

�� = (TE; ��; TM)

üçlüsü bir demet olup; ���ye ��nin tanjant demeti denir (Aycan 2003, Da¼gl¬

2012).

Tan¬m 1.3.6: (E; �;M) bir li�i manifold ve ' :M ! E bir dönüşüm olsun.

E¼ger � � ' = idM koşulu gerçekleniyorsa, '�ye ��nin bir kesiti denir ve ��nin

tüm kesitlerinin cümlesi �(�) ile gösterilir (Aycan 2003, Da¼gl¬2012).

Tan¬m 1.3.7 (E; �;M) bir demet ve p 2 M olsun. �, ' 2 �p(�) kesit-

leri, p noktas¬nda � (p) = ' (p) ve � (p) civar¬nda (xi; u�) uyarlanm¬̧s koordinat

sisteminde
@��

@xi
jp =

@'�

@xi
jp 1 � i � m; 1 � � � n

ise birinci mertebeden denklem olarak tan¬mlan¬r. ��y¬içeren denklik s¬n¬�ar¬na

��n¬n p noktas¬ndaki birinci jeti denir ve J1p� ile gösterilir.

Buna göre, �
J1p� : p 2M;� 2 �p(�)

	
(1.1)

cümlesine � demetinin birinci jet manifoldu denir ve J1� ile gösterilir (Aycan

2003, Da¼gl¬2012).
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Tan¬m 1.3.8 (E; �;M) bir demet ve (U; u), u = (xi; u
�) olmak üzere E ü-

zerinde uyarlanm¬̧s koordinat sistemi olsun. Bu durumda J1� üzerinde (U1; u1)

indirgenmi̧s koordinat sistemi,

U1 =
�
J1p� : � (p) 2 U

	
u1 = (xi; u

�; u�i )

ile tan¬ml¬olup burada

xi
�
J1p�

�
= xi(p); u�

�
J1p�

�
= u� (� (p))

ve yeni mn-adet u�i : U
1 ! R fonksiyonlar¬ise,

u�i (J
1
p�) =

@'�

@xi
jp (1.2)

şeklinde belirlidir. Bu şekilde ifade edilen yeni u�i koordinatlar¬türevsel koordi-

natlar olarak adland¬r¬l¬r (Giachetta ve di¼g. 2002, Aycan 2003, Da¼gl¬2012,).

1.3.2 Euler-Lagrange ve Hamilton Denklemleri

Bu bölümde, Euler-Lagrange ve Hamilton denklemleri ile ilgili temel kavram-

lar verilecektir.

Tan¬m 1.3.9 2m boyutlu bir manifold M ve M�nin tanjant demeti TM

olsun. TM üzerinde J2 = 0 eşitli¼gini sa¼glayan ve rankJ = m ile verilen (1; 1)

tipinden J tensör alan¬na yaklaş¬k tanjant yap¬denir.M manifoldu üzerinde lokal

koordinatlar (xi), 1 � i � m ve TM üzerinde lokal koordinatlar (xi;
:
xi) olmak

üzere TM üzerinde J yaklaş¬k tanjant yap¬s¬,

J

�
@

@xi

�
=

@

@
:
xi
, J

�
@

@
:
xi

�
= 0 (1.3)

olarak tan¬mlan¬r (Aycan 2003, Da¼gl¬2012).

Tan¬m 1.3.10m boyutlu bir manifoldM veM�nin tanjant demeti TM olsun.

TM üzerindeki bir vektör alan¬na M üzerinde semispray denir. Bu durumda "

semisprayi lokal olarak;

" =
:
xi
@

@xi
+ "i

@

@
:
xi

(1.4)

ile verilir. Burada "i fonksiyonlar¬"i = "i(xi;
:
xi) olarak tan¬ml¬d¬r.

Bu durumda,M manifoldu üzerinde verilen bir � e¼grisi e¼ger "�nin bir integral

e¼grisi oluyorsa, bu e¼griye "�nin bir çözümü denir (Aycan 2003, Da¼gl¬2012).

Tan¬m 1.3.11 J , m boyutlu bir M manifoldunun tanjant demeti üzerinde

bir yaklaş¬k tanjant yap¬olsun. Bu durumda TM üzerinde lokal koordinatlar

(xi;
:
xi), 1 � i � m ve

" =
:
xi
@

@xi
+ "i

@

@
:
xi

7



vektör alan¬M üzerinde semispray olmak üzere

V = J" =
:
xi
@

@
:
xi

(1.5)

ile verilen V vektör alan¬na Liouville vektör alan¬denir (Aycan 2003, Da¼gl¬2012).

Buna göre, TM üzerinde tan¬ml¬" vektör alan¬n¬n bir semispray olmas¬için

gerek ve yeter şart J" = V olmas¬d¬r (Rowe 2001).

Tan¬m 1.3.12 M manifoldunun tanjant demeti TM üzerindeki p-formlar¬n

cümlesi �p(TM) ve TM üzerindeki vektör alanlar¬n¬n cümlesi �(TM) olsun.

iJf = 0; f 2 C1(TM)

iJf(X1; :::; Xp) =

pX
i=1

w(X1; :::; JXi; :::Xp); w 2 �p(TM); X1; :::; Xp 2 �(TM)

(1.6)

olarak tan¬ml¬iJ fonksiyonuna düşey türev denir (Aycan 2003, Da¼gl¬2012).

Burada,

iJ(dxi) = 0; iJ(d
:
xi) = dxi

olur.

Ayr¬ca w 2 �p(TM) p-formu,

w =
X

i1<:::<ip

wi1;:::;ipdxi1�:::�dxip

şeklinde tan¬ml¬d¬r ve diferensiyeli ise

dw =
X

i1<:::<ip

dwi1;:::;ip�dxi1�:::�dxip

olarak ifade edilen p+ 1-formdur (Aycan 2003, Da¼gl¬2012).

p+ 1-formlar¬n cümlesini de �p+1(TM) olarak gösterirsek

dj : �
p(TM)! �p+1(TM)

olacak şekilde

dj = [ijd; d] = ijd� dij (1.7)

ile tan¬ml¬dj fonksiyonuna düşey diferensiyel denir.

8X 2 �(M) vektör alan¬ile w p-formunun iXw iç çarp¬m¬aşa¼g¬daki şartlar¬
sa¼glayan bir (p� 1)-formdur.

1) iXw = 0; e¼ger p = 0 ise;

2) iXw = w(X); e¼ger p = 1 ise;
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3) iXw(Y1; :::; Yp�1) = w (X; Y1; :::; Yp�1) ; e¼ger Y1; :::; Yp�1 2 �(M) ise;
bu durumda iXw 2 �p�1(M) olur (De Leon ve Rodrigues 1989).

Tan¬m 1.3.13 M , m boyutlu bir manifold ve M�nin TM tanjant demeti

üzerinde � bir 2-form olsun. E¼ger � maksimal rankl¬bir kapal¬2-form ise, (M;�)

ikilisine simplektik manifold denir.

TM üzerinde �L = �ddJL 2-formu simplektik ise, bu durumda TM üzerinde

tan¬ml¬L : TM ! R fonksiyonu regüler yada non-dejeneredir denir (Aycan 2003,

Holm ve di¼g. 2009, Da¼gl¬2012).

Tan¬m 1.3.14 M , m boyutlu bir manifold ve TM tanjant demeti olsun.

L : TM ! R bir C1-fonksiyon olmak üzere, TM üzerindeki �L = �ddJL ile
tan¬ml¬kapal¬2-formu için EL = V L�L eşitli¼gine L ile birleşen enerji fonksiyonu
ve L�ye de TM tanjant demeti üzerindeki Lagrange fonksiyonu denir. TM ise

M kon�gürasyon manifoldunun h¬z uzay¬olarak adland¬r¬l¬r (Aycan 2003, Da¼gl¬

2012).

Tan¬m 1.3.15 (M;�) simplektik manifold olmak üzere, L regüler Lagrange

fonksiyonuna kaŗs¬l¬k gelen ve EL = V L�L eşitli¼gi ile belirli olan enerji fonksiyo-
nuna Hamilton enerji fonksiyonu denir ve H :M ! R ile gösterilir.

M simplektik manifoldunun koordinatlar¬ise (xi;
:
xi) olmak üzere,M üzerinde

XH =
@H

@
:
xi

@

@xi
� @H
@xi

@

@
:
xi

(1.8)

olarak tan¬ml¬vektör alan¬na Hamilton vektör alan¬denir (Aycan 2003, Da¼gl¬

2012).

Tan¬m 1.3.16 (M;�) simplektik manifoldu üzerindeH Hamilton enerji fonksiyo-

nu, XH Hamilton vektör alan¬olmak üzere,

iXH� = dH (1.9)

denklemine Hamilton sistemlerinin simplektik (esas) formu yada Hamilton sis-

temleri dinamik denklemi denir. Bu denklemde �L = �ddJL 2-form ve " bir

semispray kullan¬larak elde edilen i"�L = dEL denklemine Lagrange sistemleri

için dinamik denklemi ad¬verilir (Aycan 2003, Da¼gl¬2012).

Teorem 1.3.17 i"�L = dEL denklemini sa¼glayan bir tek " semisprayi vard¬r

(De Leon ve Rodr¬gues 1989).

Tan¬m 1.3.18 i"�L = dEL denklemini sa¼glayan bir tek " semisprayi varsa EL
ye L : TM ! R fonksiyonu için Euler-Lagrange vektör alan¬denir. Bu koşulu

sa¼glayan L fonksiyonuna da Lagrange enerji fonksiyonu denir. Burada,
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EL =
:
xi
@

@xi
+ "i

@

@
:
xi

(1.10)

ile tan¬ml¬vektör alan¬d¬r ve "i fonksiyonlar¬"i = "i(xi;
:
xi) ile belirlidir.

i"�L = dEL eşitli¼gin çözümüyle elde edilen

d

dt

�
@L

@
:
xi

�
� @L

@xi
= 0 (1.11)

denklemine de Euler-Lagrange enerji denklemi denir (Crampin 1981, Aycan 2003,

Holm ve di¼g. 2009, Da¼gl¬2012).

Zamana ba¼gl¬Lagrange sistemlerini oluşturmak için jet manifoldlardan yararla-

n¬l¬r. R bir boyutlu Öklid uzay¬olmak üzere J1(R;M) �= TM izomor�zmi bilin-

mektedir.

TM�nin koordinatlar¬(xi;
:
xi), R�nin koordinat¬ise (t) olmak üzere J1(R;M)

üzerindeki uyarlanm¬̧s koordinat sistemi (t; xi;
:
xi) olur. Zamana ba¼gl¬durumda

yukar¬da verilen Lagrange fonksiyonu L : J1(R;M)! R ile tan¬ml¬C1- dönüşümü-

dür. Ayr¬ca, bu jet manifold üzerinde J2 = 0 eşitli¼gini sa¼glayan ve rankJ = m

ile verilen (1; 1) tipinden tensör alan¬zamana ba¼gl¬yaklaş¬k tanjant yap¬olarak

tan¬mlan¬r.

V bir Liouville vektör alan¬olmak üzere, yaklaş¬k tanjant yap¬;

J

�
@

@t

�
= �V; J

�
@

@xi

�
=

@

@
:
xi
; J

�
@

@
:
xi

�
= 0 (1.12)

koşullar¬n¬sa¼glamal¬d¬r (De Leon ve Rodr¬gues 1989).

Zamana ba¼gl¬durumda " semisprayi lokal olarak

" =
@

@t
+

:
xi
@

@xi
+ "i

@

@
:
xi

("i = "i (t; xi;
:
xi) , 1 � i � m) (1.13)

şeklinde ifade edilir.

Tan¬m 1.3.19 L : J1(R;M) ! R zamana ba¼gl¬Lagrange fonksiyonu olsun.

J1(R;M) üzerinde,

�L = dJL+ Ldt (1.14)

1-formuna Poincare-Cartan 1-formu ve


L = ddJL+ dL ^ dt (1.15)

2-formuna Poincare-Cartan 2-formu denir.

Buna göre J1(R;M) manifoldu üzerinde

i"
L = 0; i"dt = 1 (1.16)
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denklemlerini sa¼glayan bir tek EL vektör alan¬vard¬r, buna zamana ba¼gl¬Euler-

Lagrange vektör alan¬denir. (J1(R;M);
L; EL) üçlüsüne de zamana ba¼gl¬Lag-

range sistem denir (De Leon ve Rodrigues 1989).

(1.16) denklemlerinin çözümü ile elde edilen

d

dt

�
@L

@
:
xi

�
� @L

@xi
= 0 (1.17)

denklemine zamana ba¼gl¬Euler-Lagrange enerji denklemi denir (De Leon ve di¼g.

1996, Aycan 2003, Da¼gl¬2012, Sardanashvily 2013).

Burada dikkat edilirse, zamana ba¼gl¬olan durumda elde edilen (1.17) Euler-

Lagrange denklemi ile zamana ba¼gl¬olmayan durumda elde edilen Euler-Lagrange

denklemi (1.11) ayn¬ç¬kar. O halde, jet demet yap¬s¬nda çal¬̧smak Lagrange ener-

ji denklemlerinin genel yap¬s¬n¬de¼gi̧stirmez, fakat zaman parametresi çal¬̧smaya

dahil edilece¼gi için �ziksel ve mekanik uygulamalar¬aç¬s¬ndan elveri̧sli olur.

Tan¬m 1.3.20 T �M kotanjant demetinin uyarlanm¬̧s koordinatlar¬ (xi;
:
xi)

olmak üzere,

�M =
:
xidxi (1.18)

olarak tan¬ml¬1-formuna Liouville form denir.

Buna ba¼gl¬olarak T �M üzerinde,

�M = �d�M = dxi ^ d
:
xi (1.19)

simplektik formu kanonik simplektik form olarak adland¬r¬l¬r (Sardanashvily ve

Zakharov 1993, Sardanashvily 1998, Aycan 2003, Da¼gl¬2012).

Tan¬m 1.3.21 (M;�) simplektik manifold ve H : M ! R, M üzerinde

tan¬ml¬Hamilton fonksiyonu olsun. iXH� = dH denklemini sa¼glayan bir tek XH

vektör alan¬na, H Hamilton enerji fonksiyonu ile birleşen Hamilton vektör alan¬

denir.

Böylece,

iXH� = dH (1.20)

simplektik formu kullanarak,

@xi
@t

=
@H

@
:
xi
,
@
:
xi
@t

= �@H
@xi

(1.21)

denklemleri elde edilir. Bu denklemlere Hamilton denklemleri denir (Aycan 2003,

Da¼gl¬2012).

Zamana ba¼gl¬Hamilton sistemler aşa¼g¬daki şekilde ifade edilecektir.
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Tan¬m 1.3.22 (M;�) simplektik manifold ve H : M ! R, M üzerinde

tan¬ml¬Hamilton fonksiyonu olsun. iXHt� = dHt denklemini sa¼glayan bir tek

XHt vektör alan¬na, zamana ba¼gl¬Hamilton vektör alan¬denir.

Böylece; XHt lokal olarak

XHt =
@

@t
+
@Ht
@
:
xi

@

@xi
� @Ht
@xi

@

@
:
xi

(1.22)

şeklinde ifade edilir (Aycan 2003, Holm ve di¼g. 2009, Da¼gl¬2012).

� : I = (��; �) ! R �M , � > 0 için XHt vektör alan¬n¬n bir integral e¼grisi

olsun. Böylece,

� (t) = (t; xi (t) ;
:
xi (t)) (1.23)

ve ayr¬ca �, XHt�nin bir integral e¼grisi oldu¼gundan

:
� (t) = XHt (� (t)) =

@

@t
+Xt (xi (t) ;

:
xi (t))

olur. Bu durumda

iXHt� = dHt

simplektik formu kullan¬larak

@xi
@t

=
@H

@
:
xi
,
@
:
xi
@t

= �@H
@xi

(1.24)

denklemleri elde edilir. Bu denklemlere zamana ba¼gl¬Hamilton denklemleri denir

(Sardanashvily 1998, Aycan 2003, Da¼gl¬2012, Sardanashvily 2013).

1.3.3 Süper Uzay

Bu bölümde, çal¬̧smam¬z¬n temel konusunu oluşturan süper uzay ile ilgili

temel geometrik ve cebirsel özellikler verilmi̧stir.

1.3.3.1 D¬̧s Cebir

Tan¬m 1.3.23 F bir cisim ve F = R veya C olsun. F üzerinde r tane vektör

uzay¬V1; V2; :::; Vr olmak üzere,

f : V1 � V2 � :::� Vr ! F

dönüşümü r-lineer ise f�ye V1 � V2 � ::: � Vr çarp¬m cümlesi üzerinde r-lineer

fonksiyon denir (Sa¼gel 2003, Caston ve Fioresi 2007).
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Tan¬m 1.3.24 V1 � V2 � ::: � Vr çarp¬m cümlesi üzerindeki bütün r-lineer

fonksiyonlar cümlesi

L(V1; V2; :::; Vr;F ) = ff : V1 � V2 � :::� Vr ! F ; f; r � lineerg

ile gösterilsin. Bu cümle, F cismi üzerinde bir vektör uzay¬d¬r.

Bu vektör uzay¬na V �1 ; V
�
2 ; :::; V

�
r dual vektör uzaylar¬n¬n tensör çarp¬m¬denir

ve

L(V1; V2; :::; Vr;F ) = V
�
1 
 V �2 
 :::
 V �r

ile gösterilir. V �1 
V �2 
 :::
V �r tensör uzay¬n¬n her bir eleman¬na r. mertebeden
kovaryant tensör ad¬ verilir. Kovaryant tensörlerin cümlesi 
rV � ile gösterilir
(Sterberg 1999, Ekmekçi ve Hac¬saliho¼glu 2003, Sa¼gel 2003).

Tan¬m 1.3.25 f 2 ^pV � ve g 2 ^qV � olmak üzere

f ^ g = � 1

p!q!
Ap+q(f 
 g) (1.25)

ile tan¬ml¬f ^ g 2 ^p+qV � eleman¬na f ile g nin d¬̧s çarp¬m¬denir.
^ : ^V � � ^V � d¬̧s çarp¬m i̧slemi 8

nP
p=0

fp;
nP
q=0

gq 2 ^V � için

nX
p=0

fp ^
nX
q=0

gq =
nX

p+q=r=0

fp ^ gq (1.26)

biçiminde tan¬mlan¬r (Ekmekçi ve Hac¬saliho¼glu 2003).

Tan¬m 1.3.26 ^V � cümlesinde ^ d¬̧s çarp¬m i̧slemi için,

1)
�
nP
p=0

fp ^
nP
q=0

gq

�
^
�

nP
r=0

hr

�
=

�
nP
p=0

fp

�
^
�
nP
q=0

gq
n

^
P
r=0

hr

�
(birleşme özelli¼gi)

2)
�
nP
p=0

fp +
nP
q=0

gq

�
^
�

nP
r=0

hr

�
=

�
nP
p=0

fp ^
nP
r=0

hr

�
+

�
nP
q=0

gq ^
nP
r=0

hr

�
(da¼g¬lma

özelli¼gi)

3) �
�
nP
p=0

fp ^
nP
q=0

gq

�
=

��
�
nP
p=0

fp

�
^

nP
q=0

gq

�
=

�
nP
p=0

fp ^
�
�
nP
q=0

gq

��
; � 2 R

(skaler ile çarp¬m)

özelliklerine sahip ^V � vektör uzay¬, F cismi üzerinde bir cebirdir. Bu cebire V �

vektör uzay¬n¬n d¬̧s cebiri denir (Covolo ve Poncin 2012).
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1.3.3.2 Z2�Gradded Vektör Uzay¬ve Z2�Gradded Cebiri

Tan¬m 1.3.27 V bir vektör uzay¬olsun. Vi(mod :2), V vektör uzay¬n¬n lineer

alt uzaylar¬, yani

V = V0 � V1 (1.27)

oluyorsa V vektör uzay¬na Z2- Gradded vektör uzay¬denir (DeWitt 1984, Roth-

stein 1986, Rogers 2007, Caston ve Fioresi 2007).

Tan¬m 1.3.28 V , bir Z2- Gradded vektör uzay¬olsun. V; ViVj � Vi+j(mod :2)
olacak biçimde bir cebir ise V ye Z2- Gradded cebiri denir (DeWitt 1984, Sar-

danashvily 2008, Sardanashvily 2009).

Tan¬m 1.3.29 V , bir Z2- Gradded vektör uzay¬olsun. V nin herhangi bir

eleman¬, V0 a veya V1 e ait ise bu elemana homojen eleman denir (Caston ve

Fioresi 2007, Rogers 2007).

Tan¬m 1.3.30 8v 2 V , bir homogen eleman olsun. Bu homojen eleman¬n
derecesi şu şekilde tan¬mlan¬r, e¼ger, v 6= 0 ve v 2 V0 ise v nin derecesi(paritesi)
0, v 6= 0 ve v 2 V1 ise v nin derecesi(paritesi) 1 olup jvj notasyonuyla gösterilir
(DeWitt 1984, Rogers 2007).

Tan¬m 1.3.31 V herhangi bir cebir olsun. E¼ger a 2 V0 ; b 2 V1 için

ab = (�1)jajjbjba (1.28)

sa¼glan¬yorsa V cebirine Z2- Gradded komütatif cebiri denir (DeWitt 1984, Rogers

2007, Caston ve Fioresi 2007, Sardanashvily 2009).

1.3.3.3 Süper Say¬lar

" = f"a; a = 1; :::; Ng cümlesi bir cebir için üreteçler olmak üzere, 8a; b için

"a"b = �"b"a (1.29)

("a)2 = 0 (1.30)

özelliklerine sahip ise L cebiri, Grassmann cebiri olarak adland¬r¬l¬r ve ^N ile

gösterilir.

N !1 için düşünülürse ^1da bir cebir olur ve " =
�
1; "a; "a"b; :::

	
(indislerin

farkl¬çarpan durumlar¬gözönüne al¬narak) ^1için bir bazd¬r.

14



N sonlu oldu¼gu zaman ise, ^N , 2N tane baz eleman¬na sahiptir.

NX
k=0

�
N

k

�
= 2N

oldu¼gundan boy^N = 2N dir (DeWitt 1984).

Tan¬m 1.3.32 ^1un herbir eleman¬na süpersay¬denir. Z 2 ^1 süpersay¬s¬,

"a gerenleri ve C kompleks say¬lar¬yard¬m¬yla,

Z =

1X
n=0

1

n!
ca1:::an"

an :::"a1 (1.31)

Z =
1

0!
c0 +

1X
n=1

1

n!
ca1:::an"

an :::"a1

şeklinde yaz¬labilir. Z = ZB + ZS olarak yaz¬lmak istenirse,

ZB =
1

0!
c0 (1.32)

ZS =
1X
n=1

1

n!
ca1:::an"

an :::"a1 (1.33)

şeklindedir. Z süpersay¬s¬için, ZB body k¬s¬m, ZS soul k¬s¬m olarak adland¬r¬l¬r

(DeWitt 1984, Cartier ve di¼g. 2002).

Özellik 1.3.33 E¼ger N sonlu ise, ZS daima nilpotenttir (DeWitt 1984,

Cartier ve di¼g. 2002). Yani,

(ZS)
n+1 = 0

Buna göre,

Z�1 = Z�1B

1X
n=0

�
�ZS
ZB

�n
(1.34)

Teorem 1.3.34 "Bir süpersay¬tersinirdir() ZB 6= 0"(DeWitt 1984).
·Ispat Bilindi¼gi üzere bir süper say¬n¬n tersinir olmas¬için Z:Z�1 = 1 olmal¬d¬r.

Gereklilik: Bir süper say¬tersinir olsun. Yani Z:Z�1 = 1 olsun. Dolay¬s¬yla;

Z:Z�1 = (ZB + ZS)Z
�1
B

1X
n=0

�
�ZS
ZB

�n
= (ZB + ZS)Z

�1
B (1�

ZS
ZB

+
Z2S
Z2B

� :::)

= (1� ZS
ZB

+
Z2S
Z2B

� :::) + (ZS
ZB

� Z2S
Z2B

+
Z3S
Z3B

� :::) = 1
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Kabulümüzden dolay¬yukar¬daki eşitli¼gin varolmas¬için ZB 6= 0 olmal¬d¬r.
Yeterlilik: ZB 6= 0 olsun. Bir süper say¬n¬n tersinir oldu¼gunu gösterelim.

Buna göre Z:Z�1 = 1 oldu¼gunu göstermek yeterlidir. Özellik 1.3.33�ün ve ZB 6= 0
durumunun kullan¬lmas¬yla

Z:Z�1 = (ZB + ZS)Z
�1
B

1X
n=0

�
�ZS
ZB

�n
= (ZB + ZS)Z

�1
B (1�

ZS
ZB

+
Z2S
Z2B

� :::)

= (1� ZS
ZB

+
Z2S
Z2B

� :::) + (ZS
ZB

� Z2S
Z2B

+
Z3S
Z3B

� :::) = 1

sonucuna ulaş¬l¬r. ·Ispat tamamlanm¬̧s olur.

Özellik 1.3.35 f nin ZB noktas¬ndaki Taylor aç¬l¬m¬

f(Z) = f(ZB)+f
0
(ZB)(Z�ZS)+

1

2!
f
00
(ZB)(Z�ZS)2+:::+

1

n!
f (n)(ZB)(Z�ZS)n+:::

şeklinde ifade edilir (DeWitt 1984, Caston ve Fioresi 2007, Rogers 2007, Sar-

danashvily 2008, Balduzzi Dottorato di ricerca XXI ciclo).

Di¼ger taraftan herhangi bir Z süpersay¬s¬

Z =
1X
n=0

1

n!
ca1:::an"

an :::"a1

şeklinde ifade edilmi̧stir. n nin tek veya çift olma durumuna göre Z süpersay¬s¬

Z =
1

0!
c0 +

1X
n=1

1

(2n)!
ca2:::a2n"

a2n :::"a2 +

1X
n=0

1

(2n+ 1)!
ca1:::a2n+1"

a2n+1 :::"a1

(1.35)

toplam biçiminde ifade edilebilir.

U = ZB +

1X
n=1

1

(2n)!
ca2:::a2n"

a2n :::"a2 (1.36)

V =
1X
n=0

1

(2n+ 1)!
ca1:::a2n+1"

a2n+1 :::"a1 (1.37)

şeklinde yaz¬ld¬¼g¬nda çift say¬ indislilere çift süpersay¬, tek say¬ indislilere tek

süpersay¬denir. (DeWitt 1984, Cartier ve di¼g. 2002).
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Tan¬m 1.3.36 Komütatif olan çift süpersay¬lara c-say¬lar (Cc ile gösterilir),

anti-komütatif olan tek süpersay¬lara a-say¬lar (Ca ile gösterilir) denir (DeWitt

1984).

Özellik 1.3.37: a-say¬lar body k¬s¬m içermedi¼gi için, tersinir de¼gildir (DeWitt

1984). (Teorem 1.3.34�den aşikard¬r.)

Özellik 1.3.38 ·Iki a-say¬n¬n veya iki c-say¬n¬n çarp¬m¬bir c-say¬d¬r (DeWitt

1984).
·Ispat Gerçekten;

Z ve Z
0
iki a-say¬olsun. Buna göre,

Z =
1X
n=0

1

(2n+ 1)!
ca1:::a2n+1"

a2n+1 :::"a1 ve Z
0
=

1X
m=0

1

(2m+ 1)!
ca1:::a2m+1"

a2m+1 :::"a1

olmak üzere

ZZ
0
=

1X
n=0

1

(2n+ 1)!
ca1:::a2n+1"

a2n+1 :::"a1
1X
m=0

1

(2m+ 1)!
ca1:::a2m+1"

a2m+1 :::"a1

=
1X
m=0

1X
n=0

1

(2m+ 1)!

1

(2n+ 1)!
ca1:::a2m+1ca1:::a2n"

a2m+1 :::"a1"a2n+1 :::"a1

Burada parite kavram¬dikkate al¬narak i̧slem yap¬l¬r. ·I̧slem çarpma i̧slemi olup

parite kavram¬gözönüne al¬n¬rsa sonucun

ZZ
0
=

1X
k=0

1

(2k)!
ca2:::a2k"

a2k :::"a2

şeklinde bir c-say¬oldu¼gu görülür. (Analiz ederken tek parite=1 ve çift parite=0

oldu¼gu gözönüne al¬n¬r. Bu durumda; tek parite+çift parite = tek parite; tek pa-

rite+ tek parite =çift parite; çift parite+çift parite =çift parite eşitlikleri

yard¬m¬yla sonuca ulaş¬l¬r.)

Benzer şekilde iki c-say¬n¬n çarp¬m¬da gösterilebilir. Bu durumda;

Z ve Z
0
iki c-say¬olsun. Buna göre,

Z =
1X
n=0

1

(2n)!
ca2:::a2n"

a2n :::"a2 ve Z
0
=

1X
m=0

1

(2m)!
ca2:::a2m"

a2m :::"a2

olmak üzere

ZZ
0
=

1X
n=0

1

(2n)!
ca2:::a2n"

a2n :::"a2
1X
m=0

1

(2m)!
ca2:::a2m"

a2m :::"a2

=

1X
m=0

1X
n=0

1

(2m)!

1

(2n)!
ca2:::a2mca1:::a2n"

a2m :::"a2"a2n :::"a2

=

1X
k=0

1

(2k)!
ca2:::a2k"

a2k :::"a2
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sonucu elde edilir.

Özellik 1.3.39 Bir a-say¬ve bir c-say¬n¬n çarp¬m¬bir a-say¬d¬r (DeWitt 1984).
·Ispat Gerçekten,

Z =
1X
n=0

1

(2n+ 1)!
ca1:::a2n+1"

a2n+1 :::"a1 ve Z
0
=

1X
m=0

1

(2m)!
ca2:::a2m"

a2m :::"a2

olmak üzere yukar¬da bahsedildi¼gi gibi parite kavram¬gözönüne al¬nd¬¼g¬nda,

ZZ
0
=

1X
k=0

1

(2k + 1)!
ca1:::a2k+1"

a2k+1 :::"a1

sonucuna ulaş¬l¬r.

Özellik 1.3.40 a-say¬lar¬n karesi s¬f¬rd¬r (DeWitt 1984).
·Ispat Kabul edelim ki,

Z
0
=

1X
m=0

1

(2m)!
ca2:::a2m"

a2m :::"a2

olmak üzere �
Z
0
�2
=

 1X
m=0

1

(2m)!
ca2:::a2m"

a2m :::"a2

!2
= 0

Çünkü ("a)2 = 0 dir.

1.3.3.4 Süper Say¬lar¬n Süper Analitik Fonksiyonu

f : Ca ! ^N olmak üzere

df (v) = dv

�
d

dv
f (v)

�
=

�
f (v)

d

dv

�
dv (1.38)

dir. v ye ba¼gl¬olan
d

dv
f (v) ve f (v)

d

dv
katsay¬lar¬na s¬ras¬yla f nin sol türevi ve

sa¼g türevi denir (DeWitt 1984).

Yukar¬daki eşitli¼gin genel çözümü f = a + bv şeklindedir. E¼ger

b = be + bo şeklinde tek ve çift k¬s¬mdan oluşuyorsa,

f (v)
d

dv
= be + bo ve

d

dv
f (v) = be � bo (1.39)

olur (DeWitt 1984).
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Özellik 1.3.41 E¼ger f nin görüntü kümesi Cc de ise, a çift, b tek ve

d

dv
f (v) = �f (v) d

dv
(1.40)

dir (DeWitt 1984).

Çünkü, 8v 2 Ca için f(v) 2 Cc olaca¼g¬ndan a; bv 2 Cc olmal¬d¬r. Buna göre,
a 2 Cc ve bv 2 Cc olur ve dolay¬s¬yla b 2 Ca olur.

Özellik 1.3.42 E¼ger f nin görüntü kümesi Ca de ise, a tek, b çift ve

d

dv
f (v) = f (v)

d

dv
(1.41)

dir (DeWitt 1984).

Çünkü, 8v 2 Ca için f(v) 2 Ca olaca¼g¬ndan a; bv 2 Ca olmal¬d¬r. Buna göre,
a 2 Ca ve bv 2 Ca olur ve dolay¬s¬yla b 2 Cc olur.

Tan¬m 1.3.43 Benzer şekilde, f : Cc ! ^1için

df (u) = du

�
d

du
f (u)

�
=

�
f (u)

d

du

�
du

olur. du bir c-say¬oldu¼gundan,

d

du
f (u) = f (u)

d

du
(1.42)

eşitli¼gi vard¬r (DeWitt 1984).

Özellik 1.3.44 f nin görüntü kümesi Cc de ise, n tek iken fa1:::an = 0 d¬r

(DeWitt 1984).

f nin görüntü kümesi Ca de ise, n çift iken fa1:::an = 0 d¬r

(DeWitt 1984).

1.3.3.5 Reel Süper Say¬lar

Tan¬m 1.3.45 Reel süpersay¬lar¬ifade etmek için kompleks konjuge(eşleniklik)

kurallar¬na ihtiyaç vard¬r. Kompleks konjuge operatörü ()� olmak üzere,�
Z + Z

0
��

= (Z)� +
�
Z
0
��

(1.43)�
ZZ

0
��

=
�
Z
0
��
(Z)� (1.44)

eşitlikleri vard¬r (DeWitt 1984).

Cc cümlesindeki bütün reel elemanlar¬n cümlesi Rc ve Ca cümlesindeki bütün
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reel elemanlar¬n cümlesi Ra ile gösterilir.

Burada, Rc = fz 2 Cc : z� = zg
Ra = fz 2 Ca : z� = �zg

şeklindedir. z��¬n pozitif ve negatif olma durumu c-say¬ve a-say¬n¬n parity kavram¬

ile ilgilidir. (�1p(z) ile belirlenir.)

^1 ¬n bazlar¬,

("a)� = "a�
"a"b:::"c

��
= "c:::"b"a

Tan¬m 1.3.46 Bir Z süper say¬s¬ için Z� = Z ise Z süper say¬s¬na reel,

Z� = �Z ise Z süper say¬s¬na imajiner denir (DeWitt 1984).

Özellik 1.3.47 "a1 :::"an baz elemanlar¬,

n(n� 1)
2

tek iken imajinerdir,

n(n� 1)
2

çift iken reeldir

(DeWitt 1984).
·Ispat

Gerçekten,
�
"a"b:::"c

��
= "c:::"b"a ve "a"b = �"b"a özelliklerinden

n(n� 1)
2

tek iken anti-komütatif tan¬m¬ndan ("a1 :::"an)� = �"an :::"a1

n(n� 1)
2

çift iken komütatif tan¬m¬ndan ("a1 :::"an)� = "an :::"a1 olur.

Sonuç 1.3.48 ZS =
1P
n=1

1
n!
ca1:::an"

an :::"a1 olmak üzere,

ZS reeldir ()

8>>><>>>:
ca1:::an reel ve

n(n� 1)
2

çift iken

ca1:::an imajiner ve
n(n� 1)

2
tek iken

(1.45)

(DeWitt 1984).
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Tan¬m 1.3.49 Z 2 ^1 herhangi bir süpersay¬olsun.

Z reeldir () ZB ve ZS reeldir

gerek ve yeter şart¬vard¬r (DeWitt 1984).

Tan¬m 1.3.50 Cc cümlesindeki bütün reel elemanlar¬n cümlesi Rc ve Ca
cümlesindeki bütün reel elemanlar¬n cümlesi Ra ile gösterilir (DeWitt 1984).

Özellik 1.3.51

1) ·Iki reel c-say¬n¬n çarp¬m¬bir reel c-say¬d¬r (DeWitt 1984).

Gerçekten, Özellik 1.3.38�den iki c-say¬n¬n çarp¬m¬bir c-say¬d¬r. Di¼ger taraftan,

her iki say¬reel oldu¼gu için ve c-say¬lar¬n pariteleri çift ( p(c) = 0) oldu¼gu için iki

reel say¬n¬n çarp¬m¬n¬n paritesi çift olur, dolay¬s¬yla bir reel c-say¬olur.

2)Bir reel a-say¬ile bir reel c-say¬n¬n çarp¬m¬bir reel a-say¬d¬r (DeWitt 1984).

Gerçekten, Özellik 1.3.39�dan bir a-say¬ile bir c-say¬n¬n çarp¬m¬bir a-say¬d¬r.

Di¼ger taraftan, her iki say¬reel oldu¼gu için ve pariteleri ( p(a) = 1 ve p(c) = 0)

oldu¼gu için iki reel say¬n¬n çarp¬m¬n¬n paritesi tek olur. (Dikkat edilmesi gereken

nokta özellikle a-say¬ile çarp¬l¬yor olmas¬) Çarp¬m sonucu bir a-say¬oldu¼gu ve

p(a) = 1 oldu¼gundan bu a-say¬n¬n reel olmas¬gerekti¼gi sonucunu do¼gurur.

3) ·Iki reel a-say¬n¬n çarp¬m¬bir imajiner c-say¬d¬r (DeWitt 1984).

Gerçekten, Özellik 1.3.38�den iki a-say¬n¬n çarp¬m¬bir c-say¬d¬r. Di¼ger taraftan,

her iki say¬reel oldu¼gu için ve pariteleri tek ( p(a) = 1) oldu¼gu için iki reel say¬n¬n

çarp¬m¬n¬n paritesi tek olur. (Dikkat edilmesi gereken nokta özellikle a-say¬ile

çarp¬l¬yor olmas¬), çarp¬m sonucu c-say¬ oldu¼gu ve p(c) = 0 oldu¼gu gözönüne

al¬n¬rsa sonucun imajiner olmas¬n¬gerektirir.

1.3.3.6 Süper Vektör Uzay¬

Elemanlar¬süpervektörler olan G kümesi üzerinde + iç i̧slemi, � d¬̧s i̧slemi
ve � kompleks konjuge i̧slemi tan¬mlans¬n. Bu durumda, X; Y 2 G;�; � 2 ^1
olmak üzere, ve

�L : G! G , �L(X) = �X

�R : G! G , �R(X) = X�

i̧slemleri için

1) X + Y = Y +X

2) X + (Y + Z) = (X + Y ) + Z = X + Y + Z
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3) 0 2 G olmak üzere X + 0 = 0 +X = X

4) �X +X = 0

5)
(�+ �)X = �X + �X X (�+ �) = X� +X� 1X = X1 = X

� (X + Y ) = �X + �Y (X + Y )� = X� + Y � 0X = X0 = 0

(��)X = � (�X) = ��X X (��) = (X�) � = X�� �0 = 0� = 0

6) (�X) � = � (�X) = ��X

E¼ger, � 2 Cc ise �X = X�

� 2 Ca ise X = u+ v için �u = u� ve �v = �v�

7) X�� = X

(X + Y )� = (X)� + (Y )�

(�X)� = (X)� (�)� ve (X�)� = (�)� (X)�

şartlar¬sa¼glan¬yorsa G bir süpervektör uzay¬d¬r (DeWitt 1984, Yagi 1988).

Tan¬m 1.3.52 X = u(cift) + v(tek) süpervektörü olmak üzere, e¼ger, u = 0

ise, X, bir a-tip süpervektördür, v = 0 ise, X, bir c-tip süpervektördür (DeWitt

1984).

Tan¬m 1.3.53 a-tip ve c-tip olan süpervektöre Pure süpervektör denir ve

�X = (�1)�X X�

eşitli¼gi vard¬r (DeWitt 1984).

Tan¬m 1.3.54 Bir Z süpervektörü için, Z� = Z ise reel süpervektör,

Z� = �Z ise imajiner süpervektördür (DeWitt 1984).

Özellik 1.3.55 Z kompleks süpervektörü olsun. Bu durumda,

X =
1

2
(Z + Z�) = X�

�Y =
1

2
i (Z � Z�) = Y �

olmak üzere Z = X + iY şeklinde yaz¬l¬r (DeWitt 1984).

Gerçekten; Z = X + iY ve Z� = X � iY = X� + iY � olsun.

X =
(Z + Z�)

2
= X�

Y =
(Z � Z�)

2i
= �Y � =) �Y = (Z � Z�)

2
i = Y �
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olur.

Özellik 1.3.56

1) Bir reel c-say¬s¬ile bir reel süpervektörün çarp¬m¬bir reel süpervektördür

(DeWitt 1984).

2) Bir reel a-say¬s¬ile bir reel c-tip süpervektörün çarp¬m¬bir reel a-tip süper-

vektördür (DeWitt 1984).

3) Bir reel a-say¬s¬ile bir reel a-tip süpervektörün çarp¬m¬bir imajiner c-tip

süpervektördür (DeWitt 1984).

(Bu ifadelerin do¼grulu¼gu Özellik 1.3.38, Özellik 1.3.39 ve Özellik 1.3.51�den

aşikard¬r.)

Tan¬m 1.3.57 Herhangi iki X ve Y süpervektörünün çift ve tek k¬s¬mdan

oluştu¼gunu dikkate al¬rsak,

X = X i;jeei;je +Xjoejo (X = Xiei +Xjeeje +Xjoejo)

Y = Y i;jeei;je + Yjoejo (Y = Yiei + Yjeeje + Yjoejo)

şeklinde ifade edebiliriz. Buna göre, bu süper vektörlerin iç çarp¬m¬,

hX; Y i = Xi;jeYi;je �XjoYjo (1.46)

= XiYi +XjeYje �XjoYjo

olur. Burada

�p1;p2 =

8>><>>:
1; p1 = p2 = çift

0; p1 6= p2
�1; p1 = p2 = tek

şeklindedir.

Tan¬m 1.3.58 Matematik ve teorik �zikte Berezinian, süpermatrislerin de-

terminant alma yolunda bir genelleştirmedir. Herhangi iki X ve Y süpermatris

olmak üzere

Ber(XY ) = Ber(X)Ber(Y )

olur. Ayr¬ca herhangi bir X süpermatrisi

X =

"
A B

C D

#
olsun (A ve D çift olmak üzere). Bu durumda,

Ber(X) = det(A) det(D � CA�1B)�1

şeklinde tan¬mlan¬r (DeWitt 1984, Covolo ve Poncin 2012).
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1.3.3.7 Baz Kavram¬

G süpervektör uzay¬nda süpervektörlerin kümesi feig yi gözönüne alal¬m. c 2
^1 ve c 6= 0 olmak üzere ciei = 0 için ei ler lineer ba¼g¬ms¬zd¬r. Buna göre, her
süpervektör,

X = X iei

formundad¬r.

Standart baz ei için (ei)
� = (�1)i ei şeklindedir. Bu durumda, X reel süper-

vektörü için,

X = X� =
�
X iei

��
= (ei)

� �X i
��
= (�1)i ei

�
X i
��

olur. Burada, X c-tip ise, X i c-tip ve i c-tip veya X i a-tip ve i a-tip olur.

X a-tip ise,X i c-tip ve i a-tip veya X i a-tip ve i c-tip olur.

Buna göre, �
X i
��
= (�1)iX X i (1.48)

elde edilir (DeWitt 1984).

Gerçekten;

X = X iei reel süper vektör olsun.

� X c-tip ise;

i (a-tip) tek olsun. Bu durumda, ei baz¬ da tek (a-tip) olur. X c-tip ve

X = X iei oldu¼gundan X i tek(a-tip) olmal¬d¬r. Dolay¬s¬yla,

X� = (�1)i ei (�1)iX X i = eiX
i

olur.

i (c-tip) çift olsun. Bu durumda, ei baz¬ da çift (c-tip) olur. X c-tip ve

X = X iei oldu¼gundan X i çift(c-tip) olmal¬d¬r. O halde,

X� = (�1)i ei (�1)iX X i = eiX
i

olur.

� X a-tip ise;

i(a-tip) tek olsun. Bu durumda, ei baz¬ da tek (a-tip) olur. X a-tip ve

X = X iei oldu¼gundan X i çift(c-tip) olmal¬d¬r. Dolay¬s¬yla

X� = (�1)i ei (�1)iX X i = �eiX i

olur.
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i(c-tip) çift olsun. Bu durumda, ei baz¬ da çift (c-tip) olur. X a-tip ve

X = X iei oldu¼gundan X i tek(a-tip) olmal¬d¬r. Dolay¬s¬yla

X� = (�1)i ei (�1)iX X i = �eiX i

olur.

NOT: X a-tip oldu¼gundan konjugesi negatif olur. Bu durum reel olmas¬yla

çeli̧ski de¼gildir.

1.3.3.8 Harita ve Atlas

Bir M uzay¬n¬n herhangi bir A cümlesi UA ve Rmc �Rna �nin herhangi bir aç¬k
cümlesi V olsun.

�A : UA ! V � Rmc �Rna

dönüşümü 1-1 olmak üzere (UA; �A) ikilisine M�de bir harita denir.

Bu haritalar¬n aşa¼g¬daki özelliklerini sa¼glayan A kolleksiyonunaM�de bir atlas

denir.

1) [
A
UA =M

2) 8A;B için UA \ UB 6= ? olmak üzere �A � ��1B , UA \ UB üzerinde diferen-
siyellenebilirdir.

Buna göre bir süpermanifold için genel olarak,

Bir M uzay¬n¬n herhangi bir A cümlesi UA ve Rmc �Rna�nin herhangi bir aç¬k
cümlesi V olsun.

�A : UA ! V � Rmc �Rna

dönüşümü 1-1 olmak üzere (UA; �A) ikilisine M�de bir süper harita denir.

Bu haritalar¬n aşa¼g¬daki özelliklerini sa¼glayanA kolleksiyonunaM�de bir süper

atlas denir.

1) [
A
UA =M

2) 8A;B için UA\UB 6= ? olmak üzere �A���1B , UA\UB üzerinde diferansiyel-
lenebilirdir (Jadezyk vePilch 1981, DeWitt 1984, Sardanashily 2008, Sardanashily

2009, Covolo ve Poncin 2012).

Buna göre bir süpermanifold için genel olarak,
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Şekil 1.3: Süpermanifold (body+soul)

diyagram¬mevcuttur. Burada b�ye body homeomor�zmi, s�ye soul homeomor�zm

denir. Di¼ger taraftan

s � b�1 : U(Rm)! U(Rn)

ve

b � s�1 : U(Rn)! U(Rm)

dönüşümleri birer di¤eomor�zmdir.

Dolay¬s¬yla, boyM = (m;n) = (m;ne; no) ;

(m;n) =(body boyut, soul boyut)

(m;ne; no) =(body boyut, çift soul boyut, tek soul boyut) olmak üzere,
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Şekil 1.4: Süpermanifold (body+soul çift+soul tek)

şeklinde ifade edilir. Burada, b�ye body homeomor�zmi, se�ye çift soul homeo-

mor�zm, so�ye tek soul homeomor�zm denir. Di¼ger taraftan,

se � b�1 : U(Rm)! U(Rne), so � b�1 : U(Rm)! U(Rno)

b � s�1e : U(Rne)! U(Rm), b � s�1o : U(Rno)! U(Rm)

dönüşümleri di¤eomor�zmdir.

Şimdi bir M süpermanifoldunun TM süper tanjant vektör uzay¬n¬n süper

vektör uzay¬oldu¼gunu gösterelim; genel anlamda M�nin baz¬

(eib; ejs) = (eib; ejse ; ejso) , 0 � i � m, 0 � j � n (0 � je � ne ; ne < jo � no)

d¬r.

Buna göre, TM�nin baz¬(
@

@eib
;
@

@ejse
;
@

@jso
) şeklindedir.

X 2 TM olsun. Bu durumda,

X = Xi
@

@eib
+Xje

@

@ejse
+Xjo

@

@ejso
(1.49)

şeklinde ifade edilir. Genel olarak,

X = Xi
@

@eib
+Xj

@

@ejs
(1.50)

olarak da tan¬mlanabilir. Buna göre, süper vektör uzay¬şartlar¬na göre,

X = Xi
@

@eib
+Xj

@

@ejs
, Y = Yi

@

@eib
+ Yj

@

@ejs
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iki tanjant vektör olmak üzere,

1) X + Y = (Xi + Yi)
@

@eib
+ (Xj + Yj)

@

@ejs

= (Yi +Xi)
@

@eib
+ (Yj +Xj)

@

@ejs
= Y +X

2) Z = Zi
@

@eib
+ Zj

@

@ejs
olmak üzere

X + (Y + Z) = Xi + (Yi + Zi)
@

@eib
+Xj + (Yj + Zj)

@

@ejs

= (Xi + Yi) + Zi
@

@eib
+ (Xj + Yj) + Zj

@

@ejs
= (X + Y ) + Z

X + (Y + Z) = Xi + (Yi + Zi)
@

@eib
+Xj + (Yj + Zj)

@

@ejs

= (Xi + Yi + Zi)
@

@eib
+ (Xj + Yj + Zj)

@

@ejs
= (X + Y + Z)

3) 0 2 TM olmak üzere X + 0 = (Xi + 0)
@

@eib
+ (Xj + 0)

@

@ejs
= X

4) X + Z = (Xi + Zi)
@

@eib
+ (Xj + Zj)

@

@ejs
ifadesi için

Xi +Zi = 0 ve Xj +Zj = 0 olacak şekilde Zi = �Xi ve Zj = �Xj vard¬r

ve

Z = �X = �Xi
@

@eib
�Xj

@

@ejs

ters süper vektörü mevcuttur.

5) � = �b + �s, � = �b + �s 2 ^1 olmak üzere,

(�+ �)X = [(�b + �b) + (�s + �s)] (Xi
@

@eib
+Xj

@

@ejs
)

= (�b + �b)Xi
@

@eib
+ (�s + �s)Xj

@

@ejs

= �bXi
@

@eib
+ �sXj

@

@ejs
+ �bXi

@

@eib
+ �sXj

@

@ejs
= �X + �X

biçimindedir. Benzer şekilde, X(�+ �) = X� +X� d¬r.

Di¼ger taraftan,

�(X + Y ) = (�b + �s)((Xi + Yi)
@

@eib
+ (Xj + Yj)

@

@ejs
)

= (�bXi + �bYi)
@

@eib
+ (�sXj + �sYj)

@

@ejs

= �bXi
@

@eib
+ �sXj

@

@ejs
+ �bYi

@

@eib
+ �sYj

@

@ejs
= �X + �Y

olup benzer şekilde, (X + Y )� = X� + Y � d¬r.
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Di¼ger taraftan,

(��)X = (�b�b + �b�s + �s�b + �s�s)(Xi
@

@eib
+Xj

@

@ejs
)

= �b(�bXi
@

@eib
) + �s(�sXj

@

@ejs
) = �(�X)

= �b�bXi
@

@eib
+ �s�sXj

@

@ejs
= ��X

bulunur. Benzer şekilde, X(��) = (X�)� = X�� d¬r.

Di¼ger taraftan,

1:X = 1(Xi
@

@eib
+Xj

@

@ejs
) = 1Xi

@

@eib
+ 1Xj

@

@ejs
= X

elde edilir. Benzer şekilde, X:1 = X d¬r.

Di¼ger taraftan,

0:X = 0(Xi
@

@eib
+Xj

@

@ejs
) = 0Xi

@

@eib
+ 0Xj

@

@ejs
= 0

biçimindedir. Benzer şekilde, X:0 = 0 d¬r.

Di¼ger taraftan,

�:0 = (�b + �s)0 = �b0 + �s0 = 0

ve benzer şekilde, 0:� = 0 d¬r.

6) (�X)� =
�
(�b + �s)(Xi

@

@eib
+Xj

@

@ejs
)

�
(�b + �s)

=

�
(�bXi

@

@eib
+ �sXj

@

@ejs
)

�
(�b + �s)

= �b�bXi
@

@eib
+ �s�sXj

@

@ejs

= (�b + �s)

�
�bXi

@

@eib
+ �sXj

@

@ejs

�
= �(�X)

Di¼ger taraftan,

�, bir c-say¬olsun. Yani, � = zb + zse olsun. Bu durumda,

�X = (zb + zse)(Xi
@

@eib
+Xje

@

@ejse
+Xjo

@

@ejso
)

= (zb + zse)Xi
@

@eib
+ (zb + zse)Xje

@

@ejse
+ (zb + zse)Xjo

@

@ejso

= Xi(zb + zse)
@

@eib
+Xje(zb + zse)

@

@ejse
+Xjo(zb + zse)

@

@ejso
= X(zb + zse) = X�

bulunur. �, bir a-say¬olsun. Yani, � = zso olsun. Bu durumda,
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�X = zso(

uz }| {
Xi

@

@eib
+Xje

@

@ejse
+

vz }| {
Xjo

@

@ejso
)

= zsoXi
@

@eib
+ zsoXje

@

@ejse| {z }
�u

�zsoXjo
@

@ejso| {z }
��v

şeklinde elde edilir.

7) (X�)� =

��
Xi

@

@eib

��
+

�
Xje

@

@ejse

��
+

�
Xjo

@

@ejso

����
=

�
Xi

@

@eib

��
+

�
Xje

@

@ejse

��
�
�
Xjo

@

@ejso

��
= X

Benzer şekilde, (X + Y )� = X� + Y �

(�X)� = X��� ve (X�)� = ��X� d¬r.

1.3.4 Graf

Bu bölümde, graf teorinin temel tan¬mlar¬verilecektir (Biggs ve di¼g. 1986,

Cangül 2017, Cangül 2018).

Tan¬m 1.3.59 Bir G graf¬, köşe(vertex) olarak adland¬r¬lan noktalar ve her

biri bu noktalar¬veya noktan¬n kendisini birleştiren ve kenar(edge) olarak ad-

land¬r¬lan çizgiler toplulu¼gudur. V = V (G) kümesi graf¬n köşeler kümesi ve

E = E(G) kümesi graf¬n kenarlar kümesi olmak üzere , G graf¬G = (V;E)

şeklinde gösterilir (Cangül 2017, Cangül 2018).

Di¼ger bir tan¬mla, kenar(ayr¬t) denilen do¼gru parçalar¬ile birleştirilmi̧s köşe(te-

pe) denilen noktalardan oluşan bir diyagrama graf denir. Yani, V ile gösterilen ve

köşeler kümesi ad¬verilen elemanlar kümesi ile V �V kartezyen çarp¬m kümesin-
deki s¬ral¬ ikililer ile tan¬mlanm¬̧s kenarlar¬n oluşturdu¼gu E kümesinin birlikte

meydana getirdi¼gi şemaya (diyagrama) graf denir.

Tan¬m 1.3.60 Bir graftaki başlang¬ç ve biti̧s köşeleri ayn¬olan kenara döngü

(loop) denir (Biggs ve di¼g. 1986, Cangül 2017, Cangül 2018).

Tan¬m 1.3.61 Bir grafta en az bir kenar yönlü ise, bu grafa yönlü aksi halde

yönsüz veya yönlendirilmemi̧s graf denir (Biggs ve di¼g. 1986, Cangül 2017, Cangül

2018).

Tan¬m 1.3.62 Bir graf¬n herhangi iki köşesi aras¬nda birden fazla kenar varsa

bu kenarlara katl¬kenar, bu tür gra�ara ise katl¬gra�ar denir (Biggs ve di¼g. 1986,

Cangül 2017, Cangül 2018).

30



Tan¬m 1.3.63 Katl¬kenar ve döngü içermeyen gra�ara basit graf denir. Yani,

iki köşeyi birleştiren birden fazla kenar varsa bunlara çoklu kenar, bir köşeyi

kendine birleştiren bir kenara da döngü denir. Bu iki tür kenar¬olmayan grafa

basit graf denir (Biggs ve di¼g. 1986, Cangül 2017, Cangül 2018).

Tan¬m 1.3.64 Bir G graf¬nda e kenar¬u ve v köşelerini birleştiriyorsa, e =

(u; v) biçiminde gösterilir. u ve v köşelerine biti̧sik köşeler denir (Biggs ve di¼g.

1986, Cangül 2017, Cangül 2018).

Tan¬m 1.3.65 v köşesi, G graf¬ndaki herhangi bir köşe olsun. v�ye biti̧sik

kenarlar¬n say¬s¬na v köşesinin derecesi denir ve deg(v) ile gösterilir (Biggs ve di¼g.

1986, Cangül 2017, Cangül 2018).

Tan¬m 1.3.66 Bir köşeden farkl¬ bir köşeye var¬̧sta kullan¬lan her köşe ve

kenar bir kez kullan¬l¬yorsa bu gidi̧se yol(path) denir. Di¼ger bir tan¬mla, bir

G graf¬nda G�nin k tane kenar¬n¬n uv; vw;wx; : : : ; yz şeklindeki s¬ralan¬̧s¬na k

uzunluklu bir yol denir (Biggs ve di¼g. 1986, Cangül 2017, Cangül 2018).

Tan¬m 1.3.67 Bir G graf¬n¬n her tepe çifti aras¬nda en az bir tane yol varsa

G graf¬na birleştirilmi̧s(connected) graf denir (Biggs ve di¼g. 1986, Cangül 2017,

Cangül 2018).

Tan¬m 1.3.68 G1 ve G2 iki graf olsun. G1�in herhangi iki köşesini birleştiren

kenarlar¬n say¬s¬, G2�nin kaŗs¬l¬k gelen köşelerini birleştiren kenarlar¬n say¬s¬na

eşit olsun. O halde; G1 ve G2�nin köşeleri aras¬nda birebir bir eşleme varsa G1 ve

G2�ye izomorftur denir (Biggs ve di¼g. 1986, Cangül 2017, Cangül 2018).

Tan¬m 1.3.69 Bir M graf manifoldu 3-manifoldtur ve kapal¬, ba¼glant¬l¬, yön-

lendirilebilir yap¬ya sahiptir (Berry ve Schluchter 2018, Bolker ve di¼g. 2002,

Buyalo ve Svetlov 2005).

Tan¬m 1.3.70 B ve F gra�ar olmak üzere, bir G graf¬ve aşa¼g¬daki koşullar¬

sa¼glayan bir p : G ! B dönüşümü varsa, B baz graf¬üzerinde F li� ile birlikte

bir graf demetidir.

1) G�nin biti̧sik köşelerini, B�deki biti̧sik köşelere eşler,

2) Kenarlar, kenarlarla eşlenir veya bir tepe noktas¬na kadar daralt¬l¬r,

3) 8v 2 V (B) köşesi için p�1(v) �= f dir ve 8e 2 E(B) kenar¬için p�1(e) �=
K � F dir.
Yukar¬daki iki koşulu sa¼glayan dönüşüme graf dönüşümü denir.
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Verilen bir G graf¬ için yukar¬daki özelliklere sahip farkl¬ pi : G ! Bi

dönüşümleri bulunabilir. Bu gibi durumlarda kar¬̧s¬kl¬¼g¬önlemek ad¬na (G; pi; Bi)

yaz¬l¬r.

Şimdi bir graf¬n kenarlar¬aras¬nda tan¬mlanan �� denklik ba¼g¬nt¬s¬n¬tan¬m-

layal¬m. Bu ba¼g¬nt¬ile graf demeti tan¬mlanabilir (Imrich ve di¼g. 1997).

Dört kenardan oluşan indirgenmi̧s bir döngüye uyumsuz kare denir. Bu tan¬mla,

bir yard¬mc¬ikili � ba¼g¬nt¬s¬n¬tan¬mlayabiliriz. Herhangi e; f 2 E(G) için aşa¼g¬-
daki koşullardan en az biri sa¼glan¬rsa e�f ba¼g¬nt¬s¬n¬belirleriz;

1) e ve f , uyumsuz bir karenin z¬t kenarlar¬d¬r,

2) e ve f , biti̧siktir ve e ve f üzerinde üretilmi̧s hiçbir uyumsuz kare yoktur

(Imrich ve di¼g. 1997).

�� ile � ba¼g¬nt¬s¬n¬n dönüşlü ve geçi̧sli kapan¬̧s¬n¬gösterelim. � simetrik oldu¼gun-

dan �� bir denklik ba¼g¬nt¬s¬d¬r. Farkl¬ �� denklik s¬n¬�ar¬na ait olan herhangi

biti̧sik kenar çifti bir uyumsuz kare üretir.

Tan¬m 1.3.4�de verilen demet tan¬m¬nda E veM manifoldlar¬yerine graf mani-

foldlar¬al¬n¬rsa ve � ayn¬zamanda bir graf dönüşümü ise, Tan¬m 1.3.70�de verilen

koşullar sa¼gland¬¼g¬nda bir graf demeti elde edilir.
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2 SÜPERMAN·IFOLDLARÜZER·INDE SÜPER

JETDEMETYAPILARVE SÜPERMEKAN·IK

ENERJ·I S·ISTEMLER

Bu bölümde, ileriki bölümlerde kullan¬lacak olan süper demet yap¬s¬, süper

mekanik sistemler ve zamana ba¼gl¬süper mekanik sistemler, süper Lagrange enerji

denklemleri, süper Hamilton enerji denklemleri ile süper uzay¬n temel yap¬lar¬

tan¬mlanm¬̧st¬r.

2.1 Süper Demet Yap¬lar¬

Bu bölümde, diferensiyel geometride önemli bir yere sahip olan süper mani-

fold yap¬s¬ üzerinde süper demet yap¬s¬n¬n nas¬l oluşturulaca¼g¬ ele al¬nm¬̧st¬r.

Çal¬̧sma yap¬l¬rken, Mangiarotti ve Sardanashvily(2000), Aycan(2003), Varadara-

jan(2004), Da¼gl¬(2012) kullan¬lm¬̧s ve buradaki yap¬lar süper uzay¬n koordinat

sistemine göre tan¬mlanm¬̧st¬r.

Tan¬m 2.1.1 E� veM�, süper C1-manifoldlar, �� : E� !M� bir süper C1-

dönüşüm olsun. E¼ger �� bir süper örten submersion ise, (E�; ��;M�) üçlüsüne

bir süper li�i manifold denir.

Bir (E�; ��;M�) süper li�i manifoldunda, E� manifolduna süper total uzay,

M��ye süper taban uzay, �� dnüşümüne süper projeksiyon ve her bir p 2 M�

noktas¬ için E� manifoldunun (��)�1(p) altcümlesine de p üzerindeki süper lif

denir.

Tan¬m 2.1.2 Bir süper li�i manifold (E�; ��;M�), boyM� = m (mb + ms);

boyE� = m+ n (mb +ms + nb + ns) ve U� � E� süper aç¬k alt cümlesi üzerinde
bir süper koordinat sistemi,

y� : U� ! Rm+n�

olsun.

pr�1 : R
m+n
� ! Rm�

olmak üzere, a; b 2 U� için,

�� (a) = �� (b) = p) pr�1 (y
� (a)) = pr�1 (y

� (b))

önermesi do¼gru ise, y� ye bir süper uyarlanm¬̧s koordinat sistemi denir(Burada,

pr�1, birinci süper projeksiyondur) (Balduzzi Dottorato di ricerca XXI ciclo).
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Tan¬m 2.1.3 Bir süper li�i manifold (E�; ��;M�) ve bir süper C1-manifold

F � olmak üzere, e¼ger t� : E� !M� � F � dönüşümü

pr�1 � t� = ��

olacak şekilde bir süper di¤eomor�zm ise (F �; t�) ikilisine ���¬n süper model li�

ve en az¬ndan bir trivializasyona sahip (E�; ��;M�) süper li�i manifolduna da

süper trivial li�i manifold denir.

Tan¬m 2.1.4 Bir süper li�i manifold (E�; ��;M�) ve p 2 M� olsun. F � bir

süper C1-manifold, p�nin bir süper komşulu¼gu W �
p ve

t�p : �
��1(W �

p )! W �
p � F �

dönüşümü pr�1 � t�p = ��j(��)�1(W �
p ) şart¬n¬sa¼glayan bir süper di¤eomor�zm ise

o zaman (W �
p ; t

�
p; F

�) üçlüsüne p�nin komşulu¼gunda ���¬n bir süper lokal trivi-

alizasyonu ve süper taban uzay¬n her bir noktas¬civar¬nda en az bir süper lokal

trivializasyona sahip bir (E�; ��;M�) süper li�i manifolduna da süper lokal trivial

li�i manifold veya süper demet denir.

Tan¬m 2.1.5 M� ve N�, süper C1-manifoldlar, ' : M� ! N� bir süper

C1-dönüşüm, p 2 M� ve bir Vp 2 TpM� süper tanjant vektörüne p noktas¬nda

te¼get olan bir süper e¼gri

� : I� � R� !M�

olsun. Bu durumda,

'�jp(Vp) =W �
'(p) 2 T'(p)N�

süper tanjant vektörü, ' �� : I� � R� ! N� e¼grisine ' (p) noktas¬nda te¼get olan

bir süper tanjant vektör olmak üzere

'�jp : TpM� ! T'(p)N
�

ile tan¬mlanan dönüşüme '� nin p 2 M� noktas¬ndaki süper türev dönüşümü

denir.

Bu durumda, �� : TE� ! TM�, ���nin süper türev dönüşümü olmak üzere,

�� = (TE
�; ��; TM

�)

üçlüsü bir süper demet olup; ���ye ���nin süper tanjant demeti denir.

Tan¬m 2.1.6 (E�; ��;M�) bir süper li�i manifold ve ' : M� ! E� bir süper

dönüşüm olsun. E¼ger ���' = idM� koşulu gerçekleniyorsa, '�ye ���nin bir süper

kesiti denir ve ���nin tüm süper kesitlerinin cümlesi �(��) ile gösterilir.
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Tan¬m 2.1.7 (E�; ��;M�) bir süper demet ve p 2 M� olsun. �, ' 2
�p(�

�) süper kesitleri, p noktas¬nda � (p) = ' (p) ve � (p) civar¬nda (xi; u�) süper

uyarlanm¬̧s koordinat sisteminde

@��

@xi
jp =

@'�

@xi
jp , 1 � i � m; 1 � � � n

(i = ib + is; m = mb +ms; � = �b + �s; n = nb + ns)

ise ��y¬içeren denklik s¬n¬�ar¬na ��n¬n p noktas¬ndaki süper birinci jeti denir ve

J1p� ile gösterilir.

Buna göre, �
J1p� : p 2M�; � 2 �p(��)

	
cümlesine �� süper demetinin süper birinci jet manifoldu denir ve J1�� ile gös-

terilir.

Tan¬m 2.1.8 (E�; ��;M�) bir süper demet ve (U�; u�), u� = (xi; u�) olmak

üzere E� üzerinde süper uyarlanm¬̧s koordinat sistemi olsun. Bu durumda J1��

üzerinde (U1; u1) indirgenmi̧s koordinat sistemi,

U1 =
�
J1p� : � (p) 2 U

	
; u1 = (xi; u

�; u�i ) = (xib; xis; u
�b; u�s; u�bsibs )

ile tan¬ml¬olup burada

xi
�
J1p�

�
= xi(p); u�

�
J1p�

�
= u� (� (p))

ve yeni mn-adet u�i : U
1 ! R� fonksiyonlar¬ise,

u�i (J
1
p�) =

@'�

@xi
jp

şeklinde belirlidir. Bu şekilde ifade edilen yeni u�i koordinatlar¬süper türevsel

koordinatlar olarak adland¬r¬l¬r. Ancak burada genel olarak m:n adet türevsel

koordinat olsa bile, bunlar¬n içindeki baz¬türevsel koordinatlar dikkate al¬nmaya-

cakt¬r. Çünkü body ve soul k¬s¬mlar¬n ayr¬ca çift ve tek pariteli terimlerin bir-

birine göre türevinden söz edilemez.

2.2 Süper Euler-Lagrange Mekanik Sistemler

Bu bölümde, süper Euler-Lagrange denklemleri ile ilgili temel kavramlar veri-

lecektir.
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Tan¬m 2.2.1 m = (mb + ms) boyutlu bir süper manifold M� ve M��nin

süper tanjant demeti TM� olsun. TM� üzerinde J2 = 0 eşitli¼gini sa¼glayan ve

rankJ = m ile verilen (1; 1) tipinden J tensör alan¬na süper yaklaş¬k tanjant

yap¬denir.

M� manifoldu üzerinde süper lokal koordinatlar

(xi) = (xib; xis); 1 � i � m(i = ib + is; m = mb +ms)

ve TM� üzerinde süper lokal koordinatlar

(xi;
:
xi) = (xib; xis;

:
xib;

:
xis)

olmak üzere TM� üzerinde J yaklaş¬k tanjant yap¬s¬,

J

�
@

@xi

�
=

@

@
:
xi
, J

�
@

@
:
xi

�
= 0 (2.1)

olarak tan¬mlan¬r.

Tan¬m 2.2.2 m = (mb+ms) boyutlu bir süper manifoldM� veM��nin süper

tanjant demeti TM� olsun. TM� süper tanjant demeti üzerindeki bir süper vektör

alan¬naM� süper manifoldu üzerinde süper semispray denir. Bu durumda " süper

semisprayi lokal olarak;

" =
:
xi
@

@xi
+ "i

@

@
:
xi

(2.2)

ile verilir. Burada "i fonksiyonlar¬

"i = ("ib; "is) = "i(xib; xis;
:
xib;

:
xis) (2.3)

olarak tan¬ml¬d¬r.

Bu durumda, M� süper manifoldu üzerinde verilen bir � süper e¼grisi e¼ger "�

nin bir integral e¼grisi oluyorsa, bu e¼griye "�nin bir çözümü denir.

Tan¬m 2.2.3 J , m = (mb +ms) boyutlu bir M� süper manifoldunun süper

tanjant demeti üzerinde bir süper yaklaş¬k tanjant yap¬olsun. Bu durumda TM�

süper tanjant demet üzerinde lokal koordinatlar

(xi;
:
xi) = (xib; xis;

:
xib;

:
xis); 1 � i � m(i = ib + is; m = mb +ms)

ve

" =
:
xi
@

@xi
+ "i

@

@
:
xi
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süper vektör alan¬M� süper manifoldu üzerinde süper semispray olmak üzere

V = J" =
:
xi
@

@
:
xi

(2.4)

ile verilen V süper vektör alan¬na süper Liouville vektör alan¬denir.

Buna göre, TM� üzerinde tan¬ml¬" süper vektör alan¬n¬n bir süper semispray

olmas¬için gerek ve yeter şart J" = V olmas¬d¬r.

Tan¬m 2.2.4 M� süper manifoldunun süper tanjant demeti TM� üzerindeki

süper p-formlar¬n cümlesi �p(TM�) ve TM� üzerindeki süper vektör alanlar¬n¬n

cümlesi �(TM�) olsun.

iJf = 0; f 2 C1(TM�)

iJf(X1; :::; Xp) =

pX
i=1

w(X1; :::; JXi; :::Xp); w 2 �p(TM�); X1; :::; Xp 2 �(TM�)

= iJbfb(X1b; :::; Xpb) + iJsfs(X1s; :::; Xps)

=

pbX
i=1

wb(X1b; :::; JXib; :::Xpb) +

psX
i=1

ws(X1s; :::; JXis; :::Xps)

(2.5)

olarak tan¬ml¬iJ = (iJb ; iJs) fonksiyonuna süper düşey türev denir.

Burada,

iJb(dxib) = iJs(dxis) = 0; iJb(d
:
xib) = dxib; iJs(d

:
xis) = dxis (2.6)

olur.

Ayr¬ca w = (wb; ws) 2 �p(TM�) süper p-formu,

w =
X

i1<:::<ip

wi1;:::;ipdxi1�:::�dxip

=
X

i1b<:::<ipb

wi1b;:::;ipbdxi1b�:::�dxipb +
X

i1s<:::<ips

wi1s;:::;ipsdxi1s�:::�dxips

(2.7)

şeklinde tan¬ml¬d¬r (Catteneo ve Schaetz 2012, Covolo ve Poncin 2012).

Diferensiyeli ise

dw =
X

i1<:::<ip

dwi1;:::;ip�dxi1�:::�dxip

=
X

i1b<:::<ipb

dwi1b;:::;ipb�dxi1b�:::�dxipb +
X

i1s<:::<ips

dwi1s;:::;ips�dxi1s�:::�dxips

(2.8)
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olarak ifade edilen süper p+ 1-formdur.

Süper p+ 1-formlar¬n cümlesini de �p+1(TM�) olarak gösterirsek

dj : �
p(TM�)! �p+1(TM�)

olacak şekilde

dj = [ijd; d] = ijd� dij
= [ijbdb; db] + [ijsds; ds]

= (ijbdb � dbijb) + (ijsds � dsijs) (2.9)

ile tan¬ml¬dj = ( djb; djs) fonksiyonu süper düşey diferansiyel olarak adland¬r¬l¬r.

8X 2 �(M�) süper vektör alan¬ ile w , süper p-formunun iXw iç çarp¬m¬

aşa¼g¬daki şartlar¬sa¼glayan bir süper p� 1-formdur.
1) iXw = 0; e¼ger p = 0 ise;

2) iXw = w(X); e¼ger p = 1 ise;

3) iXw(Y1; :::; Yp�1) = w (X; Y1; :::; Yp�1) ; e¼ger Y1; :::; Yp�1 2 �(M�) ise;

bu durumda iXw 2 �p�1(M�) olur.

Tan¬m 2.2.5 M�, m = mb+ms boyutlu bir süper manifold ve M��nin TM�

süper tanjant demeti üzerinde � bir süper 2-form olsun. E¼ger � maksimal rankl¬

bir kapal¬süper 2-form ise, (M�; �) ikilisine süper simplektik manifold denir.

TM� üzerinde �L = �ddJL süper 2-formu simplektik ise, bu durumda TM�

üzerinde tan¬ml¬L : TM� ! R� fonksiyonu regüler yada non-dejeneredir denir.

Tan¬m 2.2.6 M�, m = mb +ms boyutlu bir manifold ve TM� süper tanjant

demeti olsun.

L : TM� ! R�(Lb : TMb ! R�b; Ls : TMs ! R�s) bir süper C1-fonksiyon

olmak üzere, TM� üzerindeki

�L = �ddJL = �dbdJbLb � dsdJsLs (2.10)

ile tan¬ml¬kapal¬süper 2-formu için

EL = V L� L = VbLb � Lb + VsLs � Ls

eşitli¼gine L = Lb+Ls ile birleşen enerji fonksiyonu ve L�ye de TM� süper tanjant

demeti üzerindeki süper Lagrange fonksiyonu denir. TM� ise M� kon�gürasyon

manifoldunun süper h¬z uzay¬olarak adland¬r¬l¬r.

Tan¬m 2.2.7 i"�L = dEL süper Lagrange sistemleri için dinamik denklemini

sa¼glayan bir tek " semisprayi varsa EL ye L : TM� ! R� fonksiyonu için süper

38



Euler-Lagrange vektör alan¬denir. Bu koşulu sa¼glayan L fonksiyonuna da süper

Lagrange enerji fonksiyonu ad¬verilir. Burada,

EL =
:
xi
@

@xi
+ "i

@

@
:
xi

=
:
xib

@

@xib
+

:
xis

@

@xis
+ "ib

@

@
:
xib
+ "is

@

@
:
xis

(2.11)

ile tan¬ml¬vektör alan¬d¬r ve "i fonksiyonlar¬

"i = ("ib; "is) = "i("ib(xib;
:
xib); "is(xis;

:
xis))

ile belirlidir.

i"�L = dEL eşitli¼gin çözümüyle elde edilen

d

dt

�
@L

@
:
xi

�
� @L

@xi
=
d

dtb

�
@Lb
@
:
xib

�
� @Lb
@xib

+
d

dts

�
@Ls
@
:
xis

�
� @Ls
@xis

= 0 (2.12)

denklemine de süper Euler-Lagrange enerji denklemi denir.

Buna göre, (2.12) ile belirli olan elde etti¼gimiz süper Euler-Lagrange enerji

denklemi için yap¬lan i̧slemlerden Teorem 2.2.8 elde edilmi̧stir.

Teorem 2.2.8 M�, m boyutlu bir süper manifold olmak üzere, TM� süper

tanjant demeti üzerinde, (2.2) ile ifade edilen " süper semisprayi, (2.10) ile verilen

�L kapal¬süper 2-formu ve (2.11) ile ifade edilen EL süper Euler-Lagrange vektör

alan¬kullan¬larak i"�L = dEL eşitli¼ginin yukar¬daki gibi çözümlenmesiyle (2.12)

de gösterildi¼gi biçimde süper Euler-Lagrange enerji denklemi,

d

dt

�
@L

@
:
xi

�
� @L

@xi
=
d

dtb

�
@Lb
@
:
xib

�
� @Lb
@xib

+
d

dts

�
@Ls
@
:
xis

�
� @Ls
@xis

= 0

şeklinde elde edilir.

Zamana ba¼gl¬süper uzayda, Lagrange sistemlerini oluşturmak için süper

jet manifoldlardan yararlan¬l¬r. R� bir boyutlu süper Öklid uzay¬olmak üzere

J1(R�;M
�) �= TM� izomor�zmi vard¬r.

TM��nin koordinatlar¬

(xi;
:
xi) = (xib; xis;

:
xib;

:
xis);

R��¬n koordinat¬ise

t = (tb; ts)

39



olmak üzere J1(R�;M�) üzerindeki süper uyarlanm¬̧s koordinat sistemi

(t; xi;
:
xi) = (tb; ts; xib; xis;

:
xib;

:
xis)

olur. Zamana ba¼gl¬durumda yukar¬da verilen süper Lagrange fonksiyonu

L : J1(R�;M
�)! R�

tan¬ml¬süper C1- dönüşümüdür. Ayr¬ca, bu süper jet manifold üzerinde J2 = 0

eşitli¼gini sa¼glayan ve rankJ = m ile verilen (1; 1) tipinden tensör alan¬zamana

ba¼gl¬süper yaklaş¬k tanjant yap¬olarak tan¬mlan¬r.

V bir süper Liouville vektör alan¬olmak üzere, süper yaklaş¬k tanjant yap¬,

J

�
@

@tb

�
= �Vb; J

�
@

@ts

�
= �Vs

J

�
@

@xib

�
=

@

@
:
xib
; J

�
@

@xis

�
=

@

@
:
xis

J

�
@

@
:
xib

�
= J

�
@

@
:
xis

�
= 0 (2.13)

koşullar¬n¬sa¼glamal¬d¬r.

Zamana ba¼gl¬durumda " süper semisprayi lokal olarak

" =
@

@tb
+
@

@ts
+

:
xib

@

@xib
+

:
xis

@

@xis
+ "ib

@

@
:
xib
+ "is

@

@
:
xis

(2.14)

"i = ("ib; "is) = "i("ib(tb; xib;
:
xib); "is(ts; xis;

:
xis)),

1 � ib � mb ; 1 � is � ms

şeklinde ifade edilir.

Tan¬m 2.2.9 L : J1(R�;M�)! R� zamana ba¼gl¬süper Lagrange fonksiyonu

olsun. J1(R�;M�) üzerinde,

�L = �Lb + �Ls = dJbLb + Lbdbtb + dJsLs + Lsdsts (2.15)

süper 1-formuna süper Poincare-Cartan 1-formu ve


L = 
Lb + 
Lb

= dbdJbLb + dbLb ^ dbtb + dsdJsLs + dsLs ^ dsts (2.16)

süper 2-formuna süper Poincare-Cartan 2-formu denir.

Buna göre J1(R�;M�) süper manifoldu üzerinde

i"
L = 0; i"dt = 1
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denklemlerini sa¼glayan bir tek

EL = ELb + ELs

süper vektör alan¬vard¬r, buna zamana ba¼gl¬süper Euler-Lagrange vektör alan¬

denir. (J1(R�;M�);
L; EL) üçlüsüne de zamana ba¼gl¬ süper Lagrange sistem

denir. Bu denklemlerin çözümü ile elde edilen

d

dt

�
@L

@
:
xi

�
� @L

@xi
=
d

dtb

�
@Lb
@
:
xib

�
� @Lb
@xib

+
d

dts

�
@Ls
@
:
xis

�
� @Ls
@xis

= 0 (2.17)

denklemine zamana ba¼gl¬süper Euler-Lagrange enerji denklemi denir.

Burada dikkat edilirse; zamana ba¼gl¬olan durumda elde edilen süper Euler-

Lagrange denklemi ile zamana ba¼gl¬olmayan durumda elde edilen süper Euler-

Lagrange denklemi ayn¬ç¬kar. O halde, süper jet demet yap¬s¬nda çal¬̧smak süper

Lagrange enerji denklemlerinin genel yap¬s¬n¬ de¼gi̧stirmez, fakat süper uzayda

zaman parametresi çal¬̧smaya dahil edilece¼gi için �ziksel ve mekanik uygulamalar¬

aç¬s¬ndan elveri̧slidir.

Buna göre, (2.17) ile belirli olan elde etti¼gimiz zamana ba¼gl¬ süper Euler-

Lagrange enerji denklemi için yap¬lan i̧slemlerden Teorem 2.2.10 elde edilmi̧stir.

Teorem 2.2.10 M�, m boyutlu bir süper manifold olmak üzere, J1(R�;M�)

süper jet manifoldu üzerinde, (2.14) de verilen " süper semisprayi, (2.15) ile ifade

edilen �L süper Poincare-Cartan 1-formu ve (2.16) ile verilen 
L süper Poincare-

Cartan 2-formu kullan¬larak i"
L = 0; i"dt = 1 denklemlerinin yukar¬daki gibi

çözümlenmesiyle zamana ba¼gl¬süper Euler-Lagrange enerji denklemi,

d

dt

�
@L

@
:
xi

�
� @L

@xi
=
d

dtb

�
@Lb
@
:
xib

�
� @Lb
@xib

+
d

dts

�
@Ls
@
:
xis

�
� @Ls
@xis

= 0

şeklinde elde edilir.

2.2.1 Süper Euler-Lagrange Enerji Denklemleri

Teorik �zikte süper uzay, body ve soul k¬s¬mlardan oluşan yap¬lar¬n tan¬m-

lanabildi¼gi, burada body k¬sm¬n her zaman çift pariteli, soul k¬sm¬n da hem çift

hem tek pariteli k¬s¬mlardan oluştu¼gunu biliyoruz.

Bu bölümde öncelikle, çal¬̧smam¬z¬n temel alan¬n¬oluşturan süper Euler-Lagran-

ge mekanik sistemlerini inceleyece¼giz.
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Yukar¬da tan¬mlanan (E�; ��;M�) süper demetini ele alal¬m. Burada E�

manifoldu süper total manifold, M� manifoldu süper baz manifold olarak kabul

edilmi̧sti. Ayr¬ca, E� ve M� manifoldlar¬birer süper C1- manifoldlard¬r. Süper

uzayda çal¬̧s¬rken key� bir M� süper manifoldu için süper demet yap¬s¬ oluş-

turmak �ziksel uygulamalar aç¬s¬ndan elveri̧sli de¼gildir. Çünkü, bu kullan¬mda

jet demet yap¬s¬tan¬mlan¬rken oluşturulan türevsel koordinatlar¬n genel bir du-

rumu söz konusu olur. Bu ise �ziksel yorumlar¬güçleştirir. Bu sebeple oluştura-

ca¼g¬m¬z süper demet yap¬s¬n¬n süper baz manifoldunu bir boyutlu süper reel uzay

R� olarak kabul edece¼giz. Bu kabulün başka bir avantaj¬ise bu uzayda tan¬m-

layaca¼g¬m¬z koordinat¬zaman parametresi olarak kabul edebilmemizdir. Zaten

mekanik sistemler üzerine yap¬lan çal¬̧smalar¬n uygulamalar¬nda baz uzay olarak

reel uzay¬n al¬nmas¬s¬kl¬kla tercih edilmektedir.

E� ve R� birer süper manifold olmak üzere, (E�; ��; R�)�in bir süper demet

oldu¼gunu görelim. Süper demet yap¬s¬için öncelikle süper trivial yap¬y¬oluştur-

mak gerekir. Bunun için gerekli olan komütatif diyagram,

E�
��! Em+1

�� # # �R

R� �!
IR

R

(2.18)

şeklinde ifade edilir. Burada � bir süper izomor�zm, �R süper örten submersiyon

ve IR süper özdeşlik dönüşümü olmak üzere

�� = IR � ��1R � ��1

olur. Di¼ger bir ifadeyle

IR � �� = �R � �

oldu¼gundan yukar¬daki diyagram komütatiftir. Sonuç olarak, � süper diferen-

siyellenebilir bir dönüşümdür. Böylece, (E�; ��; R�) bir demet yap¬s¬oluşturur.

Şimdi (E�; ��; R�) süper demetini alal¬m. Bu demet üzerindeki jet demet

yap¬s¬n¬J1E� olarak tan¬mlayal¬m. Bu durumda, jet demetin koordinatlar¬aşa¼g¬-

daki şekilde ifade edilecektir.

E��¬n koordinatlar¬(xi) = (xib; xise ; xiso) ve R��¬n koordinat¬(t) = (tb; tse ; tso)

olmak üzere, J1E��in koordinatlar¬�
tb; tse ; tso ; xib; xise ; xiso ;

:
xib;

:
x
ise
;
:
xiso
�

(2.19)
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şeklinde tan¬mlan¬r. Burada, süper jet demet yap¬s¬ndan gelen (
:
xi) türevsel ko-

ordinatlar¬aşa¼g¬daki şekilde ifade edilir.

:
xib =

dxib
dtb

;
:
x
ise
=
dxise
dtise

;
:
xiso =

dxiso
dtiso

(2.20)

� 2 � (�) süper kesiti ise,
� : R� ! E�

t! � (t)

olarak belirlidir ve �� � � = idR� sa¼glan¬r. (U; u) süper indirgenmi̧s koordinat

sistemini de,

U =
�
J1p� : � (p) 2 U

	
u = (t; xi;

:
xi) 1 � i � m

olarak tan¬mlar¬z. Buna ba¼gl¬olarak, bu koordinatlar için

t
�
J1p�

�
= tjp; xi

�
J1p�

�
= xi (� (p))

eşitlikleri geçerli olup, yeni tan¬mlanan m+1-adet
:
xi : U ! R� fonksiyonlar¬göz

önüne al¬nd¬¼g¬nda,
:
xi(J

1
p�) =

@�i
@t
jp; 1 � i � m

eşitli¼gi vard¬r (Bruce2014). Böylece, süper uzay için süper jet demet yap¬s¬oluştu-

rulmuş olur. Ancak burada dikkat edilmesi gereken önemli husus, elde edilen m+1

tane türevsel koordinat¬n içerisindeki body ve soul k¬s¬mlar¬n birbirine göre türev-

leri ve parite tan¬m¬ndan dolay¬ihmal edilmesi gereken koordinatlar¬n oldu¼gudur.

Buna göre, E� üzerindeki süper jet demet için süper yaklaş¬k tanjant yap¬,

J : T
�
J1E�

�
! T

�
J1E�

�
şeklinde ifade edilen bir dönüşüm olup, J2 = 0 koşulunu sa¼glayan (1; 1) tipin-

den tensör alan¬olmal¬d¬r. O halde, J1E� süper demeti üzerindeki tan¬mlanan

koordinat sistemini kullanarak aşa¼g¬daki şekilde süper yaklaş¬k tanjant yap¬y¬

oluşturabiliriz.

J

�
@

@xib

�
=

@

@
:
xib
; J

�
@

@xise

�
=

@

@
:
x
ise

; J

�
@

@xiso

�
= � @

@
:
x
iso

J

�
@

@
:
xib

�
= J

�
@

@
:
x
ise

�
= J

�
@

@
:
x
iso

�
= 0

J

�
@

@t

�
=

:
xib

@

@
:
xib
+

:
x
ise

@

@
:
x
ise

� :
x
iso

@

@
:
x
iso

(2.21)
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Dikkat edilirse, J2 = 0 koşulu sa¼glan¬r. Yukar¬da aç¬k ifadesi verilen J süper

tensör alan¬

J = (dxib +
:
xibdtb)�

@

@
:
xib
+
�
dxise +

:
x
ise
dtse
�
� @

@
:
x
ise

�
�
dxiso +

:
x
iso
dtso
�
� @

@
:
x
iso

(2.22)

elde edilir. Süper semispray bu bölümde kullan¬lan süper jet demet yap¬s¬üz-

erindeki ifadesi

" =
@

@tb
+
@

@tse
� @

@tso
+
:
xib

@

@xib
+
:
x
ise

@

@xise
� :
x
iso

@

@xiso
+"ib

@

@
:
xib
+"se

@

@
:
x
ise

�"so
@

@
:
x
iso

(2.23)

şeklindedir. Bu süper semisprayin süper yaklaş¬k tanjant yap¬üzerindeki de¼geri

al¬narak elde edilen süper Liouville vektör alan¬ise;

V = 2
:
xib

@

@
:
xib
+ 2

:
x
ise

@

@
:
x
ise

� 2 :x
iso

@

@
:
x
iso

(2.24)

şeklinde belirlenir.

Mekanik sistemler için enerji denklemlerinin elde edilmesinde kullan¬lan yukar¬-

da verilen süper Poincare-Cartan 1-formu ve süper Poincare-Cartan 2-formu tan¬m-

layabilmemiz için öncelikle süper diferensiyel operatörü süper jet demet yap¬s¬n¬n

koordinatlar¬ile ifade etmemiz gerekir. O halde d süper diferensiyel operatörü

d =
@

@tb
dtb +

@

@tse
dtse �

@

@tso
dtso +

@

@xib
dxib +

@

@xise
dxise �

@

@xiso
dxiso

+
@

@
:
xib
d
:
xib +

@

@
:
x
ise

d
:
x
ise
� @

@
:
x
iso

d
:
x
iso

(2.25)

olarak tan¬mlan¬r. Buna göre, süper jet demet yap¬s¬n¬n koordinatlar¬ile süper

Poincare-Cartan 1-formu,

�L = dJL+ Ldt

=
:
xib
@Lb
@
:
xib
dtb +

:
x
ise

@Lse
@
:
x
ise

dtse �
:
x
iso

@Lso
@
:
x
iso

dtso

+
@Lb
@
:
xib
dxib +

@Lse
@
:
x
ise

dxise +
@Lso
@
:
x
iso

dxiso

+Lbdtb + Lsedtse � Lsodtso (2.26)

44



şeklinde ifade edilebilir. Bu 1-formun tekrar diferensiyellenmesi ile süper Poincare-

Cartan 2-form elde edilir.


L = ddJL+ dL ^ dt

= (dxib ^ dtb)
�
� @2Lb
@tb@

:
xib
+

:
xib

@2Lb
@xib@

:
xib
+
@Lb
@xib

�

+(dxise ^ dtse)
�
� @2Lse
@tse@

:
xise

+
:
xise

@2Lse
@xise@

:
xise

+
@Lse
@xise

�

+(dxiso ^ dtso)
�
� @2Lso
@tso@

:
xiso

+
:
xiso

@2Lso
@xiso@

:
xiso

+
@Lso
@xiso

�

+(d
:
xib ^ dtb)

�
:
xib

@2Lb
@
:
xib@

:
xib
+
@Lb
@
:
xib

�

+(d
:
xise ^ dtse)

�
:
xise

@2Lse
@
:
xise@

:
xise

+
@Lse
@
:
xise

�

+(d
:
xiso ^ dtso)

�
:
xiso

@2Lso
@
:
xiso@

:
xiso

+
@Lso
@
:
xiso

�

+(d
:
xib ^ dxib)

�
@2Lb
@
:
xib@

:
xib

�

+(d
:
xise ^ dxise)

�
@2Lse

@
:
xise@

:
xise

�

+(d
:
xiso ^ dxiso)

�
@2Lso

@
:
xiso@

:
xiso

�
(2.27)

Teorem 2.2.11 (E�; ��; R�) süper demet olmak üzere, J1E� süper jet demet

yap¬s¬üzerinde zamana ba¼gl¬Euler-Lagrange enerji denklemi,�
:
xib

@2Lb
@tb@

:
xib
+

:
xise

@2Lse
@tse@

:
xise

+
:
xiso

@2Lso
@tso@

:
xiso

�
�
�
:
xib
@Lb
@xib

+
:
xise

@Lse
@xise

+
:
xiso

@Lso
@xiso

�
= 0

ile ifade edilir.
·Ispat

Süper Euler-Lagrange denklemi, i"
 = 
 (") = 0 diferensiyel denkleminin

çözümü ile elde edilir. Buna göre, bu denklemin çözümü için gerekli i̧slemler

yap¬l¬rsa,
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 (") =

�
� @2Lb
@tb@

:
xib
+

:
xib

@2Lb
@xib@

:
xib
+
@Lb
@xib

+ "ib
@2Lb
@
:
xib@

:
xib

�
dxib

+

�
� @2Lse
@tse@

:
xise

+
:
xise

@2Lse
@xise@

:
xise

+
@Lse
@xise

+ "ise
@2Lse

@
:
xise@

:
xise

�
dxise

+

�
@2Lso
@tso@

:
xiso

� :
xiso

@2Lso
@xiso@

:
xiso

� @Lso
@xiso

� "iso
@2Lso

@
:
xiso@

:
xiso

�
dxiso

+

�
:
xib

@2Lb
@tb@

:
xib
� ( :xib)2

@2Lb
@xib@

:
xib
� :
xib
@Lb
@xib

� :
xib"ib

@2Lb
@
:
xib@

:
xib
� "ib

@Lb
@
:
xib

�
dtb

+

�
:
xise

@2Lse
@tse@

:
xise

� ( :xise)2
@2Lse

@xise@
:
xise

� :
xise

@Lse
@xise

� :
xise"ise

@2Lse
@
:
xise@

:
xise

� "ise
@Lse
@
:
xise

�
dtse

+

�
� :
xiso

@2Lso
@tso@

:
xiso

+ (
:
xiso)

2 @2Lso
@xiso@

:
xiso

+
:
xiso

@Lso
@xiso

+
:
xiso"iso

@2Lso
@
:
xiso@

:
xiso

+ "iso
@Lso
@
:
xiso

�
dtso

+

�
:
xib

@2Lb
@
:
xib@

:
xib
+
@Lb
@
:
xib
� :
xib

@2Lb
@
:
xib@

:
xib

�
d
:
xib

+

�
:
xise

@2Lse
@
:
xise@

:
xise

+
@Lse
@
:
xise

� :
xise

@2Lse
@
:
xise@

:
xise

�
d
:
xise

+

�
� :
xiso

@2Lso
@
:
xiso@

:
xiso

� @Lso
@
:
xiso

+
:
xiso

@2Lso
@
:
xiso@

:
xiso

�
d
:
xiso

(2.28)

bulunur. Bulunan denklem homojen bir süper diferensiyel denklemdir. Dolay¬s¬yla

elde edilen bu denklemde her diferensiyel terimin katsay¬s¬s¬f¬ra eşit olmal¬d¬r.

Buna göre, aşa¼g¬daki denklem sistemi elde edilir.

1) � @2Lb
@tb@

:
xib
+

@

@xib

�
:
xib
@Lb
@
:
xib
+ Lb

�
+

@

@
:
xib

�
"ib
@Lb
@
:
xib

�
= 0

2) � @2Lse
@tse@

:
xise

+
@

@xise

�
:
xise

@Lse
@
:
xise

+ Lse

�
+

@

@
:
xise

�
"ise

@Lse
@
:
xise

�
= 0
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3)
@2Lso
@tso@

:
xiso

� @

@xiso

�
:
xiso

@Lso
@
:
xiso

+ Lso

�
� @

@
:
xiso

�
"iso

@Lso
@
:
xiso

�
= 0

4)
:
xib

@2Lb
@tb@

:
xib
� :
xib

@

@xib

�
:
xib

@

@xib
+ Lb

�
� "ib

@

@
:
xib

�
:
xib
@Lb
@
:
xib
+ Lb

�
= 0

5)
:
xise

@2Lse
@tse@

:
xise

� :
xise

@

@xise

�
:
xise

@

@xise
+ Lse

�
� "ise

@

@
:
xise

�
:
xise

@Lse
@
:
xise

+ Lse

�
= 0

6)� :
xiso

@2Lso
@tso@

:
xiso

+
:
xiso

@

@xiso

�
:
xiso

@

@xiso
+ Lso

�
+"iso

@

@
:
xiso

�
:
xiso

@Lso
@
:
xiso

+ Lso

�
= 0

7)
�
:
xib

@2Lb
@
:
xib@

:
xib
+
@Lb
@
:
xib
� :
xib

@2Lb
@
:
xib@

:
xib

�
= 0

8)
�
:
xise

@2Lse
@
:
xise@

:
xise

+
@Lse
@
:
xise

� :
xise

@2Lse
@
:
xise@

:
xise

�
= 0

9)
�
� :
xiso

@2Lso
@
:
xiso@

:
xiso

� @Lso
@
:
xiso

+
:
xiso

@2Lso
@
:
xiso@

:
xiso

�
= 0

(2.29)

Elde edilen bu denklem sistemi bir non-lineer denklem sistemi oldu¼gu için ancak

özel kabul alt¬nda çözümü mümkündür. Bu nedenle arad¬¼g¬m¬z çözüm için özel

olarak,

"ib =
:
xib; "ise =

:
xise ; "iso = �

:
xiso (2.30)

kabulünü yapal¬m. Bu kabulü yaparken dikkat etti¼gimiz husus, süper uzay¬n her

bir eleman¬body, çift soul ve tek soul k¬s¬mlardan oluşur ki; ayn¬zamanda cebirsel

ve geometrik yap¬lar tan¬mlan¬rken parite kavram¬dikkate al¬nd¬¼g¬ndan tek soul

terimin i̧saretinin negatif (-) olmas¬durumudur. Bunun yan¬s¬ra, süper katsay¬

fonksiyonlar¬olan "ib; "ise ; "iso �lar hem t = (tb; tse ; tso) hem de xi = (xib; xise ; xiso)

süper koordinat fonksiyonlar¬n¬içermelidir. Süper türevsel koordinatlar¬n

t = (tb; tse ; tso) ve xi = (xib; xise ; xiso)

süper koordinatlara ba¼gl¬ oldu¼gunu bildi¼gimize göre, süper katsay¬ fonksiyon-

lar¬n¬n yerine özel olarak süper türevsel koordinatlar¬kullanmam¬z uygun olur.
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Euler-Lagrange enerji denkleminin süper koordinatlar ile genel formuna en uygun

çözümü veren lineer ba¼g¬nt¬aşa¼g¬daki biçimde oldu¼gu için,

� :
xib(1)�

:
xise(2) +

:
xiso(3) + (4) + (5)� (6)�

:
xib(7)�

:
xise(8) +

:
xiso(9) = 0

bu çözümü gerçeklersek,

0 =

�
:
xib

@2Lb
@tb@

:
xib
+

:
xise

@2Lse
@tse@

:
xise

+
:
xiso

@2Lso
@tso@

:
xiso

�
�
�
(
:
xib)

2 @2Lb
@xib@

:
xib
+ (

:
xise)

2 @2Lse
@xise@

:
xise

+ (
:
xiso)

2 @2Lso
@xiso@

:
xiso

�
�
�
(
:
xib)

2 @2Lb
@
:
xib@

:
xib
+ (

:
xise)

2 @2Lse
@
:
xise@

:
xise

� ( :xiso)
2 @2Lso
@
:
xiso@

:
xiso

�
�
�
:
xib
@Lb
@
:
xib
+

:
xise

@Lse
@
:
xise

�
�
�
:
xib
@Lb
@xib

+
:
xise

@Lse
@xise

+
:
xiso

@Lso
@xiso

�
(2.31)

denklemi elde edilir. Bu denklem, süper jet demet yap¬s¬üzerindeki süper Euler-

Lagrange enerji denklemidir.

Daha önce (2.17)�de verilen zamana ba¼gl¬Euler-Lagrange enerji denklemi ile

bu denklemin birinci ve sonuncu terimleri benzerdir. Sadece özel kabulümüz-

den kaynaklanan katsay¬fonksiyonlar¬m¬z eklenmi̧stir. Bu fonksiyonlar¬daha da

özelleştirip, örne¼gin bir sabit de¼gerini alsayd¬k bu katsay¬lar oluşmazd¬. Aradaki

terimler parite kavram¬ndan, yani süper uzay¬n body ve soul k¬s¬mdan, ayr¬ca soul

k¬sm¬n da çift ve tek pariteden oluşmas¬ndan kaynaklan¬r. Bu durumda, (2.31)

ile belirli olan süper Euler-Lagrange enerji denkleminin genel formu;�
:
xib

@2Lb
@tb@

:
xib
+

:
xise

@2Lse
@tse@

:
xise

+
:
xiso

@2Lso
@tso@

:
xiso

�
�
�
:
xib
@Lb
@xib

+
:
xise

@Lse
@xise

+
:
xiso

@Lso
@xiso

�
= 0

(2.32)

olur. Böylece ispat tamamlan¬r.

2.2.2 Uygulamalar

Örnek 2.2.12 (Süper Çember Örne¼gi)

Süper uzayda,

� (�) = (t; r cos �; r sin �; u)

parametrik denklemi ile verilen süper çember e¼grisi, aşa¼g¬daki şekilde gösterilece¼gi

üzere üç k¬s¬mdan oluşur (Şekil 2.1, Şekil 2.2, Şekil 2.3). Bunlar;
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1) � = 0� için başlang¬ç noktas¬, süper çember e¼grisinin

�b (�) = (tb; rb cos �b; rb sin �b; ub)

parametrik denklemi ile verilen body k¬sm¬n¬,

Şekil 2.1:Süper çember (body)

2) � = (2k � 2)� k = 2�; 4�; 6�; :::; 180� için, çift pariteli olan ve

�se (�) = (tse ; rse cos �se ; rse sin �se ; use)

parametrik denklemi ile verilen süper çember e¼grisi üzerindeki noktalar süper

çember e¼grisinin çift soul k¬sm¬n¬,

Şekil 2.2: Süper çember (soul çift)

3) � = (2k � 1)� k = 1�; 3�; 5�; :::; 180� için, tek pariteli olan ve

�so (�) = (tso ; rso cos �so ; rso sin �so ; uso)
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parametrik denklemi ile verilen süper çember e¼grisi üzerindeki noktalar süper

çember e¼grisinin tek soul k¬sm¬n¬,

Şekil 2.3: Süper çember (soul tek)

temsil eder. Bu üç k¬s¬mdan oluşan süper noktalar kümesi süper çember e¼grisini

oluşturaca¼g¬na göre bir m parçac¬¼g¬n¬n bu süper çember e¼grisi üzerindeki hareke-

tini şu şekilde inceleyebiliriz.

Şekil 2.4: Süper çember e¼grisi üzerindeki hareket

Şekil 2.4�de süper uzayda al¬nan hareketli bir m parçac¬¼g¬n¬n süper çember

üzerine düştükten sonra, süper çember e¼grileri üzerindeki hareketi gösterilmi̧stir.

Bu örnekte,m parçac¬¼g¬n¬n süper çember e¼grileri üzerindeki hareketi esnas¬nda

ortaya ç¬kan süper Lagrange enerji fonksiyonunu araşt¬raca¼g¬z. Bu k¬s¬mda da

uzay zaman¬ s ve süper çember üzerinde geçen zaman¬ t parametresi ile ifade

edilsin. t ve s zaman parametreleri aras¬ndaki oran¬yine k ile gösterelim.

Süper çember e¼grisi üzerinde jet koordinat sistemi ;�
s; t; r cos �; r sin �;

:
t;
:
r cos �;

:
r sin �

�
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şeklindedir. Bu jet demet koordinatlar, süper uzayda body, soul even ve soul odd

k¬s¬mlar ile daha detayl¬ifade edilirse,

(

sz }| {
sb; sse ; sso ;

tz }| {
tb; tse ; tso ;

r cos �z }| {
rb cos �; rse cos �; rso cos �;

r sin �z }| {
rb sin �; rse sin �; rso sin �;

:
tz }| {

:
tb;

:
tse ;

:
tso ;

:
r cos �z }| {

:
rb cos �;

:
rse cos �;

:
rso cos �;

:
r sin �z }| {

:
rb sin �;

:
rse sin �;

:
rso sin �) (2.33)

olur. Burada süper türevsel koordinatlar,

:
tb =

@tb
@sb

:
tse =

@tse
@sse

:
tso =

@tso
@sso

:
rb =

@rb
@sb

:
rse =

@rse
@sse

:
rso =

@rso
@sso

biçimindedir. Süper çember jet demet koordinatlar¬, süper enerji denkleminde

yerine yaz¬l¬rsa,

0 = 2
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süper Lagrange enerji denklemi elde edilir. Burada,
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kabulleri alt¬nda (2.34) denklemi düzenlendi¼ginde

0 = �2
:
tb
@Lb
@tb

� 2
:
tse
@Lse
@tse

� 2
:
tso
@Lso
@tso

� 4 :rb
@Lb
@rb

� 4 :rse
@Lse
@rse

� 4 :rso
@Lso
@rso

�2
:
tb
@Lb

@
:
tb
� 2

:
tse
@Lse

@
:
tse

� 4 :rb
@Lb
@
:
rb
� 4 :rse

@Lse
@
:
rse

(2.36)

elde edilir. Bu durumda,
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olur. Özel koşullar dikkate al¬n¬rsa; (2.37) denklemi
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olur. Buna göre,�
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elde edilir. Di¼ger taraftan (2.35) de verilen özel koşullara göre;
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tek soul k¬s¬m için,

Lso = cso (2.42)

bulunur. Buna göre,(2.40), (2.41) ve (2.42) eşitliklerinden

L = Lb + Lse + Lso

= �2
3
�b

cb�
3 +

tb
kb

�2 � 13�btb � 23�se cse�
3 +

tse
kse

�2 � 13�setse � cso
(2.43)

süper Lagrange enerji de¼geri elde edilir.

Örnek 2.2.13 (Süper Helis Örne¼gi)

Bu örnekte, süper uzayda bir süper helis yap¬s¬n¬tan¬mlayarak, bu helis üz-

erinde bir cismin hareketini inceleyece¼giz.

Süper helis yap¬s¬n¬n ikili sarmal şeklinde olaca¼g¬kaynaklarca ifade edilmi̧stir.

Geometrik olarak çift sarmal, ayn¬eksene sahip, bir öteleme i̧slemi ile farkedilen

iki eşlenik sarmald¬r (Şekil 2.5). Bu ise, geometrik olarak bu e¼grilerin öteleme

i̧slemiyle birbirine dönüşebilece¼gini ifade eder. Yani, bir sarmal di¼gerinin eksen

boyunca ötelenmi̧s halidir.

Şekil 2.5: DNA�n¬n sarmal yap¬s¬

Moleküler biyolojide çift sarmal terimi DNA yap¬s¬na atfen kullan¬l¬r. DNA�n¬n

özelliklerine ba¼gl¬olarak çift sarmal¬n dönme yönü sa¼g veya sol elle olur. Do¼gal

şartlarda tamamen sa¼g ellidir. Biz de çal¬̧smam¬zda bu do¼gal yolu kullanaca¼g¬z.

DNA yap¬s¬n¬n çift sarmal yap¬s¬, Şekil 2.6 ile resmedilmi̧stir.
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Şekil 2.6: DNA�n¬n çift sarmal yap¬s¬

Di¼ger yandan, sarmal helisin üç boyutlu burgu şekilli yap¬s¬ gündelik hayatta

de¼gerlendirilirse; silindirik yay, vida, minare merdiveni örnekleri gösterilebilir.

Sarmallar, dönüş yönlerine göre sa¼g elli ve sol elli olarak nitelendirilirler.

Şekil 2.7:Sa¼g ve sol elli sarmallar

Sa¼g elli sarmal¬şu şekilde tan¬mlayabiliriz; sarmal¬sa¼g elle tuttu¼gumuzu varsa-

yal¬m. Baş parma¼g¬m¬z sarmal¬n eksenine paralel yönde kals¬n, di¼ger parmak-

lar¬m¬z da sarmal¬n oyuklar¬n¬n içine yerleşsin. E¼ger, parmaklar¬m¬z¬n uçlar¬baş

parma¼g¬m¬za do¼gru yönlenmi̧sse sarmal sa¼g ellidir, aksi halde sol ellidir denir. Ba-

sit bir deyi̧sle, sarmal¬n saat yönünde dönmesi, sarmal¬n kendimizden uzaklaş¬yor

gibi görünmesine neden oluyorsa, bu sarmal sa¼g ellidir. Aksi durumda sol elli

olur.
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Sa¼g elli sarmallar döndürülerek veya çevrilerek sol elli bir sarmala dönüşemez-

ler. Ancak aynadan yans¬mas¬sol elli görülür. Bu durum sol elli sarmal için de

geçerlidir (Y¬lmaz ve di¼g. 2005, Boi ve di¼g. 2011, Pohl and Roberts 1978).

Burada çal¬̧smam¬zda ele ald¬¼g¬m¬z süper helisi DNA yap¬s¬ile kaŗs¬laşt¬rd¬¼g¬m¬z-

da; bizim çal¬̧smam¬zda birm parçac¬¼g¬n¬n sarmal¬n biri üzerinde hareketi, DNA�y¬

oluşturan adenin, guanin, timin ve sitozinlerin sarmal üzerinde birbirine ba¼glan-

mas¬gibi düşünülebilir. Bu hareketi(ba¼glanmay¬) aşa¼g¬daki şekilde resmedebiliriz

(Şekil 2.8).

Şekil 2.8: DNA�n¬n sarmal yap¬s¬üzerinde adenin,guanin,

timin ve sitozin ba¼glanmas¬na kaŗs¬l¬k gelen hareket

Bu yap¬lan �ziksel yorum, çal¬̧smam¬z¬n gerek biyolojide gerekse di¼ger fen alan-

lar¬nda baz¬yap¬lar¬n vektörler yard¬m¬yla çal¬̧s¬labilece¼gini ifade eder.

Süper uzayda, süper helis e¼grisinin denklemi,

� (r; �) = (t; r cos �; r sin �; k�)

= �b (rb; �b) + �se (rse ; �se) + �so (rso ; �so)

= (tb; rb cos �; rb sin �; kb�; tse ; rse cos �;

rse sin �; kse�; tso ; rso cos �; rso sin �; kso�)

(2.44)

ile ifade edilebilmektedir. Biz bu e¼gri üzerinde bir m parçac¬¼g¬n¬n herhangi bir

noktadan, ki bu nokta başlang¬ç noktas¬kabul edilmek üzere( DNA zincirinin de

belli bir kesiti al¬n¬p incelenmesi durumunda), harekete başlamas¬sonucu oluşan
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enerji denklemlerini inceleyece¼giz. Şekil 2.9�da da görülece¼gi üzere, bu hareketi

incelerken, her iki sarmal¬n üzerinde ayn¬özellikte olan iki m ve n parçac¬klar¬

serbest b¬rak¬ld¬¼g¬nda, çift soul süper te¼get vektörlerin ve tek soul süper te¼get

vektörlerin ötelenmeleri sonucunda çözüm yap¬lmas¬gerekti¼gi dikkat edilmelidir.

Şekil 2.9: Çift sarmal e¼gri üzerinde parçac¬klar¬n hareketinin vektörler ile gösterimi

Buna göre öncelikle süper helis e¼grisi üzerinde süper jet koordinat sistemi

kural¬m. Süper helis e¼grisi üzerinde süper jet koordinat sistemi;

(sb; sse ; sso ; tb; tse ; tso ; rb cos �; rse cos �; rso cos �; rb sin �; rse sin �; rso sin �;

kb�; kse�; kso�;
:
tb;

:
tse ;

:
tso ;

:
rb cos �;

:
rse cos �;

:
rso cos �;

:
rb sin �;

:
rse sin �;

:
rso sin �; 0; 0; 0)

(2.45)

ile belirlenir. Burada süper türevsel koordinatlar aç¬k olarak ifade edilirse,

:
tb =

@tb
@sb

:
tse =

@tse
@sse

:
tso =

@tso
@sso

:
rb =

@rb
@sb

:
rse =
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@sse

:
rso =

@rso
@sso

şeklinde yaz¬l¬r.

Yukar¬da verilen süper jet koordinatlar¬süper Euler-Lagrange enerji denkle-

minde yerine yaz¬l¬rsa,
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süper Lagrange enerji denklemi elde edilir. (2.35) ile verilen özel koşullar dikkate

al¬nd¬¼g¬nda, yani,
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elde edilir. Bu durumda,
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olup (2.48) denkleminde (2.35) koşullar¬kullan¬l¬rsa,
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elde edilir. Buna göre,�
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bulunur. Di¼ger taraftan (2.35) de verilen özel koşullara göre;
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body k¬s¬m için,
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tek soul k¬s¬m için,
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süper helis e¼grisi için süper Lagrange enerji de¼geri elde edilir.

Örnek 2.2.14 (Süper Logaritmik Spiral Örne¼gi)

Bu örnekte, süper uzay-da bir süper logaritmik spiral e¼grisini tan¬mlayarak, bu

e¼gri üzerinde bir cismin hareketini inceleyece¼giz ve Euler-Lagrange enerji de¼gerini

hesaplayaca¼g¬z.

Logaritmik spiral (eş aç¬l¬spiral), ilk olarak 17. yüzy¬lda René Descartes ve

Jakob Bernoulli taraf¬ndan tan¬mlanm¬̧s ve incelenmi̧s olan, bir şahinin av¬na yak-

laş¬rken izledi¼gi yolda, kas¬rgalar¬n şeklinde, notilus gibi pek çok deniz canl¬s¬n¬n

kabu¼gunun inşas¬nda da kaŗs¬m¬za ç¬kan do¼gada s¬kça rastlanan bir spiral çeşi-

didir. Logaritmik spiralin en önemli özelli¼gi, orijinden ç¬kan her do¼gru spirali ayn¬

aç¬ile keser. Kutupsal koordinatlarda r = aeb� şeklinde ifade edilen bu spiralin

parametrik koordinatlardaki ifadesi aşa¼g¬daki şekildedir (Mukhopadhyay 2004).

x( �) = r( �) cos � = aeb� cos �

y( �) = r( �) sin � = aeb� sin �

Logaritmik spiral e¼grisi üzerinde bir parçac¬¼g¬n hareketi aşa¼g¬daki şekilde resmedile-

bilir (Şekil 2.10).

Şekil 2.10: Logaritmik spiral e¼grisi üzerinde hareket

Logaritmik spiral e¼grisi,

�(t; r) = (t; a(t)eb(t)� cos �; a(t)eb(t)� sin �)

şeklinde ifade edilir. Bu koordinatlar süper uzayda body ve soul k¬s¬mlar¬ da

içerecek şekilde daha aç¬k olarak

�(t) = (t; a(t)eb(t)� cos �; a(t)eb(t)� sin �)

= (tb; tse ; tso ; ab(tb)e
bb(tb)� cos �; ase(tse)e

bse (tse )� cos �; aso(tso)e
bso (tso )� cos �;

ab(tb)e
bb(tb)� sin �; ase(tse)e

bse (tse )� sin �; aso(tso)e
bso (tso )� sin �)

(2.55)
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biçiminde yaz¬labilir.

Bir �m�parçac¬¼g¬n¬n süper uzayda süper logaritmik spiral e¼grisi üzerindeki

hareketini,

Şekil 2.11: Logaritmik spiral e¼grisi üzerinde hareketinin vektörler ile gösterimi

şeklinde gösterebiliriz (Şekil 2.11). Parçac¬¼g¬n bu e¼gri üzerindeki hareketini tan¬m-

lamak için süper jet demet koordinatlar¬n¬kullanmam¬z gerekir. Buna göre süper

logaritmik spiral için süper jet demet koordinat sistemi,

�
s; t; a(t)eb(t)� cos �; a(t)eb(t)� sin �;

:
:
t(a(t)eb(t)�) cos �;

:

(a(t)eb(t)�) sin �

�
şeklinde ifade edilir. Bu jet demet koordinatlar, body, soul even ve soul odd

k¬s¬mlar ile daha ayr¬nt¬l¬ifade edildi¼ginde,

s = sb; sse ; sso ;

t = tb; tse ; tso ;

a(t)eb(t)� cos � = (abe
bb� cos �; asee

bse� cos �; asoe
bso� cos �)

a(t)eb(t)� sin � = (abe
bb� sin �; asee

bse� sin �; asoe
bso� sin �)

:

(a(t)eb(t)�) cos � = (
:
abe

bb� cos �+�
:

bbabe
bb� cos �;

:
asee

bse� cos �+�
:

bseasee
bse� cos �;

:
asoe

bso� cos � + �
:

bsoasoe
bso� cos �)

:

(a(t)eb(t)�) sin � = (
:
abe

bb� sin � + �
:

bbabe
bb� sin �;

:
asee

bse� sin � + �
:

bseasee
bse� sin �;

:
asoe

bso� sin � + �
:

bsoasoe
bso� sin �)
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ve

abe
bb� = rb ;

:

abe
bb� =

:
rb

asee
bse� = rse ;

:

asee
bse� =

:
rse

asoe
bso� = rso ;

:

asoe
bso� =

:
rso

olmak üzere,

(

sz }| {
sb; sse ; sso ;

tz }| {
tb; tse ; tso ;

r cos �z }| {
rb cos �; rse cos �; rso cos �;

r sin �z }| {
rb sin �; rse sin �; rso sin �;

:
tz }| {

:
tb;

:
tse ;

:
tso ;

:
r cos �z }| {

:
rb cos �;

:
rse cos �;

:
rso cos �;

:
r sin �z }| {

:
rb sin �;

:
rse sin �;

:
rso sin �)

(2.56)

şeklinde yaz¬l¬r. Burada süper türevsel koordinatlar¬aç¬kça ifade edersek,

:
tb =

@tb
@sb

;
:
tse =

@tse
@sse

;
:
tso =

@tso
@sso

:
rb =

@rb
@sb

=
:
abe

bb� + �
:

bbabe
bb�

:
rse =

@rse
@sse

=
:
asee

bse� + �
:

bseasee
bse�

:
rso =

@rso
@sso

=
:
asoe

bso� + �
:

bsoasoe
bso�

olur. Burada,

rb = abe
bb� ; rse = asee

bse� ; rso = asoe
bso�

şeklinde yaz¬l¬r. Bu süper jet demet koordinatlar yukar¬da verilen (2.31) ifadesin-

deki Euler-Lagrange denkleminde yerine yaz¬l¬rsa,
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0 = 2
:
tb
@2Lb

@sb@
:
tb
+ 2

:
tse

@2Lse

@sse@
:
tse
+ 2

:
tso

@2Lso

@sso@
:
tso

+4(
:
abe

bb� + �
:

bbabe
bb�)

@2Lb

@sb@(
:
abebb� + �

:

bbabebb�)

+4(
:
asee

bse� + �
:

bseasee
bse�)

@2Lse

@sse@(
:
asee

bse� + �
:

bseasee
bse�)

+4(
:
asoe

bso� + �
:

bsoasoe
bso�)

@2Lso

@sso@(
:
asoe

bso� + �
:

bsoasoe
bso�)

�2(
:
tb)

2 @
2Lb

@tb@
:
tb
� 2(

:
tse)

2 @
2Lse

@tse@
:
tse
� 2(

:
tso)

2 @
2Lso

@tso@
:
tso

�4( :abebb� + �
:

bbabe
bb�)2

@2Lb

@abebb�@(
:
abebb� + �

:

bbabebb�)

�4( :aseebse� + �
:

bseasee
bse�)2

@2Lse

@asee
bse�@(

:
asee

bse� + �
:

bseasee
bse�)

�4( :asoebso� + �
:

bsoasoe
bso�)2

@2Lso

@asoe
bso�@(

:
asoe

bso� + �
:

bsoasoe
bso�)

�2
:
tb
@Lb
@tb

� 2
:
tse
@Lse
@tse

� 2
:
tso
@Lso
@tso

�4( :abebb� + �
:

bbabe
bb�)

@Lb
@abebb�

� 4( :aseebse� + �
:

bseasee
bse�)

@Lse
@asee

bse�

�4( :asoebso� + �
:

bsoasoe
bso�)

@Lso
@asoe

bso�

�2(
:
tb)

2 @
2Lb

@
:
tb@

:
tb
� 2(

:
tse)

2 @
2Lse

@
:
tse@

:
tse
+ 2(

:
tso)

2 @
2Lso

@
:
tso@

:
tso

�4( :abebb� + �
:

bbabe
bb�)2

@2Lb

@(
:
abebb� + �

:

bbabebb�)@(
:
abebb� + �

:

bbabebb�)

�4( :aseebse� + �
:

bseasee
bse�)2

@2Lse

@(
:
asee

bse� + �
:

bseasee
bse�)@(

:
asee

bse� + �
:

bseasee
bse�)

+4(
:
asoe

bso� + �
:

bsoasoe
bso�)2

@2Lso

@(
:
asoe

bso� + �
:

bsoasoe
bso�)@(

:
asoe

bso� + �
:

bsoasoe
bso�)

�2
:
tb
@Lb

@
:
tb
� 2

:
tse
@Lse

@
:
tse

� 4( :abebb� + �
:

bbabe
bb�)

@Lb

@(
:
abebb� + �

:

bbabebb�)

�4( :aseebse� + �
:

bseasee
bse�)

@Lse

@(
:
asee

bse� + �
:

bseasee
bse�)

(2.57)
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süper Euler-Lagrange enerji denklemi elde edilir. (2.57) denklemi düzenlenirse,

0 = �2
:
tb
@Lb
@tb

� 2
:
tse
@Lse
@tse

� 2
:
tso
@Lso
@tso

� 4
�
:
abe

bb� + �
:

bbabe
bb�
� @Lb
@abebb�

�4
�
:
asee

bse� + �
:

bseasee
bse�
� @Lse
@asee

bse�
� 4

�
:
asoe

bso� + �
:

bsoasoe
bso�
� @Lso
@asoe

bso�

�2
:
tb
@Lb

@
:
tb
� 2

:
tse
@Lse

@
:
tse

� 4
�
:
abe

bb� + �
:

bbabe
bb�
� @Lb

@
�
:
abebb� + �

:

bbabebb�
�

�4
�
:
asee

bse� + �
:

bseasee
bse�
� @Lse

@
�
:
asee

bse� + �
:

bseasee
bse�
�

(2.58)

elde edilir. (2.58) de türevsel terimler aç¬k olarak yaz¬l¬rsa,

0 = �@tb
@sb

@Lb
@tb

� @tse
@sse

@Lse
@tse

� @tso
@sso

@Lso
@tso

�2@abe
bb�

@sb

@Lb
@abebb�

� 2@asee
bse�

@sse

@Lse
@asee

bse�

�2@asoe
bso�

@sso

@Lso
@asoe

bso�
� @tb
@sb

@Lb

@
:
tb
� @tse
@sse

@Lse

@
:
tse

�2@abe
bb�

@sb

@Lb

@
:
abebb� + �

:

bbabebb�
� 2@asee

bse�

@sse

@Lse

@
:
asee

bse� + �
:

bseasee
bse�

(2.59)

bulunur. (2.35) ile verilen özel koşullar dikkate al¬n¬rsa, yani,

@Lb
@
:
rb
= �b

@Lse
@
:
rse

= �se
@Lso
@
:
rso

= ��so
@Lb

@
:
tb
= �b

@Lse

@
:
tse

= �
se

@Lso

@
:
tso

= ��
so

tb = kbsb tse = ksesse tso = ksosso

olur. Burada,

:
rb =

:
abe

bb� + �
:

bbabe
bb�

:
rse =

:
asee

bse� + �
:

bseasee
bse�

:
rse =

:
asoe

bso� + �
:

bsoasoe
bso�

kabulleri alt¬nda (2.59) denklemi düzenlenirse,
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0 = �3@Lb
@sb

� 3@Lse
@sse

� 3@Lso
@sso

�
:
tb�b �

:
tse�se

�2
�
:
abe

bb� + �
:

bbabe
bb�
�
�b � 2

�
:
asee

bse� + �
:

bseasee
bse�
�
�se

= 2�b
@abe

bb�

@sb
+ �b

@tb
@abebb�

@abe
bb�

@sb
+ 2�se

@asee
bse�

@sse
+ �se

@tse
@asee

bse�

@asee
bse�

@sse

+3
@Lb
@abebb�

@abe
bb�

@sb
+ 3

@Lse
@asee

bse�

@asee
bse�

@sse
+ 3

@Lso
@asoe

bso�

@asoe
bso�

@sso

=
@abe

bb�

@sb

�
2�b + �b

@tb
@abebb�

+ 3
@Lb
@abebb�

�

+
@asee

bse�

@sse

�
2�se + �se

@tse
@asee

bse�
+ 3

@Lse
@asee

bse�

�
+
@asoe

bso�

@sso

�
3
@Lso

@asoe
bso�

�
(2.60)

bulunur. Burada, r = aeb� n¬n s�ye göre türevi s¬f¬rdan farkl¬olaca¼g¬ndan, yani,

@rb
@sb

6= 0 ;
@rse
@sse

6= 0 ;
@rso
@sso

6= 0

durumu sonucunda �
2�b + �b

@tb
@abebb�

+ 3
@Lb
@abebb�

�
= 0

�
2�se + �se

@tse
@asee

bse�
+ 3

@Lse
@asee

bse�

�
= 0

�
3
@Lso

@asoe
bso�

�
= 0 (2.61)

elde edilir. Buna göre,�
2�b + �b

@tb
@abebb�

+ 3
@Lb
@abebb�

�
= 0) Lb = �

2

3
�babe

bb� � 1
3
�btb�

2�se + �se
@tse

@asee
bse�

+ 3
@Lse

@asee
bse�

�
= 0) Lse = �

2

3
�seasee

bse� � 1
3
�setse�

3
@Lso

@asoe
bso�

�
= 0) Lso = �cso (2.62)

bulunur. Di¼ger taraftan (2.35) de verilen özel koşullara göre;
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body k¬s¬m için,

Lb = �b

�
:
abe

bb� + �
:

bbabe
bb�
�
= �2

3
�babe

bb� � 1
3
�btb

) @abe
bb�

@sb
= �2

3
abe

bb� � 1
3

�b
�b
tb

) @abe
bb�

@sb
= �2

3
abe

bb� � 1
3

@Lb

@
:
tb
@Lb

@
�
:
abebb� + �

:

bbabebb�
� tb

) @abe
bb�

@sb

�
1 +

tb
3kb

�
= �2

3
abe

bb�

) dabe
bb�

abebb�
= �2

�
kb

3kb + tb

�
dsb

) dabe
bb�

abebb�
= �2

�
kb

kb (3 + sb)

�
dsb

) ln abe
bb� = �2 ln (3 + sb) + ln cb

) rb = abe
bb� =

cb�
3 + tb

kb

�2 (2.63)

çift soul k¬s¬m için,

Lse = �se

�
:
asee

bse� + �
:

bseasee
bse�
�
= �2

3
�seasee

bse� � 1
3
�setse

) @asee
bse�

@sse
= �2

3
asee

bse� � 1
3

�se
�se
tse

) @asee
bse�

@sse
= �2

3
asee

bse� � 1
3

@Lse

@
:
tse
@Lse

@
�
:
asee

bse� + �
:

bseasee
bse�
� tse

) @asee
bse�

@sse

�
1 +

tse
3kse

�
= �2

3
asee

bse�

) dasee
bse�

asee
bse�

= �2
�

kse
3kse + tse

�
dsse

) dasee
bse�

asee
bse�

= �2
�

kse
kse (3 + sse)

�
dsse

) ln asee
bse� = �2 ln (3 + sse) + ln cse

) rse = asee
bse� =

cse�
3 + tse

kse

�2 (2.64)

tek soul k¬s¬m için,

Lso = �cso (2.65)
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bulunur. Buna göre,

L = Lb + Lse + Lso

= �2
3
�b

cb�
3 + tb

kb

�2 � 13�btb � 23�se cse�
3 + tse

kse

�2 � 13�setse � cso
(2.66)

süper logaritmik spiral e¼grisi için süper Lagrange enerji de¼geri elde edilir.

Örnek 2.2.12, Örnek 2.2.13 ve Örnek 2.2.14�de kulland¬¼g¬m¬z çözüm yolunda

görüldü¼gü üzere, zamana ba¼gl¬Euler-Lagrange enerji denklemlerini elde ederken,

demet yap¬s¬n¬kurma aşamas¬nda iki zaman parametresi (dünya zaman ve uzay

zaman) ile çal¬̧st¬k. Buradaki amac¬m¬z, en genel anlamdaki sonuca ulaşarak, hem

zaman de¼gi̧skeni için hem de enerji de¼geri için daha ayr¬nt¬l¬yorum yapabilmekti.

Şimdi bu örnekte ele ald¬¼g¬m¬z süper logaritmik spiral e¼grisi üzerinde hareketi

tek bir zaman parametresi kullanarak inceleyelim ve Euler-Lagrange enerji denk-

lemini bu tek bir zaman parametresini kullanarak çözelim. Buna göre, (2.55) ile

belirli olan süper logaritmik spiral e¼grisinin koordinatlar¬n¬gözönüne ald¬¼g¬m¬zda,

x (�) = r (�) cos � = aeb� cos �

y (�) = r (�) sin � = aeb� sin �

parametrik koordinatlar¬ile ifade edilebilir. Zamana ba¼gl¬Euler-Lagrange enerji

sistemini kurarak enerji de¼gerini elde etmek için, jet demet yap¬s¬n¬oluşturaca¼g¬z,

dolay¬s¬yla tek zaman parametresi ile oluşturulan bu jet demet yap¬n¬n koordinat

sistemi, (2.56) de aç¬klam¬̧s oldu¼gumuz şekilde türevsel koordinatlar¬n hesaplan-

mas¬ile

(t; a(t)eb(t)� cos �; a(t)eb(t)� sin �;

ate
b(t)� cos � + abte

b(t)� cos �; ate
b(t)� cos � + abte

b(t)� cos �)

= (tb; tse ; tso ; ab(tb)e
bb(tb)� cos �; ase(tse)e

bse (tse )� cos �; aso(tso)e
bso (tso )� cos �;

ab(tb)e
bb(tb)� sin �; ase(tse)e

bse (tse )� sin �; aso(tso)e
bso (tso )� sin �;

atbe
bb(tb)� cos � + abbtbe

bb(tb)� cos �; atsee
bse (tse )� cos � + asebtsee

bse (tse )� cos �;

atsoe
bso (tso )� cos � + asobtsoe

bso (tso )� cos �;

atbe
bb(tb)� sin � + abbtbe

bb(tb)� sin �; atsee
bse (tse )� sin � + asebtsee

bse (tse )� sin �;

atsoe
bso (tso )� sin � + asobtsoe

bso (tso )� sin �)

şeklinde olur.

68



Benzer şekilde bu çözüm için izlenen yol, (2.31) süper Euler-Lagrange denklemi-

nin genel formu olan (2.32) de uygulan¬rsa,

rtb
@2Lb
@tb@rtb

+ rtse
@2Lse
@tse@rtse

+ rtso
@2Lso
@tso@rtso

� rtb
@Lb
@rb

� rtse
@Lse
@rse

� rtso
@Lso
@rso

= 0

Euler-Lagrange enerji denklemi elde edilir. Burada,

rb = ab(tb)e
bb(tb)� ; rtb =

@rb
@tb

= atbe
bb(tb)� + abbtbe

bb(tb)�

rse = ase(tse)e
bse (tse )� ; rtse =

@rse
@tse

= atsee
bse (tse )� + asebtsee

bse (tse )�

rso = aso(tso)e
bso (tso )� ; rtso =

@rso
@tso

= atsoe
bso (tso )� + asobtsoe

bso (tso )�

şeklindedir. Yukar¬daki enerji denkleminin çözümü ile elde edece¼gimiz enerji

fonksiyonu,

L = L(r; t) = Lb(rb; tb) + Lse(rse ; tse) + Lso(rso ; tso)

formunda, yani, yar¬çap r ve zaman t ye ba¼gl¬elde edilmelidir. Buna göre,

@Lb
@tb

= �b ;
@Lse
@tse

= �se ;
@Lso
@tso

= �so

özel koşullar¬yukar¬da elde etti¼gimiz enerji denkleminde yerine yaz¬l¬rsa,

rtb

�
@�b
@rtb

� @Lb
@rb

�
+ rtse

�
@�se
@rtse

� @Lse
@rse

�
+ rtso

�
@�so
@rtso

� @Lso
@rso

�
= 0

elde edilir. Burada, yar¬çap r de¼geri s¬f¬r olamayaca¼g¬için denklemin çözümü,�
@�b
@rtb

� @Lb
@rb

�
= 0�

@�se
@rtse

� @Lse
@rse

�
= 0�

@�so
@rtso

� @Lso
@rso

�
= 0

durumlar¬için mevcuttur. Bu eşitliklerin çözümünden,

Lb =
rbcb + kb
ln tb

; Lse =
rsecse + kse
ln tse

; Lso =
rsocso + kso
ln tso

elde edilir. Buna göre, Euler-Lagrange enerji fonksiyonu,

L = Lb + Lse + Lso

=
rb (�) cb + kb

ln tb
+
rse (�) cse + kse

ln tse
+
rso (�) cso + kso

ln tso

=
r (�) c+ k

ln t

=
a (t) eb(t):c+ k

ln t
(2.67)
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şeklinde bulunur. Görüldü¼gü üzere (2.66)�de ve (2.67)�de elde etti¼gimiz her iki

durumdaki süper Euler-Lagrange enerji de¼geri r ve t ye ba¼gl¬d¬r.

2.3 Süper Hamilton Mekanik Sistemler

Bu bölümde, analitik mekani¼gin önemli konular¬ndan bir di¼geri olan Hamil-

ton mekanik sistemlerini süper uzayda inceleyece¼giz. Öncelikle, Bölüm-2.1 de

verilen süper jet demet yap¬s¬üzerinde, süper Hamilton enerji denklemini elde

etmek için gerekli geometrik yap¬lar¬tan¬mlayaca¼g¬z. Daha sonra bulunan süper

enerji denkleminin baz¬örnekler üzerinde uygulamalar¬n¬gösterece¼giz.

Tan¬m 2.3.1 (M�; �) süper simplektik manifold olmak üzere, L regüler süper

Lagrange fonksiyonuna kaŗs¬l¬k gelen ve

EL = V L� L

eşitli¼gi ile belirli olan enerji fonksiyonuna süper Hamilton enerji fonksiyonu denir

ve H :M� ! R� ile gösterilir.

M� süper simplektik manifoldunun koordinatlar¬ise (xi;
:
xi) = (xib; xis

:
xib;

:
xis)

olmak üzere, M� üzerinde

XH =
@H

@
:
xi

@

@xi
� @H
@xi

@

@
:
xi

=
@H

@
:
xib

@

@xib
� @H

@xib

@

@
:
xib
+
@H

@
:
xis

@

@xis
� @H

@xis

@

@
:
xis

(2.68)

olarak tan¬ml¬ vektör alan¬na süper Hamilton vektör alan¬ denir (Catteneo ve

Schaetz 2010).

Tan¬m 2.3.2 (M�; �) süper simplektik manifoldu üzerinde H süper Hamilton

enerji fonksiyonu, XH süper Hamilton vektör alan¬ olmak üzere ve (2.25) ile

verilen d süper diferensiyel formunun kullan¬lmas¬yla;

iXH� = dH (2.69)

denklemine süper Hamilton sistemlerinin süper simplektik (esas) formu ya da

süper Hamilton sistemleri dinamik denklemi denir.

Tan¬m 2.3.3 T �M� süper kotanjant demetinin süper uyarlanm¬̧s koordinat-

lar¬(xi;
:
xi) = (xib; xis

:
xib;

:
xis) olmak üzere,

�M� =
:
xidxi =

:
xibdxib +

:
xisdxis (2.70)
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olarak tan¬ml¬1-formuna süper Liouville form denir.

Buna ba¼gl¬olarak T �M� üzerinde,

�M� = �d��M = dxi ^ d
:
xi

= dxib ^ d
:
xib + dxis ^ d

:
xis (2.71)

süper simplektik formu süper kanonik simplektik form olarak adland¬r¬l¬r.

Tan¬m 2.3.4 (M�; �) simplektik manifold ve H : M� ! R, M� üzerinde

tan¬ml¬süper Hamilton fonksiyonu olsun. iXH� = dH denklemini sa¼glayan bir

tek XH süper vektör alan¬na, H Hamilton enerji fonksiyonu ile birleşen süper

Hamilton vektör alan¬denir.

Böylece,

iXH� = dH

süper simplektik form kullan¬l¬rsa,

@xib
@tb

=
@Hb
@
:
xib
,
@
:
xib
@tb

= �@Hb
@xib

@xis
@ts

=
@Hs
@
:
xis
,
@
:
xis
@ts

= �@Hs
@xis

(2.72)

denklemleri elde edilir. Bu denklemlere süper Hamilton denklemleri denir.

Buna göre,(2.72) ile belirli olan elde etti¼gimiz süper Hamilton enerji denklemi,

Teorem 2.3.5 ile ifade edilir.

Teorem 2.3.5: M�, m boyutlu bir süper manifold olmak üzere, T �M� süper

kotanjant demeti üzerinde, XH ; (2.68) ile ifade edilen süper Hamilton vektör

alan¬, �, (2.71) ile verilen süper kanonik simplektik form ve H süper Hamilton

fonksiyonu ile iXH� = dH eşitli¼ginin çözümlenmesi sonucunda süper Hamilton

enerji denklemleri (2.72) de ifade edildi¼gi gibi,

@xib
@tb

=
@Hb
@
:
xib
,
@
:
xib
@tb

= �@Hb
@xib

@xis
@ts

=
@Hs
@
:
xis
,
@
:
xis
@ts

= �@Hs
@xis

şeklinde elde edilir.

Zamana ba¼gl¬süper Hamilton sistemler, aşa¼g¬daki şekilde ifade edile-

cektir.

Tan¬m 2.3.6 (M�; �) simplektik manifold ve H : M� ! R�, M� üzerinde

tan¬ml¬süper Hamilton fonksiyonu olsun. iXHt� = dHt denklemini sa¼glayan bir

tek XHt süper vektör alan¬na, zamana ba¼gl¬süper Hamilton vektör alan¬denir.
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Böylece; XHt lokal olarak

XHt =
@

@t
+
@Ht
@
:
xi

@

@xi
� @Ht
@xi

@

@
:
xi

=
@

@tb
+
@

@ts
+
@Htb
@
:
xib

@

@xib
+
@Hts
@
:
xis

@

@xis
� @Htb
@xib

@

@
:
xib
� @Hts
@xis

@

@
:
xis

(2.73)

şeklinde ifade edilir (Holm ve di¼g. 2009).

� : I = (��; �) ! R� �M�, � > 0 için XHt süper vektör alan¬n¬n bir süper

integral e¼grisi olsun (Bruce 2014). Böylece,

� (t) = (t; xi (t) ;
:
xi (t))

(tb; ts; xib (tb) ; xis (ts) ;
:
xib (tb)

:
xis (ts)) (2.74)

ve ayr¬ca �, XHt�nin bir süper integral e¼grisi oldu¼gundan

:
� (t) = XHt (� (t)) =

@

@t
+Xt (xi (t) ;

:
xi (t))

=
@

@tb
+
@

@ts
+Xtb (xib (tb) ;

:
xib (tb)) +Xts (xis (ts) ;

:
xis (ts)) (2.75)

olur. Bu durumda

iXHt� = dHt

süper simplektik formu kullan¬larak

@xib
@tb

=
@Hb
@
:
xib
,
@
:
xib
@tb

= �@Hb
@xib

@xis
@ts

=
@Hs
@
:
xis
,
@
:
xis
@ts

= �@Hs
@xis

(2.76)

denklemleri elde edilir. Bu denklemlere zamana ba¼gl¬süper Hamilton denklemleri

denir.

Buna göre, (2.76) ile belirli olan elde etti¼gimiz zamana ba¼gl¬süper Hamilton

enerji denklemi, Teorem 2.3.7 ile ifade edilir.

Teorem 2.3.7 M�, m boyutlu bir süper manifold olmak üzere, (M�; �) simp-

lektik manifoldu üzerinde, (2.73) ile ifade edilenXHt zamana ba¼gl¬süper Hamilton

vektör alan¬, � süper integral e¼grisi ve Ht süper Hamilton fonksiyonu ile birlikte

iXHt� = dHt eşitli¼ginin çözümlenmesiyle (2.76)�da ifade edildi¼gi gibi zamana ba¼gl¬

süper Hamilton enerji denklemleri,

@xib
@tb

=
@Hb
@
:
xib
,
@
:
xib
@tb

= �@Hb
@xib

@xis
@ts

=
@Hs
@
:
xis
,
@
:
xis
@ts

= �@Hs
@xis

şeklinde elde edilir.
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2.3.1 Süper Hamilton Enerji Denklemleri

Bölüm 2.1�de tan¬mlad¬¼g¬m¬z J1E� süper jet demetini ele alal¬m. Bu demet

yap¬s¬ üzerindeki süper indirgenmi̧s koordinat sistemi (2.19) ile belirlenmi̧stir.

Hatta süper jet demet yap¬s¬ndan gelen süper türevsel koordinatlar burada da

(2.20) ile ayn¬ biçimde ifade edilir. Buna göre, verilen koordinat sistemi kul-

lan¬larak bölüm 1.3.2�de herhangi bir demet üzerinde tan¬ml¬olan süper Hamil-

ton mekanik sistemlerini süper jet demet yap¬s¬üzerinde oluşturabiliriz. Aşa¼g¬da

s¬ras¬yla bu geometrik yap¬lar tan¬mlanm¬̧st¬r.

Bölüm 2.1�de süper uzay¬n Öklid uzay¬na eş de¼ger oldu¼gunu, dolay¬s¬yla bir

manifold yap¬s¬na sahip oldu¼gunu belirtmi̧stik. Buna göre süper uzay üzerinde

bir süper kotanjant manifold yap¬s¬n¬n da var oldu¼gu aç¬kt¬r. Bu süper kotanjant

yap¬ile burada da (2.70) ile verilen süper Liouville form tan¬mlanabilir. O halde,

süper jet demet yap¬s¬üzerinde süper Liouville form

� =
:
xibdxib +

:
xisedxise �

:
xisodxiso

(2.77)

eşitli¼gi ile ifade edilir. (2.25) ile tan¬mlanan süper diferensiyel operatör kul-

lan¬larak elde edilen � = �d� süper kanonik simplektik formu aşa¼g¬daki biçimdedir.

� = �d� = dxib ^ d
:
xib + dxise ^ d

:
xise � dxiso ^ d

:
xiso

(2.78)

Süper uzayda Hamilton enerji denklemlerinin ispat¬için gerekli olan di¼ger geometrik

yap¬lar¬, aşa¼g¬da verdi¼gimiz süper Hamilton enerji denklemlerinin elde edili̧sini

gösteren teoremin ispat k¬sm¬nda sunaca¼g¬z.

Teorem 2.3.8 (E�; ��; R�) süper demet olmak üzere, J1E� süper jet demet

yap¬s¬üzerinde zamana ba¼gl¬Hamilton enerji denklemleri,

@Hb
@
:
xib

=
dxib
dtb

;
@Hse
@
:
xise

=
dxise
dtse

;
@Hso
@
:
xiso

=
dxiso
dtso

ve

�@Hb
@xib

=
d
:
xib
dtb

; �@Hse
@xise

=
d
:
xise
dtse

; �@Hso
@xiso

=
d
:
xiso
dtso

ile ifade edilir.
·Ispat Öncelikle, iXH� = dH süper simplektik formunu sa¼glayan XH süper

vektör alan¬n¬n süper Hamilton vektör alan¬olarak tan¬mland¬¼g¬n¬biliyoruz. Süper

jet demet yap¬s¬üzerinde süper Hamilton vektör alan¬,
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XH =
@

@tb
+

@

@tse
+

@

@tso
+ "ib

@

@xib
+ "ise

@

@xise
+ "iso

@

@xiso

+�ib
@

@
:
xib
+ �ise

@

@
:
xise

+ �iso
@

@
:
xiso

(2.79)

olarak ifade edilir. Böylece, (2.69) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa,

iXH� = "ibd
:
xib + "ised

:
xise � "isod

:
xiso � �ibdxib � �isedxise + �isodxiso

(2.80)

eşitli¼gi bulunur. Süper Hamilton enerji fonksiyonunun diferensiyeli ise

dH =
@Hb
@tb

dtb +
@Hse
@tse

dtse �
@Hso
@tso

dtso

+
@Hb
@xib

dxib +
@Hse
@xise

dxise �
@Hso
@xiso

dxiso

+
@Hb
@
:
xib
d
:
xib +

@Hse
@
:
xise

d
:
xise �

@Hso
@
:
xiso

d
:
xiso

(2.81)

şeklindedir. Bu süper 1-formlar¬n eşitlenmensiyle iXH� = dH süper simplektik

formu gerçeklenir. Bu eşitli¼gin sa¼glanmas¬yla çözüme gidilirse,

@Hb
@tb

=
@Hse
@tse

=
@Hso
@tso

= 0

�@Hb
@xib

= �ib;
@Hse
@xise

= ��ise ;
@Hso
@xiso

= ��iso

@Hb
@
:
xib

= "ib;
@Hse
@
:
xise

= "ise ; �
@Hso
@
:
xiso

= �"iso

(2.82)

eşitlikleri elde edilir. Sonuç olarak, (2.82)�de elde edilen eşitliklerin (2.79) süper

Hamilton vektör alan¬nda yerine yaz¬lmas¬yla,

XH =
@

@tb
+

@

@tse
+

@

@tso

+
@Hb
@
:
xib

@

@xib
+
@Hse
@
:
xise

@

@xise
+
@Hso
@
:
xiso

@

@xiso

�@Hb
@xib

@

@
:
xib
� @Hse
@xise

@

@
:
xise

� @Hso
@xiso

@

@
:
xiso

(2.83)
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süper Hamilton vektör alan¬bulunur. Di¼ger taraftan, (2.74) ile tan¬mlanan süper

integral e¼grisi süper jet demet yap¬s¬üzerinde,

� : I � R� �! J1E�

t = (tb; tse ; tso) �! �(t) = (tb; tse ; tso ; xib; xise ; xiso ;
:
xib;

:
xise ;

:
xiso)

şeklinde olup, bu süper integral e¼grisinin XH (� (t)) = �
0
(t) denklemini sa¼glaya-

ca¼g¬n¬biliyoruz. Buna göre, herhangi bir t an¬nda � e¼grisinin

�
0
(t) =

dtb
dtb

@

@tb
+
dtse
dtse

@

@tse
+
dtso
dtso

@

@tso

+
dxib
dtb

@

@xib
+
dxise
dtse

@

@xise
+
dxiso
dtso

@

@xiso

+
d
:
xib
dtb

@

@
:
xib
+
d
:
xise
dtse

@

@
:
xise

+
d
:
xiso
dtso

@

@
:
xiso

süper h¬z vektörü kullan¬larak XH (� (t)) = �
0
(t) denklemi çözüldü¼günde,

@Hb
@
:
xib

=
dxib
dtb

;
@Hse
@
:
xise

=
dxise
dtse

;
@Hso
@
:
xiso

=
dxiso
dtso

ve

�@Hb
@xib

=
d
:
xib
dtb

; �@Hse
@xise

=
d
:
xise
dtse

; �@Hso
@xiso

=
d
:
xiso
dtso

(2.84)

eşitlikleri elde edilir. (2.84) eşitliklerine süper uzay¬n zamana ba¼gl¬süper Hamil-

ton enerji denklemleri denir.

2.3.2 Uygulamalar

Bu k¬s¬mda, (2.84) ile verilen süper Hamilton enerji denkleminin baz¬yüzeyler

üzerinde incelenmesine dair örnekler verilmi̧stir. Burada amaç, süper enerji fonksi-

yonunu t zaman ve x konum de¼gerine göre elde ederek, süper Hamilton enerji

de¼gerini hesaplamakt¬r. Bu sayede oluşan hareket ve hareket esnas¬nda ortaya

ç¬kan süper Hamilton enerjisi için matematiksel hesaplaman¬n yan¬s¬ra �ziksel

yorum da yap¬labilir. Bu çal¬̧sma ile teorik �zikte kullan¬lan baz¬matematiksel

kavramlar¬daha somut hale getirebiliriz. Ayr¬ca bulunan diferensiyel denklem-

lerin çözümlenebilir oldu¼gunu görüp, okuyucuya çözüm metotlar¬hakk¬nda bilgi
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vermektedir. Çözüm fonksiyonunun bulunmas¬ ise ortaya ç¬kan enerji de¼gerini

hesaplamay¬avantajl¬k¬lar.

Örnek 2.3.9 (Süper Çember Örne¼gi)

Örnek 2.2.12�de Euler-Lagrange enerji de¼gerini hesaplad¬¼g¬m¬z süper çember

e¼grisini alal¬m. Yukar¬da Şekil 2.1, Şekil 2.2, Şekil 2.3 ile resmedilen süper çember

üzerindeki bir m parçac¬¼g¬n¬n hareketi Şekil 2.4�de gösterilmi̧stir. Bu örnekte,

süper uzayda,

� (�) = (t; r cos �; r sin �; u)

parametrik denklemi ile belirli olan süper çember e¼grisini göz önüne ald¬¼g¬m¬zda,

Şekil 2.4�de gördü¼gümüz süper uzayda al¬nan hareketli bir m parçac¬¼g¬n¬n süper

çember üzerine düştükten sonra, süper çember e¼grileri üzerindeki hareketi es-

nas¬nda ortaya ç¬kan süper Hamilton enerji fonksiyonunu araşt¬raca¼g¬z. Bu k¬s¬m-

da da uzay zaman¬s ve süper çember üzerinde geçen zaman¬ t parametresi ile

ifade edilsin. t ve s zaman parametreleri aras¬ndaki oran¬yine k ile gösterelim.

Süper çember e¼grisi üzerinde süper jet koordinat sistemi (2.33) ile belirlenmi̧s

olup

(s; t; r cos �; r sin �;
:
r cos �;

:
r sin �)

= (sb; sse ; sso ; tb; tse ; tso ; rb cos �; rse cos �; rso cos �; rb sin �; rse sin �; rso sin �;
:
tb;

:
tse ;

:
tso ;

:
rb cos �;

:
rse cos �;

:
rso cos �;

:
rb sin �;

:
rse sin �;

:
rso sin �)

şeklindedir.

Şimdi (2.33) koordinatlar¬n¬(2.84) denkleminde yerine yazarak süper Hamil-

ton enerji fonksiyonunu bulmaya çal¬̧sal¬m;

1)
dtb
dsb

=
@Hb

@
:
tb

2)
dtse
dsse

=
@Hse

@
:
tse

3)
dtso
dsso

=
@Hso

@
:
tso

4)
drb cos �

dsb
=

@Hb
@
:
rb cos �

5)
drse cos �

dsse
=

@Hse
@
:
rse cos �

6)
drso cos �

dsso
=

@Hso
@
:
rso cos �

7)
drb sin �

dsb
=

@Hb
@
:
rb sin �

8)
drse sin �

dsse
=

@Hse
@
:
rse sin �

9)
drso sin �

dsso
=

@Hso
@
:
rso sin �

10)
d
:
tb
dsb

= �@Hb
@tb
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11)
d
:
tse
dsse

= �@Hse
@tse

12)
d
:
tso
dsso

= �@Hso
@tso

13)
d
:
rb cos �

dsb
= � @Hb

@rb cos �
14)

d
:
rse cos �

dsse
= � @Hse

@rse cos �

15)
d
:
rso cos �

dsso
= � @Hso

@rso cos �
16)
d
:
rb sin �

dsb
= � @Hb

@rb sin �

17)
d
:
rse sin �

dsse
= � @Hse

@rse sin �
18)
d
:
rso sin �

dsso
= � @Hso

@rso sin �

(2.85)

süper Hamilton denklemleri elde edilir.

(2.85) denklemlerindeki (1), (2), (3) ve (10), (11), (12) düzenlenirse,

dtb
dsb

=
:
tb =

@Hb

@
:
tb
;

dtse
dsse

=
:
tse =

@Hse

@
:
tse
;

dtso
dsso

=
:
tso =

@Hso

@
:
tso

(2.86)

d
:
tb
dsb

= �@Hb
@tb

;
d
:
tse
dsse

= �@Hse
@tse

;
d
:
tso
dsso

= �@Hso
@tso

(2.87)

eşitlikleri bulunur. Aşa¼g¬daki ortak çözümlemeler yap¬ld¬¼g¬nda,

(4) + (7) = 2
@Hb
@
:
rb
=

:
rb

(5) + (8) = 2
@Hse
@
:
rse

=
:
rse

(6) + (9) = 2
@Hso
@
:
rso

=
:
rso (2.88)

ve

(13) + (16) = �2@Hb
@rb

=
d
:
rb
dsb

(14) + (17) = �2@Hse
@rse

=
d
:
rse
dsse

(15) + (18) = �2@Hso
@rso

=
d
:
rso
dsso

(2.89)
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elde edilir. (2.88) ve (2.89) denklem sistemlerinin ortak çözümünden,

�2@Hb
@rb

=
d
:
rb
dsb

= 2
@2Hb
@sb@

:
rb

�2@Hse
@rse

=
d
:
rse
dsse

= 2
@2Hse
@sse@

:
rse

�2@Hso
@rso

=
d
:
rso
dsso

= 2
@2Hso
@sso@

:
rso

(2.90)

bulunur. Di¼ger yandan (2.86) ve (2.87) denklemlerinin eşitlenmesiyle,

d
:
tb
dsb

=
@2Hb

@sb@
:
tb
= �@Hb

@tb

d
:
tse
dsse

=
@2Hse

@sse@
:
tse
= �@Hse

@tse

d
:
tso
dsso

=
@2Hso

@sso@
:
tso
= �@Hso

@tso
(2.91)

elde edilir. (2.90) �da t�ye göre türev al¬n¬rsa,

� @2Hb
@tb@rb

=
@3H

@tb@sb@
:
rb

� @2Hse
@tse@rse

=
@3H

@tse@sse@
:
rse

� @2Hso
@tso@rso

=
@3H

@tso@sso@
:
rso

(2.92)

Di¼ger taraftan (2.91) �de r�ye göre türev al¬n¬rsa,

� @2Hb
@tb@rb

=
@3Hb

@rb@sb@
:
tb

� @2Hse
@tse@rse

=
@3Hse

@rse@sse@
:
tse

� @2Hso
@tso@rso

=
@3Hso

@rso@sso@
:
tso

(2.93)

(2.92) ve (2.93) denklemlerinin birbirine eşitlenmesi ile
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body k¬s¬m için,

@

@sb

�
@2Hb
@tb@

:
rb

�
=

@

@sb

�
@2Hb

@rb@
:
tb

�

) @

@tb

�
@Hb
@
:
rb

�
=

@

@rb

�
@Hb

@
:
tb

�
) @

@tb

� :
rb
2

�
=

@

@rb

� :
tb

�
) 1

2

@

@tb

�
drb
dsb

�
=

@

@rb

�
dtb
dsb

�

(2.94)

çift soul k¬s¬m için,

@

@sse

�
@2Hse
@tse@

:
rse

�
=

@

@sse

 
@2Hse

@rse@
:
tse

!

) @

@tse

�
@Hse
@
:
rse

�
=

@

@rse

 
@Hse

@
:
tse

!

) @

@tse

� :
rse
2

�
=

@

@rse

� :
tse

�
) 1

2

@

@tse

�
drse
dsse

�
=

@

@rse

�
dtse
dsse

�
(2.95)

tek soul k¬s¬m için,

@

@sso

�
@2Hso
@tso@

:
rso

�
=

@

@sso

 
@2Hso

@rso@
:
tso

!

) @

@tso

�
@Hso
@
:
rso

�
=

@

@rso

 
@Hso

@
:
tso

!

) @

@tso

� :
rso
2

�
=

@

@rso

� :
tso

�
) 1

2

@

@tso

�
drso
dsso

�
=

@

@rso

�
dtso
dsso

�
(2.96)
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elde edilir. (2.94), (2.95) ve (2.96)�n¬n � sabitine göre çözümünden;

d2rb
dtbdsb

= 2
d2tb
drbdsb

) drb
dtb

= 2
dtb
drb

d2rse
dtsedsse

= 2
d2tse
drsedsse

) drse
dtse

= 2
dtse
drse

d2rso
dtsodsso

= 2
d2tso
drsodsso

) drso
dtso

= 2
dtso
drso

(2.97)

bulunur. Buna göre,

2

�b
= �b ) �b =

p
2

2

�se
= �se ) �se =

p
2

2

�so
= �so ) �so = �

p
2 (2.98)

de¼gerleri elde edilir. Sonuç olarak, süper yar¬çap de¼geri s ve süper zaman t para-

metrelerine göre;

drb
dtb

=
p
2) rb =

p
2tb =

p
2kbsb

drse
dtse

=
p
2) rse =

p
2tse =

p
2ksesse

drso
dtso

= �
p
2) rso = �

p
2tso = �

p
2ksosso

(2.99)

olur. Bu de¼gerler (2.88)�de yerine yaz¬l¬rsa,

2
@Hb
@
:
rb

=
:
rb ) Hb =

(
:
rb)

2

4
=

� :
tb

�2
2

=
(kb)

2

2

2
@Hse
@
:
rse

=
:
rse ) Hse =

(
:
rse)

2

4
=

� :
tse

�2
2

=
(kse)

2

2

2
@Hso
@
:
rso

=
:
rso ) Hso = �

(
:
rso)

2

4
= �

� :
tso

�2
2

= �(kso)
2

2

(2.100)

bulunur. Dolay¬s¬yla,

H = Hb +Hse +Hso

=
(kb)

2

2
+
(kse)

2

2
� (kso)

2

2
(2.101)
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süper çember e¼grisi üzerinde bir parçac¬¼g¬n süper Hamilton enerji de¼geri elde

edilmi̧s olur.

Örnek 2.3.10 (Süper Helis Örne¼gi)

Örnek 2.2.13�de Euler-Lagrange enerji de¼gerini hesaplad¬¼g¬m¬z süper helis e¼grisini

alal¬m. Yukar¬da Şekil 2.8 ve Şekil 2.9 ile resmedilen ve süper uzayda, (2.44)de

� (r; �) = (t; r cos �; r sin �; k�)

= �b (rb; �b) + �se (rse ; �se) + �so (rso ; �so)

= (tb; rb cos �; rb sin �; kb�; tse ; rse cos �; rse sin �; kse�;

tso ; rso cos �; rso sin �; kso�)

parametrik denklemi ile belirli olan süper helis e¼grisini göz önüne ald¬¼g¬m¬zda,

süper uzayda al¬nan hareketli bir m parçac¬¼g¬n¬n süper helis üzerine düştükten

sonra, süper helis e¼grileri yani her iki sarmal üzerindeki hareketi esnas¬nda ortaya

ç¬kan süper Hamilton enerji fonksiyonunu araşt¬raca¼g¬z. Bu k¬s¬mda da yine uzay

zaman¬s ve süper helis üzerinde geçen zaman¬t parametresi ile ifade edilsin. t

ve s zaman parametreleri aras¬ndaki oran¬yine k ile gösterelim.

Süper helis e¼grisi üzerinde süper jet koordinat sistemi (2.45) ile belirlenmi̧s

olup;

(sb; sse ; sso ; tb; tse ; tso ; rb cos �; rse cos �; rso cos �; rb sin �; rse sin �; rso sin �; kb�; kse�;

kso�;
:
tb;

:
tse ;

:
tso ;

:
rb cos �;

:
rse cos �;

:
rso cos �;

:
rb sin �;

:
rse sin �;

:
rso sin �; 0; 0; 0)

şeklindedir. Burada süper türevsel koordinatlar¬aç¬k olarak ifade etti¼gimizde,

:
tb =

@tb
@sb

:
tse =

@tse
@sse

:
tso =

@tso
@sso

:
rb =

@rb
@sb

:
rse =

@rse
@sse

:
rso =

@rso
@sso

olur.

Yukar¬da verilen süper jet koordinatlar¬(2.84) ile belirli olan süper Hamilton

enerji denklemlerinde yerine yaz¬l¬rsa,
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1)
dtb
dsb

=
@Hb

@
:
tb

2)
dtse
dsse

=
@Hse

@
:
tse

3)
dtso
dsso

=
@Hso

@
:
tso

4)
drb cos �

dsb
=

@Hb
@
:
rb cos �

5)
drse cos �

dsse
=

@Hse
@
:
rse cos �

6)
drso cos �

dsso
=

@Hso
@
:
rso cos �

7)
drb sin �

dsb
=

@Hb
@
:
rb sin �

8)
drse sin �

dsse
=

@Hse
@
:
rse sin �

9)
drso sin �

dsso
=

@Hso
@
:
rso sin �

10)
d
:
tb
dsb

= �@Hb
@tb

11)
d
:
tse
dsse

= �@Hse
@tse

12)
d
:
tso
dsso

= �@Hso
@tso

13)
d
:
rb cos �

dsb
= � @Hb

@rb cos �
14)

d
:
rse cos �

dsse
= � @Hse

@rse cos �

15)
d
:
rso cos �

dsso
= � @Hso

@rso cos �
16)
d
:
rb sin �

dsb
= � @Hb

@rb sin �

17)
d
:
rse sin �

dsse
= � @Hse

@rse sin �
18)
d
:
rso sin �

dsso
= � @Hso

@rso sin �

19)� @Hb
@tb

=
@0

@sb
20)� @Hse

@tse
=
@0

@sse

21)� @Hso
@tso

=
@0

@sso

(2.102)

denklemleri elde edilir. Bu denklemler içerisinde çözüme dahil olmayan eşitlikler

şunlard¬r;

22)
dHb
d0

=
@tb
@sb

23)
dHse
d0

=
dtse
dsse

24)
dHso
d0

=
dtso
dsso

:

(2.103)

Bu denklem sisteminde dikkat edilirse ilk on sekiz(18) denklem çember e¼grisine

ait olan Hamilton enerji denklemleridir. Dolay¬s¬yla Örnek 2.3.9�da yap¬lan ortak

çözümler ve düzenlemelere benzer olarak, 2.102�de elde edilen denklemlerdeki (1),
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(2), (3) ve (10), (11), (12) düzenlenirse,

dtb
dsb

=
:
tb =

@Hb

@
:
tb
;

dtse
dsse

=
:
tse =

@Hse

@
:
tse
;

dtso
dsso

=
:
tso =

@Hso

@
:
tso

(2.104)

d
:
tb
dsb

= �@Hb
@tb

;
d
:
tse
dsse

= �@Hse
@tse

;
d
:
tso
dsso

= �@Hso
@tso

(2.105)

eşitlikleri bulunur. Aşa¼g¬daki ortak çözümlemeler yap¬ld¬¼g¬nda,

(4) + (7) = 2
@Hb
@
:
rb
=

:
rb

(5) + (8) = 2
@Hse
@
:
rse

=
:
rse

(6) + (9) = 2
@Hso
@
:
rso

=
:
rso (2.106)

(13) + (16) = �2@Hb
@rb

=
d
:
rb
dsb

(14) + (17) = �2@Hse
@rse

=
d
:
rse
dsse

(15) + (18) = �2@Hso
@rso

=
d
:
rso
dsso

(2.107)

elde edilir. (2.106) ve (2.107) �nin ortak çözümünden,

�2@Hb
@rb

=
d
:
rb
dsb

= 2
@2Hb
@sb@

:
rb

�2@Hse
@rse

=
d
:
rse
dsse

= 2
@2Hse
@sse@

:
rse

�2@Hso
@rso

=
d
:
rso
dsso

= 2
@2Hso
@sso@

:
rso

(2.108)

(2.104) ve (2.105) denklemlerinin eşitlenmesiyle,

d
:
tb
dsb

=
@2Hb

@sb@
:
tb
= �@Hb

@tb

d
:
tse
dsse

=
@2Hse

@sse@
:
tse
= �@Hse

@tse

d
:
tso
dsso

=
@2Hso

@sso@
:
tso
= �@Hso

@tso
(2.109)

83



(2.108) nin t�ye göre türevi al¬n¬rsa,

� @2Hb
@tb@rb

=
@3H

@tb@sb@
:
rb

� @2Hse
@tse@rse

=
@3H

@tse@sse@
:
rse

� @2Hso
@tso@rso

=
@3H

@tso@sso@
:
rso

(2.110)

bulunur. Di¼ger taraftan (2.109) nin r�ye göre türevi al¬n¬rsa,

� @2Hb
@tb@rb

=
@3Hb

@rb@sb@
:
tb

� @2Hse
@tse@rse

=
@3Hse

@rse@sse@
:
tse

� @2Hso
@tso@rso

=
@3Hso

@rso@sso@
:
tso

(2.111)

elde edilir. (2.110) ve (2.111) denklemlerinin birbirine eşitlenmesi ile

body k¬s¬m için,

@

@sb

�
@2Hb
@tb@

:
rb

�
=

@

@sb

�
@2Hb

@rb@
:
tb

�
) @

@tb

�
@Hb
@
:
rb

�
=

@

@rb

�
@Hb

@
:
tb

�
) @

@tb

� :
rb
2

�
=

@

@rb

� :
tb

�
) 1

2

@

@tb

�
drb
dsb

�
=

@

@rb

�
dtb
dsb

�
(2.112)

çift soul k¬s¬m için,

@

@sse

�
@2Hse
@tse@

:
rse

�
=

@

@sse

 
@2Hse

@rse@
:
tse

!

) @

@tse

�
@Hse
@
:
rse

�
=

@

@rse

 
@Hse

@
:
tse

!
) @

@tse

� :
rse
2

�
=

@

@rse

� :
tse

�
) 1

2

@

@tse

�
drse
dsse

�
=

@

@rse

�
dtse
dsse

�
(2.113)
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tek soul k¬s¬m için,

@

@sso

�
@2Hso
@tso@

:
rso

�
=

@

@sso

 
@2Hso

@rso@
:
tso

!

) @

@tso

�
@Hso
@
:
rso

�
=

@

@rso

 
@Hso

@
:
tso

!
) @

@tso

� :
rso
2

�
=

@

@rso

� :
tso

�
) 1

2

@

@tso

�
drso
dsso

�
=

@

@rso

�
dtso
dsso

�
(2.114)

şeklindedir. (2.112), (2.113) ve (2.114) eşitliklerinin � sabitine göre çözümünden,

d2rb
dtbdsb

= 2
d2tb
drbdsb

) drb
dtb

= 2
dtb
drb

d2rse
dtsedsse

= 2
d2tse
drsedsse

) drse
dtse

= 2
dtse
drse

d2rso
dtsodsso

= 2
d2tso
drsodsso

) drso
dtso

= 2
dtso
drso

(2.115)

elde edilir. Buna göre,

2

�b
= �b ) �b =

p
2

2

�se
= �se ) �se =

p
2

2

�so
= �so ) �so = �

p
2 (2.116)

de¼gerleri bulunur. Sonuç olarak, süper yar¬çap de¼geri s ve t parametrelerine göre,

drb
dtb

=
p
2) rb =

p
2tb =

p
2kbsb

drse
dtse

=
p
2) rse =

p
2tse =

p
2ksesse

drso
dtso

= �
p
2) rso = �

p
2tso = �

p
2ksosso

(2.117)
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olur. Bu de¼gerler, (2.106)�da yerine yaz¬l¬rsa,

2
@Hb
@
:
rb

=
:
rb ) Hb =

(
:
rb)

2

4
=

� :
tb

�2
2

=
(kb)

2

2

2
@Hse
@
:
rse

=
:
rse ) Hse =

(
:
rse)

2

4
=

� :
tse

�2
2

=
(kse)

2

2

2
@Hso
@
:
rso

=
:
rso ) Hso = �

(
:
rso)

2

4
= �

� :
tso

�2
2

= �(kso)
2

2

(2.118)

bulunur ve dolay¬s¬yla

H = Hb +Hse +Hso

=
(kb)

2

2
+
(kse)

2

2
� (kso)

2

2
(2.119)

şeklinde süper helis e¼grisi için bir parçac¬¼g¬n süper Hamilton enerji de¼geri elde

edilmi̧s olur.

Elde edilen bu sonuç (19), (20) ve (21) eşitliklerinin de do¼grulu¼gunu kan¬tlar.

Örnek 2.3.11 (Süper Logaritmik Spiral Örne¼gi)

Örnek 2.2.14�de Euler-Lagrange enerji de¼gerini hesaplad¬¼g¬m¬z süper logarit-

mik spiral e¼grisini alal¬m. Yukar¬da Şekil 2.10 ve Şekil 2.11 ile resmedilen ve süper

uzayda, (2.55)�de

�(t) = (t; a(t)eb(t)� cos �; a(t)eb(t)� sin �)

= (tb; tse ; tso ; ab(tb)e
bb(tb)� cos �; ase(tse)e

bse (tse )� cos �; aso(tso)e
bso (tso )� cos �;

ab(tb)e
bb(tb)� sin �; ase(tse)e

bse (tse )� sin �; aso(tso)e
bso (tso )� sin �)

parametrik denklemi ile belirli olan süper logaritmik spiral e¼grisini göz önüne

ald¬¼g¬m¬zda, süper uzayda al¬nan hareketli bir m parçac¬¼g¬n¬n süper logaritmik

spiral üzerine düştükten sonra, süper spiral e¼grileri üzerindeki hareketi esnas¬nda

ortaya ç¬kan süper Hamilton enerji fonksiyonunu araşt¬raca¼g¬z. Bu k¬s¬mda da

yine uzay zaman¬s ve süper logaritmik spiral üzerinde geçen zaman¬t paramet-

resi ile ifade edilsin. t ve s zaman parametreleri aras¬ndaki oran¬yine k ile göstere-

lim.

Süper logaritmik spiral e¼grisi üzerinde süper jet koordinat sistemi (2.56) ile
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belirlenmi̧s olup,

(

sz }| {
sb; sse ; sso ;

tz }| {
tb; tse ; tso ;

r cos �z }| {
rb cos �; rse cos �; rso cos �;

r sin �z }| {
rb sin �; rse sin �; rso sin �;

:
tz }| {

:
tb;

:
tse ;

:
tso ;

:
r cos �z }| {

:
rb cos �;

:
rse cos �;

:
rso cos �;

:
r sin �z }| {

:
rb sin �;

:
rse sin �;

:
rso sin �)

şeklindedir. Burada süper türevsel koordinatlar¬aç¬k olarak ifade etti¼gimizde,

:
tb =

@tb
@sb

;
:
tse =

@tse
@sse

;
:
tso =

@tso
@sso

:
rb =

@rb
@sb

=
:
abe

bb� + �
:

bbabe
bb�

:
rse =

@rse
@sse

=
:
asee

bse� + �
:

bseasee
bse�

:
rso =

@rso
@sso

=
:
asoe

bso� + �
:

bsoasoe
bso�

olur. Burada,

rb = abe
bb� ; rse = asee

bse� ; rso = asoe
bso�

şeklinde yaz¬l¬r.

Yukar¬da verilen süper jet koordinatlar¬(2.84) ile belirli olan süper Hamilton

enerji denklemlerinde yerine yaz¬l¬rsa,

1)
dtb
dsb

=
@Hb

@
:
tb

2)
dtse
dsse

=
@Hse

@
:
tse

3)
dtso
dsso

=
@Hso

@
:
tso

4)
dabe

bb� cos �

dsb
=

@Hb

@ebb� cos �(
:
ab + ab

:

bb�)

5)
dasee

bse� cos �

dsse
=

@Hse

@ebse� cos �(
:
ase + ase

:

bse�)

6)
dasoe

bso� cos �

dsso
=

@Hso

@ebso� cos �(
:
aso + aso

:

bso�)

7)
dabe

bb� sin �

dsb
=

@Hb

@ebb� sin �(
:
ab + ab

:

bb�)
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8)
dasee

bse� sin �

dsse
=

@Hse

@ebse� sin �(
:
ase + ase

:

bse�)

9)
dasoe

bso� sin �

dsso
=

@Hso

@ebso� sin �(
:
aso + aso

:

bso�)

10)
d
:
tb
dsb

= �@Hb
@tb

11)
d
:
tse
dsse

= �@Hse
@tse

12)
d
:
tso
dsso

= �@Hso
@tso

13)
debb� cos �(

:
ab + ab

:

bb�)

dsb
= � @Hb

@abebb� cos �

14)
debse� cos �(

:
ase + ase

:

bse�)

dsse
= � @Hse

@asee
bse� cos �

15)
debso� cos �(

:
aso + aso

:

bso�)

dsso
= � @Hso

@asoe
bso� cos �

16)
debb� sin �(

:
ab + ab

:

bb�)

dsb
= � @Hb

@abebb� sin �

17)
debse� sin �(

:
ase + ase

:

bse�)

dsse
= � @Hse

@asee
bse� sin �

18)
debso� sin �(

:
aso + aso

:

bso�)

dsso
= � @Hso

@asoe
bso� sin �

(2.120)

denklemleri elde edilir. Bu denklem sisteminde dikkat edilirse on sekiz(18) denk-

lem çember e¼grisine ait olan Hamilton enerji denklemleridir. Dolay¬s¬yla Örnek

2.3.9�da yap¬lan ortak çözümler ve düzenlemelere benzer olarak, elde edilen denk-

lemlerindeki (1), (2), (3) ve (10), (11), (12) düzenlenirse,

dtb
dsb

=
:
tb =

@Hb

@
:
tb
;

dtse
dsse

=
:
tse =

@Hse

@
:
tse
;

dtso
dsso

=
:
tso =

@Hso

@
:
tso

(2.121)

d
:
tb
dsb

= �@Hb
@tb

;
d
:
tse
dsse

= �@Hse
@tse

;
d
:
tso
dsso

= �@Hso
@tso

(2.122)
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eşitlikleri bulunur. Aşa¼g¬daki ortak çözümlemeler yap¬ld¬¼g¬nda,

(4) + (7) = 2
@Hb

@ebb�(
:
ab + ab

:

bb�)
= ebb�(

:
ab + ab

:

bb�)

(5) + (8) = 2
@Hse

@ebse�(
:
ase + ase

:

bse�)
= ebse�(

:
ase + ase

:

bse�)

(6) + (9) = 2
@Hso

@ebso�(
:
aso + aso

:

bso�)
= ebso�(

:
aso + aso

:

bso�) (2.123)

ve

(13) + (16) = �2 @Hb
@abebb�

=
debb�(

:
ab + ab

:

bb�)

dsb

(14) + (17) = �2 @Hse
@asee

bse�
=
debse�(

:
ase + ase

:

bse�)

dsse

(15) + (18) = �2 @Hso
@asoe

bso�
=
debso�(

:
aso + aso

:

bso�)

dsso
(2.124)

elde edilir. (2.123) ve (2.124) �nin ortak çözümünden,

�2 @Hb
@abebb�

=
debb�(

:
ab + ab

:

bb�)

dsb
= 2

@2Hb

@sb@ebb�(
:
ab + ab

:

bb�)

�2 @Hse
@asee

bse�
=

debse�(
:
ase + ase

:

bse�)

dsse
= 2

@2Hse

@sse@e
bse�(

:
ase + ase

:

bse�)

�2 @Hse
@asoe

bso�
=

debso�(
:
aso + aso

:

bso�)

dsso
= 2

@2Hso

@sso@e
bso�(

:
aso + aso

:

bso�)

(2.125)

bulunur. (2.121) ve (2.122) denklemlerinin eşitlenmesiyle,

d
:
tb
dsb

=
@2Hb

@sb@
:
tb
= �@Hb

@tb

d
:
tse
dsse

=
@2Hse

@sse@
:
tse
= �@Hse

@tse

d
:
tso
dsso

=
@2Hso

@sso@
:
tso
= �@Hso

@tso
(2.126)
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olup (2.125) nin t�ye göre türevi al¬n¬rsa,

� @2Hb
@tb@abebb�

=
@3H

@tb@sb@ebb�(
:
ab + ab

:

bb�)

� @2Hse
@tse@asee

bse�
=

@3H

@tse@sse@e
bse�(

:
ase + ase

:

bse�)

� @2Hso
@tso@asoe

bso�
=

@3H

@tso@sso@e
bso�(

:
aso + aso

:

bso�)
(2.127)

elde edilir. Di¼ger taraftan, (2.126) nin r�ye göre türevi al¬n¬rsa,

� @2Hb
@tb@abebb�

=
@3Hb

@abebb�@sb@
:
tb

� @2Hse
@tse@asee

bse�
=

@3Hse

@asee
bse�@sse@

:
tse

� @2Hso
@tso@asoe

bso�
=

@3Hso

@asoe
bso�@sso@

:
tso

(2.128)

bulunur. (2.127) ve (2.128) denklemlerinin birbirine eşitlenmesi ile

body k¬s¬m için,

@

@sb

 
@2Hb

@tb@ebb�(
:
ab + ab

:

bb�)

!
=

@

@sb

�
@2Hb

@abebb�@
:
tb

�

) @

@tb

 
@Hb

@ebb�(
:
ab + ab

:

bb�)

!
=

@

@abebb�

�
@Hb

@
:
tb

�

) @

@tb

 
ebb�(

:
ab + ab

:

bb�)

2

!
=

@

@abebb�

� :
tb

�
) 1

2

@

@tb

�
dabe

bb�

dsb

�
=

@

@abebb�

�
dtb
dsb

�
(2.129)

çift soul k¬s¬m için,

@

@sse

 
@2Hse

@tse@e
bse�(

:
ase + ase

:

bse�)

!
=

@

@sse

 
@2Hse

@asee
bse�@

:
tse

!

) @

@tse

 
@Hse

@ebse�(
:
ase + ase

:

bse�)

!
=

@

@asee
bse�

 
@Hse

@
:
tse

!

) @

@tse

 
ebse�(

:
ase + ase

:

bse�)

2

!
=

@

@asee
bse�

� :
tse

�
) 1

2

@

@tse

�
dasee

bse�

dsse

�
=

@

@asee
bse�

�
dtse
dsse

�
(2.130)
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tek soul k¬s¬m için,

@

@sso

 
@2Hso

@tso@e
bso�(

:
aso + aso

:

bso�)

!
=

@

@sso

 
@2Hso

@asoe
bso�@

:
tso

!

) @

@tso

 
@Hso

@ebso�(
:
aso + aso

:

bso�)

!
=

@

@asoe
bso�

 
@Hso

@
:
tso

!

) @

@tso

 
ebso�(

:
aso + aso

:

bso�)

2

!
=

@

@asoe
bso�

� :
tso

�
) 1

2

@

@tso

�
dasoe

bso�

dsso

�
=

@

@asoe
bso�

�
dtso
dsso

�
(2.131)

(2.129), (2.130) ve (2.131) eşitliklerinin

dr

dt
=

daeb�

dt
= �

drb
dtb

=
dabe

bb�

dtb
= �b

drse
dtse

=
dasee

bse�

dtse
= �se

drso
dtso

=
dasoe

bso�

dtso
= �so

sabitine göre çözümünden,

d2abe
bb�

dtbdsb
= 2

d2tb
dabebb�dsb

) dabe
bb�

dtb
= 2

dtb
dabebb�

d2asee
bse�

dtsedsse
= 2

d2tse
dasee

bse�dsse
) dasee

bse�

dtse
= 2

dtse
dasee

bse�

d2asoe
bso�

dtsodsso
= 2

d2tso
dasoe

bso�dsso
) dasoe

bso�

dtso
= 2

dtso
dasoe

bso�

(2.132)
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elde edilir. Buna göre,

2

�b
= �b ) �b =

p
2

2

�se
= �se ) �se =

p
2

2

�so
= �so ) �so = �

p
2

de¼gerleri bulunur. Sonuç olarak, süper yar¬çap de¼geri s ve t parametrelerine göre,

dabe
bb�

dtb
=

p
2) abe

bb� =
p
2tb

dasee
bse�

dtse
=

p
2) asee

bse� =
p
2tse

dasoe
bso�

dtso
= �

p
2) asoe

bso� = �
p
2tso (2.133)

olur. Buradan,

dabe
bb�

dtb
=

p
2) abe

bb� =
p
2tb =

p
2kbsb

dasee
bse�

dtse
=

p
2) asee

bse� =
p
2tse =

p
2ksesse

dasoe
bso�

dtso
= �

p
2) asoe

bso� = �
p
2tso = �

p
2ksosso (2.134)

olup, bu de¼gerler (2.123)�de yerine yaz¬l¬rsa,

2
@Hb

@ebso�(
:
aso + aso

:

bso�)
= ebso�(

:
aso + aso

:

bso�)

) Hb =

�
ebso�(

:
aso + aso

:

bso�)
�2

4
=

� :
tb

�2
2

=
(kb)

2

2

2
@Hse

@ebse�(
:
ase + ase

:

bse�)
= ebse�(

:
ase + ase

:

bse�)

) Hse =

�
ebse�(

:
ase + ase

:

bse�)
�2

4
=

� :
tse

�2
2

=
(kse)

2

2

2
@Hso

@ebso�(
:
aso + aso

:

bso�)
= ebso�(

:
aso + aso

:

bso�)

) Hso = �

�
ebso�(

:
aso + aso

:

bso�)
�2

4
= �

� :
tso

�2
2

= �(kso)
2

2

(2.135)
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bulunur ve dolay¬s¬yla

H = Hb +Hse +Hso

=
(kb)

2

2
+
(kse)

2

2
� (kso)

2

2
(2.136)

süper logaritmik spiral e¼grisi üzerinde bir parçac¬¼g¬n süper Hamilton enerji de¼geri

elde edilmi̧s olur.
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3 SÜPER GRAF

3.1 Süper Graf Demet Yap¬lar¬

Bu bölümde, graf teorinin bölüm 1.3.4�de verilen temel tan¬mlar¬ndan yarar-

lanarak, geometrik yap¬lar, süper uzay yap¬s¬na uygun olarak tan¬mlanacakt¬r.

Tan¬m 3.1.1 �(V�; E�) graf¬ve M süper mani-foldu ve bu manifold üzerinde

köşelerin kümesi V�, kenarlar¬n kümesi E� olsun; Vi; Vj ler V� ¬n herhangi iki alt

cümlesi olmak üzere,

E� = Vi � Vj i; j = 1; 2; 3 (3.1)

olur. Buna göre, Vi � Vj nin herhangi bir aç¬k alt cümlesi UVi�Vj ve Rm �Rne �
Rno n¬n bir aç¬k alt cümlesi URm�Rne�Rno olsun. Bu cümleler üzerinde aşa¼g¬daki

şekilde homeomor�zmler tan¬mlanabilir;

�� : UVi�Vj ! URm�Rne�Rno (3.2)

dönüşümü 1-1 olmak üzere (UVi�Vj ; ��)ikilisine M de bir süper graf harita denir.

Buna göre,

1) [
Vi�Vj

UVi�Vj =M

2) 8Vi1 �Vj1 ; Vi2 �Vj2 için Vi1 �Vj1 \Vi2 �Vj2 6= ; olmak üzere �� � (���)�1

dönüşümü diferensiyellenebilirdir.

Yukar¬daki şartlar¬sa¼glayan Vi � Vj koleksiyonuna M�de bir süper graf atlas
denir.

Tan¬m 3.1.2 Yukar¬da tan¬mlad¬¼g¬m¬z süper graf harita ve süper graf atlas

yap¬lar¬ile birlikte süper graf manifoldunu aşa¼g¬daki şekilde resmedebiliriz (Şekil

3.1).
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Şekil 3.1: Süper graf manifoldun diferensiyellenebilir yap¬s¬n¬n gösterimi

Burada, V1 body k¬s¬m (b) a sahip olan köşelerin aç¬k alt cümlesi,

V2 soul çift k¬s¬m (se) a sahip olan köşelerin aç¬k alt cümlesi,

V3 soul tek k¬s¬m (so) a sahip olan köşelerin aç¬k alt cümlesi olsun. Buna

göre,

1. bölgede herhangi x ve y elemanlar¬(köşeleri) için x = xb; y = yb
2. bölgede herhangi x ve y elemanlar¬(köşeleri) için x = xb+xse ; y = yb+yse
3. bölgede herhangi x ve y elemanlar¬(köşeleri) için x = xse ; y = yse
4. bölgede herhangi x ve y elemanlar¬(köşeleri) için x = xb+xso ; y = yb+yso
5. bölgede herhangi x ve y elemanlar¬(köşeleri) için x = xb + xse + xso ; y =

yb + yse + yso

6. bölgede herhangi x ve y elemanlar¬(köşeleri) için x = xse+xso ; y = yse+yso
7. bölgede herhangi x ve y elemanlar¬(köşeleri) için x = xso ; y = yso
şeklindedir.
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Yukar¬daki şekilde resmetti¼gimiz süper graf manifold yap¬s¬için tan¬m-

lanan homeomor�zmler aşa¼g¬daki gibidir.

�b;b : V1(1)� V1(1)! [Rm

Burada, V1(1) � V1(1) kartezyen çarp¬m tan¬m kümesinin elemanlar¬ e(xb; yb)

şeklinde tan¬mlanan kenarlard¬r(ayr¬tlar).

�se;se : V2(3)� V2(3)! [Rne

Burada, V2(3)� V2(3) kartezyen çarp¬m tan¬m kümesinin elemanlar¬e(xse ; yse)

şeklinde tan¬mlanan kenarlard¬r(ayr¬tlar).

�so;so : V3(7)� V3(7)! [Rno

Burada, V3(7)� V3(7) kartezyen çarp¬m tan¬m kümesinin elemanlar¬e(xso ; yso)

şeklinde tan¬mlanan kenarlard¬r(ayr¬tlar).

�b;se : V1V2(2)� V1V2(2)! [(Rm �Rne)

Burada, V1V2(2)� V1V2(2) kartezyen çarp¬m tan¬m kümesinin elemanlar¬e(xb +

xse ; yb + yse) şeklinde tan¬mlanan kenarlard¬r(ayr¬tlar).

�b;so : V1V3(4)� V1V3(4)! [(Rm �Rno)

Burada, V1V3(4)�V1V3(4) kartezyen çarp¬m tan¬m kümesinin elemanlar¬e(xb+
xso ; yb + yso) şeklinde tan¬mlanan kenarlard¬r(ayr¬tlar).

�se;so : V2V3(6)� V2V3(6)! [(Rne �Rno)

Burada, V2V3(6)�V2V3(6) kartezyen çarp¬m tan¬m kümesinin elemanlar¬e(xse+
xso ; yse + yso) şeklinde tan¬mlanan kenarlard¬r(ayr¬tlar).

�b;se;so : V1V2V3(5)� V1V2V3(5)! [(Rm �Rne �Rno)

Burada, V1V2V3(5) � V1V2V3(5) kartezyen çarp¬m tan¬m kümesinin elemanlar¬

e(xb + xse + xso ; yb + yse + yso) şeklinde tan¬mlanan kenarlard¬r(ayr¬tlar).

�1b : V1(1)� V2V3(6)! [(Rm �Rne �Rno)

Burada, V1(1)�V2V3(6) kartezyen çarp¬m tan¬m kümesinin elemanlar¬e(xb; yse+
yso) şeklinde tan¬mlanan kenarlard¬r(ayr¬tlar).
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�2b : V1(1)� V1V2(2)! [(Rm �Rne)

Burada, V1(1)�V1V2(2) kartezyen çarp¬m tan¬m kümesinin elemanlar¬e(xb; yb+
yse) şeklinde tan¬mlanan kenarlard¬r(ayr¬tlar).

�3b : V1(1)� V1V3(4)! [(Rm �Rno)

Burada, V1(1)�V1V3(4) kartezyen çarp¬m tan¬m kümesinin elemanlar¬e(xb; yb+
yso) şeklinde tan¬mlanan kenarlard¬r(ayr¬tlar).

�4b : V1(1)� V1V2V3(5)! [(Rm �Rne �Rno)

Burada, V1(1)�V1V2V3(5) kartezyen çarp¬m tan¬m kümesinin elemanlar¬e(xb; yb+
yse + yso) şeklinde tan¬mlanan kenarlard¬r(ayr¬tlar).

�1se : V2(3)� V1V3(4)! [(Rm �Rne �Rno)

Burada, V2(3)�V1V3(4) kartezyen çarp¬m tan¬m kümesinin elemanlar¬e(xse ; yb+
yso) şeklinde tan¬mlanan kenarlard¬r(ayr¬tlar).

�2se : V2(3)� V1V2(2)! [(Rm �Rne)

Burada, V2(3)�V1V2(2) kartezyen çarp¬m tan¬m kümesinin elemanlar¬e(xse ; yb+
yse) şeklinde tan¬mlanan kenarlard¬r(ayr¬tlar).

�3se : V2(3)� V2V3(6)! [(Rne �Rno)

Burada, V2(3)�V2V3(6) kartezyen çarp¬m tan¬m kümesinin elemanlar¬e(xse ; yse+
yso) şeklinde tan¬mlanan kenarlard¬r(ayr¬tlar).

�4se : V2(3)� V1V2V3(5)! [(Rm �Rne �Rno)

Burada, V2(3)�V1V2V3(5) kartezyen çarp¬m tan¬m kümesinin elemanlar¬e(xse ; yb+
yse + yso) şeklinde tan¬mlanan kenarlard¬r(ayr¬tlar).

�1so : V3(7)� V1V2(2)! [(Rm �Rne �Rno)

Burada, V3(7)�V1V2(2) kartezyen çarp¬m tan¬m kümesinin elemanlar¬e(xso ; yb+
yse) şeklinde tan¬mlanan kenarlard¬r(ayr¬tlar).
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�2so : V3(7)� V1V3(4)! [(Rm �Rno)

Burada, V3(7)�V1V3(4) kartezyen çarp¬m tan¬m kümesinin elemanlar¬e(xso ; yb+
yso) şeklinde tan¬mlanan kenarlard¬r(ayr¬tlar).

�3so : V3(7)� V2V3(6)! [(Rne �Rno)

Burada, V3(7)�V2V3(6) kartezyen çarp¬m tan¬m kümesinin elemanlar¬e(xso ; yse+
yso) şeklinde tan¬mlanan kenarlard¬r(ayr¬tlar).

�4so : V3(7)� V1V2V3(5)! [(Rm �Rne �Rno)

Burada, V3(7)�V1V2V3(5) kartezyen çarp¬m tan¬m kümesinin elemanlar¬e(xso ; yb+
yse + yso) şeklinde tan¬mlanan kenarlard¬r(ayr¬tlar).

�1b;se : V1V2(2)� V3(7)! [(Rm �Rne �Rno)

Burada, V1V2(2)� V3(7) kartezyen çarp¬m tan¬m kümesinin elemanlar¬e(xb +

xse ; yso) şeklinde tan¬mlanan kenarlard¬r(ayr¬tlar).

�2b;se : V1V2(2)� V1V2V3(5)! [(Rm �Rne �Rno)

Burada, V1V2(2) � V1V2V3(5) kartezyen çarp¬m tan¬m kümesinin elemanlar¬

e(xb + xse ; yb + yse + yso) şeklinde tan¬mlanan kenarlard¬r(ayr¬tlar).

�1b;so : V1V3(4)� V2(3)! [(Rm �Rne �Rno)

Burada, V1V3(4)� V2(3) kartezyen çarp¬m tan¬m kümesinin elemanlar¬e(xb +

xso ; yse) şeklinde tan¬mlanan kenarlard¬r(ayr¬tlar).

�2b;so : V1V3(4)� V1V2V3(5)! [(Rm �Rne �Rno)

Burada, V1V3(4) � V1V2V3(5) kartezyen çarp¬m tan¬m kümesinin elemanlar¬

e(xb + xso ; yb + yse + yso) şeklinde tan¬mlanan kenarlard¬r(ayr¬tlar).

�1se;so : V2V3(6)� V1(1)! [(Rm �Rne �Rno)

Burada, V2V3(6)� V1(1) kartezyen çarp¬m tan¬m kümesinin elemanlar¬e(xse +

xso ; yb) şeklinde tan¬mlanan kenarlard¬r(ayr¬tlar).
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�2se;so : V2V3(6)� V1V2V3(5)! [(Rm �Rne �Rno)

Burada, V2V3(6) � V1V2V3(5) kartezyen çarp¬m tan¬m kümesinin elemanlar¬

e(xse + xso ; yb + yse + yso) şeklinde tan¬mlanan kenarlard¬r(ayr¬tlar).

�1b;se;so : V1V2V3(5)� V1(1)! [(Rm �Rne �Rno)

Burada, V1V2V3(5)�V1(1) kartezyen çarp¬m tan¬m kümesinin elemanlar¬e(xb+
xse + xso ; yb) şeklinde tan¬mlanan kenarlard¬r(ayr¬tlar).

�2b;se;so : V1V2V3(5)� V2(3)! [(Rm �Rne �Rno)

Burada, V1V2V3(5)�V2(3) kartezyen çarp¬m tan¬m kümesinin elemanlar¬e(xb+
xse + xso ; yse) şeklinde tan¬mlanan kenarlard¬r(ayr¬tlar).

�3b;se;so : V1V2V3(5)� V3(7)! [(Rm �Rne �Rno)

Burada, V1V2V3(5)�V3(7) kartezyen çarp¬m tan¬m kümesinin elemanlar¬e(xb+
xse + xso ; yso) şeklinde tan¬mlanan kenarlard¬r(ayr¬tlar).

�4b;se;so : V1V2V3(5)� V1V2(2)! [(Rm �Rne �Rno)

Burada, V1V2V3(5) � V1V2(2) kartezyen çarp¬m tan¬m kümesinin elemanlar¬

e(xb + xse + xso ; yb + yse) şeklinde tan¬mlanan kenarlard¬r(ayr¬tlar).

�5b;se;so : V1V2V3(5)� V1V3(4)! [(Rm �Rne �Rno)

Burada, V1V2V3(5) � V1V3(4) kartezyen çarp¬m tan¬m kümesinin elemanlar¬

e(xb + xse + xso ; yb + yso) şeklinde tan¬mlanan kenarlard¬r(ayr¬tlar).

�6b;se;so : V1V2V3(5)� V2V3(6)! [(Rm �Rne �Rno)

Burada, V1V2V3(5) � V2V3(6) kartezyen çarp¬m tan¬m kümesinin elemanlar¬

e(xb + xse + xso ; yse + yso) şeklinde tan¬mlanan kenarlard¬r(ayr¬tlar).

Bu homeomor�zmlere göre, graf teori yard¬m¬yla süper graf manifold üzerinde

köşelerin birleşimi ile elde etti¼gimiz kenarlar aşa¼g¬daki şekilde resmedilebilir. Yuka-

r¬daki her bir � dönüşümü dikkate al¬n¬rsa, ayn¬k¬s¬ma(parta) sahip olan köşeler

aras¬nda kenarlar do¼grusal, farkl¬k¬s¬ma sahip köşeler aras¬ndaki kenarlar e¼grisel

olacakt¬r. Çünkü farkl¬parta sahip köşeler birleşirken koordinat s¬ralamas¬dikkate
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al¬nmak şart¬yla(body, soul çift, soul tek) bu birleşim yönlenecek şöyle ki; çift

pariteden çift pariteye birleşimde saat yönünün tersi yani, pozitif yönlenme; çift

pariteden tek pariteye ya da tek pariteden çift pariteye birleşimde saat yönü yani,

negatif yönlenme olacakt¬r. Buna göre, süper uzaydaki koordinat yap¬s¬na uygun

olarak tan¬mlad¬¼g¬m¬z süper köşeler ve süper kenarlar, süper graf olarak aşa¼g¬daki

şekilde resmedilecektir (Şekil 3.2).

Şekil 3.2: Süper graf manifold üzerinde köşeler(vertex) ve kenarlar(edge)

Tan¬m 3.1.3 E� ve M�, süper C1-manifoldlar olsun. Yukar¬da tan¬m-

lad¬¼g¬m¬z süper graf atlas ve süper graf harita yap¬lar¬ile birlikte ayr¬ca süper graf

C1-manifoldlar olarak da tan¬mlanabilirler. Dolay¬s¬yla, E� ve M�, süper graf

C1-manifoldlar ve ��g : E� !M� bir süper graf C1-dönüşümü (bunu özel olarak

vertex-edge dönüşüm olarak da tan¬mlayabiliriz, yani ald¬¼g¬m¬z her köşelerin bir-

leşiminin oluşturdu¼gu kenarlar yine bu köşelerin bu dönüşüm ile kaŗs¬l¬k gelece¼gi

köşelerin birleşiminin oluşturdu¼gu kenarlara dönüşecektir) bir örten submersiyon

ise, (E�; ��g;M�) üçlüsüne süper graf li�i manifold denir. Burada E� süper graf

total uzay,M� süper graf taban uzay, ��g süper graf projeksiyon ve 8e 2M�kenar¬

için E�¬n (��g)�1 (e) alt cümlesine de süper graf lif denir.
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Buna göre, süper manifoldlar üzerinde tan¬ml¬olan koordinat sistemi benzer

şekilde süper graf manifold üzerinde de köşeler ve bunlar¬n oluşturdu¼gu kenarlar

ile tan¬mlanabilecektir.

Tan¬m 3.1.4 boyM� = m = (mb + mse + mso) ve boyE� = m + n =

(mb+mse+mso+nb+nse+nso) olmak üzere, U
�
Vi�Vj � E

� süper aç¬k alt cümlesi

üzerinde bir süper graf koordinat sistemi,

y�g : U�Vi�Vj ! Rmb+nb �Rmse+nse �Rmso+nso (3.3)

olsun.

pr�g1 : R
mb+nb �Rmse+nse �Rmso+nso ! Rmb �Rmse �Rmso

olmak üzere a; b 2 U�Vi�Vj için (burada a ve b birer kenar, örne¼gin a kenar¬ai� 2 Vi
ve aj� 2 Vj köşelerinin birleşimi olan kenard¬r)

��g(a) = ��g(b) = e =) pr�g1 (y
�g(a)) = pr�g1 (y

�g(b))

önermesi do¼gru ise, y�g e bir süper graf uyarlanm¬̧s koordinat sistemi denir.

Tan¬m 3.1.5 Yukar¬da yap¬lan süper graf tan¬mlamalar¬na göre kenarlar her

bir başlang¬ç köşelerine do¼gru yönlendirilebilir oldu¼gu için birinci jetler tanjant

vektörlerle ayn¬olacakt¬r. Dolay¬s¬yla, T �E �= J��g olur ve (E�; ��g;M�) süper

graf demeti üze-rinde süper gra�ar yard¬m¬yla zamana ba¼gl¬ mekanik sistem-

lerin hesaplanmas¬için gerekli olan demet yap¬s¬(J��g�; ��g;M�) şeklinde tan¬m-

lanacakt¬r. Buna göre, süper graf jet demet yap¬s¬n¬n koordinat sistemi,

(x; y; u) = (xb + xse + xso ; yb + yse + yso ; ub + use + uso) ; x 2M�; y 2 E�; u 2 J��g�

(3.4)

şeklindedir. Burada x, y köşeleri için, u = (x; y) =) y � x = u kenar¬na(x�den
y�ye do¼gru yönlü bir vektör) kaŗs¬l¬k gelir. Graf teoride bu şekilde tan¬mlanan u

koordinat¬art¬k jet demet yap¬s¬nda türevsel koordinata kaŗs¬l¬k gelecektir. Buna

göre süper graf manifoldu üzerinde tan¬mlanan türevsel koordinat bileşeni u şu

şekilde ifade edilir;

@yb
@xb

= ub şeklinde olup ub, xb ve yb köşelerinin birleşimi olan

e( xb; yb) kenar¬na kaŗs¬l¬k gelecektir,

@yse
@xse

= use şeklinde olup use, xse ve yse köşelerinin birleşimi olan

e(xse ; yse) kenar¬na kaŗs¬l¬k gelecektir,
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@yso
@xso

= uso şeklinde olup uso , xso ve yso köşelerinin birleşimi olan

e(xso ; yso) kenar¬na kaŗs¬l¬k gelecektir.

Burada, önceki bölümde ifade etti¼gimiz gibi, süper uzaydaki demet yap¬s¬n¬n

tan¬m¬ndan dolay¬, body part¬n body parta göre türevi, soul çift part¬n sol çift

parta göre türevi, sol tek part¬n sol tek parta göre türevi al¬nabilece¼ginden, ke-

nar(edge) koordinatlar¬n¬n bileşenleri de bu şekilde hareket edilerek ifade edilir.

Örne¼gin; yukar¬da süper graf manifold üzerinde tan¬mlad¬¼g¬m¬z

�3b;se;so : V1V2V3(5)� V3(7)! [(Rm �Rne �Rno)

homeomor�zmi göz önüne al¬n¬rsa ve V1V2V3(5) � V3(7) kartezyen çarp¬m tan¬m

kümesinin elemanlar¬e(xb + xse + xso ; yso) şeklinde tan¬mlanan ayr¬tlar oldu¼gu

kullan¬l¬rsa, buna göre, süper graf jet demet yap¬s¬n¬n koordinatlar¬ aşa¼g¬daki

şekilde olacakt¬r.

(xb + xse + xso| {z }
x

; yso|{z}
y

; �xb|{z}
ub

;�xse|{z}
use

; yso � xso| {z }
uso| {z }

u

)

3.2 Süper Graf Demet Yap¬lar¬Üzerinde Euler-Lagrange

Mekanik Sistemler ve Euler-Lagrange Enerji Denklem-

leri

Bu bölümde, süper graf demet yap¬s¬n¬n özellikleri ile birlikte süper graf

jet demet koordinatlar¬n¬kullanarak Euler-Lagrange mekanik sistemlerini kura-

ca¼g¬z. Zamana ba¼gl¬Euler-Lagrange enerji denklemlerini elde etmek için kur-

du¼gumuz bu mekanik sistem üzerinde, Bölüm 2� de de süper uzaydaki genel

formlar¬n¬n ele al¬nd¬¼g¬ üzere gerekli olan geometrik yap¬lar¬ art¬k süper graf

tan¬mlar¬yla oluşturmam¬z gerekiyor. Süper graf jet demet yap¬s¬n¬n koordinat

sistemine bakt¬¼g¬m¬zda, her ne kadar bir zaman parametresi görmesek de asl¬nda

u türevsel koordinat bileşenini göz önüne ald¬¼g¬m¬zda x köşesinden y köşesine gi-

den birleşmenin bir vektör oldu¼gunu ve bu yönlenmenin de zamana ba¼gl¬gerçek-

leşti¼gini düşünürüz. Buna göre, 3-boyutlu graf demet yap¬s¬ile çal¬̧s¬rken �ziksel

olarak zaman, çal¬̧smam¬z için do¼gal bir parametre gereksinimi durumunda olur.

Dolay¬s¬yla, gerekli olan geometrik yap¬lar, süper graf demet koordinat sistemi

ile ifade edilebilir ve bu yap¬lar ile ilgili Bölüm 2�de ayr¬nt¬l¬olarak incelenen
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bütün ispatlar geçerlili¼gini, bu süper graf demet koordinat sistemi ile oluşturulan

yap¬lar için de koruyacakt¬r. Buna göre süper graf demet yap¬s¬için,

süper yaklaş¬k tanjant yap¬;

J = (dyb + ubdxb)�
@

@ub
+ (dyse + usedxse)�

@

@use
� (dyso + usodxso)�

@

@uso

(3.5)

süper semi-spray;

" =
@

@xb
+

@

@xse
� @

@xso
+ub

@

@yb
+use

@

@yse
�uso

@

@yso
+ "ib

@

@ub
+ "se

@

@use
� "so

@

@uso

(3.6)

şeklinde ifade edilir. Dolay¬s¬yla, V süper Liouville vektör alan¬;

V = J (") = 2ub
@

@ub
+ 2use

@

@use
� 2uso

@

@uso
(3.7)

olur. Poincare Cartan 1-formunu ve Poincare Cartan 2-formunu tan¬mlayabilmek

için gerekli olan d diferensiyeli;

d =
@

@xb
dxb +

@

@xse
dxse �

@

@xso
dxso +

@

@yb
dyb +

@

@yse
dyse �

@

@yso
dyso

+
@

@ub
dub +

@

@use
duse �

@

@uso
duso (3.8)

şeklindedir ve buna göre Poincare Cartan 1-formu;

�L = dJL+ Ldt

= ub
@Lb
@ub

dxb + use
@Lse
@use

dxse � uso
@Lso
@uso

dxso

+
@Lb
@ub

dyb +
@Lse
@use

dyse +
@Lso
@uso

dyso

+Lbdxb + Lsedxse � Lsodxso (3.9)
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ve Poincare Cartan 2-formu;


L = ddJL+ dL ^ dx

= (dyb ^ dxb)
�
� @2Lb
@xb@ub

+ ub
@2Lb
@yb@ub

+
@Lb
@yb

�
+(dyse ^ dxse)

�
� @2Lse
@xse@use

+ use
@2Lse
@yse@use

+
@Lse
@yse

�
+(dyso ^ dxso)

�
� @2Lso
@xso@uso

+ uso
@2Lso
@yso@uso

+
@Lso
@yso

�
+(dub ^ dxb)

�
ub
@2Lb
@ub@ub

+
@Lb
@ub

�
+(duse ^ dxse)

�
use

@2Lse
@use@use

+
@Lse
@use

�
+(duso ^ dxso)

�
uso

@2Lso
@uso@uso

+
@Lso
@uso

�
+(dub ^ dyb)

�
@2Lb
@ub@ub

�
+(duse ^ dyse)

�
@2Lse
@use@use

�
+(duso ^ dyso)

�
@2Lso
@uso@uso

�
(3.10)

olur. Buna göre, i"
 = 
 (") = 0 denkleminin çözümü yap¬ld¬¼g¬nda süper Euler-

Lagrange denklemini verdi¼gi için, (2.29) da belirli olan dokuz(9) adet denklem

burada da elde edilecektir. Elde edilen bu non-lineer denklem sistemi sadece

süper graf demet yap¬s¬koordinatlar¬ile de¼gi̧siklik gösterecek olup, çözüm yolu

benzer biçimde yap¬lacakt¬r. Dolay¬s¬yla;

"ib = ub; "ise = use ; "iso = �uso (3.11)

koşulu alt¬nda,

�ub(1)� use(2) + uso(3) + (4) + (5)� (6)� ub(7)� use(8) + uso(9) = 0 (3.12)

çözümü yap¬ld¬¼g¬nda,

ub
@2Lb
@xb@ub

+ use
@2Lse
@xse@use

+ uso
@2Lso
@xso@uso

� ub
@Lb
@yb

� use
@Lse
@yse

� uso
@Lso
@yso

= 0

u
@2L

@x@u
� u@L

@y
= 0

u
@

@u

�
@L

@x

�
� u@L

@y
= 0

(3.13)

şeklinde süper uzayda süper graf demet yap¬s¬koordinatlar¬ile Euler-Lagrange

enerji denklemi elde edilir.
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Bu ise, aşa¼g¬daki Teorem 3.2.1�i ispatlar.

Teorem 3.2.1 E� ve M� süper manifoldlar, (E�; ��g;M�) süper graf demet

olsun. (J��g�; ��g;M�) süper graf jet demet yap¬s¬üzerinde süper Euler-Lagrange

enerji denklemi,

ub
@2Lb
@xb@ub

+ use
@2Lse
@xse@use

+ uso
@2Lso
@xso@uso

� ub
@Lb
@yb

� use
@Lse
@yse

� uso
@Lso
@yso

= 0

ile ifade edilir.

Örnek 3.2.2:

Bölüm 2�de yer alan, Örnek 2.2.14�de süper logaritmik spiral e¼grisi üzerinde

hesaplad¬¼g¬m¬z Euler-Lagrange enerji de¼gerini burada graf köşeleri kullanarak

hesaplayaca¼g¬z. Bu yöntem, yani graf noktalar¬kullanmak, e¼grinin e¼griliklerindeki

de¼gi̧sime göre hareketin daha elveri̧sli incelenmesine imkan sa¼glayacakt¬r.

Aşa¼g¬daki şekilde resmedildi¼gi gibi logaritmik spiral e¼grisi üzerinde hareketin

bir kesitini graf noktalar ile gösterebiliriz (Şekil 3.3). Bunun için, logaritmik spi-

ral e¼grisi üzerinde hareket, köşeler ve kenarlar diferensiyellenebilir graf manifold

üzerinde tan¬mlad¬¼g¬m¬z � dönüşümlerine uygun olarak seçilerek incelenecektir.

Şekil 3.3: Logaritmik spiral e¼grisi üzerinde � dönüşümlerine uygun olarak

seçilen köşeler(vertex) ve kenarlar(edge)

Tan¬m 3.1.5�de verilen süper graf demet yap¬s¬n¬n koordinatlar¬, bu e¼gri üze-

rinde

(x; y; u) =

0@ xz }| {
xb (�) ; xse (�) ; xso (�);

yz }| {
yb (�) ; yse (�) ; yso (�) ;

uz }| {
ub (�) ; use (�) ; uso (�)

1A
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şeklinde olaca¼g¬ndan, süper logaritmik spiral e¼grisinin graf demet koordinatlar¬

aşa¼g¬daki biçimde gösterilir.

(t; a(t)eb(t)� cos �; a(t)eb(t)� sin �; a(t)eb(t)� sin � � a(t)eb(t)� cos �)

Burada, t zaman parametresi ve

x = r (t) cos � = a(t)eb(t)� cos �

y = r (t) sin � = a(t)eb(t)� sin �

u = r (t) sin � � r (t) cos � = a(t)eb(t)� sin � � a(t)eb(t)� cos �
olmak üzere, süper graf demet koordinatlar¬, body, soul even ve soul odd

k¬ss¬mlara göre ayr¬nt¬l¬olarak ifade edildi¼ginde,

(tb; tse ; tso ; ab(tb)e
bb(tb)� cos �; ase(tse)e

bse (tse )� cos �; aso(tso)e
bso (tso )� cos �;

ab(tb)e
bb(tb)� sin �; ase(tse)e

bse (tse )� sin �; aso(tso)e
bso (tso )� sin �;

ab(tb)e
bb(tb)� sin � � ab(tb)ebb(tb)� cos �; ase(tse)ebse (tse )� sin � � ase(tse)ebse (tse )� cos �;

aso(tso)e
bso (tso )� sin � � aso(tso)ebso (tso )� cos �) (3.14)

şeklinde yaz¬l¬r. Bu süper graf demet koordinatlar¬ (2.31) deki süper Euler-

Lagrange enerji denkleminin genel formu olan (2.32)�
:
xib

@2Lb
@tb@

:
xib
+

:
xise

@2Lse
@tse@

:
xise

+
:
xiso

@2Lso
@tso@

:
xiso

�
�
�
:
xib
@Lb
@xib

+
:
xise

@Lse
@xise

+
:
xiso

@Lso
@xiso

�
= 0

denkleminde yerine yaz¬l¬rsa,

1

cos �

�
rb
@2Lb
@rb@rb

+ rse
@2Lse
@rse@rse

+ rso
@2Lso
@rso@rso

�

�(1� cot �)
�
rb
@Lb
@rb

+ rse
@Lse
@rse

+ rso
@Lso
@rso

�
= 0

(3.15)

bulunur. Buna göre, "(�) = cos � � cot � cos ec� katsay¬s¬kabulü ile Lagrange
enerji de¼geri,

L =
1

"(�)

�
e"(�)rb(t)cb + kb + e

"(�)rse (t)cse + kse + e
"(�)rso (t)cso + kso

�
=

1

"(�)
e"(�)r(t)c+ k (3.16)
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elde edilir.

Şekil 3.4: Hareketin, � dönüşümlerine uygun olarak seçilen alt¬tane

süper köşe(vertex) ve kenarlar(edge) ile gösterimi

Örne¼gin, yukar¬daki şekilde Şekil 3.4�de belirli olan süper logaritmik spiral

e¼grisi üzerinde diferensiyellenebilir graf manifold yap¬s¬ndaki � dönüşümlerine

uygun olarak belirlenen alt¬graf noktay¬izleyen parçac¬¼g¬n hareketini incelersek,

bu hareket sonundaki Lagrange enerji de¼geri;

L =
1

"(�)
[(e"(�)a1b(t)e

b1b(t))

+(e"(�)a2b(t)e
b2b(t) + e"(�)a2se (t)e

b2se (t))

+(e"(�)a3se (t)e
b3se (t))

+(e"(�)a4se (t)e
b4se (t) � e"(�)a4so (t)e

b4so (t))

+(e"(�)a5b(t)e
b5b(t) + e"(�)a5se (t)e

b5se (t) � e"(�)a5so (t)e
b5so (t))

+e"(�)a6b(t)e
b6b(t) ]c+ k (3.17)

olarak bulunur.

3.3 Süper Graf Demet Yap¬lar¬Üzerinde HamiltonMekanik

Sistemler ve Hamilton Enerji Denklemleri

Bu bölümde, süper graf demet yap¬s¬n¬n özellikleri ile birlikte süper graf

jet demet koordinatlar¬n¬kullanarak Hamilton mekanik sistemlerini kuraca¼g¬z.

Zamana ba¼gl¬ Hamilton enerji denklemlerini elde etmek için kurdu¼gumuz bu

mekanik sistem üzerinde, Bölüm 2�de de süper uzaydaki genel formlar¬n¬n ele

al¬nd¬¼g¬üzere gerekli olan geometrik yap¬lar¬art¬k süper graf tan¬mlar¬yla oluştu-

raca¼g¬z. Süper graf jet demet yap¬s¬n¬n koordinat sistemine bakt¬¼g¬m¬zda, Bölüm

3.2�de de ifade etti¼gimiz gibi, her ne kadar bir zaman parametresi görmesek de

asl¬nda u türevsel koordinat bileşenini göz önüne ald¬¼g¬m¬zda x köşesinden y köşe-

sine giden birleşmenin bir vektör oldu¼gunu ve bu yönlenmenin de zamana ba¼gl¬
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gerçekleşti¼gini düşünürüz. Buna göre, 3-boyutlu graf demet yap¬s¬ile çal¬̧s¬rken

�ziksel olarak zaman, çal¬̧smam¬z için do¼gal bir parametre gereksinimi durumunda

olur. Dolay¬s¬yla, gerekli olan geometrik yap¬lar, süper graf demet koordinat sis-

temi ile ifade edilebilir ve bu yap¬lar ile ilgili Bölüm 2�de ayr¬nt¬l¬olarak incelenen

bütün ispatlar geçerlili¼gini bu süper graf demet koordinat sistemi ile oluşturulan

yap¬lar için de koruyacakt¬r. Buna göre, Hamilton mekanik sistemler için gerekli

olan geometrik yap¬lar süper graf demet yap¬s¬üzerinde şu şekilde tan¬mlanacak-

t¬r;

süper Liouville form,

� = ubdyb + usedyse � usodyso (3.18)

eşitli¼gi ile ifade edilir. (2.25) ile tan¬mlanan süper diferensiyel operatör kul-

lan¬larak elde edilen � = �d� süper kanonik simplektik formu aşa¼g¬daki biçimdedir.

� = �d� = dyb ^ dub + dyse ^ duse � dyso ^ duso

(3.19)

Graf demet üzerinde Hamilton enerji denklemlerinin ispat¬için gerekli olan di¼ger

geometrik yap¬lar¬, aşa¼g¬da verdi¼gimiz Hamilton enerji denklemlerinin elde edili-

şini gösteren teoremin ispat k¬sm¬nda sunaca¼g¬z.

Teorem 3.3.1 E� ve M� süper manifoldlar, (E�; ��g;M�) süper graf demet

olsun. (J��g�; ��g;M�) süper graf jet demet yap¬s¬üzerinde süper Hamilton enerji

denklemleri,

@Hb
@ub

=
dyb
dxb

;
@Hse
@use

=
dyse
dxse

;
@Hso
@uso

=
dyso
dxso

ve

�@Hb
@yb

=
dub
dxb

; �@Hse
@yse

=
duse
dxse

; �@Hso
@yso

=
duso
dxso

ile ifade edilir.

·Ispat Öncelikle, iXH� = dH süper simplektik formunu sa¼glayan XH süper

vektör alan¬n¬n süper Hamilton vektör alan¬olarak tan¬mland¬¼g¬n¬biliyoruz. Süper

graf jet demet yap¬s¬üzerinde süper Hamilton vektör alan¬,
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XH =
@

@xb
+

@

@xse
+

@

@xso
+ "b

@

@yb
+ "se

@

@yse
+ "so

@

@yso

+�b
@

@ub
+ �se

@

@use
+ �so

@

@uso
(3.20)

şeklinde ifade edilir. Böylece, (2.69) eşitli¼gi kullan¬larak

iXH� = "bdub + "seduse � "soduso � �bdyb � �sedyse + �sodyso

(3.21)

eşitli¼gi bulunur. Süper Hamilton enerji fonksiyonunun diferensiyeli ise

dH =
@Hb
@xb

dxb +
@Hse
@xse

dxse �
@Hso
@xso

dxso

+
@Hb
@yb

dyb +
@Hse
@yse

dyse �
@Hso
@yso

dyso

+
@Hb
@ub

dub +
@Hse
@use

duse �
@Hso
@uso

duso

(3.22)

şeklindedir. Bu süper 1-formlar¬n eşitlenmensiyle iXH� = dH süper simplektik

formu gerçeklenir. Bu eşitli¼gin sa¼glanmas¬yla çözüme gidilirse,

@Hb
@xb

=
@Hse
@xse

=
@Hso
@xso

= 0

�@Hb
@yb

= �b;
@Hse
@yse

= ��se ;
@Hso
@yso

= ��so

@Hb
@ub

= "b;
@Hse
@use

= "se ; �
@Hso
@uso

= �"so

(3.23)

eşitlikleri elde edilir. Sonuç olarak, (2.82)�de elde edilen eşitliklerin (2.79) süper

Hamilton vektör alan¬nda yerine yaz¬lmas¬yla,

XH =
@

@xb
+

@

@xse
+

@

@xso

+
@Hb
@ub

@

@yb
+
@Hse
@use

@

@yse
+
@Hso
@uso

@

@yso

�@Hb
@yb

@

@ub
� @Hse
@yse

@

@use
� @Hso
@yso

@

@uso
(3.24)
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süper Hamilton vektör alan¬bulunur. Di¼ger taraftan, (2.74) ile tan¬mlanan süper

integral e¼grisi süper graf jet demet yap¬s¬üzerinde,

� : I � R� �! J1E�

t �! �(t) = (xb; xse ; xso ; yb; yse ; yso ; ub; use ; uso) (3.25)

şeklinde olup, bu süper integral e¼grisinin XH (� (t)) = �
0
(t) denklemini sa¼glaya-

ca¼g¬n¬biliyoruz. Buna göre, herhangi bir t an¬nda � e¼grisinin

�
0
(t) =

dxb
dxb

@

@xb
+
dxse
dxse

@

@xse
+
dxso
dxso

@

@xso

+
dyb
dxb

@

@yb
+
dyse
dxse

@

@yse
+
dyso
dxso

@

@yso

+
dub
dxb

@

@ub
+
duse
dxse

@

@use
+
duso
dxso

@

@uso

(3.26)

süper h¬z vektörü kullan¬larak XH (� (t)) = �
0
(t) denklemi çözüldü¼günde,

@Hb
@ub

=
dyb
dxb

;
@Hse
@use

=
dyse
dxse

;
@Hso
@uso

=
dyso
dxso

ve

�@Hb
@yb

=
dub
dxb

; �@Hse
@yse

=
duse
dxse

; �@Hso
@yso

=
duso
dxso

(3.27)

olacak şekilde süper uzayda graf demet yap¬s¬üzerinde (3.27) ile ifade edilen süper

Hamilton enerji denklemleri elde edilir.

Örnek 3.3.2

Örnek 3.2.2�de süper logaritmik spiral e¼grisi üzerinde ve süper graf demet

yap¬s¬için hesaplad¬¼g¬m¬z Euler-Lagrange enerji de¼gerini bu örnekte Hamilton e-

nerji de¼geri için hesaplayaca¼g¬z. Tan¬m 3.1.5�de verilen süper graf demet yap¬s¬n¬n

koordinatlar¬, bu e¼gri üzerinde

(x; y; u) = (xb (�) ; xse (�) ; xso (�) ; yb (�) ; yse (�) ; yso (�) ; ub (�) ; use (�) ; uso (�))

şeklinde olup, süper logaritmik spiral e¼grisinin de koordinatlar¬(3.14) ile belirlidir.

Burada, i̧slemlerde kolayl¬k olmas¬aç¬s¬ndan a(t)eb(t)� = r(t) k¬saltmas¬yap¬l¬rsa,

süper logaritmik spiral e¼grisi üzerinde süper graf demet yap¬s¬için koordinatlar,
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(t; a(t)eb(t)� cos �; a(t)eb(t)� sin �; a(t)eb(t)� sin � � a(t)eb(t)� cos �)

= (tb; tse ; tso ; rb(t) cos �; rse(t) cos �; rso(t) cos �;

rb(t) sin �; rse(t) sin �; rso(t) sin �;

rb(t)(sin � � cos �); rse(t)(sin � � cos �);

rso(t)(sin � � cos �)) (3.28)

şeklinde ifade edilir. Bu süper graf jet demet yap¬s¬ için tan¬mlad¬¼g¬m¬z koor-

dinatlar, (3.27) de elde etti¼gimiz süper Hamilton enerji denklemlerinde yerine

yaz¬l¬rsa,

@Hb
@rb(sin � � cos �)

=
drb sin �

drb cos �
=) @Hb

@rb
=
drb
drb

tan �(sin � � cos �) (3.29)

� @Hb
@rb sin �

=
drb(sin � � cos �)

drb cos �
=) @Hb

@rb
= �drb

drb
tan �(sin � � cos �) (3.30)

(3.29) ve (3.30) denklemlerinden,

@Hse
@rse(sin � � cos �)

=
drse sin �

drse cos �
=) @Hse

@rse
=
drse
drse

tan �(sin � � cos �) (3.32)

� @Hse
@rse sin �

=
drse(sin � � cos �)

drse cos �
=) @Hse

@rse
= �drse

drse
tan �(sin � � cos �) (3.33)

(3.32) ve (3.33) denklemlerinden,

Hse = �rse tan �(sin � � cos �) + cse (3.34)

elde edilir.

@Hso
@rso(sin � � cos �)

=
drso sin �

drso cos �
=) @Hso

@rso
=
drso
drso

tan �(sin � � cos �) (3.35)

� @Hso
@rso sin �

=
drso(sin � � cos �)

drso cos �
=) @Hso

@rso
= �drso

drso
tan �(sin � � cos �) (3.36)
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(3.32) ve (3.33) denklemlerinden,

Hso = �rso tan �(sin � � cos �) + cso (3.37)

elde edilir. Buna göre, süper Hamilton enerji fonksiyonu,

H = Hb +Hse +Hso

= � tan �(sin � � cos �)(rb + rse + rso) + cb + cse + cso (3.38)

bulunur.

Burada,

ub = yb � xb = rb sin � � rb cos �

use = yse � xse = rse sin � � rse cos �

urso = yrso � xrso = rrso sin � � rrso cos �

koordinat eşitlikleri yerine yaz¬l¬rsa,

H = � tan �(ub + use + uso) + cb + cse + cso

= � tan � u+ c (3.39)

elde edilir.

u, x ve y köşe noktalar¬aras¬ndaki kenar¬ifade etti¼ginden, (3.39)�da u, ba¼glan-

t¬y¬oluşturdu¼gu köşe noktalar aras¬ndaki uzunlu¼gu ifade eder ki, bu da, ayr¬ca

� aç¬s¬da sabit oldu¼gundan tan � u + c toplam¬n¬n sabit bir de¼gere kaŗs¬l¬k gele-

ce¼gini gösterir. Dolay¬s¬yla, Hamilton enerji de¼geri yine sabit olarak bulunmuş

olur. Buradaki poziti�ik ve negati�ik durumu yön ve parite kavram¬ile ilgili olup,

Hamilton enerji de¼gerinin sabitli¼gine engel bir durum de¼gildir. Ayr¬ca, (3.38)�de

H�nin tan¬ml¬olabilmesi için � 6= 0; �
2
olmal¬d¬r. � = 0 ve � =

�

2
iken bir spiral

tan¬mlayamayaca¼g¬m¬z için graf demet yap¬s¬ile çal¬̧s¬rken de buldu¼gumuz enerji

de¼gerinin kabullerle uyumlu oldu¼gu söylenebilir.

Sonuç olarak, (3.38) denklemi logaritmik spiral e¼grisi koordinatlar¬na göre,

H = � tan �(sin ��cos �)(ab(tb)ebb(tb)�+ase(tse)ebse (tse )�+aso(tso)ebso (tso )�)+cb+cse+cso

(3.40)
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şeklinde ifade edilir.

Örne¼gin, Şekil 3.4�de belirli olan süper logaritmik spiral e¼grisi üzerinde diferen-

siyellenebilir graf manifold yap¬s¬ndaki � dönüşümlerine uygun olarak belirlenen

alt¬graf noktay¬ izleyen parçac¬¼g¬n hareketini incelersek, bu hareket sonundaki

Hamilton enerji de¼geri,

H = tan �(sin � � cos �)[(a1b(tb)eb1b(tb)�)

+(a2b(tb)e
b2b(tb)� � a2so(tso)eb2so (tso )�)

+(a3se(tse)e
b3se (tse )�)

+(a4se(tse)e
b4se (tse )� � a4so(tso)eb4so (tso )�)

+(a5b(tb)e
b5b(tb)� + a5se(tse)e

b5se (tse )� � a5so(tso)eb5so (tso )�)

+a6b(tb)e
b6b(tb)�] + c (3.41)

olarak elde edilir.
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4 SONUÇ VE DE¼GERLEND·IRME

Son y¬llarda, zamana ba¼gl¬olan mekanik sistemlerde, o mekanik sistemi ifade

eden Lagrange-Hamilton mekanik denklemleri ve sistemin enerji geçi̧s denklemleri

ile herhangi bir zaman aral¬¼g¬nda enerji da¼g¬l¬m-kay¬p seviyelerini elde etmek için

çal¬̧san araşt¬rmac¬lar¬n baş¬nda M. De Leon, G. Sardanashvily, M Mangiarotti,

Carden, Titorenka, Carinena v.b. gelmektedir. Bulunan ve zamanla geli̧stirilen

bu ilke ve yöntemlerin tümü bugün analitik dinamik olarak bilinmektedir.

Di¼ger yandan süper manifoldlar, 1970�lerde Berezin, Leites ve Konstant taraf¬n-

dan kuantum teorisi için matematiksel bir yap¬olarak tan¬t¬lm¬̧st¬r.

Süper manifoldlar üzerine çal¬̧smalar devam ederken süper simetri keşfedilmi̧s

ve bu çal¬̧smalar bu katk¬ ile devam etmi̧stir. Bu arada, Ronan Plesser�a ait

çal¬̧smalarda ayna simetrisi yap¬s¬na benzer olarak süper simetri geli̧stirilmi̧s ve

üzerinde mekanik ve kinematik çal¬̧smalar yap¬labilece¼gi görülmüştür.

(Tozak ve di¼g. 2018) çal¬̧smalar¬nda, süper uzayda e¼griyi tan¬mlayarak, skalar

çarp¬m ve ortogonallik için yeni yaklaş¬mlarda bulunmuşlard¬r. Bunun yan¬s¬ra,

araşt¬rmac¬lar¬n yapm¬̧s oldu¼gu çal¬̧smalarda kinematik sistemlerin analitik hesap-

lama metotlar¬yla hareket denklemlerini elde ettikleri görülmektedir. Biz, bu

çal¬̧smada, hareketin başlang¬c¬ndan itibaren hareketli parçac¬¼g¬n konumunun ve

h¬z¬n¬n nas¬l de¼gi̧sece¼gi, hareketin nas¬l sonlanaca¼g¬hakk¬nda daha kolay model-

leme yapabilmek için özellikle uzay-zaman kavram¬ile çal¬̧smay¬tercih ettik. Bu

sayede kurulacak modelleme ile sistemin konum-h¬z gra�klerinin daha kolay elde

edilece¼gini düşündük.

Süper manifoldlar üzerinde h¬z kavram¬n¬ tan¬mlamak için, mekanik çal¬̧s-

malarda bize kolayl¬k sa¼glamas¬aç¬s¬ndan jet manifold ve jet demet yap¬lar¬ndan

yararland¬k. Bu sayede �ziksel yorumlar¬n yap¬labilmesi ve sonuçlar¬n daha güve-

nilir ç¬kmas¬amaçlanm¬̧st¬r.

Çal¬̧smam¬z¬n birinci bölümünde, daha önceki yüksek lisans ve doktora çal¬̧s-

malar¬m¬zda (Aycan 1999, Aycan 2003, Da¼gl¬2012) elde etti¼gimiz ve di¼ger baz¬

araşt¬rmac¬lar¬n çal¬̧smalar¬nda (Crampin 1981, De Leon ve Rodrigues 1989, De

Leon ve di¼g.1996, Giechetta ve di¼g. 2002, Mangiarotti ve Sardanashvily 2000,

Sardanashvily 1998, Sardanashvily 2013) sunduklar¬; çal¬̧smam¬z¬n temelini teşkil

eden mekanik yap¬lar¬n, jet demetlerin temel unsurlar¬n¬sunduk. Ayr¬ca, süper

uzay yap¬s¬nda gerekli olan temel kavramlar¬da ifade ettik. Fakat sayfa 17-18

de verilen süper say¬larla ilgili özelliklerin çal¬̧st¬¼g¬m¬z kaynaklarda ispatlar¬n¬bu-

lamad¬¼g¬m¬z için bu özelliklerin daha iyi anlaş¬lmas¬ ad¬na her birini ayr¬ ayr¬

ispatlad¬k. Bu ispatlar konunun daha iyi anlaş¬lmas¬, ileriki sayfalarda say¬tip-
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lerinin daha iyi analiz edilmesi için önem taş¬maktad¬r. Sayfa 22 de süper vektör

uzay¬yap¬s¬n¬da gerekli aksiyomlar¬n sa¼gland¬¼g¬n¬görmek için detayl¬olarak in-

celedik. Yine sayfa 25 ve 26 da tan¬mlad¬¼g¬m¬z süper manifoldun harita ve atlas

yap¬s¬n¬, diferensiyel yap¬n¬n diyagram¬n¬göz önüne alarak Şekil 1.3 ve Şekil 1.4

üzerinde gösterdik. Kulland¬¼g¬m¬z kaynaklarda, koordinat sistemleri üstü kapal¬

geçildi¼gi için, bu yap¬n¬n daha net olarak tan¬t¬lmas¬n¬amaçlad¬k.
·Ikinci bölümde, süper demetlerin üzerinde jet yap¬lar¬n¬ oluşturduk. Bu-

rada jet koordinatlar¬bulmak için süper uzayda türevin nas¬l al¬nd¬¼g¬n¬bilmemiz

gerekiyordu. Burada dikkat edilmesi gereken husus, türev al¬rken fonksiyonlar¬n

tek pariteye sahip olduklar¬k¬s¬mlar¬ndan negatif(-) i̧saretinin gelmesidir. E¼ger,

(-) i̧sareti dikkate al¬nmazsa sonuçlar süper simetrik uzay modeli ile uyumsuz ç¬k-

maktad¬r. Bu nedenle parite kavram¬, fonksiyonlarda da aynen say¬lar gibi even-

odd (çift-tek) yap¬lar¬önemlidir. Bu bölümde, ayr¬ca, baz uzay olarak reel uzay¬

almaktaki amac¬m¬z, henüz farkl¬uzay yap¬lar¬için süper simetri çal¬̧smalar¬n¬n

olmamas¬, di¼ger yandan reel uzayda buldu¼gumuz sonuçlar¬klasik sonuçlarla ve

önceki çal¬̧smalar¬m¬zdaki sonuçlarla kaŗs¬laşt¬rmam¬z¬n daha uygun olmas¬d¬r.

Tabi ki jet koordinatlar tan¬mlan¬rken tek ve çift k¬s¬mlar için türevin detayl¬

de¼gerlendirilmesi gerekliydi. Bu nedenle, koordinatlar¬m¬z¬, body ve soul k¬s¬m-

lar¬n¬n yan¬ s¬ra body, çift soul ve tek soul k¬s¬mlar olaracak şekilde ele ald¬k.

Buna göre jet koordinatlar¬m¬z¬belirledik. Bu detayl¬inceleme, bize enerji denk-

lemlerinin çözümünde koordinat say¬s¬n¬n artmas¬bak¬m¬ndan büyük bir zorluk

getirdi¼gi gibi, enerji denklemlerinin elde edilip yorumlanmas¬nda da detayl¬bir

sonuç elde etmemizi sa¼glam¬̧st¬r. Bu bölümün sonunda çember, helis ve logaritmik

spiral e¼grileri üzerinde bir hareketli parçac¬¼g¬n enerji denklemlerini ç¬kard¬¼g¬m¬z

üç örnek sunduk. Süper uzayda, te¼get vektörü çizerken sa¼g el kural¬ndan yarar-

land¬¼g¬m¬z¬ biliyorduk. Ama bu çal¬̧sma için vektörün even-odd k¬s¬mlar¬ göz

önüne al¬nd¬¼g¬nda bu çizimler nas¬l olur sorusu önemliydi. Yapt¬¼g¬m¬z araşt¬r-

malar, bizi yön kavram¬na götürdü. Böylece Şekil 2.2 ve Şekil 2.3 ortaya ç¬kt¬.

Sonuçta, gerekli denklemler çözüldü¼günde (2.43) ile verilen çember için Euler-

Lagrange enerji denklemi elde edildi. Bizim Lagrange enerji yap¬lar¬üzerine daha

önce yapt¬¼g¬m¬z çal¬̧smalar¬m¬zda Lagrange enerji denklemleri uzay ve dünya za-

manlar¬aras¬ndaki orana dayal¬olarak üstel fonksiyona ba¼gl¬ç¬kmaktayd¬(Da¼gl¬

2012). Bundan farkl¬olarak bu çal¬̧smada, sadece uzay ve dünya zaman aras¬n-

daki orana dayal¬ ama polinomsal bir fonksiyona benzer sonuçlar bulunmuş-

tur. Üstel fonksiyonlara dayal¬ sonuçlar buldu¼gumuz çal¬̧smalar¬m¬zda zaman

aral¬¼g¬geni̧sledikçe enerjinin çok fazla düşüşe geçti¼gi söylenmekteydi (Da¼gl¬2012).

Fakat ilginçtir ki, fonksiyon tipimiz farkl¬olsa da ayn¬yorumlar, bu çal¬̧smadaki
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sonuçlar için de geçerlidir. Yani, elde edilen sonuçlarda, enerji korunumlar¬ ile

ilgili yap¬labilecek yorumlar ayn¬d¬r. Bu ise bize çal¬̧smam¬z¬n geçerlili¼gi ve do¼gru-

lu¼gu konusunda net bir aç¬klama getirmektedir. Yine Örnek 2.2.13�de süper helis

yap¬s¬n¬çal¬̧smak için ele ald¬¼g¬m¬zda, araşt¬rmalar¬m¬z¬n sonucu DNA modeli ile

kaŗs¬laşt¬k. Yine ilginçtir ki biyologlarla yapt¬¼g¬m¬z çal¬̧smalarda, even vektörlerin

ve odd vektörlerin incelenmesinde helisin bir kanad¬üzerindeki vektörlerin paralel

taş¬nmas¬yla di¼ger kanada getirilmesi ile (basit bir öteleme hareketi ile) adenin-

timin, guanin-sitozin ba¼glar¬n¬n süper vektörler ile aç¬klanabilece¼gini elde ettik.

Ayr¬ca, DNA yap¬s¬nda iki helis kanad¬aras¬ndaki uzunluk hep sabit oldu¼gundan

kat¬hareket(öteleme) burada çok uygun bir matematiksel yap¬olacakt¬r. Adenin-

timin, guanin-sitozin yap¬lar¬n¬n süpervektör olarak ele al¬nmas¬da, uzunlu¼gun

sabit olmas¬n¬n h¬z vektörlerinin boylar¬n¬n sabit olmas¬n¬gerektirir. Bu da bize

süper jeodezik yap¬lar¬ ça¼gr¬̧st¬r¬r. Kald¬ki helis e¼grisi üzerinde elde etti¼gimiz

sonuçlarda, detayl¬çözümlemeye gitti¼gimizde e¼gri ile vektörler aras¬ndaki aç¬lar¬n

daima 45� ve 135� olmas¬ gerekti¼gi sonucuna ulaşt¬k. Bu da çift(even) süper

vektörlerde 45�, tek(odd) süper vektörlerde 135�, k¬saca sadece yön kavram¬ile

düşündü¼gümüzde 45� ye ba¼gl¬kalan sabit bir aç¬yap¬s¬n¬görmemizi sa¼glad¬.

Di¼ger yandan, iki vektörün başlang¬ç noktas¬aras¬nda kalan e¼gri parças¬n¬n

uzunlu¼gu biyolojide ester ba¼g¬olarak adland¬r¬l¬r. Bu ester ba¼g¬n¬bulmak için

yapt¬¼g¬m¬z çal¬̧sma matematiksel anlamda yine çok önemlidir. Elde etti¼gimiz

süper helis yani DNA sarmal¬için elde etti¼gimiz (2.54)�deki Lagrange enerjisini bu

kimyasal ve biyolojik özelliklerle ele ald¬¼g¬m¬zda, enerji denklemlerinin sonuçlar¬nda

bilinen sabit oran¬n ne kadar gerçekçi oldu¼gunu görürüz.

Örnek 2.2.14�de ald¬¼g¬m¬z logaritmik spiral e¼grisi, yine süper uzay yap¬s¬na

uygun formda tan¬mlanarak, bu e¼gri üzerinde Örnek 2.2.12 ve Örnek 2.2.13�de

çal¬̧st¬¼g¬m¬z mant¬kla, hareket incelenmi̧s olup (2.66) ile belirli olan Lagrange

enerjisi elde edildi. (2.29)�da verilen süper Euler-Lagrange enerji sistemi için

elde etti¼gimiz denklemlerin çözümünde kulland¬¼g¬m¬z özel kabulümüzdeki katsay¬

fonksiyonlar¬m¬z ile ifade edilecek şekilde (2.31) ile belirli olan Euler-Lagrange e-

nerji denklemini elde etmi̧stik. Zamana ba¼gl¬Euler-Lagrange enerji denkleminin,

(2.17) deki genel formu ile bu (2.31)�de elde etti¼gimiz süper Lagrange enerji denk-

lemini kaŗs¬laşt¬rd¬¼g¬m¬zda, (2.31)�deki birinci ve sonuncu terimlerin, (2.17)�deki

genel formdaki denklemin terimleri ile ayn¬oldu¼gunu, di¼ger farkl¬olan terimlerin

kabulümüz olan katsay¬ fonksiyonlar¬ndan ileri geldi¼gini görmekteyiz. Bu kat-

say¬ fonksiyonlar¬n¬daha da özelleştirip, örne¼gin bir sabit de¼gerini alsayd¬k bu

katsay¬lar oluşmayacak, dolay¬s¬yla, (2.32) de ifade edilen süper Euler-Lagrange

enerji denkleminin genel formu elde edilecektir. Buna göre, süper logaritmik spiral
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e¼grisi için (2.32) denklemi üzerinde enerji de¼gerini hesap etti¼gimizde, (2.67)�deki

Euler-Lagrange enerji de¼geri elde edilmi̧stir. Her iki sonucun r ve t ye ba¼gl¬oldu¼gu

görülmekte, bu da çal¬̧smam¬z¬n do¼grulu¼gunu kan¬tlamaktad¬r.

Yine ikinci bölümde, süper Hamilton enerji denklemlerini elde ettik. Yine bu

sonuçlar¬n daha önce yapt¬¼g¬m¬z çal¬̧smalar¬m¬z (Da¼gl¬2012) ile uyumlu oldu¼gunu

gördük. Burada da Hamilton fonksiyonlar¬n¬n tek(odd) k¬s¬mlar¬ndan gelen (-)

i̧sareti parite ile alakal¬olup, tek k¬s¬mlar ele al¬nmad¬¼g¬durumda, sonuç gerek

Minkowski uzay¬gerekse Kahler yap¬s¬ndaki sonuçlarla uyumludur.

Hamilton enerjisi, Lagrange enerjisinden farkl¬olarak tamamen sabit bir yap¬-

dad¬r. Buldu¼gumuz sonuçlar¬n gerekMinkowski uzay¬gerek kompleks uzay gerekse

süper uzayda hep paralel sonuçlar olmas¬, çal¬̧smam¬z¬n geçerlili¼gini bir kez daha

desteklemektedir. Süper uzayda yine fark, enerji fonksiyonlar¬n¬n da even-odd(çift-

tek) olarak ayr¬lmas¬n¬n zorunlulu¼gundan gelmektedir.

Üçüncü bölümde, çal¬̧smalar¬m¬za özel bir anlam kazand¬ran Graf Teoriye

yer verdik. Literatürde, Graf teorinin çok farkl¬alanlarda, örne¼gin temel bilim

dallar¬ndaki problemlerin çözümünde, elektrik konular¬nda devrelerde, bilgisayar

oyunlar¬nda ve bilgisayar bilimlerinin birçok alan¬nda, ulaş¬m hususunda güzergah

belirlemede (navigasyon uygulamalar¬nda) kullan¬ld¬¼g¬n¬görüyoruz. Çünkü, Graf

teori hayat¬m¬zdaki problemleri basite indirgeyerek daha kolay çözüme ulaşmay¬

sa¼gl¬yor. Matematikte, özellikle de diferensiyel geometri ve �ziksel matematik

alan¬nda düşündü¼gümüzde, Graf teori, bir yolun en k¬sa sürede tamamlanmas¬

ad¬na mümkün olan hareketi planlamak için seçilebilecek en elveri̧sli çal¬̧sma alan-

lar¬ndan biridir. Bu nedenle, çal¬̧smam¬zda da süper uzayda süper graf manifold

yap¬s¬n¬kurarak mekanik sistemleri oluşturabilmek ve yorumlayabilmek için süper

graf demet yap¬s¬n¬tan¬mlad¬k. Kurdu¼gumuz bu diferensiyellenebilir süper graf

manifold yap¬s¬üzerinde, tan¬m¬gere¼gi otuz bir tane topolojik dönüşüm tan¬m-

layarak, süper uzayda body, soul çift ve soul tek k¬s¬mlardan oluşan koordinat

yap¬s¬n¬Graf teoriye uyarlad¬k ve inceledik. Ayr¬ca, zamana ba¼gl¬mekanik sis-

temler için gerekli olan jet demeti tan¬mlad¬k ve buradaki türevsel koordinat-

lar¬n gra�ar ile temsil edilebilece¼gini, geometrik yorumunu da yaparak kan¬tlam¬̧s

olduk. Bunun sonucunda, türevsel koordinatlar¬n kenarlar(edge) ile ele al¬narak

zamana ba¼gl¬mekanik sistemlerin çözülebilece¼gini gördük ve bunun sonucunda

(3.13)�de süper uzayda Graf teori yard¬m¬yla Euler-Lagrange enerji denklemini ve

(3.27)�de Hamilton enerji denklemlerini elde ettik. Elde edilen bu enerji denklem-

lerinin, genel formlar¬ile ayn¬oldu¼gu sonucuna ulaşt¬k. Bunun sonucunda, Örnek

3.2.2 ve Örnek 3.3.2�de elde edilen enerji denklemlerini kullanarak süper uzayda

tan¬mlad¬¼g¬m¬z logaritmik spiral e¼grisi üzerinde hareketi inceledik, Lagrange ve
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Hamilton enerji de¼gerlerini bulduk. Bu sonuçlar, Bölüm 2�de yer alan Örnek

2.2.14 ve Örnek 2.3.11�deki sonuçlarla kaŗs¬laşt¬r¬l¬nca yine benzer sonuçlar¬n elde

edildi¼gini göstermi̧s olduk. Buna göre, kulland¬¼g¬m¬z bu Graf teori sayesinde, za-

mana ba¼gl¬mekanik sistemler için incelemelerin ve çözümlerin daha k¬sa ve daha

seri yap¬labilece¼gini ispatlam¬̧s olduk.

Son olarak, tüm bu enerji denklemleri herhangi bir manifold üzerinde klasik

anlamda tan¬mlanm¬̧s Lagrange ve Hamilton denklemlerine indirgenebilir. Fizikçi-

ler, Hamilton enerjide sabitli¼gin, hareketin kararl¬¼g¬anlam¬na geldi¼gini söylerler.

O halde, gerek helis gerek çember gerekse logaritmik spiral örneklerinde elde et-

ti¼gimiz sonuçlar, cismin süper uzayda da yapt¬¼g¬ hareketin kararl¬ bir hareket

oldu¼gunu ifade eder. Hamilton enerjide elde edilen kararl¬l¬k durumu Lagrange

enerjide de¼gi̧sir. Fizikçilerin çal¬̧smalar¬nda da Lagrange enerji, zamana dayal¬

olarak farkl¬l¬k gösterir. Zaman¬n çok fazla geni̧slemesi veya hareketin çok h¬zlan-

mas¬durumunda, cismin gözlenen hareketi do¼grusal olur. Bunu bir jetin havada

hareketini izlerken, arkas¬nda b¬rakt¬¼g¬çizgiyi do¼grusal formda gözlemlememiz ile

aç¬klayabiliriz.

Bu tezde (2.54) ve (2.43) Lagrange enerji denklemlerinde t!1 konumunda

bu denklemlerin sabit de¼ger ald¬¼g¬n¬görürüz. O halde sonuçlar¬m¬z, �ziksel realite

ile örtüşmektedir. Yine bu denklemlerin birbirleriyle ayn¬ç¬kmas¬, genel olarak

enerji yap¬s¬n¬n korunumlu oldu¼gunu da ispatlar. Dolay¬s¬yla, bu çal¬̧smam¬z¬n

diferensiyel geometrinin temel bilimler ve mühendislik uygulamalar¬ aç¬s¬ndan

önemli bir yer taş¬yaca¼g¬n¬düşünmekteyiz.
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