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Bu tez dort boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, oncelikle Siiper Simetri ve Graf Teorinin tarihgesine deginilmistir.
Daha sonra, mekanik enerji sistemleri icin gerekli olan demet yapilarinin genel
formu ele alinarak Euler-Lagrange ve Hamilton denklemlerinin elde edilis yontemi
anlatilmistir. Ayrica ¢alismamizin temelini olusturacak olan siiper uzay yapisi altinda
temel tanimlar verilerek, sliper vektdr uzayi, baz kavrami ve siiper uzayin harita ve
atlas yapist sunulmustur. Son olarak, Graf Teorinin temel elemanlart olan
kose(vertex) ve kenar(edge) tanimlart ve bu elemanlarla birlikte problemlerin
¢Oziimiinde kullanilacak olan bazi kavramlar ve Graf manifold ile Graf demet
yapisinin tanimi verilmistir.

Ikinci béliimde, birinci béliimde verilen mekanik enerji sistemlerini elde etmek igin
gerekli olan demet yapisi, zamana bagl Siiper Euler-Lagrange ve Hamilton enerji
denklemlerinin ¢oziimleri i¢in gerekli olan geometrik yapilar, siiper uzay yapisina
uygun olarak tanimlanmis ve siliper mekanik sistemler elde edilmistir. Yine siiper
uzayda tanimlanan siiper ¢ember, siiper helis ve siiper logaritmik spiral egrileri
tizerinde bir parcacigin hareketi incelenmis ve elde edilen siiper enerji denklemleri
kullanilarak siiper enerji fonksiyonlar: bulunmus, ¢alismanin birer uygulamasi olarak
sunulmustur.

Ucgiincii boliimde, birinci boliimde verilen Graf teorinin temel tanimlari, siiper uzay
yapisina uygun sekilde ifade edilerek, literatiire kazandirilmistir. Bununla birlikte,
ikinci boliimde siiper uzayda elde edilen siiper Euler-Lagrange ve Hamilton mekanik
sistemler, yeni siiper Graf teoriye gore tanimlanmis geometrik yapilar ile elde
edilerek, siliper logaritmik spiral egrisi lizerinde siiper enerji fonksiyonlart yeni
tanimlanan bu siiper Graf yapisina bagli bulunarak, ¢alismanin uygulamasi olarak
sunulmustur.

Dordiincii boliimde, birinci boliimde, ikinci boliimde ve liclincii boliimde elde edilen
sonuglarin diger uzaylarla karsilastirmasi yapilmis, ¢caligmanin amacina uygunlugu,
gecerliligi ve dogrulugu konusunda degerlendirmede bulunulmustur.
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ABSTRACT

TIME DEPENDENT MECHANICAL SYSTEMS AND GRAPH BUNDLE
APPLICATIONS ON SUPER MANIFOLDS
PH.D THESIS
SIMGE SIMSEK
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS

(SUPERVISOR:ASSOC.DR.CANSEL AYCAN)
DENIZLIi, JUNE 2021

This study consists of four sections.

In the first chapter, firstly, the history of Supersymmetry and Graph Theory is
mentioned. Then, the general form of bundle structures required for mechanical
energy systems is discussed and the method of obtaining Euler-Lagrange and
Hamilton equations is explained. In addition, by giving basic definitions on the super
space structure that will form the basis of our study, the super vector space, the
concept of base and the map and atlas structure of the super space are presented.
Finally, the definitions of vertex and edge, which are the basic elements of Graph
Theory, and some concepts to be used in solving the problems with these elements,
as well as the definition of the Graph manifold and Graph bundle structure are given.
In the second chapter, the bundle structure required to obtain the mechanical energy
systems are given in the first chapter, the geometric structures required for the
solution of the time dependent super Euler-Lagrange and Hamilton energy equations
are defined in accordance with the super space structure and super-mechanical
systems are obtained. Then, the motion of a particle on the super circle, super helix
and super logarithmic spiral curves defined in the super space has been investigated
and the super energy functions have been found using the obtained super energy
equations, presented as an application of the study.

In the third chapter, basic definitions of Graph theory given in the first chapter have
been brought to the literature by expressing them in accordance with the super space
structure. However, in the second chapter, the super Euler-Lagrange and Hamilton
mechanical systems obtained in the super space have been obtained with geometric
structures defined according to the new Super Graph theory, and the super energy
functions on the super logarithmic spiral curve are found in accordance with the new
super graph structure and presented as the application of the study.

In the fourth part, the results obtained in the first part, in the second part and in the
third part were compared with other spaces, and evaluations were made about the
suitability, validity and accuracy of the study.

KEYWORDS: Super Space, Super Manifold, Bundle, Lagrangian Energy
Equations, Hamiltonian Energy Equations, Super Graph Theory
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konu olan analitik mekanikteki Lagrangian ve Hamiltonian enerji sistemleri
incelenmistir. Bununla birlikte yine son yillarda Graf Teorinin ¢ok farkli g¢aligma
alanlar igerisinde yer aldig1 goriilmekte olup, bu ¢aligmada da Siiper uzay {izerinde
Graf Teorinin temel tanimlart yapilmig, bu tanimlar ile birlikte Graf noktalar ve
olusturulan siiper Graf koordinatlar kullanilarak demet yapilar1 kurulmus ve
Lagrangian ve Hamiltonian enerji sistemleri incelenmistir.
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1 GIRIS
1.1 Siiper Simetri ve Graf Teori

Siiper simetri, bilim insanlar1 tarafindan gelistirilen maddenin temel anayasa-
sindaki keskin diizenleyicilik ilkesini anlama cabasi gosteren matematiksel bir
ilkedir. Ashinda birbirinden farkliymig gibi goziiken parcaciklarin gizemli bir
sekilde belirli simetrik ilkelerle birbirleriyle birlesik oldugunu biliyoruz. Basket-
bol topu gibi diinya iizerinde bulunan simetrik nesneler gerceginin de farkin-
dayiz. Bu top kiireyi cevirdigimizde, esasen dondiirdiigiimiizde, temel olarak
ayni goziicektir. Bazi parcaciklari, bir parcacik tiirtinden baska bir parcacik
tiiriine dontistiirdiigiimiizde, parcacigin kimligi degismis gibi goziikse de sonugta
parcacigl tanimlayan denklemlerin simetri nedeniyle degismedigini belirledik. Fa-
kat madde parcaciklari ismini verdigimiz parcacik tiirleriyle kuvvet parcaciklar
dedigimiz tiir arasinda iligkisel bir simetriyi heniiz bulabilmis degiliz. Madde
parcaciklart dedigimiz elektronlar, miionlar, kuarklar gibi paracaciklar; kuvvet
parcaciklar1 dedigimiz fotonlar, gluonlar, bozonlar gibi parcaciklardir. Siiper
simetri aslinda bu iki tiir, bu iki simif parcaciklar arasindaki simetridir. Bilim
insanlar1 heniiz matematiksel olarak ya da gercek olarak gosterilemeyen bu siiper
simetrinin, temel pargaciklar arasindaki iligki i¢in olasi son simetri teorisi oldugunu
ispatladilar. Simdi ise, temel parcaciklar: anlayabilmemiz adina bu simetri teorisi-
nin diinyada gegerli olup olmadiginin kanitini1 bulma cabasi icerisindeler.

Graf Teorisini literatiirde ¢ok farkli disiplinlerin ¢alisma alanlar: igerisinde
gormekteyiz. Sosyolojiden, bilgisayar bilimlerine, igletmeden, endiistri miithendis-
ligine kadar ¢ok genis alanlarda kullanimi oldugu gibi matematigin bir caligma
alan1 olarak da karsimiza ¢ikiyor. Bu teori, aslinda gercek bir hayat problemi-
nin basit bir gekilde graf ile modellenmesini amaclamaktadir. Bu model olug-
turulduktan sonra ise graf teorisinde bulunan yontemler kullanilarak problem
¢oziilebilmekte ve ardindan da tekrar gercek hayata uygulanabilmekte ve yorum-
lanabilmektedir. Graf teorisi temel olarak bir problemin kenar (edge) ve diigiim-
ler (node) ile modellenmesi ve bu modelin bir ¢izge seklinde gosterilmesi ilkesine

dayanmaktadir.



1.2 Tarihge
1.2.1 Siiper Simetri

Siiper simetri, pargacik fiziginde uzay-zaman simetrisinin karsiligidir ve iki
temel parcaciktan olusur. Bunlar; acisal momentumu olan bozonlar ve yari
degerli agisal momentumu olan fermiyonlardir (Quevedo 2010). Siiper simetri,
klasik ve kuantum fizigi arasinda olusturdugu simetriden dolay1 bugiin bildigimiz
higbir simetriye benzemez. Genel olarak, istenilen bircok matematiksel 6zellik-
lerin saglanmasi ve yiiksek enerjilerde hassas davraniglarin garantiye alinmasi
hususunda teorik problemlerin ¢oziimlerine olanak saglanmigtir.

Big Bang’den sonra olusan evren, miikemmel bir simetriye sahipti. Evrendeki
madde ile anti-madde orami birbirine egitti. Madde ile anti-madde bir araya
gelerek ’saf enerji’ denilen formu olugturmaktadir. Bu enerji ise oldukga yiiksek
bir enerjidir. Evren, siiper simetri durumundayken galaksilerin olugsmasi, madde
ve anti-madde arasinda tam bir denge oldugu icin kisa siirmiistiir. Ciinkii, bu
denge bozulmadig: siirece saf enerji evren tarafindan verimli kullanilabiliyordu.
Bu dengeye de ’siiper simetri’ denildi. Zamanla bu denge bozulmus, evrendeki
anti madde oraninda diisiis yasanmig, madde oraninin sayisi hizla artmigtir. Bu
bozulmanin nedeninin ilk 6ngoriisii, mikro 6lgekli karadelik teorisine gore kabul
gormiigtiir. Bu teoriye gore, evren siiper simetri durumundayken anti-madde
kanadinda olusan kiiciik 6lcekli bir karadelik, anti-maddelerin bircogunu igerisine
cekti. Ikinci teori Higgs Bozonunda ise, evren siiper simetri durumundayken Higgs
alan1 olusuyor ve bu alan {izerinden gecen parcaciklar kiitle kazanarak maddeye
doniigiiyor ve evrendeki madde orani dolayisiyla artiyor.

Stiper manifold, anti-degismeli koordinat kavramini icermesiyle klasik mani-
folddan daha genis bir yapiya sahiptir. Siiper manifold caligmalari, geometriden,
analizden, cebir ve topolojiden olusan matematiksel diigiinceleri, tanmimlar1 ve
yapilar igerir. Bu yiizden, teorik fizik ve matematik problemlerini ¢ozmek icin
daha giiclii bir yere sahiptir. Anti degismeli degerlerin bulundugu calismalarda,
birkag sene dncesinde fizikte siiper simetri kavraminin gelismesiyle ’stiper’ sifat1 6n
plana ¢ikmis ve siiper matematikte yaygin olarak kullanilmaya baglanmistir. Anti
degismeli yapilar, diferensiyel formlar, Lie cebirinde dig cebir kavrami, Weil model
gibi geometri ve cebirin birgok alaninda goriilmektedir. ’Stiper’ kullanimi, ilk
Cartan tanimi olan Grassman cebiri iizerinde Clifford cebirinde kargimiza gikar.
Uzun bir zaman sonrasinda da konneksiyonlarda anti degismeli fermiyon iligkileri
ile tekrar giindeme gelir. Schwinger, Green’s fonksiyonlarimi kullanarak Quan-

tum alan ¢aligmalarinda anti degigsmeli degiskenleri ortaya koymustur. Bu anti



degismeli degiskenlerin diferensiyel hesaplamalar1 Martin tarafindan yapilmigtir.
Berezin, fermionik nicelikleri gelistirmek i¢in degismeli degisken yapilar1 ve genel
bosonik nicelikler ile kargilagtirma yapabilmek icin anti degigsmeli degerleri say1
olarak kullanmistir.

Bir stiper simetrik teoride, bosoniklerin ve fermiyoniklerin derecelerinden bagim-
siz olarak karsilikli degismeleri s6z konusu oldugunda simetri altinda degismezligi
on plandadir. Geometrik diigiinceler de anti degigmeli siiper simetrik modelde
degisim bu geometri liyakatina gore olmalidir. Bu yiizden de siiper manifold
tanimi gereklidir. Siiper simetrik modellerin 6ncii ¢alismalari, ilk olarak 1970
lerde kargimiza gikmaktadir. Siiper simetride anti degismeli degiskenler 6nem-
lidir. Bu durum, oldukca kii¢iik formda olan siiper Lie cebiri yapisindan, daha
acik olarak, Lie grubunu olusturan cift iireteclerde degismeli, tek iireteclerde anti
degismeli olan iireteclerin meydana getirdigi ve simflandirildigr simetrilerin dogal
grup yapisini igermesi ile agiklanir ve fermiyonlarin baz spesifik ¢aligmalarindan
bagimsiz bir konumdadir. Artik daha da basit siiper matematiksel yapilar: klasik
diistinceden Z,’ye genisletmek istersek de bu cift ve tek notasyonlar1 kullaniyoruz.

Siiper geometride, siiper manifold yapisina gotiiren iki yol vardir. Birincisi,
siiper manifold, siiper uzayda, Grassmann cebirinin ¢ift ve tek degerli lokal ko-
ordinatlardan olusan yapidir. Ikincisi, bir manifold iizerindeki fonksiyon demet-

lerinden olusur.

1.2.2 Graf Teori

Sekil 1.1:  Konigsberg ve 7 kopriisii

Graf Teori, 1736 yilinda Isvicreli matematikci Leonhard Euler tarafindan
Konigsberg kasabasinin "Yedi Koprii Problemi’ ele alinarak ¢aligilmigtir. Bu prob-
lem, Koénigsberg kasabasindaki Pregel nehri, Kneigh isimli adacigin etrafindan

akarak iki kola ayrilmaktaydi. Sekil 1.1’de gordiigiimiiz 7 koprii kentin 4 parcasini



birbirine bagliyordu. Kasaba halki eglence amaciyla kentin farkli noktalarindan
hareket ederek 7 kopriiyii birer kez gegip, basladiklar1 noktaya dénmeyi dene-
migler ancak higbiri bu geziyi bagaramamig. Herkesin ortak meraki haline gelen
bu problem o zamanin iinlii matematikcisi Leonhard Euler’in ilgisini ¢cekmis ve
Euler, problemi iizerinde daha rahat anlayabilecegi ve ¢ozebilecegi bir gekille tem-

sil ederek ige baglamis.

Sekil 1.2: Konigsberg’in grafla gosterimi

Euler, Sekil 1.2de goriildiigii gibi kara parcalarinin her birini bir noktayla, koprii-
leri de kenar denilen cizgilerle temsil etmistir. Bununla birlikte artik problem
graf teorisi ile "Herhangi bir noktadan harekete baglayip, biitiin kenarlardan
bir ve yalniz bir defa gegerek, biitiin noktalar1 ziyaret ettikten sonra baglangic
noktasina varabilir miyiz?" sekline gelmistir. FEuler, ¢aligmalarinin sonucunda
bunun miimkiin olabilmesi i¢in tiim noktalarin ¢ift dereceli olmasi gerektigini
ispatlamigtir. Yukaridaki grafta da tiim noktalarin dereceleri tek oldugundan
Konigsberg probleminin ¢oziimiiniin miimkiin olmadig1 goriiliir.

Burada Euler, noktalarin tiimiiniin derecelerinin ¢ift olmasi gerektigini ise su
sekilde elde etmisti:

Bu tiir bir probleme bir noktadan baglanildiginda ve herhangi bir noktaya
gelindiginde bu noktada bir tane gelen bir tane de giden kenar olmali ve boylece bu
noktanin derecesi ¢ift olmalidir. Bu biitiin noktalar i¢in dogru olmalidir, fakat biri
¢izime bagladigimiz digeri de ¢izimi bitirdigimiz nokta olmak iizere iki noktanin
derecesi tek olabilir. Ancak Konisberg kopriileri probleminde, baglanilan noktaya
geri doniilmesi amaclandigindan bu iki noktanin da mertebesi ¢ift olmalidir ve
boylece ilgili grafigin cizilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul tiim noktalarin
derecelerinin ¢ift olmasi gerekliligidir (Biggs ve dig. 1986).

Bu problem graf teorisinin baglangici olarak bilinmekte ve sonrasinda konu ile

ilgili bir¢ok problem graf teorisinin tarihsel siirecinde yerini almigtir.



1.3 Temel Kavramlar

Bu boéliimde, ileriki boliimlerde kullanilacak olan demet yapisi, mekanik sis-
temler, Lagrange ve Hamilton enerji denklemleri, Siiper uzayin temel yapilar1 ve

Graf Teorinin temel tanimlar1 verilmistir.

1.3.1 Genel Demet Yapilar:

Bu boliimde, diferensiyel geometride onemli bir yere sahip olan manifold

yapisi iizerinde demet yapisinin nasil olusturulacag: ele alinmigtir.

Tanim 1.3.1 E ve M, C*°-manifoldlar, 7 : £ — M bir C'"*°-déniisiim olsun.
Eger m bir 6érten submersion ise, (F,m, M) iicliisiine bir lifli manifold denir. Bir
(E,m, M) lifli manifoldunda, E’ ye total uzay, M’ ye taban uzay, 7’ ye projeksiyon
ve her bir p € M noktasi i¢in E’ nin 7 (p) altciimlesine de p iizerindeki lif denir
(Aycan 2003, Dagh 2012).

Tanim 1.3.2 Bir lifli manifold (E,x, M), boyM = m, boyE = m + n ve

U C E acik alt ctimlesi {izerinde bir koordinat sistemi,
y: U — R™™

olsun.
pry: R — R™

olmak iizere, a,b € U ve
m(a) =7 (b) =p=pri(y(a)) = pri(y (b))

onermesi dogru ise, y ye bir uyarlanmis koordinat sistemi denir (Aycan 2003,
Dagh 2012).

Tanmim 1.3.3 Bir lifli manifold (E, 7, M) ve bir C*°-manifold F' olmak iizere,

eger t: ' — M x F doniistimii
priot=m

olacak sekilde bir diffeomorfizm ise (F,¢) ikilisine 7’ nin model lifi ve en azindan
bir trivializasyona sahip (F,m, M) lifli manifolduna da trivial lifli manifold denir
(Aycan 2003, Dagh 2012).

Tanim 1.3.4 Bir lifli manifold (F, 7, M) ve p € M olsun. F, bir C*°-manifold,

p’ nin bir komgulugu W, ve
t, 7w Y(W,) = W, x F,
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dontigtimii pry o t, = 7[,-1(w,) sartim saglayan bir diffeomorfizm ise o zaman
(W, tp, F},) tigliisiine p” nin komgulugunda 7’ nin bir lokal trivializasyonu ve taban
uzayi her bir noktasi civarinda en az bir lokal trivializasyona sahip bir (E, 7, M)
lifli manifolduna da lokal trivial lifli manifold veya demet denir (Aycan 2003,
Dagh 2012).

Tanim 1.3.5 M ve N, C*°-manifoldlar, ¢ : M — N bir C'"*°-déniisiim, p € M

ve bir V,, € T, M tanjant vektoriine p noktasinda teget olan bir egri
a:ICR—-M
olsun. Bu durumda,
Pulp(Vp) = W) € TomN

tanjant vektorii, p o : I C R — N egrisine ¢ (p) noktasinda teget olan bir

tanjant vektor olmak {izere
Pulp : TpM — Ty N

ile tammlanan déniisiime ¢’ nin p € M noktasindaki tiirev doniigiimii denir (Ay-
can 2003, Dagh 2012).

Bu durumda, 7, : TE — T'M, 7’ nin tiirev doniisiimii olmak {izere,
= (TE,m.,TM)

ticliisii bir demet olup; 7.’ ye 7’ nin tanjant demeti denir (Aycan 2003, Dagh
2012).

Tanim 1.3.6: (E,x, M) bir lifli manifold ve ¢ : M — E bir doniigiim olsun.
Eger m o ¢ = 1dy; kosulu gercekleniyorsa, ¢’ ye 7’ nin bir kesiti denir ve 7’ nin

tiim kesitlerinin ciimlesi I'(7) ile gosterilir (Aycan 2003, Daglh 2012).

Tanim 1.3.7 (E,m, M) bir demet ve p € M olsun. ¢, ¢ € I'y(m) kesit-
leri, p noktasinda ¢ (p) = ¢ (p) ve ¢ (p) civarinda (x;, u®) uyarlanmig koordinat

sisteminde

90" _ O
8302- P (91:1

ise birinci mertebeden denklem olarak tanimlanir. ¢’ y1 iceren denklik simiflarina

lp 1<i<m,1<a<n

¢’ nin p noktasindaki birinci jeti denir ve J]}gb ile gosterilir.
Buna gore,
{J;¢:p€M,¢€Fp(7r)} (1.1)
ciimlesine 7 demetinin birinci jet manifoldu denir ve J'w ile gosterilir (Aycan

2003, Dagh 2012).



Tanim 1.3.8 (E,m, M) bir demet ve (U,u), u = (z;,u*) olmak iizere E ii-
zerinde uyarlanmig koordinat sistemi olsun. Bu durumda J'r {izerinde (U!, u')

indirgenmis koordinat sistemi,
Ut={J,0:9(p) €U} ut = (wi,u®, uf)
ile taniml olup burada
i (J,0) = zi(p),  u” (J0) = u" (¢ (p))

ve yeni mn-adet u¢ : U' — R fonksiyonlan ise,

. 0"
uf (38) = S,

seklinde belirlidir. Bu sekilde ifade edilen yeni u{* koordinatlar: tiirevsel koordi-
natlar olarak adlandirilir (Giachetta ve dig. 2002, Aycan 2003, Dagh 2012,).

(1.2)

1.3.2 Euler-Lagrange ve Hamilton Denklemleri

Bu boliimde, Euler-Lagrange ve Hamilton denklemleri ile ilgili temel kavram-

lar verilecektir.

Tanim 1.3.9 2m boyutlu bir manifold M ve M’ nin tanjant demeti 7'M
olsun. T'M iizerinde J? = 0 esitligini saglayan ve rankJ = m ile verilen (1,1)
tipinden .J tensor alanina yaklagik tanjant yapi denir. M manifoldu iizerinde lokal
koordinatlar (x;), 1 < i < m ve T'M iizerinde lokal koordinatlar (z;, ;) olmak

iizere T'M tizerinde J yaklagik tanjant yapisi,

0 0 0
1) = o (5 ) =0 (13)

olarak tammmlanir (Aycan 2003, Dagh 2012).

Tanim 1.3.10 m boyutlu bir manifold M ve M’ nin tanjant demeti 7'M olsun.
T'M tizerindeki bir vektor alanina M {izerinde semispray denir. Bu durumda e
semisprayi lokal olarak;

€= xz% + z—:,aixZ (1.4)
ile verilir. Burada ¢; fonksiyonlari ¢; = ¢;(x;, z;) olarak tanimhdir.

Bu durumda, M manifoldu iizerinde verilen bir o egrisi eger ¢’ nin bir integral

egrisi oluyorsa, bu egriye €’ nin bir ¢oziimii denir (Aycan 2003, Dagh 2012).

Tanim 1.3.11 J, m boyutlu bir M manifoldunun tanjant demeti iizerinde
bir yaklagik tanjant yapi olsun. Bu durumda 7'M iizerinde lokal koordinatlar
(i, 25), 1 <i<mve

0

8:St’i—+€i—.

ox; ox;
7



vektor alam1 M iizerinde semispray olmak iizere

.0
V=Je=ux—
€ m@xi

(1.5)

ile verilen V' vektor alanina Liouville vektor alani denir (Aycan 2003, Dagh 2012).
Buna gore, T'M {izerinde taniml ¢ vektor alaninin bir semispray olmasi icin

gerek ve yeter sart Je = V' olmasidir (Rowe 2001).

Tanim 1.3.12 M manifoldunun tanjant demeti T'M iizerindeki p-formlarin

ciimlesi AP(T'M) ve TM {izerindeki vektor alanlarimin ciimlesi x(7'M) olsun.

if = 0, feC(TM)
p
i f(X X)) = > w(Xy, . JX LX) we A(TM), Xy, X, € x(TM)

(1.6)

olarak tanmimh ¢; fonksiyonuna diisey tiirev denir (Aycan 2003, Dagh 2012).
Burada,
olur.

Ayrica w € AP(T'M) p-formu,

.....

11<...<ip

seklinde tanimhdir ve diferensiyeli ise

dw = Z dwil 77777 ipAd.TilA...AdIip

olarak ifade edilen p + 1-formdur (Aycan 2003, Dagh 2012).

p + 1-formlarin ciimlesini de AP™(T'M) olarak gosterirsek
d; : AP(TM) — AP*Y(T'M)

olacak sekilde

ile tanimlh d; fonksiyonuna diigsey diferensiyel denir.
VX € x(M) vektor alam ile w p-formunun iyw i¢ carpim asagidaki sartlar:

saglayan bir (p — 1)-formdur.

1) ixw =0, egerp=0 ise;

2) ixw=w(X), egerp=1Iise;
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3) ixw(Yr,....Ym1) =w (X, Y1,...,Y, 1), eger Yi,..,Y, 1 € x(M) ise;
bu durumda ixw € AP~'(M) olur (De Leon ve Rodrigues 1989).

Tanim 1.3.13 M, m boyutlu bir manifold ve M’ nin T'M tanjant demeti
iizerinde ¢ bir 2-form olsun. Eger ¢ maksimal rankli bir kapah 2-form ise, (M, ¢)
ikilisine simplektik manifold denir.

T M tizerinde ¢; = —dd L 2-formu simplektik ise, bu durumda 7'M {izerinde
tammmh L : TM — R fonksiyonu regiiler yada non-dejeneredir denir (Aycan 2003,
Holm ve dig. 2009, Dagh 2012).

Tanim 1.3.14 M, m boyutlu bir manifold ve 7'M tanjant demeti olsun.
L : TM — R bir C"*°-fonksiyon olmak tizere, T'M iizerindeki ¢, = —dd L ile
tamimli kapal 2-formu icin Fp = V L — L esitligine L ile birlegen enerji fonksiyonu
ve L’ ye de T'M tanjant demeti iizerindeki Lagrange fonksiyonu denir. 7'M ise
M konfigiirasyon manifoldunun hiz uzay: olarak adlandirilir (Aycan 2003, Daglh
2012).

Tamim 1.3.15 (M, ¢) simplektik manifold olmak iizere, L regiiler Lagrange
fonksiyonuna karsilik gelen ve E, = V L — L esitligi ile belirli olan enerji fonksiyo-
nuna Hamilton enerji fonksiyonu denir ve H : M — R ile gosterilir.

M simplektik manifoldunun koordinatlar ise (z;, ;) olmak tizere, M iizerinde
_0H 0 _ 0H 0

Ox; 0x;  Ox; Ox;
olarak tamimh vektor alamima Hamilton vektoér alani denir (Aycan 2003, Dagh
2012).

Xn (1.8)

Tanim 1.3.16 (M, ¢) simplektik manifoldu iizerinde H Hamilton enerji fonksiyo-

nu, Xy Hamilton vektor alani olmak iizere,

denklemine Hamilton sistemlerinin simplektik (esas) formu yada Hamilton sis-
temleri dinamik denklemi denir. Bu denklemde ¢; = —dd;L 2-form ve ¢ bir
semispray kullanilarak elde edilen i.¢; = dFE; denklemine Lagrange sistemleri
icin dinamik denklemi adi verilir (Aycan 2003, Dagh 2012).

Teorem 1.3.17 i.¢; = dE; denklemini saglayan bir tek ¢ semisprayi vardir
(De Leon ve Rodrigues 1989).

Tanmim 1.3.18 i.¢; = dE;, denklemini saglayan bir tek ¢ semisprayi varsa Fy,
ye L : TM — R fonksiyonu i¢in Euler-Lagrange vektor alani denir. Bu kogulu

saglayan L fonksiyonuna da Lagrange enerji fonksiyonu denir. Burada,

9



.0 0

ile tamimh vektor alanmidir ve g; fonksiyonlar e; = g;(x;, ;) ile belirlidir.

1.0; = dEj, esitligin ¢oziimiiyle elde edilen

d (OL\ 0L
Ei(a@>'_axi_o (1.11)

denklemine de Euler-Lagrange enerji denklemi denir (Crampin 1981, Aycan 2003,
Holm ve dig. 2009, Dagh 2012).

Zamana bagh Lagrange sistemlerini olugturmak i¢in jet manifoldlardan yararla-
nilir. R bir boyutlu Oklid uzay1 olmak iizere J*(R, M) =2 T M izomorfizmi bilin-
mektedir.

T M’ nin koordinatlar (z;, 2;), R’ nin koordinat1 ise (¢) olmak iizere J'(R, M)
tizerindeki uyarlanmig koordinat sistemi (¢, z;, ;) olur. Zamana bagh durumda
yukarida verilen Lagrange fonksiyonu L : J'(R, M) — R ile tamimli C'*°- déniigiimii-
diir. Ayrica, bu jet manifold itizerinde J? = 0 esitligini saglayan ve rankJ = m
ile verilen (1,1) tipinden tensér alan1 zamana bagh yaklagik tanjant yapi olarak
tanimlanir.

V' bir Liouville vektor alan1 olmak {izere, yaklagik tanjant yap;

0 0 0 0
/ (&) - <8x) “o 7 <0x) - (112)

kogullarini saglamahdir (De Leon ve Rodrigues 1989).

Zamana bagli durumda ¢ semisprayi lokal olarak
seklinde ifade edilir.

Tanim 1.3.19 L : J'(R, M) — R zamana bagh Lagrange fonksiyonu olsun.
JYR, M) iizerinde,
aj, :dJL+Ldt (114)

1-formuna Poincare-Cartan 1-formu ve
Qp =dd;L+ dL Ndt (1.15)

2-formuna Poincare-Cartan 2-formu denir.

Buna gore J'(R, M) manifoldu iizerinde
0L =0, idt=1 (1.16)
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denklemlerini saglayan bir tek £ vektor alani vardir, buna zamana baglh Fuler-
Lagrange vektor alam denir. (J'(R, M),, Ep) iicliisiine de zamana bagh Lag-
range sistem denir (De Leon ve Rodrigues 1989).

(1.16) denklemlerinin ¢oziimii ile elde edilen

d (OL\ 0L
- ((%) ~ 5. =0 (1.17)

denklemine zamana bagh Euler-Lagrange enerji denklemi denir (De Leon ve dig.
1996, Aycan 2003, Dagh 2012, Sardanashvily 2013).

Burada dikkat edilirse, zamana baglh olan durumda elde edilen (1.17) Euler-
Lagrange denklemi ile zamana bagl olmayan durumda elde edilen Euler-Lagrange
denklemi (1.11) aym ¢ikar. O halde, jet demet yapisinda ¢aligmak Lagrange ener-
ji denklemlerinin genel yapisini degistirmez, fakat zaman parametresi ¢caligmaya

dahil edilecegi icin fiziksel ve mekanik uygulamalar: agisindan elverisli olur.

Tanim 1.3.20 T*M kotanjant demetinin uyarlanmig koordinatlar (x;, z;)
olmak iizere,

olarak tanmimli 1-formuna Liouville form denir.

Buna bagh olarak T*M iizerinde,
Oy = —dA\y = dx; N\ dz; (1.19)

simplektik formu kanonik simplektik form olarak adlandirilir (Sardanashvily ve
Zakharov 1993, Sardanashvily 1998, Aycan 2003, Daglh 2012).

Tanmim 1.3.21 (M, ¢) simplektik manifold ve H : M — R, M {izerinde
tanimh Hamilton fonksiyonu olsun. ix, ¢ = dH denklemini saglayan bir tek Xy
vektor alanina, H Hamilton enerji fonksiyonu ile birlesen Hamilton vektor alan
denir.

Boylece,

ix, 0 =dH (1.20)

simplektik formu kullanarak,

ot 0x;° Ot  Ox (1.21)

denklemleri elde edilir. Bu denklemlere Hamilton denklemleri denir (Aycan 2003,
Dagh 2012).

Zamana bagh Hamilton sistemler agsagidaki sekilde ifade edilecektir.
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Tanmim 1.3.22 (M, ¢) simplektik manifold ve H : M — R, M iizerinde
tamimh Hamilton fonksiyonu olsun. ix, ¢ = dH; denklemini saglayan bir tek

Xy, vektor alanina, zamana baghh Hamilton vektor alani denir.

Boylece; Xy, lokal olarak

0 O0H, 0 0H, 0

X, = = _
=5V 9, oz, O, 0,

(1.22)

seklinde ifade edilir (Aycan 2003, Holm ve dig. 2009, Dagh 2012).
o:1=(—€¢€ — Rx M,e>0igin Xp, vektér alaninin bir integral egrisi
olsun. Boylece,

o (1) = (8, (1), (1)) (1.23)

ve ayrica o, Xy, nin bir integral egrisi oldugundan

. 0 .
o(t)=Xu, (o)) = 5 T Xt (zi (), i (1))
olur. Bu durumda
Z.XHtgb - dHt

simplektik formu kullanilarak

ot 0x;0 Ot  Ox (1.24)

denklemleri elde edilir. Bu denklemlere zamana baglhh Hamilton denklemleri denir
(Sardanashvily 1998, Aycan 2003, Dagh 2012, Sardanashvily 2013).

1.3.3 Siiper Uzay

Bu boliimde, calismamizin temel konusunu olusturan siiper uzay ile ilgili

temel geometrik ve cebirsel ozellikler verilmistir.

1.3.3.1 Dig Cebir

Tanmim 1.3.23 F' bir cisim ve F' = R veya C olsun. F iizerinde r tane vektor
uzay1 Vi, Vs, ..., V. olmak {izere,

fVixVox. .. xV,—F

doniigiimii r-lineer ise fye Vi x Vo x ... X V. carpim ciimlesi iizerinde r-lineer
fonksiyon denir (Sagel 2003, Caston ve Fioresi 2007).
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Tanim 1.3.24 V; x V5 X ... X V,. carpim ciimlesi {izerindeki biitiin r-lineer

fonksiyonlar ctimlesi
LV, Vo, sV FY={f: Vi xVox ..xV,— F; f, r—lineer}

ile gosterilsin. Bu ciimle, F' cismi tizerinde bir vektor uzayidir.
Bu vektor uzayma Vi, V', ..., V¥ dual vektor uzaylarinin tensor ¢arpimi denir

ve

LV, Vo, Vi )=V @Vy®..Q Vr*

ile gosterilir. V;*® V5" ® ... ® V¥ tensor uzayimin her bir elemanina r. mertebeden
kovaryant tensor adi verilir. Kovaryant tensorlerin ciimlesi @"V™ ile gosterilir
(Sterberg 1999, Ekmekgi ve Hacisalihoglu 2003, Sagel 2003).

Tanim 1.3.25 f € APV* ve g € A?V* olmak iizere

1
fNg= _p'_q'AIH_Q(f ®g) (1.25)

ile tamimh f A g € APTIV* elemanina f ile ¢ nin dig ¢arpimu denir.
n n

At AV* x AV* dig carpim iglemi V) f,, > g, € AV* igin
p=0 q=0

pr/\zgq: Z fo N 9q (1.26)
p=0 q=0 pt+q=r=0

bigiminde tanimlanir (Ekmekgi ve Hacisalihoglu 2003).

Tanmim 1.3.26 AV* ciimlesinde A dig ¢carpim iglemi icin,

DY hA igq} A (Zh> - (Zf) A {igq Y. m] (birlesme ozellii)
=0 q=0 p=0 q=0 r=0

r=0
2) Xifofp + é}gq} A (Eijoh> = (Zi:ofp A é}h) + <§Zjogq A é}h) (dagilma
ozelligi)
3) A é)fp/\ é]gq} = KAéjJZ) /\é}gq} = zijopr (A;Zjogq)] A€ R

(skaler ile garpim)

ozelliklerine sahip AV* vektor uzayi, F' cismi {izerinde bir cebirdir. Bu cebire V*

vektor uzayimin dig cebiri denir (Covolo ve Poncin 2012).

13



1.3.3.2 Z,—Gradded Vektor Uzay: ve Z;—Gradded Cebiri

Tanim 1.3.27 V' bir vektor uzay: olsun. Vjumod .2), V' vektor uzaymin lineer

alt uzaylari, yani
V=VWeW (1.27)

oluyorsa V' vektor uzayma Z,- Gradded vektor uzayr denir (DeWitt 1984, Roth-
stein 1986, Rogers 2007, Caston ve Fioresi 2007).

Tamim 1.3.28 V, bir Z,- Gradded vektor uzay1 olsun. V, V;V; C Viyjmod 2)
olacak bigimde bir cebir ise V' ye Z,- Gradded cebiri denir (DeWitt 1984, Sar-
danashvily 2008, Sardanashvily 2009).

Tanim 1.3.29 V| bir Z,- Gradded vektor uzay: olsun. V' nin herhangi bir
elemani, 1 a veya V] e ait ise bu elemana homojen eleman denir (Caston ve
Fioresi 2007, Rogers 2007).

Tanim 1.3.30 Vv € V, bir homogen eleman olsun. Bu homojen elemanin
derecesi gu gekilde tamimlanir, eger, v # 0 ve v € Vj ise v nin derecesi(paritesi)
0, v # 0 ve v € V] ise v nin derecesi(paritesi) 1 olup |v| notasyonuyla gosterilir
(DeWitt 1984, Rogers 2007).

Tanim 1.3.31 V herhangi bir cebir olsun. Eger a € V5, b € V; icin

ab = (—=1)lPlpg (1.28)

saglaniyorsa V' cebirine Z5- Gradded komiitatif cebiri denir (DeWitt 1984, Rogers
2007, Caston ve Fioresi 2007, Sardanashvily 2009).

1.3.3.3 Siiper Sayilar
e={e"a=1,.., N} ciimlesi bir cebir i¢in iiretecler olmak iizere, Va, b i¢in

g%’ = —£h® (1.29)

(e = 0 (1.30)

ozelliklerine sahip ise L cebiri, Grassmann cebiri olarak adlandirilir ve Ay ile
gosterilir.

b

N — oo icin diisiiniiliirse A ,da bir cebir olur ve ¢ = {1, g% g%’ ...}(indislerin

farkli garpan durumlar: gézoniine alinarak) A..i¢in bir bazdir.
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N sonlu oldugu zaman ise, Ay, 2%V tane baz elemanina sahiptir.

> (3) -

oldugundan boyAy = 2V dir (DeWitt 1984).

Tanim 1.3.32 Aun herbir elemanina sipersay: denir. Z € A, siipersayisi,

e gerenleri ve C' kompleks sayilar1 yardimiyla,

. ]' a a
7 = chal,,_ane n..g% (1.31)
n=0

1 > 1
_ an ai
7z = —O!CO+ g —n!calmang ...E
n=1

seklinde yazilabilir. 7 = Zp + Zg olarak yazilmak istenirse,

1
ZB = aCO (132)
=1
Zg = Zﬁcal__ang%..gal (1.33)
n=1

seklindedir. Z siipersayisi icin, Zg body kisim, Zg soul kisim olarak adlandirilir
(DeWitt 1984, Cartier ve dig. 2002).

Ozellik 1.3.33 Eger N sonlu ise, Zs daima nilpotenttir (DeWitt 1984,
Cartier ve dig. 2002). Yani,

(Zs>n+1 -0

Buna gore,

Z7' = Z]glf: (—5—2)” (1.34)

Teorem 1.3.34 "Bir siipersay: tersinirdir<= Zp # 0"(DeWitt 1984).
Ispat Bilindigi iizere bir siiper sayimnin tersinir olmasi icin Z.Z ' = 1 olmalidur.

Gereklilik: Bir siiper say1 tersinir olsun. Yani Z.Z ! = 1 olsun. Dolayisiyla;

o0 Z n
o e 2)

n=0 ZB
Zs 72
= (Up+Z\Z5M (11— =2 + =2 —
( B+ S) B ( ZB Z% )
A 73 Z VA B
= =P G-I E - p =1
ZB ZB ZB ZB ZB
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Kabuliimiizden dolay1 yukaridaki egitligin varolmasi i¢in Zg # 0 olmalidir.
Yeterlilik: ~ Zp # 0 olsun. Bir siiper saymin tersinir oldugunu gosterelim.
Buna gére Z.Z~! = 1 oldugunu gostermek yeterlidir. Ozellik 1.3.33’ iin ve Zp # 0

durumunun kullanilmasiyla

Z.Z7Y = (Zp+ Zg)Zli (—é)n

n=0 ZB
Zs 4
= (Zp+Zs)Z5'(1— =2 + 25 —
Zs 7% Zs 7% 73
= 1-=425 — - =4+ —=—...)=1

sonucuna ulagilir. Ispat tamamlanmis olur.

Ozellik 1.3.35 f nin Zp noktasindaki Taylor acilim

[(2) = [(Zp)+f (Zp)(Z~ Zs)+ f (Zp)(Z~Zs)*+.. e f (Zp)(Z—Zs)"+

seklinde ifade edilir (DeWitt 1984, Caston ve Fioresi 2007, Rogers 2007, Sar-
danashvily 2008, Balduzzi Dottorato di ricerca XXI ciclo).

Diger taraftan herhangi bir Z siipersayisi

o

al
§ cal .an€

0

seklinde ifade edilmistir. n nin tek veya ¢ift olma durumuna goére Z siipersayisi

0o
c g oWl E ghntl g™
0' 0 + as.. azn ~ 277/ + ' (11 -a2n41

(1.35)

toplam bic¢iminde ifade edilebilir.

U=2Zgy +Z fiConan g gh2 (1.36)
V= i;c ghn+l g™ (1.37)
e 2n+1) at...a2n+1

seklinde yazildiginda ¢ift say1 indislilere ¢ift siipersayi, tek say1 indislilere tek
stipersay1 denir. (DeWitt 1984, Cartier ve dig. 2002).
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Tanim 1.3.36 Komiitatif olan ¢ift siipersayilara c-sayilar (C. ile gosterilir),
anti-komiitatif olan tek siipersayilara a-sayilar (C, ile gosterilir) denir (DeWitt
1984).

Ozellik 1.3.37: a-sayilar body kisim icermedigi icin, tersinir degildir (DeWitt
1984). (Teorem 1.3.34’den agikardir.)

Ozellik 1.3.38 Iki a-sayin veya iki c-saymin carpimi bir c-sayidir (DeWitt
1984).
Ispat Gercekten;

Z ve Z' iki a-say1 olsun. Buna gore,

o0

/ 1
a2n a _ a2m
E 2n+1 ‘ Cay...agn1€ Il e ve 4 = E mcal...a2m+1€ Imtl e
0 !

al

olmak {izere

o o0
§ = g%2ntl a2m+1 a1
27 - Z 271—}— 1 I Ca;.. a2n+1 .. Z 2m+ ' Ca;.. a2m+15 ...
o0 o0
== ZZ 1 1 I 15 €a2m+1 8a18a2n+1 gal
o aj...aam aj...azn
i (2m + 1)! (2n + 1)! 1..-a2m+1Ca1...a2

Burada parite kavram dikkate alinarak islem yapihir. Islem carpma islemi olup

parite kavrami gozoniine alinirsa sonucun

| o
27 = ZmCGQ...GQkE 2k g%
k=0

seklinde bir c-say1 oldugu goriiliir. (Analiz ederken tek parite=1 ve ift parite=0
oldugu gozoniine alinir. Bu durumda; tek parite4cift parite = tek parite, tek pa-
rite+tek parite =¢ift parite, ¢ift paritedcift parite =¢ift parite esitlikleri
yardimiyla sonuca ulagilir.)

Bengzer gekilde iki c-sayinin ¢arpimi da gosterilebilir. Bu durumda;

Z ve Z' iki c-say1 olsun. Buna gore,

=1
!
7 = E Ca 2  e"? ve = E —c gum . g
g agn€ M. .. azm
= (2m)!
olmak tizere
oo o0
ZZ, = —1 a2n a2 1 a2m a
— (2n)'ca2"'a2"€ ...E (Qm)lc”'"‘mme £
n=0 ’ m=0 ’
a a a a
= E E 2m 2n' Cay...anmCay..asn € ... 2P €™
m=0n= O
oo
— a2k a
= g ca2 agp€ F.E
k= 0
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sonucu elde edilir.

Ozellik 1.3.39 Bir a-say1 ve bir c-sayinm carpimu bir a-sayidir (DeWitt 1984).
Ispat Gercekten,

> o0

1 a2n “ ' —1 a2m a

Z = E mca1...a2n+15 2 +1...€ 1 ve Z = E (2m>!0a2...a2m5 2 € 2
n=0 —

olmak {tizere yukarida bahsedildigi gibi parite kavrami gozoniine alindiginda,

’ s 1 . "
ZZ = kz_omcalma2k+1€ 2k+1--.8

sonucuna ulagilir.

Ozellik 1.3.40 a-sayilarin karesi sifirdir (DeWitt 1984).
Ispat Kabul edelim ki,

! S 1 a2m 02
7 = Z (2m)‘ca2“'a2m€ .E
m=0 ’

olmak {izere

1.3.3.4 Siiper Sayilarin Siiper Analitik Fonksiyonu

f:C, — Ay olmak iizere

df (v) = dv [% f(v)] - [f (v) d%] dv (1.38)

d d
dir. v ye bagh olan . f(v) ve f(v) o katsayilaria sirasiyla f nin sol tiirevi ve
v v

sag tiirevi denir (DeWitt 1984).

Yukaridaki esitligin genel ¢oziimii f = a + bv seklindedir. Eger
b = b. + b, seklinde tek ve ¢ift kissmdan oluguyorsa,

f(v)%:be+bo ve %f(v):be—bo (1.39)

olur (DeWitt 1984).
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Ozellik 1.3.41 Eger f nin goriintii kiimesi C, de ise, a ¢ift, b tek ve

d

- (1.40)

d
) ==f )

dir (DeWitt 1984).
Ciinkii, Yv € C, icin f(v) € C. olacagindan a,bv € C, olmaldir. Buna gore,
a € C. ve bv € C, olur ve dolayisiyla b € C, olur.

Ozellik 1.3.42 Eger f nin goriintii kiimesi C,, de ise, a tek, b cift ve

d

d
P =)+ (1.41)

dir (DeWitt 1984).
Ciinkii, Yv € C, i¢in f(v) € C, olacagindan a,bv € C, olmaldir. Buna gore,
a € C, ve bv € C, olur ve dolayisiyla b € C.. olur.

Tanim 1.3.43 Benzer sekilde, f : C. — Aigin

d d
() = au 3o r 0] = |7 ) 3
olur. du bir c-say1 oldugundan,

d d
()= 1 ()7 (1.42)

esitligi vardir (DeWitt 1984).

Ozellik 1.3.44 f nin goriinti kiimesi C. de ise, n tek iken f,, ,, = 0 dir
(DeWitt 1984).

f nin goriintii kiimesi C, de ise, n ¢ift iken f,, ,, = 0 dir
(DeWitt 1984).

1.3.3.5 Reel Siiper Sayilar

Tanim 1.3.45 Reel siipersayilar1 ifade etmek i¢in kompleks konjuge(esleniklik)

kurallarina ihtiyag vardir. Kompleks konjuge operatorii ()* olmak iizere,
(Z + Z’) — (Z)+ (Z) (1.43)
<ZZ')* - (Z) (2)" (1.44)

esitlikleri vardir (DeWitt 1984).

C. ciimlesindeki biitiin reel elemanlarin ciimlesi R, ve C, ciimlesindeki biitiin
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reel elemanlarin ctimlesi R, ile gosterilir.
Burada, R.={z¢€ C.: 2" =z}
R,={z€C,:2"=—z}

seklindedir. z*'in porzitif ve negatif olma durumu c-say1 ve a-sayinin parity kavrami

ile ilgilidir. (—17) ile belirlenir.)

Ao 10 bazlari,

Tanim 1.3.46 Bir 7 siiper sayisi i¢cin Z* = Z ise Z siiper sayisina reel,

Z* = —Z ise Z siiper sayisina imajiner denir (DeWitt 1984).

Ozellik 1.3.47 £%.. % baz elemanlar,

n(n—1)
2
n(n—1)
2

tek iken imajinerdir,
¢ift iken reeldir

(DeWitt 1984).

ispat
Gergekten, (5“5”...50)* =C..eb%% ve %% = —cbe?  ozelliklerinden
n(n —1) . : s a1 an\* an  ca
— g tek iken anti-komiitatif tanimindan (£%1...e%)" = —gf ..M

nin—1 *

nin—1) ¢ift iken komiitatif tanimindan (e*...e%)" = g% ..c*  olur.
Sonug 1.3.48 Zg= > %calmanaan...sal olmak tizere,

n=1
n(n—1
Cay..a, TeEl Ve % cift iken
Zg reeldir < (1.45)
n(n—1
Cay..a, lMajiner ve % tek iken

(DeWitt 1984).
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Tanim 1.3.49 7 € A, herhangi bir siipersay1 olsun.
Z reeldir <= Zp ve Zg reeldir
gerek ve yeter sart1 vardir (DeWitt 1984).

Tanim 1.3.50 (), ciimlesindeki biitiin reel elemanlarin ctimlesi R, ve C,

ciimlesindeki biitiin reel elemanlarin ciimlesi R, ile gosterilir (DeWitt 1984).

Ozellik 1.3.51

1) ki reel c-saymin carpimi bir reel c-sayidir (DeWitt 1984).

Gercekten, Ozellik 1.3.38’den iki c-sayimnin carpim bir c-sayidir. Diger taraftan,
her iki say1 reel oldugu igin ve c-sayilarin pariteleri ¢ift ( p(c) = 0) oldugu igin iki
reel sayinin ¢arpiminin paritesi ¢ift olur, dolayisiyla bir reel c-say1 olur.

2)Bir reel a-say1 ile bir reel c-saymin ¢arpimi bir reel a-sayidir (DeWitt 1984).

Gercekten, Ozellik 1.3.39’dan bir a-say1 ile bir c-saymin carpimu bir a-sayidir.
Diger taraftan, her iki say1 reel oldugu icin ve pariteleri ( p(a) =1 ve p(c) =0)
oldugu igin iki reel saymin ¢arpiminin paritesi tek olur. (Dikkat edilmesi gereken
nokta ozellikle a-say1 ile ¢arpiliyor olmasi) Carpim sonucu bir a-say1 oldugu ve
p(a) = 1 oldugundan bu a-sayinin reel olmasi gerektigi sonucunu dogurur.

3) 1ki reel a-saymm carpimi bir imajiner c-sayidir (DeWitt 1984).

Gergekten, Ozellik 1.3.38’den iki a-sayinin carpimui bir c-sayidir. Diger taraftan,
her iki say1 reel oldugu igin ve pariteleri tek ( p(a) = 1) oldugu i¢in iki reel sayinin
carpimminin paritesi tek olur. (Dikkat edilmesi gereken nokta 6zellikle a-say ile
garpiliyor olmasi), ¢arpim sonucu c-say1 oldugu ve p(c) = 0 oldugu gozoniine

alinirsa sonucun imajiner olmasini gerektirir.

1.3.3.6 Siiper Vektor Uzayi

Elemanlar siipervektorler olan G kiimesi tizerinde + i¢ islemi, - dig islemi
ve * kompleks konjuge iglemi tanimlansin. Bu durumda, X,Y € G,a,8 € Ay

olmak tizere, ve

arp : G—=G , o (X)=aX
ap : G—G , ar(X)=Xa

islemleri icin

1) X+Y=Y+X
2) X+Y+2)=X+Y)+Z=X+Y +Z
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3) 0€ Golmakiizere X +0=0+X =X

4) - X+X=0

5)
(a+8)X =aX + X Xa+p)=Xa+Xp 1X=X1=X
a(X+Y)=aX+aY (X+Y)a=Xa+Ya 0X=X0=0
(af) X =a(6X)=afX X(af)=(Xa)f=Xaf a0=0a=0

6) (aX)B = a(BX) = aBX

Eger, a € C. ise aX = Xa

aceC, ise X=u+v i¢in au =ua ve av=—va

7) X=X
(X+Y) =@X)+ ()
(@X)" = (X) (a)" ve (Xa) = (a) (X)

sartlar1 saglaniyorsa G bir siipervektor uzayidir (DeWitt 1984, Yagi 1988).

Tanim 1.3.52 X = u(cift) + v(tek) siipervektorii olmak tizere, eger, u = 0
ise, X, bir a-tip siipervektordiir, v = 0 ise, X, bir c-tip siipervektordiir (DeWitt
1984).

Tanim 1.3.53 a-tip ve c-tip olan siipervektore Pure siipervektor denir ve
aX = (-1 Xa
esitligi vardir (DeWitt 1984).

Tanmim 1.3.54 Bir Z siipervektorii igin, Z* = Z ise reel siipervektor,
Z* = —7 ise imajiner siipervektordiir (DeWitt 1984).
Ozellik 1.3.55 Z kompleks siipervektorii olsun. Bu durumda,

X = -(Z+72")=X"

Y = Zi(Z-2%)=Y"

N — DN~

olmak iizere Z = X + 1Y seklinde yazilir (DeWitt 1984).
Gercekten; Z7 = X +1Y ve Z* =X —iY = X* 4 ¢Y* olsun.

Z+7*
X = (Z—)Zx*
Z - Z* Z—7*
N AT SRR SH
1
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olur.

Ozellik 1.3.56

1) Bir reel c-sayist ile bir reel siipervektoriin ¢arpimi bir reel siipervektordiir
(DeWitt 1984).

2) Bir reel a-sayisi ile bir reel c-tip siipervektoriin ¢arpim bir reel a-tip siiper-
vektordiir (DeWitt 1984).

3) Bir reel a-sayisi ile bir reel a-tip siipervektoriin ¢arpimi bir imajiner c-tip
stipervektordiir (DeWitt 1984).

(Bu ifadelerin dogrulugu Ozellik 1.3.38, Ozellik 1.3.39 ve Ozellik 1.3.51’den
agikardar.)

Tanim 1.3.57 Herhangi iki X ve Y siipervektoriiniin ¢ift ve tek kisimdan
olustugunu dikkate alirsak,

X = X, je€ije + Xjo€jo (X = Xie; + Xjeeje + Xjo€jo)

Y =Y, je€ije + Yio€jo (Y =Yie; + Yjeeje + Yjolsjo)

seklinde ifade edebiliriz. Buna gore, bu siiper vektorlerin i¢ ¢arpima,

<X, Y> — Xi’jeyvi,je - on}/jo (146)
= XzY; + XjeY;'e - onY}o

olur. Burada

1, p1=ps =cift
Opypo = 0, p1 # p2
=1, p1=p2 =tek
seklindedir.

Tanim 1.3.58 Matematik ve teorik fizikte Berezinian, siipermatrislerin de-
terminant alma yolunda bir genellestirmedir. Herhangi iki X ve Y siipermatris
olmak iizere

Ber(XY) = Ber(X)Ber(Y)

olur. Ayrica herhangi bir X siipermatrisi

| A B
oD

olsun (A ve D gift olmak iizere). Bu durumda,

Ber(X) = det(A)det(D — CA™B)™!

seklinde tanimlanir (DeWitt 1984, Covolo ve Poncin 2012).
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1.3.3.7 Baz Kavrami

G siipervektor uzayinda siipervektorlerin kiimesi {e;} yi gézoniine alahm. ¢ €
Aso Ve ¢ # 0 olmak iizere c'e; = 0 i¢in e; ler lineer bagimsizdir. Buna gore, her
siipervektor,

X =X'e

formundadir.
Standart baz e; icin (e;)* = (—1)" e; seklindedir. Bu durumda, X reel siiper-

vektorii igin,
X = X' = (X)) = () (X7)" = (=1) e (X)

olur. Burada, X c-tip ise, X c-tip ve i c-tip veya X* a-tip ve i a-tip olur.
X a-tip ise,X? c-tip ve i a-tip veya X’ a-tip ve i c-tip olur.

Buna gore,

(X)" = ()" X (1.48)
elde edilir (DeWitt 1984).

Gergekten;

X = X'e; reel siiper vektor olsun.

o X c-tip ise;
i (a-tip) tek olsun. Bu durumda, e; baz1 da tek (a-tip) olur. X c-tip ve
X = X'¢; oldugundan X* tek(a-tip) olmahdir. Dolayisiyla,

X =(-1'e (-1)* X' = ¢, X'

olur.
i (c-tip) ¢ift olsun. Bu durumda, e; bazi da ¢ift (c-tip) olur. X c-tip ve
X = X'e; oldugundan X" ift(c-tip) olmahdir. O halde,

X* = (1) (-1)F X' = ¢, X'
olur.

e X a-tip ise;
i(a-tip) tek olsun. Bu durumda, e; bazi da tek (a-tip) olur. X a-tip ve
X = X'¢; oldugundan X° ¢ift(c-tip) olmaldir. Dolayisiyla

X*=(=1)'e; (-1)F X' = —;X°
olur.
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i(c-tip) ¢ift olsun. Bu durumda, e; bazi da ¢ift (c-tip) olur. X a-tip ve
X = X'e; oldugundan X' tek(a-tip) olmalhdir. Dolayisiyla

X = (=1)'e; (-1)F X' = —;X°
olur.

NOT: X a-tip oldugundan konjugesi negatif olur. Bu durum reel olmasiyla

celigki degildir.

1.3.3.8 Harita ve Atlas

Bir M uzaymin herhangi bir A ciimlesi U4 ve R* x R} 'nin herhangi bir agik
ciimlesi V' olsun.

¢ :Us—V CR" xR

doniigiimii 1-1 olmak iizere (Uy, ¢ 4) ikilisine M’de bir harita denir.

Bu haritalarin agagidaki ozelliklerini saglayan A kolleksiyonuna M ’de bir atlas
denir.

1) LAJU a=M

2) VA, B i¢in Uy N Up # @ olmak iizere ¢, o ¢5', Uy N Up tizerinde diferen-

siyellenebilirdir.

Buna gore bir siipermanifold i¢in genel olarak,
Bir M uzaymin herhangi bir A ciimlesi Uy ve R?* x R!’nin herhangi bir agik
ctimlesi V' olsun.

¢ :Us—V CR" xR

doniigiimii 1-1 olmak iizere (Uy, ¢ ) ikilisine M’de bir siiper harita denir.

Bu haritalarin agsagidaki ozelliklerini saglayan A kolleksiyonuna M ’de bir siiper
atlas denir.

1) LAJU a=M

2) VA, B icin UyNUp # @ olmak iizere ¢ 405", UsNUp iizerinde diferansiyel-
lenebilirdir (Jadezyk vePilch 1981, DeWitt 1984, Sardanashily 2008, Sardanashily
2009, Covolo ve Poncin 2012).

Buna gore bir siipermanifold i¢in genel olarak,
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Sekil 1.3:  Siipermanifold (body-+soul)

diyagrami mevcuttur. Burada b’ye body homeomorfizmi, s’ye soul homeomorfizm
denir. Diger taraftan
sob™t :U(R™) — U(R")
ve
bos ' :U(R") — U(R™)
doniistimleri birer diffeomorfizmdir.
Dolayisiyla, boyM = (m,n) = (m, ne,n,) ;
(m,n) =(body boyut, soul boyut)
(m, ne,m,) =(body boyut, ¢ift soul boyut, tek soul boyut) olmak {izere,
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Sekil 1.4:  Siipermanifold (body+soul ¢ift+soul tek)

seklinde ifade edilir. Burada, b’ye body homeomorfizmi, s.’ye ¢ift soul homeo-

morfizm, s,’ye tek soul homeomorfizm denir. Diger taraftan,
scob ' U(R™) — U(R™), seo bt U(R™) — U(R™)
bos, ' :U(R™) — U(R™), bos,' :U(R™) — U(R™)
doniisiimleri diffeomorfizmdir.

Simdi bir M siipermanifoldunun 7'M siiper tanjant vektor uzayimin siiper
vektor uzayi oldugunu gosterelim; genel anlamda M nin bazi

(€ib, €js) = (€ins €js.r€js,) » 0 <1 <m, 0< 7 <n(0< e <neyne < Jo < 1)
dir.

0 0 0
Buna gore, "M ’nin baz ( Jew’ Born. 3]'50) seklindedir.
X € T'M olsun. Bu durumda,
0 0 0
X=X,—+X, X 1.49
861-1, + J 86]’86 + J (9ejso ( )
seklinde ifade edilir. Genel olarak,
0 0
X=X\—+X;,— 1.50
8eib * ]8ej8 ( )

olarak da tamimlanabilir. Buna gore, siiper vektor uzay: sartlarina gore,

0 0 0 0
X=X\—+X,—, Y=Y—+Y,—
dey, + ]86]-3 e - jaejs
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iki tanjant vektor olmak iizere,

1) X+Y:@&+mé;
ib

0
= (Y + X;)—

0
+ (X5 +Y)5
js

B
(Y + X)) =Y + X
js

0 0
2) Z= Zi@ +Zj— Jess olmak iizere

0 0
X+(Y+Z)_XZ-+(Y2-+Z)a oe..

5 o)
=(Xi+Y)+Zi— +(X;+Y)+ Z;— =(X+Y)+ Z
Oeip dejis

0 0
X+(Y+Z)=Xi+<Y;+Z)ae + X+ (Y; +Z>8e
s

0 0
= (Xi+ Y+ Z) e+ (X 4+ Y+ Z) = =
( + + )861b+( J+ J+ J)aejs

+ X+ Y+ Z)—

(X+Y +2)

+(X; +0) 0

3) 0€ TM olmak iizere X +0 = (X; +0)=— 0 5
ejs

=X
aezb

5
+ (X + Z;)

0
4) X+7Z=(X;+Z)— e
78

den ifadesi i¢in
Xi+Z; =0 ve X;+ Z; =0 olacak gekilde Z; = —X; ve Z; = —X; vardir

ve

0 0
Z=-X=-X;— — X;——
861‘1) J 86j5

ters siiper vektorii mevcuttur.

5) a=a,+as, =70+ [, € A olmak iizere,

(0 X = (o )+ (0, 8] (X + Xi5)
= (a +5b)Xz‘a§ib + (a5 + 8,) X e
- abXZa%ib + aSXJa%js + 6, X 88 + 3, jaajs =aX + X
bigimindedir. Benzer gekilde, X (o + ) = Xa + X dir.
Diger taraftan,
a(X 4+Y) = (ap+ as)((X; + Y)azb + (X +Y)a§js)
= (X + ab}/i)a%w + (s X + ostj)aTjs
= X 82 + o X aajs + o Y; (9(2 + as%% =aX +aY

olup benzer sekilde, (X +Y)a = Xa + Ya dur.
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Diger taraftan,

B 0
(aB)X = (B + o, + sy + uB) (Xig o o+ Xi5-)
P 0
= ap(B, X; aelb)Jras(ﬁ i 5 ]S) = a(BX)
9 0
= Oébﬁb 66 + asﬁ Ja ejs o O{ﬁX

bulunur. Benzer sekilde, X (af3) = (Xa)p = Xaf dir.

Diger taraftan,

0
1. X=1(X—+X,—
( a@ib + ]8ej3

0 0 0
=1X,— +1X,— =X
)= 8611, J dejs

elde edilir. Benzer gekilde, X.1 = X dir.

Diger taraftan,

0.X =0(X;— + X, —
( 86ib + ]Gejs

0 0 0
0N 10X, —
) = 0Xi5—+0 ien 0

bicimindedir. Benzer gekilde, X.0 = 0 duir.

Diger taraftan,

a.0=(ap+a5)0 =0+ a;0=0

ve benzer sekilde, 0. = 0 dir.

6) (12)5 = (o + ) (Xigem + X5 (o4 )

0 0
- @i+ Xz (it 52

0
- Oéb/Bb a + 063/6 Xja
€js

+ B,X 0

5| = at8x)

= (ap + ay) {BbX Jen

Diger taraftan,

a, bir c-say1 olsun. Yani, a = zj + 25, olsun. Bu durumda,

0 0
7 o x. 2
Oejs, + Ao dejs, )

+ (25 + 25.) Xje + (25 + 25.) Xjo

0
aX = (2, + zse)(Xi%

0
— (Zb —+ ZSE)XiaTZ'b

0
= 'X'L(Zb + Zse)ae _I_ X]e(Zb + Zse)
= X(2+ 25,) = Xa

bulunur. «, bir a-say1 olsun. Yani, o = 2z, olsun. Bu durumda,

—I'_ Xje

8ejse 8ejso
0

+ XJO(Zb _I_ Zse)

a —_—
86]'38 86]‘50
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v

u
S e N
Ve ~

0 0 0
X =z, (X;— + X X
« : o< 86,1) * J (%jse + J 86]‘5[))
0 0
= s Xz_ s X'e—_ s X'o—
o e T Zoo s dejs. Pt dejs,
seklinde elde edilir. )

) (X

(%) + (v ) = (vea )|

o \" 0 0
X, x. 2 ) _(x.
Zaeib) +( jeaea‘s) ( Joaejso)

X

Benzer gekilde, (X +Y)" = X*+Y*
(aX)" = X*a* ve (Xa)" =o*X* di.

1.3.4 Graf

Bu boliimde, graf teorinin temel tanimlar: verilecektir (Biggs ve dig. 1986,
Cangiil 2017, Cangiil 2018).

Tamim 1.3.59 Bir G grafi, kise(vertex) olarak adlandirilan noktalar ve her
biri bu noktalar1 veya noktamn kendisini birlegtiren ve kenar(edge) olarak ad-
landirilan ¢izgiler toplulugudur. V = V(G) kiimesi grafin koseler kiimesi ve
E = E(G) kiimesi grafin kenarlar kiimesi olmak tizere , G grafi G = (V, E)
seklinde gosterilir (Cangiil 2017, Cangiil 2018).

Diger bir tanimla, kenar(ayrit) denilen dogru pargalari ile birlegtirilmig kose(te-
pe) denilen noktalardan olusan bir diyagrama graf denir. Yani, V ile gosterilen ve
koseler kiimesi ad1 verilen elemanlar kiimesi ile V' x V' kartezyen ¢arpim kiimesin-
deki sirali ikililer ile tanimlanmig kenarlarin olusturdugu E kiimesinin birlikte

meydana getirdigi semaya (diyagrama) graf denir.

Tanmim 1.3.60 Bir graftaki baslangi¢ ve bitis koseleri ayni olan kenara déngii
(loop) denir (Biggs ve dig. 1986, Cangiil 2017, Cangiil 2018).

Tanim 1.3.61 Bir grafta en az bir kenar yonlii ise, bu grafa yonlii aksi halde
yonsiiz veya yonlendirilmemis graf denir (Biggs ve dig. 1986, Cangiil 2017, Cangiil
2018).

Tanim 1.3.62 Bir grafin herhangi iki kosgesi arasinda birden fazla kenar varsa
bu kenarlara kath kenar, bu tiir graflara ise kath graflar denir (Biggs ve dig. 1986,
Cangiil 2017, Cangiil 2018).
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Tanim 1.3.63 Kath kenar ve dongii icermeyen graflara basit graf denir. Yani,
iki koseyi birlegtiren birden fazla kenar varsa bunlara c¢oklu kenar, bir koseyi
kendine birlegtiren bir kenara da dongii denir. Bu iki tiir kenar1 olmayan grafa
basit graf denir (Biggs ve dig. 1986, Cangiil 2017, Cangiil 2018).

Tanim 1.3.64 Bir G grafinda e kenar1 u ve v koselerini birlestiriyorsa, e =
(u,v) bigiminde gosterilir. u ve v kosgelerine bitigik koseler denir (Biggs ve dig.
1986, Cangiil 2017, Cangiil 2018).

Tanim 1.3.65 v kosesi, G grafindaki herhangi bir koge olsun. v’ ye bitigik
kenarlarin sayisina v kogesinin derecesi denir ve deg(v) ile gosterilir (Biggs ve dig.
1986, Cangiil 2017, Cangiil 2018).

Tanim 1.3.66 Bir koseden farklh bir kogeye varigta kullanilan her koge ve
kenar bir kez kullanihiyorsa bu gidise yol(path) denir. Diger bir tammla, bir
G grafinda G'nin k tane kenarmin wv,vw,wzx,...,yz seklindeki siralanigina k
uzunluklu bir yol denir (Biggs ve dig. 1986, Cangiil 2017, Cangiil 2018).

Tanim 1.3.67 Bir G grafinin her tepe cifti arasinda en az bir tane yol varsa
G grafina birlestirilmig(connected) graf denir (Biggs ve dig. 1986, Cangiil 2017,
Cangiil 2018).

Tanim 1.3.68 G ve G5 iki graf olsun. (G;’in herhangi iki kogesini birlegtiren
kenarlarin sayisi, Go'nin karsilik gelen koselerini birlestiren kenarlarin sayisina
esit olsun. O halde; GG; ve Go'nin koseleri arasinda birebir bir egleme varsa Gy ve
G+’ye izomorftur denir (Biggs ve dig. 1986, Cangiil 2017, Cangiil 2018).

Tanim 1.3.69 Bir M graf manifoldu 3-manifoldtur ve kapali, baglantili, yon-
lendirilebilir yapiya sahiptir (Berry ve Schluchter 2018, Bolker ve dig. 2002,
Buyalo ve Svetlov 2005).

Tanmim 1.3.70 B ve F' graflar olmak {iizere, bir G grafi ve agagidaki kogullar:
saglayan bir p : G — B doniisiimii varsa, B baz grafi iizerinde [ lifi ile birlikte
bir graf demetidir.

1) G’nin bitigik koselerini, B’deki bitisik koselere egler,

2) Kenarlar, kenarlarla eglenir veya bir tepe noktasina kadar daraltilir,

3) Vv € V(B) kosesi i¢in p~!(v) = f dir ve Ve € F(B) kenar icin p~!(e) &
K x F dir.

Yukaridaki iki kosulu saglayan doniisiime graf doniigiimii denir.
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Verilen bir G grafi i¢in yukaridaki ozelliklere sahip farkh p;, : G — B;
doniigtimleri bulunabilir. Bu gibi durumlarda karigikhigi 6nlemek adina (G, p;, B;)
yazilir.

Simdi bir grafin kenarlari arasinda tamimlanan 6* denklik bagintisimi tanim-

layalim. Bu bagmnti ile graf demeti tanimlanabilir (Imrich ve dig. 1997).

Dort kenardan olusan indirgenmis bir déngiiye uyumsuz kare denir. Bu tanimla,
bir yardima ikili 6 bagintisini tamimlayabiliriz. Herhangi e, f € F(G) icin asagi-
daki kosullardan en az biri saglanirsa ed f bagintisini belirleriz;

1) e ve f, uyumsuz bir karenin zit kenarlaridir,

2) e ve f, bitigiktir ve e ve f iizerinde iiretilmis hi¢bir uyumsuz kare yoktur
(Imrich ve dig. 1997).

0™ ile 6 bagintisinin doniislii ve gegisli kapanigim gosterelim. 0 simetrik oldugun-
dan §* bir denklik bagintisidir. Farkli 6* denklik simiflarina ait olan herhangi
bitisik kenar cifti bir uyumsuz kare iiretir.

Tanim 1.3.4°de verilen demet taniminda F ve M manifoldlar: yerine graf mani-
foldlar1 alinirsa ve 7 ayni zamanda bir graf doniigiimii ise, Tanim 1.3.70’de verilen

kosullar saglandiginda bir graf demeti elde edilir.
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2 SUPER MANIFOLDLAR UZERINDE SUPER

JET DEMET YAPILAR VE SUPER MEKANIK
ENERJI SISTEMLER

Bu boliimde, ileriki boliimlerde kullanilacak olan siiper demet yapisi, siiper
mekanik sistemler ve zamana bagli siiper mekanik sistemler, siiper Lagrange enerji
denklemleri, siiper Hamilton enerji denklemleri ile siiper uzayin temel yapilari

tanimlanmigtir.

2.1 Siiper Demet Yapilari

Bu boliimde, diferensiyel geometride énemli bir yere sahip olan siiper mani-
fold yapisi iizerinde siiper demet yapisinin nasil olusturulacagi ele alinmigtir.
Caligma yapilirken, Mangiarotti ve Sardanashvily(2000), Aycan(2003), Varadara-
jan(2004), Dagh(2012) kullanilmig ve buradaki yapilar siiper uzaymn koordinat

sistemine gore tanimlanmigtir.

Tanim 2.1.1 E* ve M*, siiper C*°-manifoldlar, 7* : E* — M?* bir siiper C'*°-
doniigiim olsun. Eger 7* bir siiper ¢rten submersion ise, (E*,7*, M*) iigliisiine
bir siiper lifli manifold denir.

Bir (E*,7*, M*) siiper lifli manifoldunda, E* manifolduna siiper total uzay,
M*’ ye siiper taban uzay, 7" dniigiimiine siiper projeksiyon ve her bir p € M*
noktasi i¢in F* manifoldunun (7*)~!(p) altciimlesine de p iizerindeki siiper lif
denir.

Tanim 2.1.2 Bir siiper lifli manifold (E*, 7%, M*), boyM* = m (my, + ms),
boyE* = m +n (my + mg + ny + ng) ve U* C E* siiper agik alt ciimlesi iizerinde

bir siiper koordinat sistemi,
Yy U* — R™m

olsun.

pri s RI — R
olmak {izere, a,b € U* icin,
™ (a) = 7" (b) = p = pri (y" (a)) = pri (y" (b))

onermesi dogru ise, y* ye bir siiper uyarlanmig koordinat sistemi denir(Burada,

pri, birinci siiper projeksiyondur) (Balduzzi Dottorato di ricerca XXI ciclo).
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Tanim 2.1.3 Bir siiper lifli manifold (E*, 7*, M*) ve bir siiper C*°-manifold

F* olmak tizere, eger t* : E* — M* x F* doniistimii
priott =n"

olacak gekilde bir siiper diffeomorfizm ise (F*,t*) ikilisine 7*’ n siiper model lifi
ve en azindan bir trivializasyona sahip (E*, 7*, M*) siiper lifli manifolduna da

siiper trivial lifli manifold denir.

Tanim 2.1.4 Bir siiper lifli manifold (E*,7*, M*) ve p € M* olsun. F* bir

stiper C"*°-manifold, p’ nin bir stiper komgulugu W, ve
* . _x—1 * * *
thom T (W) = Wy x F

doniigimit pri ot = W*‘(W*),l(W5> sartini saglayan bir siiper diffeomorfizm ise

" 1n bir siiper lokal trivi-

o zaman (W, t5, F™*) iigliistine p’ nin komsulugunda 7*
alizasyonu ve siiper taban uzayin her bir noktasi civarinda en az bir siiper lokal
trivializasyona sahip bir (E*, 7*, M*) siiper lifli manifolduna da siiper lokal trivial

lifli manifold veya siiper demet denir.

Tanim 2.1.5 M* ve N*, siuper C'*°-manifoldlar, ¢ : M* — N* bir siiper
C*°-dontigtim, p € M* ve bir V,, € T,M* siiper tanjant vektoriine p noktasinda
teget olan bir siiper egri

a:I*C R, — M*

olsun. Bu durumda,
Pulp(Vp) = W;(p) € T N™

siiper tanjant vektorii, poa : I* C R, — N* egrisine ¢ (p) noktasinda teget olan

bir siiper tanjant vektor olmak {izere
Pulp : TpyM™ — T N*

ile tanimlanan doniisiime ¢’ nin p € M* noktasindaki siiper tiirev doniisiimii
denir.

Bu durumda, 7w, : TE* — T M*, 7* nin siiper tiirev doniigiimii olmak {izere,
.= (TE*,m,,TM")
tigliisii bir siiper demet olup; 7,’ ye 7*’ nin siiper tanjant demeti denir.
Tamim 2.1.6 (E*, 7*, M™*) bir siiper lifli manifold ve ¢ : M* — E* bir siiper

doniisiim olsun. Eger m* o = idy+ kogulu gergekleniyorsa, ¢’ ye 7*’ nin bir siiper

kesiti denir ve 7*’ nin tiim siiper kesitlerinin ciimlesi I'(7*) ile gosterilir.
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Tamim 2.1.7 (E*, 7", M*) bir siper demet ve p € M* olsun. ¢, ¢ €
I',(7*) stiper kesitleri, p noktasinda ¢ (p) = ¢ (p) ve ¢ (p) civarinda (x;, u®) stiper

uyarlanmig koordinat sisteminde

0p* Op®
= —\p, 1<i<m,1<a<n
Gxi‘p (9132’]” -
(1 = dp+is, m=mp+mg, «=ay+as n=ny+ng)

ise ¢’ y1 igeren denklik siniflarina ¢’ nin p noktasindaki siiper birinci jeti denir ve
J) ¢ ile gosterilir.
Buna gore,
{JI}QS peM*, ¢ € Fp(ﬂ'*)}
ciimlesine 7* siiper demetinin siiper birinci jet manifoldu denir ve J'7* ile gos-

terilir.

Tanim 2.1.8 (E*,7*, M*) bir stiper demet ve (U*,u*), u* = (z;,u*) olmak
tizere E* {izerinde siiper uyarlanmis koordinat sistemi olsun. Bu durumda J'7*

tizerinde (U, v!) indirgenmis koordinat sistemi,
g S

Ul = {J;¢ : ¢(p) S U}> ul = (wivuaau?) = (-Tib7$i57uab7uas>uabs)

ibs
ile taniml olup burada
vi (J,0) = zi(p),  u (J,0) = u" (¢ (p))

ve yeni mn-adet u¢ : U — R, fonksiyonlar ise,

O

'u’za<J11¢> = aLE ‘P

seklinde belirlidir. Bu sekilde ifade edilen yeni u{ koordinatlar1 siiper tiirevsel
koordinatlar olarak adlandirilir. Ancak burada genel olarak m.n adet tiirevsel
koordinat olsa bile, bunlarin i¢indeki baz1 tiirevsel koordinatlar dikkate alinmaya-
caktir. Ciinkii body ve soul kistmlarin ayrica ¢ift ve tek pariteli terimlerin bir-

birine gore tiirevinden s6z edilemez.

2.2 Siiper Euler-Lagrange Mekanik Sistemler

Bu boliimde, siiper Euler-Lagrange denklemleri ile ilgili temel kavramlar veri-

lecektir.
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Tanim 2.2.1 m = (m;, + ms) boyutlu bir siiper manifold M* ve M*’ nin
stiper tanjant demeti TM* olsun. T'M* iizerinde J? = 0 esitligini saglayan ve
rankJ = m ile verilen (1,1) tipinden J tensér alanina siiper yaklagik tanjant
yapi denir.

M* manifoldu iizerinde siiper lokal koordinatlar
() = (T, Tis), L <0 <m(i =iy + 15, m = mp + my)
ve T'M* tizerinde siiper lokal koordinatlar
(4, 1131) = (Tip, Tis, Tip, Ibis)

olmak tizere T'M* iizerinde J yaklagik tanjant yapisi,

0 0 0

olarak tamimlanir.

Tamim 2.2.2 m = (my+m,) boyutlu bir siiper manifold M* ve M*’ nin siiper
tanjant demeti T'M* olsun. T'M* siiper tanjant demeti iizerindeki bir siiper vektor
alanina M™* siiper manifoldu iizerinde siiper semispray denir. Bu durumda ¢ siiper

semisprayi lokal olarak;

.0 0
= Tin— i 2.2
E=x oz, + & 9 ( )
ile verilir. Burada ¢; fonksiyonlar
& = (€, €is) = €i(Tiv, Tis, Tiv, Tis) (2.3)

olarak tamimhidir.
Bu durumda, M* siiper manifoldu iizerinde verilen bir o siiper egrisi eger €’

nin bir integral egrisi oluyorsa, bu egriye £’ nin bir ¢oziimii denir.

Tanim 2.2.3 J, m = (my, + m;) boyutlu bir M* siiper manifoldunun siiper
tanjant demeti iizerinde bir siiper yaklagik tanjant yapi olsun. Bu durumda 7' M*

siiper tanjant demet iizerinde lokal koordinatlar
(i, Ti) = (Tip, Tis, Tin, Tis), L <0 < i = iy + 15, m = my + M)

ve

e
0

5:£t'i

Ox;
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siiper vektor alan1 M* siiper manifoldu iizerinde siiper semispray olmak {iizere

V=Js=

Ti— 2.4
ile verilen V siiper vektor alanina siiper Liouville vektor alan1 denir.
Buna gore, T'M* iizerinde tanimli € siiper vektor alaninin bir siiper semispray

olmasi icin gerek ve yeter sart Je = V' olmasidir.

Tanim 2.2.4 M* siiper manifoldunun siiper tanjant demeti T'M* iizerindeki
siiper p-formlarm ctimlesi AP(T'M*) ve T'M* iizerindeki siiper vektor alanlarinin
ciimlesi x(7'M*) olsun.

iyf = 0, feC®(TM")
P
i f(X1 X)) = > w(Xy, ., X LX) we AN(TMY), Xy, X, € x(TM”)

i=1

- Z.beb<X1b7 ceey Xpb) + Z.Jsfs(Xlsa ceey Xps)

Db Ds
= > (X ooy T Xy o Xpp) + > we(Xias ooy T Xy . Xps)
=1 =1

(2.5)

olarak tanimlh i; = (i,,,%,s) fonksiyonuna siiper diigey tiirev denir.

Burada,
’in (d$zb) = iJS (d!lfls) = O, in (dl’zb) = dxib, iJS (dl’zs) = dl’z‘s (26)

olur.

Ayrica w = (wp, ws) € AP(T'M*) siiper p-formu,

w = Z Wy, ..., Z‘pd.fL'ilA...Adﬂﬁip
11<...<ip
= Z Wiyy,..., Z‘pbd{L‘ile...Adl'ipb + Z Wiy,,..., Z‘psdIL‘ilsA...Adl'ips
i1 <. <lpp 115 <...<ips
(2.7)
seklinde tanimhdir (Catteneo ve Schaetz 2012, Covolo ve Poncin 2012).
Diferensiyeli ise
dw = Y dw,,.;,Adv;, A Adz;,
11<...<ip
= Z dw”b 77777 ipbAdxile---Adxipb + Z dwils ..... ZmAdZL‘ilsA...Adﬂfim
115 <. <lpp 115<...<lps
(2.8)
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olarak ifade edilen siiper p + 1-formdur.

Stiper p + 1-formlarn ciimlesini de AP™ (T M*) olarak gosterirsek
d; : AP(TM*) — APTH(T M)

olacak sekilde

d; = [id,d] =1i;d— di,
[ijbdbv db] + [ijsdsa ds]
= (ijbdb — dbijb) + (ijsds - dsijs) (2.9)

ile tammh d; = ( dj, d;s) fonksiyonu stiper diisey diferansiyel olarak adlandirilir.
VX € x(M*) siiper vektor alanm ile w , siiper p-formunun iyw i¢ ¢arpimi
asagidaki sartlar1 saglayan bir siiper p — 1-formdur.
1)ixw =0, egerp=0 ise;
2) ixw=w(X), egerp=1ise;
3) ixw(Y1,...Y, 1) =w (X, Y1, ...,Y, 1), eger Yy, .. ,Y, 1 € x(M?*) ise;

bu durumda ixw € AP~ (M*) olur.

Tanim 2.2.5 M*, m = m; + m, boyutlu bir siiper manifold ve M*’ nin T M*
siiper tanjant demeti iizerinde ¢ bir siiper 2-form olsun. Eger ¢ maksimal rankli
bir kapal siiper 2-form ise, (M*, ¢) ikilisine siiper simplektik manifold denir.

TM* iizerinde ¢; = —dd ;L stiper 2-formu simplektik ise, bu durumda 7'M*

iizerinde tanimh L : TM* — R, fonksiyonu regiiler yada non-dejeneredir denir.

Tanim 2.2.6 M*, m = my + m, boyutlu bir manifold ve T'M* siiper tanjant
demeti olsun.
L:TM* — R.(Ly: TMy, — R, Ls : TMy — R,) bir siiper C*°-fonksiyon

olmak {tizere, T'M* {izerindeki
¢p = —dd;L = —dyd sy Ly — dsdysLs (2.10)
ile tanimli kapal siiper 2-formu i¢in
Ep=VL—-L=VyLy— Ly+ VsLs — L,

esitligine L = L, + L; ile birlegen enerji fonksiyonu ve L’ ye de T'M* siiper tanjant
demeti iizerindeki siiper Lagrange fonksiyonu denir. T'M* ise M* konfigiirasyon

manifoldunun siiper hiz uzay: olarak adlandirilir.

Tamim 2.2.7 i.¢; = dE, siiper Lagrange sistemleri i¢in dinamik denklemini

saglayan bir tek e semisprayi varsa £ ye L : TM* — R, fonksiyonu igin siiper
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Euler-Lagrange vektor alani1 denir. Bu kosulu saglayan L fonksiyonuna da siiper

Lagrange enerji fonksiyonu adi verilir. Burada,

.0 0

E, = in iA

L o ox; te ox;
jfibi + iisi + €ibi + Eis 0 (2.11)

81‘,‘1) 6$i5 8$zb 81’15
ile tanmimli vektor alanidir ve ¢; fonksiyonlar:
& = (i, €is) = €i(€in(Tin, Tiv), Eis(Tis, Tis))

ile belirlidir.

1.¢0; = dEj, esitligin ¢oziimiiyle elde edilen

d (0L oL d (0L oL, d (0L 0L,
— - = — — - = 2.12

denklemine de siiper Euler-Lagrange enerji denklemi denir.

Buna gore, (2.12) ile belirli olan elde ettigimiz siiper Euler-Lagrange enerji

denklemi igin yapilan islemlerden Teorem 2.2.8 elde edilmistir.

Teorem 2.2.8 M*, m boyutlu bir siiper manifold olmak tizere, T'M* siiper
tanjant demeti iizerinde, (2.2) ile ifade edilen ¢ siiper semisprayi, (2.10) ile verilen
¢, kapali siiper 2-formu ve (2.11) ile ifade edilen E}, siiper Euler-Lagrange vektor
alam kullamlarak i.¢; = dE} esitliginin yukaridaki gibi ¢oziimlenmesiyle (2.12)

de gosterildigi bigimde siiper Euler-Lagrange enerji denklemi,

d (LY 0L _d (0L 0L, d (0L 0L _
dt 8% 8371 a dtb 8mzb (%zzib dts &pw &cis -

seklinde elde edilir.

Zamana bagh siiper uzayda, Lagrange sistemlerini olusturmak icin siiper
jet manifoldlardan yararlaniir. R, bir boyutlu siiper Oklid uzay1 olmak iizere
JYR,, M*) = TM* izomorfizmi vardir.

T'M* nin koordinatlar:

(l‘uxz) = (xibaxisaj:ibaj;is)7

R.’ 1n koordinat: ise

t = (ty, ts)
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olmak tizere J'(R,, M*) iizerindeki siiper uyarlanmig koordinat sistemi
(t, 24, 25) = (o, ts, Tty Tis, Tip, Tis)
olur. Zamana bagh durumda yukarida verilen siiper Lagrange fonksiyonu
L:JYR,, M*)— R,

taniml siiper C°°- doniistimiidiir. Ayrica, bu siiper jet manifold tizerinde J2 = 0
esitligini saglayan ve rankJ = m ile verilen (1, 1) tipinden tenstr alam zamana
bagl siiper yaklagik tanjant yapi olarak tanimlanir.

V' bir siiper Liouville vektor alan1 olmak {izere, siiper yaklagik tanjant yapz,

0 0
an) = W I (o) =
0 0 0 0
J ((%w) - 8:1:11, J ((%zs) a 833‘18

! (32;) N (83:18) (2.13)

kosullarimi saglamalidir.

Zamana bagli durumda ¢ siiper semisprayi lokal olarak

0 + = 0 + 2 ? + 2 J + 0 + (2 14)
e = T; Tis €; Eis .
oty Oty | COxy Ozis Oy Ois
& = (5ib7€is):€i<5z’b<tb7$ibaj:ib);gis(ts;xis;:tz's));

1 < 4 <my ,1 <14, <mg
seklinde ifade edilir.
Tanmim 2.2.9 L : J'(R,, M*) — R, zamana bagh siiper Lagrange fonksiyonu
olsun. JY(R,, M*) iizerinde,
arp = ary +aps = dpLy + Lydyply + d e Lg + Ld,t (2.15)
siiper 1-formuna siiper Poincare-Cartan 1-formu ve

Qr = Qu+Qp
= dydypLy + dpyLp N dipty + dsdyjsLs + dsLs N dgts (2.16)

siiper 2-formuna siiper Poincare-Cartan 2-formu denir.

Buna gore J'(R,, M*) siiper manifoldu iizerinde
QL =0, d.dt=1
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denklemlerini saglayan bir tek
Ep=Ep, + ELs

stiper vektor alan1 vardir, buna zamana bagh siiper Euler-Lagrange vektor alan
denir. (J'(R., M*),Qy, Er) iigliisiine de zamana bagl siiper Lagrange sistem

denir. Bu denklemlerin ¢oziimii ile elde edilen

d (0L oL d (0L oL, d (0L, 0L,
— - = — — - = 2.1

denklemine zamana bagh siiper Euler-Lagrange enerji denklemi denir.

Burada dikkat edilirse; zamana baglh olan durumda elde edilen siiper Euler-
Lagrange denklemi ile zamana bagl olmayan durumda elde edilen siiper Euler-
Lagrange denklemi ayni ¢ikar. O halde, siiper jet demet yapisinda galigmak siiper
Lagrange enerji denklemlerinin genel yapisini degistirmez, fakat siiper uzayda
zaman parametresi calismaya dahil edilecegi icin fiziksel ve mekanik uygulamalar

acisindan elveriglidir.

Buna gore, (2.17) ile belirli olan elde ettigimiz zamana bagh siiper Euler-

Lagrange enerji denklemi i¢in yapilan iglemlerden Teorem 2.2.10 elde edilmigtir.

Teorem 2.2.10 M*, m boyutlu bir siiper manifold olmak iizere, J*(R,, M*)
siiper jet manifoldu iizerinde, (2.14) de verilen ¢ siiper semisprayi, (2.15) ile ifade
edilen o, siiper Poincare-Cartan 1-formu ve (2.16) ile verilen €2, siiper Poincare-
Cartan 2-formu kullanilarak i.2, =0,  i.dt = 1 denklemlerinin yukaridaki gibi

¢oziimlenmesiyle zamana bagh siiper Euler-Lagrange enerji denklemi,

d (LY 0L _ d (0L 0L, d (0L 0L _
dt 8% 83:1 N dtb 8mzb (%cib dts &pw &cis N

seklinde elde edilir.

2.2.1 Siiper Euler-Lagrange Enerji Denklemleri

Teorik fizikte siiper uzay, body ve soul kisimlardan olusan yapilarin tanim-
lanabildigi, burada body kismin her zaman ¢ift pariteli, soul kismin da hem cift
hem tek pariteli kisimlardan olustugunu biliyoruz.

Bu boliimde 6ncelikle, caligmamizin temel alanini olusturan siiper Euler-Lagran-

ge mekanik sistemlerini inceleyecegiz.
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Yukarida tammlanan (E*, 7, M*) siiper demetini ele alahm. Burada E*
manifoldu stiper total manifold, M* manifoldu siiper baz manifold olarak kabul
edilmisti. Ayrica, E* ve M* manifoldlar1 birer siiper C'*°- manifoldlardir. Siiper
uzayda caligirken keyfi bir M* siiper manifoldu i¢in siiper demet yapisi olus-
turmak fiziksel uygulamalar agisindan elverigli degildir. Ciinkii, bu kullanimda
jet demet yapisi tanimlanirken olusturulan tiirevsel koordinatlarin genel bir du-
rumu soz konusu olur. Bu ise fiziksel yorumlar: giiclestirir. Bu sebeple olustura-
cagimiz siiper demet yapisinin siiper baz manifoldunu bir boyutlu siiper reel uzay
R, olarak kabul edecegiz. Bu kabuliin bagka bir avantaj ise bu uzayda tanim-
layacagimiz koordinati zaman parametresi olarak kabul edebilmemizdir. Zaten
mekanik sistemler {izerine yapilan ¢aligmalarin uygulamalarinda baz uzay olarak

reel uzayin alinmasi siklikla tercih edilmektedir.

E* ve R, birer siiper manifold olmak iizere, (E*, 7*, R,)’in bir siiper demet
oldugunu gorelim. Siiper demet yapisi i¢in ¢ncelikle siiper trivial yapiy1 olustur-

mak gerekir. Bunun igin gerekli olan komiitatif diyagram,

E* g Em+1
T l l TR (218)
R, — R
Ir

seklinde ifade edilir. Burada ¢ bir siiper izomorfizm, 7 siiper 6rten submersiyon

ve [ siiper 6zdeslik doniisiimii olmak iizere
™ =Igomglop"
olur. Diger bir ifadeyle
Iprom™ =mRpo¢
oldugundan yukaridaki diyagram komiitatiftir. Sonug olarak, 7 siiper diferen-

siyellenebilir bir doniigiimdiir. Boylece, (E*, 7*, R,) bir demet yapisi olusturur.

Simdi (E*,7*, R,) siiper demetini alalim. Bu demet iizerindeki jet demet
yapisim1 J!E* olarak tanimlayalim. Bu durumda, jet demetin koordinatlar1 asagi-
daki gekilde ifade edilecektir.

E*1 koordinatlar1 (z;) = (2, %is,, Tis,) Ve R.'1n koordinat1 (t) = (s, ts,, ts,)

olmak iizere, J!E*’in koordinatlar
(tbv tse’ tsoa Lib, :Uism xisoa Lib, xise ) xiso) (219)
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seklinde tamimlanir. Burada, siiper jet demet yapisindan gelen (z;) tiirevsel ko-

ordinatlar1 asagidaki sekilde ifade edilir.

= -2 = 2.20
dtb ) xzse dtise ) ( )

¢ € I' () siiper kesiti ise,
¢: R, — Ex
t—o¢(t)
olarak belirlidir ve 7* o ¢ = idg, saglamr. (U,u) siiper indirgenmis koordinat

sistemini de,

U = {Ji¢:6(p) €U}

u = (t,m;,a;) 1<i<m
olarak tanmimlariz. Buna bagh olarak, bu koordinatlar igin

t (J1¢) = tl,, z; (Jy0) = x: (¢ (p))

egitlikleri gecerli olup, yeni tanimlanan m + 1-adet x; : U — R, fonksiyonlar1 gtz

oniine alindiginda, 5
W(T0) = o, 1<i<m

esitligi vardir (Bruce2014). Boylece, siiper uzay igin siiper jet demet yapisi olugtu-

rulmus olur. Ancak burada dikkat edilmesi gereken 6énemli husus, elde edilen m+1
tane tiirevsel koordinatin icerisindeki body ve soul kisimlarin birbirine gore tiirev-
leri ve parite tanimindan dolay: ihmal edilmesi gereken koordinatlarin oldugudur.

Buna gore, E, iizerindeki siiper jet demet icin siiper yaklagik tanjant yap,
J:T(J'E*) =T (J'E")

seklinde ifade edilen bir doniigiim olup, J? = 0 kosulunu saglayan (1,1) tipin-
den tensor alani olmalidir. O halde, J'E* siiper demeti {izerindeki tanimlanan
koordinat sistemini kullanarak asagidaki sekilde siiper yaklagik tanjant yapiy:

olugturabiliriz.

) B ) ) B )
J (63%) " Oiy I (axwe) o, J <83:i50) - o1,

0 19) 0
J(%%)‘J<%W>‘J(%m)‘

0 .0 . 0 . 0
J (§> = .TZbaTZb + l’iSe —a.l’ — iL‘iSO ast (221)

ise

o
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Dikkat edilirse, J2 = 0 kosulu saglanir. Yukarida acik ifadesi verilen .J siiper
tensor alan

0
a'i:iso

J = (dag + Tadty) X =+ (dwis, + T, dis, ) % —(dxs, + T, dis, ) X

Dz, o,

(2.22)

elde edilir. Siiper semispray bu boliimde kullanilan siiper jet demet yapisi iiz-

erindeki ifadesi

o o o . o0 . 0 . 0 0 9 0

oty Gtse 67580 i Ox;p ‘e al'ise e amiso Zb

€ = —

seklindedir. Bu siiper semisprayin siiper yaklagik tanjant yapi iizerindeki degeri
alinarak elde edilen siiper Liouville vektor alani ise;
0

0 : 0
V =2, 2, ——— — 2 —— 2.24
Ty babe + :C'Lse ax ’LSga ( )

ise

seklinde belirlenir.

Mekanik sistemler icin enerji denklemlerinin elde edilmesinde kullanilan yukari-
da verilen siiper Poincare-Cartan 1-formu ve siiper Poincare-Cartan 2-formu tanim-
layabilmemiz icin 6ncelikle siiper diferensiyel operatorii siiper jet demet yapisinin

koordinatlar ile ifade etmemiz gerekir. O halde d siiper diferensiyel operatorii

0 0 0 0 0 0
d = ——dty+ ——dts, — —dts, + ——dry + ——drs, — ——dx;s
oty b ot,, > Oty * Oz, v ¥ 05, Fise Owis, Fise
0 0 0
——dz; di. — ——di. 2.25
abe X b + axise xzse axiso 'rlso ( )

olarak tanimlanir. Buna gore, siiper jet demet yapisinin koordinatlar: ile siiper

Poincare-Cartan 1-formu,

ayp = dJL + Ldt
. 0Ly . 0L,
= b~ dt . s - dts -
xba T b+xzse8 ise e
6Lb OL OL,
—d 7 “dx Lis + ——=d s
8$zb i a ‘ axiso Fiee

+Lydty, + Lsedtse — L dts, (2.26)

0L,
2 dts
’LSO a o
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seklinde ifade edilebilir. Bu 1-formun tekrar diferensiyellenmesi ile siiper Poincare-

Cartan 2-form elde edilir.

+ (dzise N dtse) <—

+ (dxiso A dtso) (

(dzg N dty) (—

ddyL + dL A dt

+ (dzip A dty) <:t,~b

+ (dzs, N dts,) <
da s A dts . S
+ ( J; o O) (x Oa

+ (d.fzb A\ dmzb) (

+ (d'rise A\ da:z-se) <

+ (diiso A dl’z‘s()) (

Gajise@xise

9°L,,

5’@308@50

)
)

%Ly 0*Ly, oLy
8tb8xib b axibaxib aZL‘Z‘b
PLe . &L, 0L,
; Tis "
875563%2-86 eaxiseaxise aZCise
L, . 0L, 0L,
e — Tis ;
Ots, 0T;s, 0 0xs,0Tis, O,
%Ly 0Ly
OzipOryp  Oxyp
0L, 0L,
Tis i 3 )
E@xisﬁxise 81‘1‘36
8?L,, 0L,
i'iso ai‘iso ajjiso
0%Ly,
00Ty,
82L,,

(2.27)

Teorem 2.2.11 (E*, 7*, R,) siiper demet olmak iizere, J!E* siiper jet demet

yapisi {izerinde zamana bagh Euler-Lagrange enerji denklemi,

9°L, 9°L,,

0L,

oLy,

(“T“’ Dtydim T O Ok,
ile ifade edilir.

ispat

+ iz’so 8

ts,0%is,

oL

(-

a{L‘ib

+ Tis, ox

Se -
+ xiso

iSe

oL,

3:1:Z-So

)-o

Siiper Euler-Lagrange denklemi, i.QQ = Q(¢) = 0 diferensiyel denkleminin

¢ozlimii ile elde edilir.

yapilirsa,
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0*Ly . 0%Ly oLy, 0%Ly,
Q) = (- ; : -
(8> < atbajfib T b@xibaxib axib )

02[155 . 82Lse + aLSe + 82L5€ d
o A T Tis . Cise . | ATis
Ots, 0xs, ©0x;5, 0%, OTys, ©O0%4s, 0T, ‘

B O0?Ly, 0L, . 0?Ly, p
ar o s . - — CiSo a- Ao Lis
6t508mi50 Oaxisoﬁxiso a&:iso Oaxisoc‘?xiso °
( - ()?

—— — Tip — TipEp - — Cib
(9xib8xib a%ib 81‘11)8331‘5 81'1'1,

0Ly, . 0L, 0?Ly 0Ly >
dty

82L,, 9L,

_— — :Eis ——
axise aJ;ise ‘ axise

- (iise)z

. 0%L,, OL.,\
_xisegis€+ - gise~— Se
0%;5,0%;5, 0x;s,
(e PLa 60 )? PL, . OL,
—Tis, 7, o Tis, - Tis,
Ots, 0%, 0%is, 0%, 0xs,
N L, , _ OL,\ .
Lis Cisy < — Eisy s
° “6%506@50 081‘,‘50 °

. 0%L oL . 0*L .
+ (Iib b + b — T; b > dl’ib

iy Oy " O0xpdis
e 9L, . oL,, . 9L, .
Tis, = - ; — Lise 7 A Lis
eaxiseﬁxise al'ise eaxiseaxise €

oy  PLy 0L, . L,
—Lisy A= . - ; Lisog m a Lis,
81‘2'5081'1‘50 8xiso 833‘1'8081‘2‘50

(2.28)

bulunur. Bulunan denklem homojen bir siiper diferensiyel denklemdir. Dolayisiyla
elde edilen bu denklemde her diferensiyel terimin katsayisi sifira egit olmaldir.

Buna gore, agagidaki denklem sistemi elde edilir.

2L, 0 (. oL, o ( oL
T A v (xib D Lb) T o <€"b87ib> =0

2) — OLo. 0 (3 Ol p V4 9 (. L) _
atSe 8i‘ise axise e 81.'1'56 > 6¢i8e e a:tise -
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8L, o [ oL, 9 OL,,\
3) Bty Odis. Oy, <x Diem, Lsf’) " B, <‘€ 83':Z~50> =0

. 0%L, .0 .0 0 . 0Ly
4) xibatbafbib_ $iba$ib (xib + Lb) — é‘ib% <xzb% + Lb) =0

) 9?L, . 0 ) 0 0 . 0L,
5) is —6_ is is Ls — &ise v s —e Ls =0
)& “Ots, 0T, o “0x;s, (x “0x;s, + e) c “0x;s, (x “0x;s, + E)
. 0L, ) 0 ) 0 0 . 0L,
6)— 8 — s 8 Ls iSo N s — Ls =0
)& °8t508x2-50+x ? 0%, <x ?0T;s, * ") te " 0%, ($ * 0%, + ")
7 . 9?L, 0Ly ) 9%Ly 0
Tip—— . — — Ty | =
’ Oz, 0y, Oxy, ’ Oz, 0y,

2L, L, , 2L,
) (g O P )

iSe . . . — dLgs N N
N 8%8681:1-85 8@56 ¢ 8@568@-56

2L, L, , 2L,
9) ( . 0L, _3- "—I—ﬂfisoaa—o)zo

_xiso a‘riso atriso axiso 'riso aj:iso
(2.29)

Elde edilen bu denklem sistemi bir non-lineer denklem sistemi oldugu i¢in ancak
ozel kabul altinda ¢oziimii miimkiindiir. Bu nedenle aradigimiz ¢oziim igin 6zel
olarak,

Eib = Tib, €ise = Lises Eis, — —Tys, (2-30)

kabuliinii yapalim. Bu kabulii yaparken dikkat ettigimiz husus, siiper uzayin her
bir eleman1 body, ¢ift soul ve tek soul kisimlardan olugur ki; ayni zamanda cebirsel
ve geometrik yapilar tanimlanirken parite kavrami dikkate alindigindan tek soul
terimin igaretinin negatif (-) olmasi durumudur. Bunun yanisira, siiper katsay1
fonksiyonlari olan €, €55, , €is, 'lar hem t = (4, t,., ts,) hem de x; = (x4, Tis,, Tis, )

siiper koordinat fonksiyonlarini igermelidir. Siiper tiirevsel koordinatlarin
t= (tb7tse7tso) ve Ty = (Iibaxiseaxiso)

siiper koordinatlara bagli oldugunu bildigimize gore, siiper katsay: fonksiyon-

larinin yerine 6zel olarak siiper tiirevsel koordinatlar1 kullanmamiz uygun olur.
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Euler-Lagrange enerji denkleminin siiper koordinatlar ile genel formuna en uygun

¢oziimi veren lineer bagint1 asagidaki bicimde oldugu i¢in,
—Tip(1) = Tis, (2) + Tis, (3) + (4) + (5) = (6) = Zap(7) — s (8) + &5, (9) = 0

bu ¢oztimii gergeklersek,

(. oL, . 0L, . &L, )
0 = xib—,—i—mise - + x; -

atbaxzb atsﬁxise 1o atsoaxisn
, PLy . 02L,, ., 0L,
( sz aCUzba-rzb * (xwe} a zseaxzse (ajiSO) axisoai’zso)
o PLy . PL, 5 0L,
< ) 81‘11)81'@1) * (xZSE) ai’iseaiise (xZSO) a*risoa:tim
B 8 b 8LSE
ib iSe 8j7i56
. 8Lb Lo L . 0L,
oz 0T 1o (9%5? Oy,

(2.31)

denklemi elde edilir. Bu denklem, siiper jet demet yapisi iizerindeki siiper Euler-
Lagrange enerji denklemidir.

Daha once (2.17)’de verilen zamana bagh Euler-Lagrange enerji denklemi ile
bu denklemin birinci ve sonuncu terimleri benzerdir. Sadece 6zel kabuliimiiz-
den kaynaklanan katsay1 fonksiyonlarimiz eklenmistir. Bu fonksiyonlar1 daha da
ozellestirip, 6rnegin bir sabit degerini alsaydik bu katsayilar olusmazdi. Aradaki
terimler parite kavramindan, yani siiper uzayin body ve soul kisimdan, ayrica soul
kismin da ¢ift ve tek pariteden olusmasindan kaynaklanir. Bu durumda, (2.31)
ile belirli olan siiper Euler-Lagrange enerji denkleminin genel formu;

. 0L, v 0?Ls, iy 0?L,, . 0Ly v oL, N OL,, 0
Tib =~ Tis 5 Tis —| Z; Tis mzs
b Oty 024 “ Oty Oy, ° Ot,, s, oy, “Ois, ° ;s

(2.32)

olur. Boylece ispat tamamlanir.

2.2.2 Uygulamalar

Ornek 2.2.12 (Siiper Cember Ornegi)
Siiper uzayda,

a(0) = (t,rcosf,rsinb, u)

parametrik denklemi ile verilen siiper cember egrisi, agagidaki sekilde gosterilecegi
iizere ii¢ kissmdan olugur (Sekil 2.1, Sekil 2.2, Sekil 2.3). Bunlar;
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1) 6 = 0° i¢in baglangic noktasi, siiper cember egrisinin
ap (0) = (tp, 75 cOS Op, 7 SIn O, up)

parametrik denklemi ile verilen body kismini,

Sekil 2.1:Siiper ¢ember (body)

2)0=(2k—2)° k=2°4°6°..180° igin, ¢ift pariteli olan ve
as, (0) = (ts,,7s, cosOs,, 15, sinb;, , ug)

parametrik denklemi ile verilen siiper cember egrisi iizerindeki noktalar siiper

¢ember egrisinin ¢ift soul kismini,

Sekil 2.2: Siiper ¢ember (soul ¢ift)

3)0=(2k—-1)° k=1°3°5°..,180° igin, tek pariteli olan ve

as, (0) = (ts,, s, cosbs,,rs, sinbg, , us,)
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parametrik denklemi ile verilen siiper cember egrisi {izerindeki noktalar siiper

¢ember egrisinin tek soul kismini,
‘\

Sekil 2.3: Siiper ¢cember (soul tek)

temsil eder. Bu ii¢ kisimdan olusan siiper noktalar kiimesi siiper cember egrisini
olugturacagina gore bir m parcaciginin bu siiper cember egrisi iizerindeki hareke-

tini su sekilde inceleyebiliriz.

Sekil 2.4: Siiper ¢gember egrisi tizerindeki hareket
Sekil 2.4’de siiper uzayda alinan hareketli bir m parcaciginin siiper cember
tizerine diistiikten sonra, siiper cember egrileri tizerindeki hareketi gosterilmigtir.
Bu ¢6rnekte, m parcaciginin siiper cember egrileri iizerindeki hareketi esnasinda
ortaya ¢ikan siiper Lagrange enerji fonksiyonunu arastiracagiz. Bu kisimda da
uzay zamani s ve siiper ¢ember iizerinde gecen zamani t parametresi ile ifade

edilsin. ¢ ve s zaman parametreleri arasindaki orani yine £ ile gosterelim.

Siiper cember egrisi iizerinde jet koordinat sistemi ;
<s, t,rcosf,rsinf,t, 7 cos,rsin 9)
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seklindedir. Bu jet demet koordinatlar, siiper uzayda body, soul even ve soul odd

kisimlar ile daha detayli ifade edilirse,

¢ rcos 0 rsin @
S 7\ 7\

e — A 7 N 7 N . . Y
(Sby Ssey Ssoy bby tsyy s, s ToCOS O, 15 cOSO, 15, cOsO,rysin b, 1y, sinb, rg, sinb,

t 7 cos 6 rsin@
— - A~ ~ ~ A~ ~
oy ts,s ts,, ToCOSO, 15, cOsO,Ts cosB, rpsind, rg, sinb, s, sinf) (2.33)

olur. Burada siiper tiirevsel koordinatlar,

: oty - Ots, : Ots,
h=7— ls.= 37— S0 — [
sy 0ss, 0ss,

, ory , ors, . ors,
Ty=——— Ty = —° Ty =—2
b sy 0, ? 0Ss,

bigimindedir. Siiper ¢ember jet demet koordinatlari, siiper enerji denkleminde

yerine yazilirsa,

. 0°L . 0L . 0*L,
0 = 2b——> +2t,, N o
Gsbétb 835882556 835087580
. 0%Ly . 0L . 2L
Ayl dy e gy o
T s O O D O
., O°L ~ 0?L . 02 L
()22 — 2, )22 — 2(F,,)P——2
Otyoty, Ot Ots, Ots, Ots,
.y 0?1 0?L . 0?L
—4 2 — — s 2—5.6 —4 s 2 S.o
(o) oryory, (7s.) Ors Ors, (7s0) Ors,0rs,
—2p—— — 2, —= — 2, —2
> oty ° ., ° Ot
. 0Ly . 0L, . 0L,
S/ Sl Y ek CORY
" ary e ors, b ors,
., O?L - 0L, - 0L,
(1) ot = 2t ) 4 2t )
otyoty Ots, Ots, Ots, Ots,
0% Ly, 0*L O0?L
4 - N2 i .S 2 Se 4 -S 2 : 5.0
o) Grar, — ) g ar, T4 5
. 0L . 0L, . OL . 0L
—2tb8—_b - 215588, c 4rba—.b - 471388, c
atb 6tse 87”(, arse
(2.34)
stiper Lagrange enerji denklemi elde edilir. Burada,
oLy 0L, 0L,
grb b grse ‘ grso ’
L Ly Ly
D, = I, — = —[, (2.35)
atb 8t56 ‘ atSo ’
tb:k’bsb tSe ZICSESSe tso :]{750880

ol



kabulleri altinda (2.34) denklemi diizenlendiginde

oL, . OL, . OL, oL, . 0L, . 0L,
0 = —2 9, TS 9 TS0y g, e gy T
Yot, <ot Bt Yo <o, o,
oL L, oL, . OL,
) VRl V. S Ml B S
oty ots, ory ors,
(2.36)

elde edilir. Bu durumda,
ot, 0L, Ots, OLs,  Ots, OLs,
Os, Ot,  Osy, Ot,,  Os,, Ot,,
oy aLb Ors, OLg, B 207’50 OLs,
dsy Oy 0ss, Ors, 0ss, Ors,
atb 8Lb 8t56 8L 287“1, aLb 287“58 8L8€
 Osy oty &S‘Se Ots. sy Oy 0ss, O,

0 =

—2—

(2.37)

olur. Ozel kogullar dikkate almirsa; (2.37) denklemi

oLy 0L, 0L,
0 = -3 -3 < —3 -
sy 0ss, 0ss,

—ibub — ise/“LSe — 27.“1,)\[3 — 27‘186)‘35

6 8tb 87"1; 2\ arse 61556 67“86

= 2\ = 2\, s +
Ym0 ar, O, “Ds,, | 1 r,, Ds,,

+38Lb ory n 38L56 ors, n 38LSO ors,
Ory 0sp Ors, 0ss, Ors, 0Ss,

_ 8rb [QAb

+3—
(95;,

ot, L,
“bab oy

ors, Ots, 0Ly, ors, |, 0Ls,
+£ [2)\86 + s rs, +3 ors, } + 0ss, {3 ors, }

e

seklinde bulunur. Burada, r’nin s’ye gore tiirevi sifir olamayacag icin, yani

AR R
olacagindan
{2/\;, ,ubgtb —1—3(2—1;5 =0
{2%5 + 1, gtSE + 325’ =0
{3%— =0 (2.38)
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olur. Buna gore,

oty oLy | 2 1
2\ “ 2132 = 0=1p = —Z)rn — — ot
{ b‘FMb&rb‘f‘ ary b 3707 = 3l
ot 0L, | 2 1
2, e 43| = 0= L, ==\, 1s, — —/i, ts
|: e + /’LSE arse + aTSe | e 3 er e 3/"[/86 e
OL, |
3—=2| = 0= L, = —c, 2.39
55 — (2.30)
elde edilir. Diger taraftan (2.35) de verilen 6zel kogullara gore;
body kisim igin,
) 2 1
Ly = Nrp= —g)\zﬂ“b - gﬂbtb
= —2=_—Cp -2t
aSb 3Tb 3 )\b b
0 2 15t
Tp oty
= =Ty -y
dsy 3" 3’
Tp
a’l“b tb 2
o )=
B ( i Bkb) 3’
d?“b kb
= — =-=2 d
T (3/% + tb) %
d?”b kb
= —=-2——ds
Ty (kb(3+sb)> '
= Inr,=-2In(3+s) +1Ing
= o= (2.40)
t
(3+)
¢ift soul kisim igin,
2 1
Ls - >\s 's - __>\s Se — S Mg ts
e ET e 3 e/r. e 3# e e
ors 2 1,
= =T, ot
Ds.. 3% 3N,
dLs,
= arse 2 1 Bifse
—_— = ——TS —_—— s
0ss, 3% 3 0Lse %
N ors, " ts, 2
- — __TS
0ss, 3ks, 3
dr k
= fe — 2 —2 ) ds,
Tse (3kse + tse) P
dr k
= e — 9 ——=2— ) ds,
/r.Se (kse (3 + SSe)) ’ ‘
= Inr, = —2In(3+ss,) +1Inc,,
:> rs - Cse (241)

e 2
o)
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tek soul kisim icin,

Ls, = ¢, (2.42)

bulunur. Buna gore,(2.40), (2.41) ve (2.42) esitliklerinden

L = Ly+ L, + Ls,

2 1 2 s 1
= ——)\b G - _/I/btb - _)\36 ¢ =

3 )2 3 3 t\2 3
3+ -2 34 2
(+3) (i)

siiper Lagrange enerji degeri elde edilir.

(2.43)

Ornek 2.2.13 (Siiper Helis Ornegi)

Bu ornekte, siiper uzayda bir siiper helis yapisin1 tanimlayarak, bu helis tiz-
erinde bir cismin hareketini inceleyecegiz.

Siiper helis yapisinin ikili sarmal gseklinde olacagi kaynaklarca ifade edilmigtir.
Geometrik olarak ¢ift sarmal, ayni eksene sahip, bir 6teleme iglemi ile farkedilen
iki eglenik sarmaldir (Sekil 2.5). Bu ise, geometrik olarak bu egrilerin 6teleme
islemiyle birbirine doniigebilecegini ifade eder. Yani, bir sarmal digerinin eksen

boyunca dtelenmis halidir.

———

Sekil 2.5: DNA’ nin sarmal yapisi

Molekiiler biyolojide c¢ift sarmal terimi DNA yapisina atfen kullanilir. DNA’nin
ozelliklerine bagh olarak cift sarmalin dénme yonii sag veya sol elle olur. Dogal
sartlarda tamamen sag ellidir. Biz de ¢alismamizda bu dogal yolu kullanacagz.

DNA yapisinin ¢ift sarmal yapisi, Jekil 2.6 ile resmedilmigtir.
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Sekil 2.6: DNA’ nin ¢ift sarmal yapist

Diger yandan, sarmal helisin ii¢ boyutlu burgu sekilli yapisi giindelik hayatta
degerlendirilirse; silindirik yay, vida, minare merdiveni 6rnekleri gosterilebilir.

Sarmallar, doniis yonlerine gore sag elli ve sol elli olarak nitelendirilirler.

H

Sekil 2.7:Sag ve sol elli sarmallar

Sag elli sarmali su gekilde tanimlayabiliriz; sarmali sag elle tuttugumuzu varsa-
yalim. Basg parmagimiz sarmalin eksenine paralel yonde kalsin, diger parmak-
larimiz da sarmalin oyuklarinin igine yerlessin. Eger, parmaklarimizin uglari bag
parmagimiza dogru yonlenmigse sarmal sag ellidir, aksi halde sol ellidir denir. Ba-
sit bir deyisle, sarmalin saat yoniinde dénmesi, sarmalin kendimizden uzaklagiyor
gibi goriinmesine neden oluyorsa, bu sarmal sag ellidir. Aksi durumda sol elli

olur.
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Sag elli sarmallar dondiiriilerek veya cevrilerek sol elli bir sarmala déniigemez-
ler. Ancak aynadan yansimasi sol elli goriiliir. Bu durum sol elli sarmal icin de
gegerlidir (Yilmaz ve dig. 2005, Boi ve dig. 2011, Pohl and Roberts 1978).

Burada ¢alismamizda ele aldigimiz siiper helisi DNA yapisi ile karsilagtirdigimiz-
da; bizim ¢alismamizda bir m parcaciginin sarmalin biri iizerinde hareketi, DNA’y1
olugturan adenin, guanin, timin ve sitozinlerin sarmal iizerinde birbirine baglan-
mast gibi diigiiniilebilir. Bu hareketi(baglanmay1) agagidaki sekilde resmedebiliriz
(Sekil 2.8).

Sekil 2.8: DNA’ nin sarmal yapisi iizerinde adenin,guanin,
timin ve sitozin baglanmasina karsilik gelen hareket

Bu yapilan fiziksel yorum, ¢alismamizin gerek biyolojide gerekse diger fen alan-
larinda baz1 yapilarin vektorler yardimiyla galisilabilecegini ifade eder.

Siiper uzayda, siiper helis egrisinin denklemi,

a(r,f) = (t,rcosf,rsind, kb)
= Oy (Tb, 9()) + O, (Tse7 056> + O, (Tsoa 950>
= (tp,mpcos8,rysinb, kp, ts s, cosb,

Ts,sin6, kg 0,ts 75 cosl,rs sinb, kg 0)

(2.44)

ile ifade edilebilmektedir. Biz bu egri iizerinde bir m parcaciginin herhangi bir
noktadan, ki bu nokta baglangi¢ noktasi kabul edilmek tizere( DNA zincirinin de

belli bir kesiti alimip incelenmesi durumunda), harekete baglamasi sonucu olugan
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enerji denklemlerini inceleyecegiz. Sekil 2.9’da da goriilecegi iizere, bu hareketi
incelerken, her iki sarmalin {izerinde aym ozellikte olan iki m ve n parcaciklar
serbest birakildiginda, c¢ift soul siiper teget vektorlerin ve tek soul siiper teget

vektorlerin 6telenmeleri sonucunda ¢oziim yapilmasi gerektigi dikkat edilmelidir.

Sekil 2.9: Cift sarmal egri {izerinde parcaciklarin hareketinin vektorler ile gosterimi
Buna gore oncelikle siiper helis egrisi {izerinde siiper jet koordinat sistemi

kuralim. Siiper helis egrisi iizerinde siiper jet koordinat sistemi;

(Sby Ssus Ssyy oy Loy ts,, ToCOSO, 15, O8O, 15, cOsO,rysinb, ry, sinb, rg, sinb,
kv, ks, 0, ks, 0, tp, ts, s, , Tpcos 0,75 cosl,rs, cos,rysinb, s sind,rg sind, 0,0,0)

(2.45)

ile belirlenir. Burada siiper tiirevsel koordinatlar acik olarak ifade edilirse,

i o atb t o atse t o 8t50
b sy °  0Oss. °  Osg,
: ory, . ors, . ors,
Ty = — TS - /r‘s =
b 0syp © Oss, ’ Oss,

seklinde yazilir.

Yukarida verilen siiper jet koordinatlar: siiper Euler-Lagrange enerji denkle-

minde yerine yazilirsa,
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0L, . &L, .. 0L,

0 = 2t 4 2t < 42,
05,0ty 0ss,0ts, 63308t50
. 0L, . 9%L, . 0L,
4 '+ 4, c 4 4p, 0
AT 05,01, A ©085,0rs, A ? 085,075,
. 0%L . 9?L, . 9?L,
_2<tb)2 b - 2(tse)2 'e - 2(tso>2 'a
OtyOty Ot Ot Ots, Ot
9%L, .y 0L, o O°L,
_4 _ 4 s .e o 4 s —.o
(r ) or,ory, (7s.) Ors,0rs, (7s,) Ors, Ors,
oL, . OL, . OL,
—9t — 2, < — 9, o
"oty “ Ot ° Ot
0Ly 8L8 8L8
— 47 — 4, < — 4p, o
o, < ar. ar,
0L . 9%L, : 9%L,
—2(ty)? >~ Q(tse)Q-—-e 2(ts,)" ——=
OtyOt, ot Ot Ots, 0,
. 9%L, 0L . 0*L
_4 2 . . 2 Se 4 5 2 : 5.0
(o) g5 g~ 40s) G5 i H A0 5
oL OLs, oL . 0L,
) VR i DOV St | i 2
oty 8t56 oy ors,

(2.46)

siiper Lagrange enerji denklemi elde edilir. (2.35) ile verilen 6zel kogullar dikkate

alindiginda, yani,

OLs oL, oL,
—2 =), ==, o _
oy 0 O, < Or.,
oL, } oL, } oL,
of, 0 ot o,

—

So

tb = kab tSe =k eS . tso = ksosso

kabulleri altinda (2.46) denklemi diizenlendiginde

oL, . 0L, . 0Ly oLy 0L, . 0L,
0 = —2t — 2, ——= — 2, —2 — 47 —4r, —= —4r, 2
b, atb e atse o atso /rb a’["b T e a T o a/’ﬂso

L L L . 0L,

—2tb@ - 21&8?8 S 4rba—.b - 47“8(,8. :

oty ot,, ary FOrs,

(2.47)
elde edilir. Bu durumda,

0 — _% oLy B Ots, 0L, B Ots, 0L, B %8[4, B 287“56 OLs, B 287"30 0Ly,
Osy Oty,  Oss, Ots,  0Oss, Ots, 0sy Oy, 0ss, Ors, 0ss, Ors,
oty 0Ly 87558 OLs, 287“;, oL, 287"36 OLs,
85b atb 8856 (9758 asb arb 8856 87;35

(2.48)
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olup (2.48) denkleminde (2.35) kosullar: kullanmlirsa,

oL 0L, 0L,
0 = —32=b_3Z7se  gZlhm
sy 0ss, 0ss,

_ibﬂb — iseuse — 27.“1,)\[, — 27.'56)\56

8rb 6tb 87“b (9’/‘5 ats a’l“s
= QA= el 2N, = e 2%
bc‘)sb +Nb87‘b 381) + 56856 +u5°’8rse 8856

43 % ory n 38Lse ors, n 38LSO ors,
ory 0sp Ors, 0Ss, Ors, 0Ss,

87“;, 8751, 8Lb
— 2l 9y Gl | 900
885|: b+ub8rb+36rb1
ors, Ots, OL,, ors, |, 0Ls,
+8355 |:2/\S€ * Ha. a?"se 3 8T55 :| + 6880 |:3 ar&; :|

bulunur. Burada, r'nin s’ye gore tiirevi sifirdan farkl olacagindan, yani,

ary ors, ors,

— #0 0 0
sy 7 " 0ss, 7 " 0ss, 7
durumu sonucunda

oty oLy |

2\ —+3— = 0
l b+lub@7”b+ aTb_
ot oL, ]

2, e 43— = 0
[ e T Hs ors, + rs, |
0L, |

3—=2| =0
|: a,',’50 n

elde edilir. Buna gore,
oty oLy ] 2 1
2\ — +3—| = 0= Ly=—=X\yrp — =4t
[ b+MbaTb+ ary b 3 bTb 3ﬂbb
ot oL, ] 2 1
2/\3 Ze 3 % - Ls = __/\s Se o ls
|: e + use arse + a’f‘se | 0 : e 3 er e 3/"[/85 e
L, ]|
[BL = 0= L, = —cs,
ors, |

bulunur. Diger taraftan (2.35) de verilen 6zel kogullara gore;

29

(2.49)

(2.50)



body kisim igin,

4

¢ift soul kisim icin,

L

e

4

4

tek soul kisim igin,

bulunur. Buna gore,

L - Lb+LSe+Lso
2 Cyp
= -2\
3 b

a

) 2 1
AT —g)\lﬂ“b - g:ubtb
—_— = — = — ——
856 3 b 3 )\b b
dLy,
87"}) . —27” _ 1 a_ibt
ds, 3" 32’
ory,
aTb tb 2
Ty )y 2
B ( - 3k:,,) 3
dTb kb
— =2 d
™ (3kb n tb) %
dT’b kb
— =2 ——"—)ds
™ (k (3+ sb>) '

Inr, = —-2In(3+ s5) +Ingy
Cy

rp=—t (2.51)
t
(B+&)
2 1
>\s 's :__As S__sts
ET e 3 e/]n e 3M e e
ors, 2 1 pg,
~ = —STs. — 3 s
B, 3 T3,
OL.,
87“56 2 1 31%&:
= —5Ts. — 537 Us
0ss, 37 30Ls %
Orse
ors, " ls, 2
¢ = ——Ty
0ss, 3ks, 3
d S S
T _ gt ) g,
Ts, 3ks, + ts, ‘
dr k
e o T ) g,
/r.se (kse (3 + SSe)) ’ ‘
Inr,, = —2In(3+ s, ) +Inc,,
Ts, = —Cse 3 (252)
o8)
Lso = —Cs, (253)
L2 e L
5 T oMl — SAse 35 — SMs lse — Cs,
3 3 <3 n /ZSTE) 3
(2.54)
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Ornek 2.2.14 (Siiper Logaritmik Spiral Ornegi)

Bu ornekte, siiper uzay-da bir siiper logaritmik spiral egrisini tanimlayarak, bu
egri tizerinde bir cismin hareketini inceleyecegiz ve Euler-Lagrange enerji degerini
hesaplayacagiz.

Logaritmik spiral (es agili spiral), ilk olarak 17. yiizyillda René Descartes ve
Jakob Bernoulli tarafindan tanimlanmis ve incelenmis olan, bir sahinin avina yak-
lagirken izledigi yolda, kasirgalarin seklinde, notilus gibi pek cok deniz canlisinin
kabugunun insasinda da karsimiza ¢ikan dogada sikca rastlanan bir spiral cesi-
didir. Logaritmik spiralin en 6nemli 6zelligi, orijinden ¢ikan her dogru spirali ayn
ac1 ile keser. Kutupsal koordinatlarda r = ae” seklinde ifade edilen bu spiralin
parametrik koordinatlardaki ifadesi agagidaki sekildedir (Mukhopadhyay 2004).

z(0) = r(0)cos 6 =aecos

y(0) = r(6)sin 0 =aec”sin 0

Logaritmik spiral egrisi iizerinde bir pargacigin hareketi agagidaki sekilde resmedile-
bilir (Sekil 2.10).

Sekil 2.10: Logaritmik spiral egrisi {izerinde hareket
Logaritmik spiral egrisi,
alt,r) = (t,a(t)e®? cos 0, a(t)e’ M sin )

seklinde ifade edilir. Bu koordinatlar siiper uzayda body ve soul kisimlari da

icerecek sekilde daha acik olarak

alt) = (t,a(t)e" cos ), a(t)e"? sin )
= (tba tse, tSo? ab(tb)ebb(tb)e COS 0, g, (tse)ebse (tse)0 CcOoS 6, as, (tso)ebso (tsy)0 cOoS 97

ap(tp)e? ™ sin 6, ag (t,,)eb % sin 6, a, (t,,)ePt) sin )
(2.55)
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bi¢iminde yazilabilir.
Bir 'm’ parcaciginin siiper uzayda siiper logaritmik spiral egrisi tizerindeki

hareketini,

Sekil 2.11: Logaritmik spiral egrisi tizerinde hareketinin vektorler ile gosterimi

seklinde gosterebiliriz (Sekil 2.11). Pargacigin bu egri iizerindeki hareketini tanim-
lamak icin siiper jet demet koordinatlarini kullanmamiz gerekir. Buna gore siiper

logaritmik spiral i¢in siiper jet demet koordinat sistemi,

<s, £, a ()PP cos 0, a (1) sin 0, (a(£)e"D?) cos 6, (a(t)e"D?) sin 9)

seklinde ifade edilir. Bu jet demet koordinatlar, body, soul even ve soul odd

kisimlar ile daha ayrintili ifade edildiginde,
S = Sb? 8867 8307

t= tba tse7tso;

b

a(t)e!®? cos 0 = (aye? cos b, a,, e<? cos ), a,, e’ cos 0)

a(t)e?®? sin @ = (aye™? sin 0, a,, <’ sin 0, a,, e~ sin 0)

(a(t)eb®?) cos O = (aye? cos O+ Obyane®® cos b, i, ese? cos 0+ 0b,, a,,e? cos b,
as, €% cos O + Ob,, a,, "% cos )
(a(t)eb®?) sin O = (aye?? sin 6 + Obyane®® sin 6, a,, eP? sin 0 + 0b,, a,, "% sin 6,

as,e%% sin § + Obg a,, e’% sin )
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ve

ape® =1, | ae?? =71y
a’Seebsee = rse ) &Seebsee = 7;.56
as, % =r,  agebl =1,
olmak {izere,
t rcos 6 rsin @

S A A

— — * I N 7 N . . N
(S, Ss. s Ssos toy tses ts,, T COSO, 15, cOSO, 15, cosO, 1,800, 15, sin 6, ry sind,

13 7 cos 7 sin 6

. . . % N 7 -\ N
tp, ts,,ts,, TpCOSO, 15, cOsO, s cosB rysinb, r,, sinf,ry sinf)

(2.56)

seklinde yazilir. Burada siiper tiirevsel koordinatlar1 acikca ifade edersek,

: Oty . Ots, : Ots,
ty = — , ty =2 t,=-—2
0sy, 0ss, 0ss,
. arb . .
ry, = —= abebb9 —+ be(lbebbe
aSb
ors :
. . © bs0 bs0
Ts, = P = as,e + 0bs,a,, €
Se
. or, . ~
s, = > = asoebsog + ebsoa&)ebsoa
0Ss,
olur. Burada,
Ty = abebb9 y  Tse = aseebseg s Ts, = asDebsoe

seklinde yazilir. Bu siiper jet demet koordinatlar yukarida verilen (2.31) ifadesin-

deki Euler-Lagrange denkleminde yerine yazilirsa,
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0Ly, . O0%L,, . 0Ly,
s Se s + 2t50 s
05,0t 0ss,0ts, 0ss,0ts,
0Ly,
8Sba(db€bb0 + Glﬁbabebb(’)
0L,
55, 0( a1, 050 + Ob,, a,, ebse?)
0L,
0s5,0(as, €000 + Ob,, ay, ebso?)
~ 0L, . 0L,
= = 2t ) = 2(t, ) ——
Oty0i ot Ot Ot Ot
02 Ly,
ODayet?0(apet? + Glﬁbabebb")
0L,
Da, ere08(a,, ebse® + Ob, a,, ebse?)
0Ly,
Da, €r5008(ay, €000 + Ob,, as, ebso?)
. 0Ly, . OL,,

2 2t 2 OLs,
Yot, o, T o,

: oL

N b6 b
—4(0,5,6 "+ beabe b )8abebb9

oL,
Oay, ebso?

2
— — 2(@6)2& +2(ts,)
oty Oty Ot Ot

o

+4(db€bb0 + 96babebb0)

+4(dseeb369 + «9(535@36 ebsee)

+4(d50 ebsoe + 0680 aSo ebSO 9)

_2(7‘56)2 82Lb

—4(db€bb0 + beabebb9)2

—4(as, e’ + Ob,, a,, e"?)?

—4(@8061’50" + 9b80a506b509)2

L,

— 4(ay e + Gbseaseebsee)ﬁ
‘ Oa, ebse

—4(a506bso" + 9()30@506%09)

2
_Q(tb) 2&

Ot Ot,,

0*Ly

8(abebb9 + %babebbe)@(abebbe + %babebbe)
9L,

O(as, €50 + Ob,, ay, eb+0)D(ay, 50 + Ob,,ay, ebse?)
0L,

a(aSoebsoe + HbSOGSoebsoe)a(aSoebsoe + Hl.)SoaSoebsoe)

. ~ oL

— 4(ape™ + Gbyape™?) b

ty ts. 8(abebb9 + beabebbe)

OL..

O(as ebse? + b as, ebse?)

—4(db6bb0 + %babeb”‘g)Q

—4(ag, €0 + Oy, a,, €50

+4(as, b0 1 Hbsoaso ebsoe)2

(2.57)
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siiper Euler-Lagrange enerji denklemi elde edilir. (2.57) denklemi diizenlenirse,

oLy
8ab€bb9

—4 (asoebsne + %soasoeb%e)
oLy,
0 <db6bb0 + beabebb9>

9L, . 0L,

0 = a2 i, e gy Pl (1,00 i)
oty “Ot,, ° Ot Gpe™ + O0paye

L,
Dag, ebse?

oL,

—4 (aseebsee + ebseaseebsee) bs, 0
Oag, ebso

. OL . 0L, , ~
—th—.b - 21556.—6 -4 <&b€bb9 + beabebb9>
oty ot

9) OLs,
9] (dseebse9 + Ob,, a866b560>

—4 (aseebseo + 0b,, e
(2.58)

elde edilir. (2.58) de tiirevsel terimler agik olarak yazilirsa,

ot, dL,  Ot,, OL,, Ot OLs,

0 = ——2% _ _
Osy Oty  Oss, Ots,  Oss, Ots,

_28abeb”9 oLy, dag, e’ OL,,
Jsy  Oapebr? Jss, Oag,ebse?

da,, e’ L, Oty 0Ly,  Ots, 0L,
Jsg, Oag,eb?  Osy 9,  Osq, Ots,

—2

_28abebb9 0Ly, 28%6 ebse? 0Ly,

I8y dayen® + Obyapetr? OSsc Dag,etse? + Ob,, a,,ebs"
(2.59)

bulunur. (2.35) ile verilen 6zel kogullar dikkate alinirsa, yani,

oL 0L, oL,
L Wt S W e
ory, ors, ors,
oLy 0L, 0L,
— = M — =M, — = K,
oty Ots, Ots,
tb = k‘bSb tSe = kSe 85e tso = ksosso
olur. Burada,

7'“1) = dbebbe + %babebbe

r'.ﬂSe = aSe ebsee + 965@ aSe ebsee

Foo = g, + Oby,a,,e"

kabulleri altinda (2.59) denklemi diizenlenirse,
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oLy, O0Lg OLj - -
= 32t g% 307 g
0 k Osp k 0ss, k 0Oss, oHp ™ Pachlse

_2 <ab€bb9 + beabebb9> )\b _ 2 <a$eeb359 + 0636a556b566> )\86

Oaye™? Oty  Oaye™’ Oag ebsc? Ot,  Oas, ebs?
= Ty s T o, T, e
0sp Dapetr? sy, 0ss, “Jag, ebsc?  Osg,
OL, Oayet? OL,.  Oa,, eb<f n OLs, Oas,ebs?
Oapeb? sy, dag, ebs?  Os,, dag, ebo? s,
8abebb9 8tb 8Lb
— 2\ 3
sy bt Mo pebv? + Oayeb?
aG/SeebSee 9\ i 8t5€ 4 3 aLSe 8@5 bso 8LSO
0ss, se T Hae Oag, ebse? Oag, ebse? 0ss, Oag, ebso?
(2.60)
bulunur. Burada, r = ae” nin s’ye gore tiirevi sifirdan farkh olacagindan, yani,
ary ors ors
— < #0 = #0
sy " 0s, 7& " Os, 7&
durumu sonucunda
aty, 0Ly |
{%’ T et S faent] =
ot OL,, |
2 2 3 T =0
|: e _I_ /“I/Se 8(1 ebsE _|_ 8aseeb569_
0L,
—— =0 2.61
[ Da, ebso | (2.61)
elde edilir. Buna gore,
oty oLy | 2 o 1
|:2)\b + ’ubﬁ ebb9 + 30ab€bb0_ = 0= L, = —g)\babe ¥ — g,ubtb
ot OL,, | 2 1
2), . ol = 0= L, = —ZAa.e — St
|: € + NSE 8a566b3P aa ebse e 3 ea ee 3/’1’85 e
0L,
A 262

bulunur. Diger taraftan (2.35) de verilen 6zel kogullara gore;
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body kisim igin,

. . 2 1
Lb = )\b (abebbe + beabebb9> = —g)\babeb”e — gubtb
= = —Zqpe? — 25y
aSb 3(11,6 3 >\b b
oL,
= - —— b0 __ b ¢
05y 3¢ T3 0L, '
0 (dbebbe + %babebb(’)
8abebb9 tb 2
= 14+ o2 ) = —Zq,eh
05y 3k 31
dabebb9 kb
= — =2 d
abebb9 3]1’(, + 1 i
dayet k
T (S P
abebb9 ky, (3 + Sb)
= Inge?’ = —2In(3+s,) +1ng
= Ty = abebb9 = G 3
t
(3+1)
¢ift soul kisim icin,
: bse0 3 bs. 0 2 bs. 0 1
Ly, = s <asee s + 0bs.as e ) = —5)\560886 se? — FHs.lse
da,, ebse? 2 .. lu
= € = ——a, se _its
Bs., 3seC 3N,
OLs,
861/5661)560 2 b. 0 1 ats
T T os. 3% T3 oL.. bse

da, ebse?
e 1+

ts,
3k,

3} (dseebSee + Qéseaseebsﬁ)
2 bt

= —<-Qs,€7°°

3

) dss,

N daseebsee _ 9 ks,
a,, ebsed 3ks, + ts,
dag ebse? kg
= ——— =2 ——)ds;
aSeebsEe (kse (3 + Sse)) ‘
= Ina,e? = —2In(3+s, ) +Inc,
_ bseg . Cse
= 15, =age’ = 2
(3+ )

tek soul kisim icin,
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bulunur. Buna gore,

L = Ly+ L, + L,

2 Cp 1 2 Cs
= —5N fwts — 5 A

3 23 37 )2 3
<3+};—2) <3+E>

e

/‘Lse tSe - CSO

(2.66)

Ornek 2.2.12, Ornek 2.2.13 ve Ornek 2.2.14’de kullandigimiz ¢oziim yolunda
goriildiigii tizere, zamana bagh Euler-Lagrange enerji denklemlerini elde ederken,
demet yapisini kurma agamasinda iki zaman parametresi (diinya zaman ve uzay
zaman) ile ¢aligtik. Buradaki amacimiz, en genel anlamdaki sonuca ulagarak, hem
zaman degiskeni i¢in hem de enerji degeri i¢in daha ayrintili yorum yapabilmekti.

Simdi bu 6rnekte ele aldigimiz siiper logaritmik spiral egrisi iizerinde hareketi
tek bir zaman parametresi kullanarak inceleyelim ve Fuler-Lagrange enerji denk-
lemini bu tek bir zaman parametresini kullanarak ¢zelim. Buna gore, (2.55) ile

belirli olan siiper logaritmik spiral egrisinin koordinatlarini gzoniine aldigimizda,
z(0) =1 () cosd = ae” cosf

y(0) =r(0)sinf = ae sin 6

parametrik koordinatlar ile ifade edilebilir. Zamana bagh Euler-Lagrange enerji
sistemini kurarak enerji degerini elde etmek icin, jet demet yapisini olusturacagiz,
dolayisiyla tek zaman parametresi ile olusturulan bu jet demet yapinin koordinat
sistemi, (2.56) de agiklamig oldugumuz sekilde tiirevsel koordinatlarin hesaplan-

mas1 ile

(t,a(t)e'™? cos 6, a(t)e’®? sin 0,
a;e”? cos @ + abe”™? cos 0, a,e?@? cos 6 + ab,e?®? cos 0)
= (ty s, ts,, ap(ty)e®®? cos 0, ay, (t,, )€ =) cos 0, a,, (t, )b =) cos 6,

ap(ty)e® ™ sin 0, a, (t,, )b sin 0, a,, (t,,)el =) sin 6,

bSE (tSe )0

atbebb(tb)o cosf + abbtbebb(tb)e cost), ay,, eboetse)? cos ) + as, by, e cos b,

tse

ay, €0t cos 0 + ay by, ebot0)? cos b,

So

Gy

ebb(tb)e SlH 6 + abbt ebb(tb)0 SlIl H ag ebse (tse)e SlIl 0 + a bt ebse (tse)e SlIl 0
b b ) Se Se“lse ’

ay, €ot=o)0sinf 4 a, b, bt sin f)

So

seklinde olur.
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Benzer gekilde bu ¢oziim igin izlenen yol, (2.31) siiper Euler-Lagrange denklemi-

nin genel formu olan (2.32) de uygulanirsa,

0Ly, n %L, N 0L, oLy 0L, 0L, 0
ry, ———— + 71 r —r —ry, — =
YOty dry, Oty O, 00ty Or,, " Or, "t Ors, 0,
Euler-Lagrange enerji denklemi elde edilir. Burada,
_ bat0)0 _ O bt ba(t5)6
Ty = ap(ty)e , Ty, = age + apby, e
oty
or,
rs, = Qs, (tse)ebSe(tSe)a , Ty, = e — ag, ebse(tSe)g + asebtg ebSe(tse)9
e e atse Se Se
bey (tsy)0 ars, bey (tsy)0 bsy (ts)0
Ts, = GQg, (tso)e folso 5 Ttso = ot = atsoe sotie + aSobtsDe sotte

seklindedir. Yukaridaki enerji denkleminin ¢oziimii ile elde edecegimiz enerji

fonksiyonu,

L = L(T’ t) = Lb(Tb? tb) + LSe (/r557 tse) + Lso (TS()’ tso)

formunda, yani, yaricap r ve zaman t ye bagh elde edilmelidir. Buna gore,

oL, OL, 0L,
— = 8:)\5 5 _0:)\5
at, U ot ¢ t,, °

ozel kosullar1 yukarida elde ettigimiz enerji denkleminde yerine yazilirsa,
. oNy 0Ly . OXs,  OLs, . OXs,  OLs,\ _ 0
“\or, Or foe ory,, — Ors, feo ory,, — Ors, )
elde edilir. Burada, yaricap r degeri sifir olamayacag icin denklemin ¢oziimii,
N _ % —
ory,, — Orp N
OXs, OL,\ 0
(97“tSe 87“Se -
OXs, OLs,\ 0
87”t30 87‘80 N

durumlar: i¢in mevcuttur. Bu egitliklerin ¢oziimiinden,

L, — TpCp + Ky 7 Vsl + ks, 1 TsoCs, + ks,

Int, = % Int,, e Int,,

elde edilir. Buna gore, Euler-Lagrange enerji fonksiyonu,

L = Ly+ Ls, + L,
o () cp+ky  rs, (0)cs, + ks, rs, (0) cs, + ks,
Int, Int,, Intg,
r(0)c+k
Int
a(t)e’®.c+k

_ 2.6
Int (2.67)
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seklinde bulunur. Goriildiigii tizere (2.66)’de ve (2.67)’de elde ettigimiz her iki

durumdaki siiper Euler-Lagrange enerji degeri r ve t ye baghdir.

2.3 Siiper Hamilton Mekanik Sistemler

Bu boliimde, analitik mekanigin ¢énemli konularindan bir digeri olan Hamil-
ton mekanik sistemlerini siiper uzayda inceleyecegiz. Oncelikle, Boliim-2.1 de
verilen siiper jet demet yapisi iizerinde, siiper Hamilton enerji denklemini elde
etmek icin gerekli geometrik yapilar: tanimlayacagiz. Daha sonra bulunan siiper

enerji denkleminin bazi 6rnekler {izerinde uygulamalarin gosterecegiz.

Tanmim 2.3.1 (M*, ¢) siiper simplektik manifold olmak iizere, L regiiler siiper

Lagrange fonksiyonuna karsilik gelen ve
Er=VL—-L

esitligi ile belirli olan enerji fonksiyonuna siiper Hamilton enerji fonksiyonu denir
ve H : M* — R, ile gosterilir.

M* siiper simplektik manifoldunun koordinatlar ise (x;, ;) = (T, TisTip, Tis)
olmak tizere, M* iizerinde
OH 0 OH 0
Oi; Or;  Ow; O
OH 0 OH 0 OH 0 OH 0

= - — - - - : 2.68
0, Oxyp 04 Oy, * 05 0T 05 0T ( )

Xy =

olarak tamimli vektoér alanina siiper Hamilton vektor alam denir (Catteneo ve
Schaetz 2010).

Tanim 2.3.2 (M*, ¢) siiper simplektik manifoldu iizerinde H siiper Hamilton
enerji fonksiyonu, Xy siiper Hamilton vektor alanmi olmak iizere ve (2.25) ile

verilen d siiper diferensiyel formunun kullanilmasiyla;
Ix, ¢ =dH (2.69)

denklemine siiper Hamilton sistemlerinin siiper simplektik (esas) formu ya da

stiper Hamilton sistemleri dinamik denklemi denir.

Tanim 2.3.3 T*M* siiper kotanjant demetinin siiper uyarlanmig koordinat-

lar1 (x;, ;) = (T, TisTp, Tis) olmak iizere,
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olarak taniml 1-formuna siiper Liouville form denir.

Buna bagh olarak 7" M™ iizerinde,

= dCEib A dl’zb + dl’is A diBlS (271)

siiper simplektik formu siiper kanonik simplektik form olarak adlandirilir.

Tanim 2.3.4 (M*, ¢) simplektik manifold ve H : M* — R, M* iizerinde
tanmimh siiper Hamilton fonksiyonu olsun. ix,¢ = dH denklemini saglayan bir
tek Xy siiper vektor alamina, H Hamilton enerji fonksiyonu ile birlegen siiper
Hamilton vektor alani denir.

Boylece,

ixy¢ = dH

siiper simplektik form kullanilirsa,

Oxy, 0H, 0T o0H,

th B 8:’(;ib’ 8tb - _axib
al’is . 8Hs 8$zs . (9]-18
Oty  Oiy Oty Oy (2.72)

denklemleri elde edilir. Bu denklemlere siiper Hamilton denklemleri denir.

Buna gore,(2.72) ile belirli olan elde ettigimiz siiper Hamilton enerji denklemi,
Teorem 2.3.5 ile ifade edilir.

Teorem 2.3.5: M*, m boyutlu bir siiper manifold olmak tizere, T*M* siiper
kotanjant demeti tizerinde, Xy, (2.68) ile ifade edilen siiper Hamilton vektor
alani, ¢, (2.71) ile verilen siiper kanonik simplektik form ve H siiper Hamilton
fonksiyonu ile ix,¢ = dH esitliginin ¢oziimlenmesi sonucunda siiper Hamilton
enerji denklemleri (2.72) de ifade edildigi gibi,

Ga:ib 8Hb 81‘11, . aHb

oty Oty Oty Oy
v,  OH, Oiy  OH,
8t5 N 8‘fis’ 8t5 N al’is

seklinde elde edilir.

Zamana bagh siiper Hamilton sistemler, asagidaki sekilde ifade edile-

cektir.

Tanim 2.3.6 (M*, ¢) simplektik manifold ve H : M* — R,, M* iizerinde
tanimh stiper Hamilton fonksiyonu olsun. ix, ¢ = dH; denklemini saglayan bir

tek Xy, siiper vektor alanina, zamana bagl siiper Hamilton vektor alani denir.
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Boylece; X, lokal olarak

X :é_i_(?Ht@_aHt@
¢ ot  Ox; Ox;  Ox; 0%,

i+i+8th 0 +8Ht5 0 OHy 0  0OHy 0O

Oty Oty  Oxy Oxsy  OTis Oxis  Oxip 0Ty OXis Oy

(2.73)

seklinde ifade edilir (Holm ve dig. 2009).
o:1=(—€¢€) — R, x M* € >0 ic¢in Xp, siiper vektor alaninin bir siiper

integral egrisi olsun (Bruce 2014). Boylece,

o(t) = (Lo (t),z: (1))
(tb, ts, Tip (tb) , Lis (ts) 3 jib (tb) j:is (ts>> (274)

ve ayrica o, Xy,” nin bir siiper integral egrisi oldugundan

. 0 )
o(t) = Xg, (o(t)= 50 T (zi (), 2: (1))
0 0 . )
= — + — 4+ X (wip (t) , Tap (t)) + Xis (wis (ts) , is (t5)) (2.75)
Oty Ot,
olur. Bu durumda
iXHt¢ - dHt

siiper simplektik formu kullanilarak

Oxy, 0H, 0Ty o0H,

th - 8j:ib, 6tb - 8.751-1)
aZL‘iS . aHS 8%8 . 8H5
oty Oy Oty Oxyg (276)

denklemleri elde edilir. Bu denklemlere zamana bagh stiper Hamilton denklemleri

denir.

Buna gore, (2.76) ile belirli olan elde ettigimiz zamana bagh siiper Hamilton

enerji denklemi, Teorem 2.3.7 ile ifade edilir.

Teorem 2.3.7 M*, m boyutlu bir siiper manifold olmak iizere, (M*, ¢) simp-
lektik manifoldu iizerinde, (2.73) ile ifade edilen Xy, zamana bagh stiper Hamilton
vektor alani, o siiper integral egrisi ve H, siiper Hamilton fonksiyonu ile birlikte
ixy, ¢ = dH; esitliginin goziimlenmesiyle (2.76)’da ifade edildigi gibi zamana bagh
siiper Hamilton enerji denklemleri,

0x;, OH, Oxy  OH,

oty Oty Oty Oy
v, OH, Oin  OH,
ats N alt'i57 8ts N &zris

seklinde elde edilir.
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2.3.1 Siiper Hamilton Enerji Denklemleri

Boliim 2.1’de tammladigimiz J'E* siiper jet demetini ele alahm. Bu demet
yapist tizerindeki siiper indirgenmis koordinat sistemi (2.19) ile belirlenmigtir.
Hatta siiper jet demet yapisindan gelen siiper tiirevsel koordinatlar burada da
(2.20) ile aymi bigimde ifade edilir. Buna gore, verilen koordinat sistemi kul-
lanilarak boliim 1.3.2’de herhangi bir demet {izerinde tanimli olan siiper Hamil-
ton mekanik sistemlerini siiper jet demet yapisi iizerinde olusturabiliriz. Asagida
sirasiyla bu geometrik yapilar tanimlanmigtir.

Boliim 2.1de siiper uzaym Oklid uzayma es deger oldugunu, dolayisiyla bir
manifold yapisina sahip oldugunu belirtmistik. Buna gore siiper uzay iizerinde
bir siiper kotanjant manifold yapisinin da var oldugu aciktir. Bu siiper kotanjant
yapi ile burada da (2.70) ile verilen siiper Liouville form tanimlanabilir. O halde,

siiper jet demet yapisi iizerinde siiper Liouville form

A = Tpdxiy + Tis, A5, — Tis, AT,
(2.77)

esitligi ile ifade edilir. (2.25) ile tanimlanan siiper diferensiyel operator kul-

lanilarak elde edilen ¢ = —d siiper kanonik simplektik formu agagidaki bigimdedir.

qb = —d\ = dﬂfib AN dl’zb + dflfise AN di‘ise - dxiso A dftiso
(2.78)

Siiper uzayda Hamilton enerji denklemlerinin ispati igin gerekli olan diger geometrik
yapilari, agagida verdigimiz siiper Hamilton enerji denklemlerinin elde ediligini

gosteren teoremin ispat kisminda sunacagiz.

Teorem 2.3.8 (E*,7*, R,) siiper demet olmak iizere, J'E* siiper jet demet

yapist tizerinde zamana bagh Hamilton enerji denklemleri,

aHb - dZEZ‘b (9HS‘, . dxise 8Hsn . dajz’so

Oty dty Oy,  di,,  Oiy,  dis,

ve

0H, B dz s 0H,, B dz;s, 0H,, B dz;s,
81’@‘[) - dtb ’ 8@56 - dtse ’ 81‘1'80 a dtso
ile ifade edilir.

Ispat Oncelikle, ix,¢ = dH siiper simplektik formunu saglayan Xy siiper

vektor alaninin siiper Hamilton vektor alani olarak tanimlandigini biliyoruz. Siiper

jet demet yapisi iizerinde siiper Hamilton vektor alani,
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i+ 0 + J + ¢ 0 + & L+e- 9
ot, | ot,, | ot,, " P Om,, Oy,

Oz
o) o)
+M¢b% T His e+ Hisy e

(2.79)

olarak ifade edilir. Boylece, (2.69) esitligi kullamlirsa,

ixy® = €indTip + €is, dTis, — Eis,ATis, — PipdTip — fhis ATis, + s AT,
(2.80)

esitligi bulunur. Stiper Hamilton enerji fonksiyonunun diferensiyeli ise

oH,  OH. OH,
dH = dt eqp, — OHso
a6, " o, T

0H, OH, OH,
——d; “dwis, — —dw;s
+8xib xb+ 0$Z’56 T € 8377;50 . °

L OH, . OH,
axib b (9SEZ‘56

dt,,

dxise —

(2.81)

seklindedir. Bu siiper 1-formlarin egitlenmensiyle iy, ¢ = dH siiper simplektik
formu gerceklenir. Bu esitligin saglanmasiyla ¢oziime gidilirse,
0OH, O0H,, O0H,,

pu— p— :O
ot, ot ot

OH, OH,, OH,,

Oy, i Ox;s, el 0wy, o
OH, OH,, OH,,

— =& - = Eis — = —¢€is
8:{51-;, ’ 8567;56 ¢’ 8@-80 °

(2.82)

esitlikleri elde edilir. Sonug olarak, (2.82)’de elde edilen egitliklerin (2.79) siiper

Hamilton vektor alaninda yerine yazilmasiyla,

0 0 0
at, " ot o,
OH, 0 0H, o  0H, 0
0z Oy, aﬂbise @%se &’biso a$z‘so

0H, 0 0H,, 0 0H,, 0

6@1) zeb a{L'Z‘Se ai'ise 81‘1‘80 8:'01-30

Xy =

(2.83)
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siiper Hamilton vektor alani bulunur. Diger taraftan, (2.74) ile tanimlanan siiper

integral egrisi siiper jet demet yapisi {izerinde,

a : ICR — J'E*

t = (tbv tsev tso) E— Ck(t) = (tba tsea tsw Liby Lisey Lisy s 'Ctiba :.Uisea -C.Eiso)

seklinde olup, bu siiper integral egrisinin Xy (a (t)) = o' (t) denklemini saglaya-

cagini biliyoruz. Buna gore, herhangi bir ¢ aninda « egrisinin

a/(t) _ %i—i— dts, 0 N dts, O
dt, 0ty dt,, Ot,, = dt,, Ot,,
dxy O dx;s, 0O dz;s, 0
dty Oxyp  dts, Oxys, dts, Ox;s,
dry O dz;s, O dz;s, 0O
dty Oxy  dts, Oxis,  dts, Oxs,

+

stiper hiz vektorii kullamlarak X (o (t)) = o (t) denklemi ¢oziildiigiinde,

OH, dvy OH,  dwg, OH,,  du,
Oiw  dty Obw,  dt,.  Obi,  dts,
ve
OH, diy — OH,  di, OH,,  dii,
_8@-;, N dtb ’ _8952-8@ N dtse ’ _Gaziso n dtso

(2.84)

esitlikleri elde edilir. (2.84) esitliklerine siiper uzayin zamana bagh siiper Hamil-

ton enerji denklemleri denir.

2.3.2 Uygulamalar

Bu kisimda, (2.84) ile verilen siiper Hamilton enerji denkleminin baz yiizeyler
iizerinde incelenmesine dair 6rnekler verilmistir. Burada amag, siiper enerji fonksi-
yonunu t zaman ve x konum degerine gore elde ederek, siiper Hamilton enerji
degerini hesaplamaktir. Bu sayede olusan hareket ve hareket esnasinda ortaya
¢ikan stiper Hamilton enerjisi i¢in matematiksel hesaplamanin yani sira fiziksel
yorum da yapilabilir. Bu cgalisma ile teorik fizikte kullanilan bazi matematiksel
kavramlar: daha somut hale getirebiliriz. Ayrica bulunan diferensiyel denklem-

lerin ¢oziimlenebilir oldugunu goriip, okuyucuya ¢oziim metotlar1 hakkinda bilgi
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vermektedir. Coziim fonksiyonunun bulunmasi ise ortaya cikan enerji degerini

hesaplamay1 avantajh kilar.

Ornek 2.3.9 (Siiper Cember Ornegi)

Ornek 2.2.12’de Euler-Lagrange enerji degerini hesapladigimiz siiper ¢ember
egrisini alalim. Yukarida Sekil 2.1, Sekil 2.2, Sekil 2.3 ile resmedilen siiper cember
iizerindeki bir m parcacigimin hareketi Sekil 2.4’de gosterilmistir. Bu 6rnekte,
siiper uzayda,

a(0) = (t,rcosf,rsinb, u)
parametrik denklemi ile belirli olan siiper cember egrisini goz ¢niine aldigimizda,
Sekil 2.4’de gordiigiimiiz siiper uzayda alinan hareketli bir m parcaciginin siiper
gember iizerine diigtiikten sonra, siiper cember egrileri tizerindeki hareketi es-
nasinda ortaya ¢ikan siiper Hamilton enerji fonksiyonunu arastiracagiz. Bu kisim-
da da uzay zamani s ve siiper ¢cember iizerinde gecen zamani ¢ parametresi ile
ifade edilsin. t ve s zaman parametreleri arasindaki orani yine k ile gosterelim.

Stiper gember egrisi tizerinde siiper jet koordinat sistemi (2.33) ile belirlenmis

olup
(s,t,rcosf,rsinf,rcosf,rsinb)
= (Spy Ss.y sy bps tsyy s, ThCOSO, 15 cOSH, T3, cOSO, Tysin 0, 1g sin b, 1y, SIN O,
ib, ise, i‘so, rpcosf, s cosl,rs, cos,rysinb, rs sinf, rg sind)
seklindedir.

Simdi (2.33) koordinatlarini (2.84) denkleminde yerine yazarak siiper Hamil-

ton enerji fonksiyonunu bulmaya calisalim;

1 dtb o 6Hb 2)% o 3Hse
dsy Oty dss.  Ot,,
dt, 0H,
g) U _ Ol 4)drbcosﬁ _ .3Hb
dss, ot,, dsy Ory cos 0
5) drs,cost)  OH,, 6 drs, cos0 0H,,

dss,  Ors, cosf ) dss, - Jrs, cost

drysing  OH, drs,sin  OH,,

) dsy, ~ Orysind ) ds,,  Or,, sinf
drs, sin 6 0Hg, dt OH
9) = — 10)—2 = =2
dss, Ors, sinf ds oty
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e R e
13)d7.’2(;(289 N _arfibse 14) drs(;;:se - _ari)f([;—f)esg
R e TR e oo

(2.85)
stiper Hamilton denklemleri elde edilir.
(2.85) denklemlerindeki (1), (2), (3) ve (10), (11), (12) diizenlenirse,
dt : H dt . H, dt - H,
_b:tb:a__b, _e:tse:a.e’ O:tSO:L (2.86)
dsp oty dss, Ot,, dss, ot,,
dt,  0H, dt, OH, dt, OH,
—_— € = — € o = — 2 287
dsp oty dss, ots, dss, Ots, (2:87)
egitlikleri bulunur. Asagidaki ortak ¢oziimlemeler yapildiginda,
O0H,
(4)+(7) = 2= =17y
6’rb
0H, :
5 8) = 2—= =17,
)+ @) = 257 =
OH,
6 9) = 2—= =7, 2.88
©)+0) = 25 =, (29)
ve
OH, dry
13 16) = —2—=—
(13) + (16) o, ds,
0H, drs
14 17) = —2——=—+=
(14) + (17) Ors,  dss,
0H, drs
1 1 = -9 ° = o 2.
(15) + (15) o= (289)
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elde edilir. (2.88) ve (2.89) denklem sistemlerinin ortak ¢oziimiinden,

o0y _ diy _, O°H)
87’b dSb 881787;‘1;
26Hse ~dr,, _ O’H,,
or,,  dss,  0s,,0rs,
O0H, drg 0?H,
—2 2 = 2 =2 . 2.90
ors, dss, 055,07, (2:90)
bulunur. Diger yandan (2.86) ve (2.87) denklemlerinin egitlenmesiyle,
dt.b . 82Hb _aHb
dSb 85;,825}, atb
dt,  9*°H, O0H,
dsse B 885682‘53@ B atse
dt, 9°H, OH,
e o % (2.91)
dss, s, 0t Ot
elde edilir. (2.90) 'da t’ye gore tiirev alimirsa,
0?H, PH
8tb8rb 8tb85b87'"b
O’H,, PH
Ots, Org, Ots, 085,07,
0?H, PH
_ o | (2.92)
Ots, Ors, Ots, 085,075,
Diger taraftan (2.91) ’de r’ye gore tiirev alinirsa,
O’H, O3 H,
OtyOry, 87’()881,8%
O’H,, O3H,,
Ots,Ors, Ors, 0ss, 0,
0?H, 0P H,
. ° - o (2.93)
8t508’r$o aTSOaSsoatso

(2.92) ve (2.93) denklemlerinin birbirine esitlenmesi ile
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body kisim igin,

s (anors) = 5 ()
Osp \ Otp0ry sy \ Ory Oty

0 ('3Hb) 0 <(9Hb)
= |\ =75 \|—
ory oty

:
- 5 (3) =)

0

10 d?“b 0 dtb
= o\ )= |

20ty \ dsy Ory \ dsy

(2.94)
¢ift soul kisim i¢in,
3 asze _ a asze
9ss, \Ots, 015, ) Oss, \ Or, 0t
o (0H,\ 0 [0H,
s, \ Ors, ) Ors, \ ot
g (rs.\ 0
~ oL, (7) © o, (t>
= 1 0 (drs,\ 0 [dis,
2 8tsp dSsE B arse dsse
(2.95)
tek soul kisim icin,
a 82Hso . a 82I—[So
Oss, \Ots, 00, ) 05, \ Or, 0Ot
o (0H,, o0 [ 0H,,
= . = .
(‘%so aTSU arso atso
J (rs,\ 90 (.
:> 8t80 ( 2 ) - 07‘50 <t80>
N 1 8 drso . a dtso
20t,, \ds,, )  Ory, \ds,,
(2.96)
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elde edilir. (2.94), (2.95) ve (2.96)'min A sabitine gore ¢oziimiinden;

d27"b I d2tb d?“b . 2dtb
dtbdsb n drbdsb dtb N dT’b
d*r, 5 d*t,, N drs, thse
dts.dss,  drgds,, dt,, " dr,,
&Prs, 5 d*t,, N drs, thso
dts ds,, — drs,dss, dts, "~ dr,,
(2.97)
bulunur. Buna gore,
2
— = =N = \/5
Ab
2
= A DA = V2
26
= A=A, = —V2 (2.98)

degerleri elde edilir. Sonug olarak, siiper yaricap degeri s ve siiper zaman t para-

metrelerine gore;

d
LI V2 =1 = V2t = V2kys,

dty
drs
dt - = \/5 = Ts. = ﬂtse = \/51{355858
drs
WO = V2=r, = V2, = —V2k,s,,
(2.99)
olur. Bu degerler (2.88)’de yerine yazilirsa,
N2
o, it (b))’
or Ty 2 2
SN2
OH, | (7s)” (’5) (ks.)”
2—6 pu— s HS pu— € pu— = €
Or, Foe = Moo =7y 2 2
2
0H, . o (B)
2—— = ry, = H, = —2— =— =
Brs. Fso ° 4 2 2
(2.100)
bulunur. Dolayisiyla,
H = H,+ H, + H,,
k) (ks)? (k)
— ( b) _|_ ( e) _ ( o) (2101)

2 2 2
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stiper cember egrisi {izerinde bir parcacigin siiper Hamilton enerji degeri elde

edilmis olur.

Ornek 2.3.10 (Siiper Helis Ornegi)
Ornek 2.2.13’de Euler-Lagrange enerji degerini hesapladigimiz siiper helis egrisini
alalm. Yukarida Sekil 2.8 ve Sekil 2.9 ile resmedilen ve siiper uzayda, (2.44)de

a(r,0) = (t,rcosf, rsind, ko)
= O (Tln Qb) + Qs, (rse7 Qse) + As, (Tsoa eso)
= (tp,mpcosl,rysinb, kpl,ts 15, cosb,rs, sinb, kg 0,

tsysTs, COSO, 75 sinb, ks 0)

parametrik denklemi ile belirli olan siiper helis egrisini goz oniine aldigimizda,
siiper uzayda alinan hareketli bir m parcaciginin siiper helis tizerine diigtiikten
sonra, siiper helis egrileri yani her iki sarmal iizerindeki hareketi esnasinda ortaya
¢ikan siiper Hamilton enerji fonksiyonunu arastiracagiz. Bu kisimda da yine uzay
zamani s ve siiper helis iizerinde gegen zamani ¢ parametresi ile ifade edilsin. ¢
ve s zaman parametreleri arasindaki orani yine k ile gosterelim.

Siiper helis egrisi iizerinde siiper jet koordinat sistemi (2.45) ile belirlenmis

olup;

(Sb, Ssys Ssys by Lses tsy, ThCOSO, 15, COSO, 15, cOSO, T80 0, 15, sin 0, 1y, sinb, kb, ks 0,

ks, 0,tp, ts, ts,, Tpcos0, 15, cosO,1s cosb rysinb,rg, sinb, ry sind,0,0,0)

seklindedir. Burada siiper tiirevsel koordinatlar1 agik olarak ifade ettigimizde,

.o, . ot . Ot
tb _ — tse = — S0 = —
(93(, 8838 8550
= 8rb o= 87’56 o= 87“50
"7 Osy T s, " Oss,

olur.
Yukarida verilen siiper jet koordinatlari (2.84) ile belirli olan siiper Hamilton

enerji denklemlerinde yerine yazilirsa,
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dt,,  OH,,

a0t ) dls _ 01
dSb 8tb dsse 81586
3)% _ 0H,, 4) drycost  OH,
dss, ot,, ds,  Orycosf
) drs,cost)  OH,, 6)d7“50 cos  OH,,
dss,  Or cosf dss,  Or,, cosf
)drb sinf  OH, ) drs,sinf)  OH,,
ds, ~ Orysinf ds,,  Ors, sind
9) drs, sin _ 0H,, 10 dty _ O0H,
dss, Org, sinf )d_sb ot
di, OH, dt OH,
11 < =— = 12)—= = — 2
) dss, Ots, )dsso Ots,
13)d7’b cos _ 0H, 14) drs, cosf _ 0H,,
dsp Ory, cos 6 dss, Jrs, cost
15)617"30 cos 6 _ 0H,, 16) dry sin 0 _ (9]1.&
dss, Ors, cos dsy Orysin 0
drs sinf 0H, drs sinf O0H,
17 - =— - 88— =
) dss, Ors, sinf ) dss, Ors, siné
0H, 00 OH, 00
19) — — = — 20) — < =
) oty 0syp ) Ots, 0ss,
OH, 00
21) — =t —
) Ots,  0ss,
(2.102)

denklemleri elde edilir. Bu denklemler igerisinde ¢oziime dahil olmayan esitlikler
sunlardir;

de . 8tb
d0 N 851,

dH dt dH dt
Se Se 24) So So

d0  dss, d0  ds,,
(2.103)

Bu denklem sisteminde dikkat edilirse ilk on sekiz(18) denklem ¢ember egrisine

22) 23)

ait olan Hamilton enerji denklemleridir. Dolayisiyla Ornek 2.3.9°da yapilan ortak

¢oztimler ve diizenlemelere benzer olarak, 2.102’de elde edilen denklemlerdeki (1),
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(2), (3) ve (10), (11), (12) diizenlenirse,

dty . OH, dt,

dts, 0H,,

- OH,
_ = — —, _— tSe = - = — tSu — 2104
ds, ' oi, ds.. oi., ds., oi., (2104
dt, OH, dt, OH, dt, OH,
- = ¢ = = 2 = — = 2.105
dsy oty ’ dss, ots, dss, Ots, ( )
egitlikleri bulunur. Asagidaki ortak ¢oziimlemeler yapildiginda,
oH, .
4 7 = 2—" =
@+ = 25 =,
OH, .
5 8) = 2— =y
5)+(6) = 25 =i,
OH, .
6 9) = 2—= =y 2.106
©)+0) = 25, (2.106)
OH, dry
13 16) = —2—=—
( ) + ( ) arb dSb
OH, dr,
14 17) = =2 £ ==
(14) + (A7) ors, dss,
OH, drs
15 18) = —2——==— 2.107
(15) + (18) = (2.107)
elde edilir. (2.106) ve (2.107) ’nin ortak ¢oziimiinden,
_26Hb o d?“b _9 82Hb
8rb N dSb N 85587.“5
_28Hse _odrs, 5 0?H,,
ors,  dss, 08,07,
O0H, dr 0?H,
—2 e = e = - 2.108
ors, dss, 055,07, ( )
(2.104) ve (2.105) denklemlerinin egitlenmesiyle,
dt, — O°H,  OH,
dsb asbat}, atb
& _ 0’H,, 04,
dsse B asseaise - atse
dt, O°H, OH,
—2 = = — - (2.109)
Cisso 88508t50 atSo
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(2.108) nin t’ye gore tiirevi alinirsa,

B OPH, OPH
atbaﬁ) N 8tb85b87'”b
OH,, O*H
Ots,Ors, Ot 08,01,
O*H, PH
_ °o 2.11
Ot,,0r,, Ots, 085,075, (2.110)
bulunur. Diger taraftan (2.109) nin r’ye gore tiirevi alinirsa,
_ 82Hb - 83Hb
8tbarrb 6rbasb8iﬁb
0°H,, _  OH,
atseaTSB arseasseafse
2K 3
_OH, _ PH,, (2.111)
atsoarso 87“30885087550
elde edilir. (2.110) ve (2.111) denklemlerinin birbirine egitlenmesi ile
body kisim igin,
() o (o)
Osy, \ Oty0ry Isp \ Ory0ty,
L0 (om)_ o (ol
61&1, Grb a 8Tb tb
a [ 0
— (=) = — (¢
= 8251, 2 ) aT’b ( b>
10 d?"b 0 dtb
A (U I el
20t, \ dsp Ory \ dsy,
(2.112)
¢ift soul kisim igin,
) PH, \ 0 0?H,,
Dss, \Ot,,0rs. )  Oss, Ors, Ot
o (0H,, 0 (0H,,
= : = .
8tse 87‘56 87’56 01536
g (r.\ 0
~ o, 7> _or, ()
:>1 0 d?“se . 0 dtse
20t, \ds,, )]  Or, \ds,,
(2.113)
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tek soul kisim igin,

o ( 0*H,, \ 0 [ 0*H,,
s, \Ot,,0r,,)  Oss, \ Or, 0t
a aHso a a‘[_"50

= . = -
8tso 87“5(, arso atso

- aio %) - ast (ix.)

:>1 g (drs,\ 0 [di,
20t,, \ds,, )  Or,, \ds,

seklindedir. (2.112), (2.113) ve (2.114) esitliklerinin A sabitine gore ¢oziimiinden,

(2.114)

d2 2
o, Ph_ dn_dn
dtbdsb ddeSb dtb dT‘b

d’rs, . dt, drs, 2dtse
dts dss, N drs,dss, dts, N drs,

d*rs,  d*t, N drs, thso
dts dss, ~drs,dss, dts, dr,,
(2.115)
elde edilir. Buna gore,
2
— = >\b =\ = \/§
Ab
2
= A, = A, = V2
As.
2
)\ = )\So = >\30 = —\/5 (2116)

So

degerleri bulunur. Sonug olarak, siiper yaricap degeri s ve t parametrelerine gore,

d
LI V2 =1 = V2t = V2kys,

dt,

drs,

W = \/5 = Ts, = \/§t56 = \/5]{756856

drs,

W = —\/§ = TSO = —\/§t$o = —\/5]{:50850

(2.117)
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olur. Bu degerler, (2.106)’da yerine yazilirsa,

8Hb (7'4b>2 (ib>2 (kb)2
ory, o= 4 2 9
N2
- )2 ts, 2
T (% S () N
ors, ‘ ¢ 4 9 9
N2
aHs . (7’8 )2 (t50> (ks )2
2—0 — H = — o = — = — o
8?’30 Tso = Moo 4 2 2
(2.118)
bulunur ve dolayisiyla
H = H,+H, + H,,
k, 2 ks 2 ]{75 2
W () () 10

2 2 2

seklinde siiper helis egrisi i¢in bir parcacigin siiper Hamilton enerji degeri elde
edilmis olur.

Elde edilen bu sonug (19), (20) ve (21) esitliklerinin de dogrulugunu kanitlar.

Ornek 2.3.11 (Siiper Logaritmik Spiral Ornegi)

Ornek 2.2.14’de Euler-Lagrange enerji degerini hesapladigimz siiper logarit-
mik spiral egrisini alalim. Yukarida Sekil 2.10 ve Sekil 2.11 ile resmedilen ve siiper
uzayda, (2.55)’de

a(t) = (tat)e" cosd, a(t)e"’ sin0)
= (ty, Lo, ts,, ap(ty) ™ cos 0, ay, (t,, )" t)0 cos 0, ay, (t,, )ePo ) cos 0,

ab(tb)eb"(tb)e sin 6, aq, (L, )e"e (tse)0 gin 9, as, (ts,)e’ (ts0)0 giny 0)

parametrik denklemi ile belirli olan siiper logaritmik spiral egrisini goz Oniine
aldigimizda, siiper uzayda alinan hareketli bir m parcaciginin siiper logaritmik
spiral iizerine diigtiikten sonra, siiper spiral egrileri iizerindeki hareketi esnasinda
ortaya cikan stiper Hamilton enerji fonksiyonunu arastiracagiz. Bu kisimda da
yine uzay zamani s ve siiper logaritmik spiral tizerinde gecen zamani ¢ paramet-
resi ile ifade edilsin. ¢ ve s zaman parametreleri arasindaki orani yine k ile gostere-
lim.

Siiper logaritmik spiral egrisi iizerinde siiper jet koordinat sistemi (2.56) ile
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belirlenmis olup,

s t rcosf rsin@
. N

—_—— N /" ) —
(Bby Ssoy Ssos thy by s, ToCOS O, 15 cOSO, T3, cOsO, Tysinb, ry, sinb, r,, sinb,

t r cosf rsin
. . . 7 - N 7 -
tp, ts, s, TpCOSO, 15, cOsO, s cosB, rysind, rg, sinb, ry sinf)

seklindedir. Burada siiper tiirevsel koordinatlar1 agik olarak ifade ettigimizde,

t 8tb t atse . 8t$o
b p— — S, p— s = -—
Osp © 0Os,, ° 0Oss,
. 8rb . .
ry = — = abebbe + beabeb”e
881,
) or . :
Tse = = ascebsee + HbseaSeebsee
0ss,
or, -
. o < be,0 b, 0
Ts, = P = as,e " + Obs a,, e
Ss,
olur. Burada,
ry = abebbe , Ts, = aseebsee ) Ts, = CLSOEI’SO‘9

seklinde yazilir.
Yukarida verilen siiper jet koordinatlar: (2.84) ile belirli olan siiper Hamilton

enerji denklemlerinde yerine yazilirsa,

dsy Ot
Vg
5) daye®? cos _ 0H, |
dsp debe? cos O(ay, + aybpt)
5) das,e’<? cos 0 _ 0H,, .
dss, debse? cosO(a;, + as,bs,0)
6) das,eb? cos 0 _ 0H,, .
dss, Oebso¥ cos O(as, + as,bs,0)
7) daye®? sin 6 _ 0H, |
dsy debs? sin B(ay, + apbyh)
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3) dag e sinf 0H,,
dss, debse sin 0(ay, + as,bs,0)
9) das, e’ sin 6 B 0H,,
dss, debso?sin f(ay, + as, b;(ﬁ)
10)d_ib = _ oM,
dSb 8tb
dt, OH,
11) Sfee =
) dss, Ots,
dt, OH,
12) 52 = T
)dsso Ots,
13) de?? cos O(ay, + ab5b6) . OH,
dsy, Oaye? cos
14) debse? cos O(ay, + ag,bs,0) - 0H,,
dss, ~ Oag,ebsf cosd
15) debo? cos O(a;, + as,bs,0) B 0H,,
dss, Jas, €509 cos 0
16) debbo sin Q(CLb + ab5b9) _ 8Hb
dsy,  Oapefsin f
17) deb<? sin 0(a;, + as,bs,0) B 0H,,
dss, Oa, ebse? sin O
18) debo% sin 0(a;,, + as,bs,0) B 0H,,

dss,

" da, eb0?sin O
So

(2.120)

denklemleri elde edilir. Bu denklem sisteminde dikkat edilirse on sekiz(18) denk-

lem cember egrisine ait olan Hamilton enerji denklemleridir. Dolayisiyla Ornek

2.3.9’da yapilan ortak ¢oziimler ve diizenlemelere benzer olarak, elde edilen denk-
lemlerindeki (1), (2), (3) ve (10), (11), (12) diizenlenirse,

dt, - 0H, dts, OH,, dt, OH,
— =1y = —, _— = tse = - — tso - N -
dSb atb dSSe atsﬁ dsso 8t50
dt,  OH, dt,,  OH,, dt,, o0H,,
ds, Oty dss, Oty dss, Ot
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egitlikleri bulunur. Asgagidaki ortak ¢oziimlemeler yapildiginda,

1)+ (7) = 2 Oy  _ "’ (dpy, + aybyd)
8€b59(db + abbe)

OH,,

— =%, + aseb;ﬁ)
debse?(ay, + ag bs,0)

(5)+(8) = 2

OH,,
debso?(ay, + a,bs,0)

6)+(9) = 2 = "0 (ay, + az,b,,0)  (2.123)

ve

8Hb o d@bbe(db + abBbG)

1 16) = -2 =
(13) + (16) Oayebv? dsyp
OH, deb<®(a;, + a,,bs.0)
14 1 — _2 e — € € e
( )+( 7) aaseebsea dSSe
OH, deb>?(a,, + as,bs,0)
15 18) = -2 ‘= 2 e 2.124
(15) +(18) Oag, ebso? dss, ( )
elde edilir. (2.123) ve (2.124) ’nin ortak ¢oziimiinden,
_9 0H, _ debbe(db+ab6b9) ) 82]‘.’1,
daye™’ dsy, Ds0em (dy, + aybyd)
_2 aHSS _ deb5e0<a;§e + aseb‘;ee) — 2 82H56
aaSeebsee dSSe asseaebsee(a;e + aseb;‘;ee)
o OH. debo® (ay, + ag,bs,0) ) O*H,,
dag, ebso? dss, s, 0ebs0? (ay, + as, béﬁ)
(2.125)
bulunur. (2.121) ve (2.122) denklemlerinin egitlenmesiyle,
dt,  9*H,  0H,
dsb 8317825}, atb
% _ 0’H,, 04,
dss.3 B 088582%85 a atse
dt,,  9*H,  0H,, (2.126)
dss, s, 0, Ot '
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olup (2.125) nin t’ye gore tiirevi alinirsa,

0?H, B OPH
OtyOayete? 8tb83b86bb9(db + abBbH)
0*H,, B O3H
Ots Oas, ebs? Ot,, D55, 0eb50(a),, + as b, 0)
__®H, OH (2.127)
Ots,0a,,eb0 Ot,, 055, 0eb»o? (ay, + g, bs.0) '
elde edilir. Diger taraftan, (2.126) nin r’ye gore tiirevi alinirsa,
OPH, 0 H,
OtyOayet? dapet? 05,0t
0*H,, B O3 H,,
Ot; Dag et da,,eb=cs,, Ot
__OH, O H,, (2.128)
atsoaasoebsoa - 8asoeb30985308i50 .

bulunur. (2.127) ve (2.128) denklemlerinin birbirine esitlenmesi ile
D om0 on )
asb 8tb86bb9(db + abﬁbe) aSb 8abebb93ib
J 0H, 0 ( oH, )
Oty 8ebb9(cib + ab6b9) aabebbe 8tb

8 6bb9 (ab + abEbQ) 8 .
= oty ( 2 © Dapebr? (tb)

10 dabebb9 0 dtb

v = — 2.129

2 8tb < dsy 8abebb9 dsyp ( )
¢ift soul kisim icin,

0 0*H,, 0 0?Hy,
95, \ Ot,,Oebs(ay, + as,bs,0) 055, \ Day, ebse00t,,

L0 OH,, 9 OH,,
Ots, \ Debse¥(ay, + ag by 0) )  Oas.e™’ \ ot
0 [ e?(a,, + a,,bs.0) 0 ~
o o e B Oy

1 0 [dag els? 0 dt,
- e — e 2.130
2 0t,, ( dss, ) Oag, ebse? (dsse> ( )

90

body kisim igin,




tek soul kisim igin,

0°H,

0°H,

0 0
055, \ Ot,,0ebs00 (s, + as,bs,0) 0ss, \ Da,,ebsob0t,,

0

=

. 0 O0H,,
Ots, \ Debso?(ay, + ag,bs,0) das,eb? \ ot

ot

8 [ et (ay, + as,bs,0) 8 .
( "~ Oag,ebso? (tSO)

20t,,

1 0 (da,,eb’
dss,

0 dts,
 Oag,ebsof \ ds,,

(2.129), (2.130) ve (2.131) egitliklerinin

dr dae® )
dt da
dry, dayeb? _
dty dt, 7
drg dag ePse?
€ € — Ase
dts, dts,
drg dag, ebso?
o o — ASO
dts, dts,
sabitine gore ¢oziimiinden,
d2abebb9 . thb dabebb9 . dtb
dtydsy, N dabebb"dsb dty, N dabebb9
Pag e d*t,, da,, e? 5 dt,,
dts. dss,  da,,ebsPds,, dts, " dag,ebs?
d*a,, ebso? B d*t,, das, ebsf P dts,
dts, dss, das, ebsolds,, dts, das, elso?
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elde edilir. Buna gore,

2
— = A=N=V2
A

2

e Ao, = s, = V2
26

— = Aoy = Ag, = —V2

degerleri bulunur. Sonug olarak, siiper yaricap degeri s ve t parametrelerine gore,

d bb9
ave = \/5 = Gbebbo = \/§tb

dty,
bs, 0
da;te - \/5 = aseebsﬁg = \/§tse
d s bs, 0
% = V2= a6’ = V2, (2.133)

olur. Buradan,

daye™? b0
= V2= qe® = V2 = V2ks,

dty,
d s bs. 0
% - \/i :> aseebseg = \/§t56 = \/éksesvse
das, e’ bs, 6
T = _\/5 :> asoe st = _\/§t30 = _\/iksossn (2']‘34)

olup, bu degerler (2.123)’de yerine yazilirsa,

H ' :
2 oH, = e™a;, + a,,bs,0)

debso®(ay,, + as,bs,0)

(ebsoe(ago + asnb;ﬁ))Q (ib)z B (kb)z

H — = —
B 4 2 2
H .
2 0., : = e’ %a;, +aybs0)
Oebseb(ay, + as b 0)
. 2 N2
(ebsee(a;e + asebs€0)> (tse) (k )2
= HS — e — Se
¢ 4 2 2
H, . :
9 0 o : _ ebsoa(aso + asobsoe)
debsof(ay, + ag, bs,0)
. 2 N
(ebsoe(a'so + asobsoé)) (t) (k)
= HS = — = — = — 5o
° 4 2 2
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bulunur ve dolayisiyla

H = Hy+H, + H,,

(k)" (ks)®  (ks)’
= ; + e - (2.136)

siiper logaritmik spiral egrisi iizerinde bir parcacigin siiper Hamilton enerji degeri

elde edilmig olur.
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3 SUPER GRAF

3.1 Siiper Graf Demet Yapilari

Bu boliimde, graf teorinin boliim 1.3.4° de verilen temel tanimlarindan yarar-

lanarak, geometrik yapilar, siiper uzay yapisina uygun olarak tanimlanacaktir.

Tamim 3.1.1 T'(V;, E,) grafi ve M siiper mani-foldu ve bu manifold iizerinde
koselerin kiimesi V4, kenarlarm kiimesi E, olsun; V;, V; ler V, i herhangi iki alt
ciimlesi olmak tizere,

E,=V;xV, i,j=123 (3.1)

olur. Buna gore, V; X V; nin herhangi bir agik alt ciimlesi Uy, xy; ve R™ X R" X
R"™ nin bir agik alt ctimlesi Ugm y gne x gno 0Olsun. Bu ciimleler iizerinde agagidaki

sekilde homeomorfizmler tanimlanabilir;

B, t Uvixv; — UrmxRne xRro (3:2)

dontistimii 1-1 olmak tizere (Uy,xv;, 3, )ikilisine M de bir stiper graf harita denir.
Buna gore,

1) Uy, Uvixy, =M

2) VVi, xV,,, Vi, XV, i¢in Vi, x V;, NV, x Vj, # 0 olmak tizere 3, o (8,,) "
doniistimii diferensiyellenebilirdir.

Yukaridaki sartlar saglayan V; x V; koleksiyonuna M’de bir stiper graf atlas

denir.

Tanim 3.1.2 Yukarida tanimladigimiz siiper graf harita ve siiper graf atlas
yapilari ile birlikte siper graf manifoldunu agagidaki sekilde resmedebiliriz (Sekil
3.1).
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Sekil 3.1: Siiper graf manifoldun diferensiyellenebilir yapisinin gosterimi

Burada, V; body kisim (b) a sahip olan koselerin agik alt ciimlesi,
Vs soul ¢ift kisim (s.) a sahip olan koselerin acik alt ciimlesi,

V3 soul tek kisim (s,) a sahip olan kogelerin agik alt ctimlesi olsun. Buna

gore,
1. boélgede herhangi x ve y elemanlar1 (koseleri) igin x = 3,y =y
2. bdlgede herhangi x ve y elemanlar1 (koseleri) i¢in © = z,+ s,y = yp+Ys.
3. bolgede herhangi x ve y elemanlar (koseleri) i¢in x = x5,y = ys,
4. bolgede herhangi x ve y elemanlar: (koseleri) igin x = x4+, y = yp+ s,
5. bolgede herhangi x ve y elemanlan (koseleri) i¢in x = xp, + x5, + x5,y =

Yo + Ys. T Ys,
6. bolgede herhangi x ve y elemanlar (koseleri) i¢in x = x5 +xs,, ¥ = ys, +Vs,

7. bolgede herhangi x ve y elemanlan (koseleri) icin x = x5,y = ys,
seklindedir.
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Yukaridaki gekilde resmettigimiz siiper graf manifold yapisi igin tanim-
lanan homeomorfizmler agagidaki gibidir.
Byp : Vi(1) x Vi(1) — UR™
Burada, Vi(1) x Vi(1) kartezyen carpim tanim kiimesinin elemanlari e(xy, yp)

seklinde tanimlanan kenarlardir(ayritlar).

Byse + V2(3) x Va(3) — UR™

Burada, V5(3) x V5(3) kartezyen ¢arpim tamim kiimesinin elemanlar1 e(z;,, ys,)

seklinde tanimlanan kenarlardir(ayritlar).

B, 5ot V3(7) x V3(7) — UR™

Burada, V3(7) x V3(7) kartezyen ¢arpim tanim kiimesinin elemanlar: e(x, , ys, )

seklinde tanimlanan kenarlardir(ayritlar).

B, VAV(2) X ViVA(2) — U(R™ x R™)
Burada, V;V5(2) x V1V5(2) kartezyen garpim tanim kiimesinin elemanlar1 e(z;, +
Ts., Y» + Ys,) seklinde tammlanan kenarlardir(ayritlar).
By, ¢ ViVa(4) x VAVa(4) — U(R™ x R™)
Burada, V;V3(4) x V1 V3(4) kartezyen ¢arpim tanim kiimesinin elemanlar e(z;, +

Ts,, Yp + Ys,) seklinde tanimlanan kenarlardir(ayritlar).

B+ VaV3(6) X VaV3(6) — U(R™ x R"™)

Burada, V5V3(6) x V5V5(6) kartezyen ¢arpim tanim kiimesinin elemanlar e(z,, +

Ts,,Ys, + Ys,) seklinde tammlanan kenarlardir(ayritlar).

Bhoses, - ViV2V3(5) x ViVaV3(5) — U(R™ x R™ x R™)

Burada, V1 VoV3(5) x ViV4V3(5) kartezyen carpim tanim kiimesinin elemanlar:

e(xy + x5, + Ts,, Yo + Ys, + Ys,) seklinde tanimlanan kenarlardir(ayritlar).

By : Vi(1) x VRV3(6) — U(R™ x R"™ x R™)

Burada, V(1) x V5 V3(6) kartezyen garpim tanim kiimesinin elemanlar e(zy, ys, +

ys,) seklinde tanmimlanan kenarlardir(ayritlar).
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Baop : V1(1) x V1V5(2) — U(R™ x R"™)
Burada, V(1) x V4 V5(2) kartezyen garpim tamm kiimesinin elemanlar1 e(zy, y, +
ys, ) seklinde tammlanan kenarlardir(ayritlar).
Bap s Vi(1) x V1V3(4) — U(R™ x R™)
Burada, V3 (1) x V4 V3(4) kartezyen garpim tamm kiimesinin elemanlar1 e(zy, y, +
ys,) seklinde tamimlanan kenarlardir(ayritlar).
Bap s Vi(1) x V1VaV3(5) — U(R™ x R"™ x R™)
Burada, V;(1)xV;V2V5(5) kartezyen ¢arpim tanim kiimesinin elemanlari e(zy, yp+
Ys. + ys,) seklinde tamimlanan kenarlardir(ayritlar).
Bis, : Va(3) x V1V3(4) — U(R™ x R" x R"™)
Burada, V5(3) x V1V3(4) kartezyen ¢arpim tanmim kiimesinin elemanlari e(z;,_, y,+
ys,) seklinde tamimlanan kenarlardir(ayritlar).
Bas, = Va(3) x V1V5(2) — U(R™ x R™)
Burada, V5(3) x V1V5(2) kartezyen ¢arpim tamim kiimesinin elemanlari e(z;_, y,—+
ys.) seklinde tanimlanan kenarlardir(ayritlar).
By, = Va(3) x VaV3(6) — U(R™ x R™)
Burada, V5(3)x V5 V3(6) kartezyen garpim tanim kiimesinin elemanlar e(z;_, y,, +
ys,) seklinde tamimlanan kenarlardir(ayritlar).
Bus, = Va(3) x V1VaV3(5) — U(R™ x R™ x R"™)
Burada, V5(3)x V1 V5 V3(5) kartezyen garpim tanim kiimesinin elemanlari e(x;_, -+
Ys. + Ys,) seklinde tanmimlanan kenarlardir(ayritlar).
Bis, : Va(T) x V1Va(2) — U(R™ x R" x R"™)

Burada, V3(7) x V1V3(2) kartezyen ¢arpim tanim kiimesinin elemanlari e(z;,, y,+

ys.) seklinde tanimlanan kenarlardir(ayritlar).
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By VA(T) x ViVa(4) — U(R™ x R™)
Burada, V3(7) x V1 V3(4) kartezyen ¢arpim tanim kiimesinin elemanlar e(z;,, y,+
ys,) seklinde tanmimlanan kenarlardir(ayritlar).
B, + Va(T) x VaV3(6) — U(R"™ x R™)
Burada, V3(7)x V2V3(6) kartezyen ¢arpim tanim kiimesinin elemanlari e(zs,, ys, +
ys,) seklinde tamimlanan kenarlardir(ayritlar).
Bus, = V3(T) x ViVaV3(5) — U(R™ x R"™ x R")
Burada, V3(7)x Vi V5 V3(5) kartezyen ¢arpim tanim kiimesinin elemanlari e(x,, yp+
Ys. + ys,) seklinde tammlanan kenarlardir(ayritlar).
511;,35 :ViVa(2) x V3(7) — U(R™ x R™ x R™)
Burada, V;V5(2) x V3(7) kartezyen ¢arpim tamim kiimesinin elemanlar e(x, +
Ts,, Ys,) seklinde tanmmlanan kenarlardir(ayritlar).
Bop.s. : ViVa(2) x ViVaV3(5) — U(R™ x R™ x R™)
Burada, V1V5(2) x ViV2V5(5) kartezyen garpim tamm kiimesinin elemanlar
e(xy + s, Yo + Ys, + s, ) seklinde tammlanan kenarlardir(ayritlar).
By, : ViVa(4) x Va(3) — U(R™ x R" x R™)
Burada, V;V3(4) x V5(3) kartezyen ¢arpim tamim kiimesinin elemanlar e(x, +

Ts,, Ys,) seklinde tanmmmlanan kenarlardir(ayritlar).

Baps, : ViVa(4) x ViVaV3(5) — U(R™ x R™ x R"™)

Burada, V1V3(4) x V1V5V3(5) kartezyen carpim tanim kiimesinin elemanlar:

e(xp + Ts,, Yp + Ys, + Ys,) seklinde tanimlanan kenarlardir(ayritlar).

Bis. s, - VaVa(6) x Vi(1) — U(R™ x R™ x R")

Burada, V5V3(6) x Vi(1) kartezyen ¢arpim tamm kiimesinin elemanlar1 e(x,, +

Ts,,Yp) seklinde tanimlanan kenarlardir(ayritlar).
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Bas, s, : VaVa(6) x ViVaV5(5) — U(R™ x R x R")

Burada, V,V3(6) x V1V5V53(5) kartezyen carpim tanim kiimesinin elemanlar:

e(xs, + Ts,, Yp + ys, + Ys,) seklinde tamimlanan kenarlardir(ayritlar).

Blb,se,so : ‘/1‘/2‘/;3(5) X ‘/1(1) — U(Rm x R™ x Rno)

Burada, V1V52V3(5) x V(1) kartezyen ¢arpim tanim kiimesinin elemanlar e(z;, +

Ts, + Ts,, yp) seklinde tammlanan kenarlardir(ayritlar).

62b,se750 : ‘/1‘/2‘/3(5) X ‘6(3) N U(Rm % R" x Rno)

Burada, V115V3(5) x V5(3) kartezyen carpim tanim kiimesinin elemanlar e(zy, +

Ts, + Ts,,Ys.) seklinde tamimlanan kenarlardir(ayritlar).

Bapses, * ViVaVa(5) x V3(7) — U(R™ x R"™ x R"™)

Burada, V1V,2V3(5) x V3(7) kartezyen ¢arpim tanim kiimesinin elemanlar e(zy, +

Ts, + Ts,, Ys,) seklinde tammlanan kenarlardir(ayritlar).

ﬂ4b,se,so : %%%(5) X ‘/1‘/2<2) - U(Rm x R™ x Rn°>

Burada, ViV,V5(5) x V1V5(2) kartezyen carpim tanim kiimesinin elemanlar:

e(xy + x5, + Ts,, Yp + s, ) seklinde tanimlanan kenarlardir(ayritlar).

651),55,50 : ‘/1‘/2‘/:),(5) X %%(4) — U(Rm % R" x Rno)

Burada, V1V5V5(5) x V1V3(4) kartezyen carpim tanim kiimesinin elemanlar:

e(xy + x5, + Ts,, Yp + s, ) seklinde tammlanan kenarlardir(ayritlar).

661),56,50 : ‘/1‘/2‘/3(5) X ‘/2‘/3<6) N U(Rm % R" x Rno)

Burada, ViV5V5(5) x VaV5(6) kartezyen garpim tamm kiimesinin elemanlar

e(xp + s, + Ts,, Ys. + Ys,) seklinde tanimlanan kenarlardir(ayritlar).

Bu homeomorfizmlere gore, graf teori yardimiyla siiper graf manifold iizerinde
koselerin birlegimi ile elde ettigimiz kenarlar agsagidaki sekilde resmedilebilir. Yuka-
ridaki her bir § doniigiimii dikkate alinirsa, ayni kisima(parta) sahip olan koseler
arasinda kenarlar dogrusal, farkli kisima sahip koseler arasindaki kenarlar egrisel

olacaktir. Ciinkii farkli parta sahip koseler birlesirken koordinat siralamasi dikkate
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almmak sartiyla(body, soul ¢ift, soul tek) bu birlegim yonlenecek soyle ki; cift
pariteden c¢ift pariteye birlesimde saat yoniiniin tersi yani, pozitif yonlenme; cift
pariteden tek pariteye ya da tek pariteden ¢ift pariteye birlesimde saat yonii yani,
negatif yonlenme olacaktir. Buna gore, siiper uzaydaki koordinat yapisina uygun

olarak tamimladigimiz siiper kogeler ve siiper kenarlar, siiper graf olarak agagidaki
sekilde resmedilecektir (Sekil 3.2).

X b.sg

Sekil 3.2: Siiper graf manifold iizerinde kogeler(vertex) ve kenarlar(edge)

Tanim 3.1.3 FE* ve M*, siiper C*°-manifoldlar olsun. Yukarida tanim-
ladigimiz siiper graf atlas ve siiper graf harita yapilari ile birlikte ayrica siiper graf
C*°-manifoldlar olarak da tanimlanabilirler. Dolayisiyla, E* ve M*, siiper graf
C*°-manifoldlar ve 7*9 : E* — M™* bir siiper graf C*°-doniigiimii (bunu 6zel olarak
vertex-edge doniisiim olarak da tanimlayabiliriz, yani aldigimiz her koselerin bir-
lesiminin olusturdugu kenarlar yine bu koselerin bu doniisiim ile karsilik gelecegi
kogelerin birlegiminin olugturdugu kenarlara déniisecektir) bir érten submersiyon
ise, (E*, 9, M*) iigliisiine stper graf lifli manifold denir. Burada E* siiper graf
total uzay, M* siiper graf taban uzay, 7*9 siiper graf projeksiyon ve Ve € M*kenar1

icin E*n (7*9) " (e) alt ciimlesine de siiper graf lif denir.
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Buna gore, siiper manifoldlar tizerinde tanimli olan koordinat sistemi benzer
sekilde siiper graf manifold iizerinde de kogeler ve bunlarin olusturdugu kenarlar

ile tanimlanabilecektir.

Tanim 3.1.4 boyM* = m = (my + ms, + ms,) ve boyE* = m+n =
(M +m, +ms, +np +ng, +n,,) olmak tizere, Uy, «v; C E" stiper agik alt ciimlesi

iizerinde bir siiper graf koordinat sistemi,
Y9 Upyey, — R0 RMseMe ¢ RMeo ¥ (3.3)
olsun.
pTIg < Rt o RMsetNse s PMsotNso _y RMb s PMse s« RMso

olmak tizere a, b € Uy, «v; i¢in (burada a ve b birer kenar, 6rnegin a kenari a;, € V;

ve a;j, € V; kogelerinin birlegimi olan kenardir)
m9(a) = 7(b) = e = pri’(y™(a)) = pri’(y™ (D))
onermesi dogru ise, y*9 e bir siiper graf uyarlanmig koordinat sistemi denir.

Tanmim 3.1.5 Yukarida yapilan siiper graf tanimlamalarina gore kenarlar her
bir baglangi¢ kogelerine dogru yonlendirilebilir oldugu icin birinci jetler tanjant
vektorlerle ayni olacaktir. Dolayisiyla, T*E = Jrn*9 olur ve (E*, n*9, M*) siiper
graf demeti iize-rinde siiper graflar yardimiyla zamana baglh mekanik sistem-
lerin hesaplanmas igin gerekli olan demet yapis1 (J7*9*, 79 M*) geklinde tanim-

lanacaktir. Buna gore, siiper graf jet demet yapisinin koordinat sistemi,

(x,y,u) = (Tp + s, + Ts,, Yo + Ys, + Yso, Up + Uus, + us,), x € M* y€ E* uec Jrd*
(3.4)
seklindedir. Burada z, y koseleri i¢in, u = (z,y) = y — x = u kenarna(x’den
y’ye dogru yonlii bir vektor) kargilik gelir. Graf teoride bu gekilde tanimlanan u
koordinat1 artik jet demet yapisinda tiirevsel koordinata karsilik gelecektir. Buna

gore siiper graf manifoldu iizerinde tanmimlanan tiirevsel koordinat bileseni u su
sekilde ifade edilir;

0
8_% = wu, seklinde olup u,, x, ve 1y, koselerinin birlesimi olan
Ty

e( xp, yp) kenarma kargilik gelecektir,
OYse : TRV
9. = us, seklinde olup us,, x5, ve ys koselerinin birlesimi olan
Ts,

e(zs,, ys,) kenarma karsihik gelecektir,
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9ys,
Oxs,

= wu,, seklinde olup us,, x5, ve ys, koselerinin birlesimi olan

o

e(xs,, ys,) kenarma kargilik gelecektir.

Burada, onceki boliimde ifade ettigimiz gibi, siiper uzaydaki demet yapisinin
tanimindan dolay1, body partin body parta gore tiirevi, soul ¢ift partin sol ¢ift
parta gore tiirevi, sol tek partin sol tek parta gore tiirevi alinabileceginden, ke-
nar(edge) koordinatlarmin bilegenleri de bu sekilde hareket edilerek ifade edilir.

Ornegin; yukarida siiper graf manifold iizerinde tanimladigimiz
Babseso + V1V2V3(5) X V3(7) — U(R™ x R™ x R™)

homeomorfizmi g6z oniine alinirsa ve Vi V2V3(5) x V3(7) kartezyen ¢arpim tanim
kiimesinin elemanlari e(x, + x5, + x5,,ys,) seklinde tamimlanan ayritlar oldugu
kullanilirsa, buna gore, siiper graf jet demet yapisinin koordinatlar1 asagidaki

sekilde olacaktir.

(l'b +$Se +x307 Yso s ~ Loy —Tsey Ys, — xSo)
————— e N e —

x Yy Up Use Usq
7

-
u

3.2 Siiper Graf Demet Yapilar1 Uzerinde Euler-Lagrange

Mekanik Sistemler ve Euler-Lagrange Enerji Denklem-

leri

Bu boliimde, siiper graf demet yapisimin ozellikleri ile birlikte siiper graf
jet demet koordinatlarimi kullanarak Euler-Lagrange mekanik sistemlerini kura-
cagiz. Zamana bagh Euler-Lagrange enerji denklemlerini elde etmek icin kur-
dugumuz bu mekanik sistem {izerinde, Boliim 2’ de de siiper uzaydaki genel
formlarimin ele alindig1 iizere gerekli olan geometrik yapilari artik siiper graf
tanimlariyla olusturmamiz gerekiyor. Siiper graf jet demet yapisinin koordinat
sistemine baktigimizda, her ne kadar bir zaman parametresi gérmesek de aslinda
u tiirevsel koordinat bilegsenini goz oniine aldigimizda x kosesinden y kosesine gi-
den birlesmenin bir vektor oldugunu ve bu yonlenmenin de zamana bagh gercek-
lestigini diigiiniiriiz. Buna gore, 3-boyutlu graf demet yapisi ile ¢aligirken fiziksel
olarak zaman, calismamiz i¢in dogal bir parametre gereksinimi durumunda olur.
Dolayisiyla, gerekli olan geometrik yapilar, siiper graf demet koordinat sistemi

ile ifade edilebilir ve bu yapilar ile ilgili Boliim 2’ de ayrintih olarak incelenen
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biitiin ispatlar gecerliligini, bu siiper graf demet koordinat sistemi ile olugturulan

yapilar i¢in de koruyacaktir. Buna gore siiper graf demet yapisi igin,

siiper yaklagik tanjant yapi;

J = (dyb + Ubdxb) X aiw) + (dyse + usedIsE) X B

e

sliper semi-spray;

0 0 0 0 0 0 0

T T T T TR T

E =

seklinde ifade edilir. Dolayisiyla, V' siiper Liouville vektor alani;

0 0 0
V=J (8) = 2Uba_ub + 2u568786 — 2u50—auso

— (dys, + us,dxs,) X

Jus,
(3.5)

(3.7)

olur. Poincare Cartan 1-formunu ve Poincare Cartan 2-formunu tanimlayabilmek

icin gerekli olan d diferensiyeli;

0 0 0 0 0
d = —d ——dry, — ——dzv, + —d —dy, —
oxy, T+ Oxs, Tse Oxg, Tso oy ot 0Ys. Yse
0 0 0
+ o dup + e dus, — _3’&30 dus,

seklindedir ve buna gore Poincare Cartan 1-formu;

ap = dJL"i‘Ldf

0Ly 0L 0L,
= up—=—dxp + Us, ——dTs, — U5, —dTs
o Ouy, o e Ous, oo o Jus, T

+%d + OLs,
ouy Yo Ous,

OL,,
Ou,

dyS e + dys o

o

+Lydxy + Lsedxse - Ls(,dxso
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ve Poincare Cartan 2-formu;

)

Q, = dd;L+dLAdx
= (dyy A dzy) <— aig’; + U azjgzb * ((?3];: )
+ (dys, A dwy,) (— &igzse + us, ajjfé?;g ?95
+ (dys, A dzs,) (— ajigzso + Us, aji Lau ?35
+ (dup A day) (“” aigzb i Z_{Z)

)

62[/5@ aLSe
+ (dusc N dﬂ?se) (usc auseause 8use >
62-[/80 aLSo
+ (duso A dx&)) (Us,, Oug, Ous, Ous, )
0*Ly,
d d
+ (duy A dyy) (aubéub)
0*L
+ (dus, A dys,) (W)
d*Ls,

+ (duso /\ dyso) (

)

olur. Buna gore, i.{2 = Q (¢) = 0 denkleminin ¢oziimii yapildiginda siiper Euler-

e (3.10)

Lagrange denklemini verdigi icin, (2.29) da belirli olan dokuz(9) adet denklem
burada da elde edilecektir. Elde edilen bu non-lineer denklem sistemi sadece
siiper graf demet yapisi koordinatlar ile degisiklik gosterecek olup, c¢oziim yolu

benzer bicimde yapilacaktir. Dolayisiyla;

Eip = Up, €ise = Usg, Eis, = —Us, (311)

kogulu altinda,
—up(1) = 1, (2) + us,(3) + (4) + (5) = (6) — up(7) — us,(8) + us, (9) =0 (3.12)

¢oziimii yapildiginda,

0*Ly 0L, 0L, B oL, B 0L, B 0L, _ 0
“baxbaub Yse Oxs, Ous, Hso Oxs,Ous, b oy Hse Ys. Hso ys,
0*L oL
Yorou uﬁ_y =0
0 (0L oL
us <%> — ua—y =0
(3.13)

seklinde siiper uzayda siiper graf demet yapisi koordinatlari ile Euler-Lagrange

enerji denklemi elde edilir.
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Bu ise, agagidaki Teorem 3.2.1'1 ispatlar.

Teorem 3.2.1 E* ve M* siiper manifoldlar, (E*, 79 M*) siiper graf demet
olsun. (Jr*9* 7*9, M*) siiper graf jet demet yapisi tizerinde siiper Euler-Lagrange
enerji denklemi,

02 Ly, 0L, 0Ly, oLy 0L, 0L,

/U/b us U’S -

Oxp0uy “0xs, 0us, ? 0z, 0us,

ile ifade edilir.

— Ug s =0
oy oy, "oy,

Ornek 3.2.2:

Boliim 2’de yer alan, Ornek 2.2.14°de siiper logaritmik spiral egrisi iizerinde
hesapladigimiz Euler-Lagrange enerji degerini burada graf koégeleri kullanarak
hesaplayacagiz. Bu yontem, yani graf noktalari kullanmak, egrinin egriliklerindeki
degisime gore hareketin daha elverigli incelenmesine imkan saglayacaktir.

Asagidaki sekilde resmedildigi gibi logaritmik spiral egrisi iizerinde hareketin
bir kesitini graf noktalar ile gosterebiliriz (Sekil 3.3). Bunun igin, logaritmik spi-
ral egrisi iizerinde hareket, koseler ve kenarlar diferensiyellenebilir graf manifold

iizerinde tanimladigimiz 5 doniisiimlerine uygun olarak secilerek incelenecektir.

O2h 25,25, ﬂg.?
Sekil 3.3: Logaritmik spiral egrisi tizerinde 3 déniigtimlerine uygun olarak
secgilen kogeler(vertex) ve kenarlar(edge)

Tanmim 3.1.5’de verilen siiper graf demet yapisinin koordinatlari, bu egri iize-

rinde

(2, y,u) = | 0 (0) s, () 0, (0), 1 (8) . (0) , s, () 505 (0) s, (6) s, (6)



seklinde olacagindan, siiper logaritmik spiral egrisinin graf demet koordinatlari

asagidaki bicimde gosterilir.
(t,a(t)e'™? cos 6, a(t)e!®? sin 0, a(t)e"™? sin @ — a(t)e’®? cos )

Burada, t zaman parametresi ve

x=1(t)cosf = a(t)e’®? cos
y =7 (t)sind = a(t)e’®? sin

u=r(t)sing —r(t)cos = a(t)e®® sin § — a(t)e ™’ cos
olmak iizere, siiper graf demet koordinatlari, body, soul even ve soul odd

kissimlara gore ayrintili olarak ifade edildiginde,

(ty, ts,,ts,, ab(tb)ebb(tb)a cos b, ag, (s, )e"e (ts)0 cog 0, as, (ts,)e (ts0)0 cog 0,
ap(tp) e sin 0, a,, (t,, )b sin 0, a,, (t,, et sin 0,
ap(ty)e? @ sin @ — ay(t,) e @ cos 0, ay, (t,, )ePe )0 sin 6 — ag, (L, )€ =) cos ),

as, (ts, )€l 00 sin @ — ag (t,,)ebo o) cos ) (3.14)

seklinde yazilir. Bu siiper graf demet koordinatlar1 (2.31) deki siiper Euler-

Lagrange enerji denkleminin genel formu olan (2.32)

. 0%L, L 0L, s 0Ly, . 0L N OLs, L 0Ly, 0
Tib Tis Tis —\ xzs Liso 7 | =
POt 0 “ Oty Oy, ° Ot,, s, O “ Oy, ° Oy,

denkleminde yerine yazilirsa,

0%L,
75,07, )

oL, OLs, 0L\
_(1—cot9)( Yo, + Tse g - <4 Tso SO) =0

+7“308

1 9%L, 82L55
cosf

T + 75,
aryory 3 87“5687“58

(3.15)

bulunur. Buna gore, £(f) = cosf — cot  cosech katsayis1 kabulii ile Lagrange

enerji degeri,
L = (68(6)Tb(t)cb + kb +ef e(0)rse (1) Cs, + kse + €f )Tso(t)CSo + kso)

= EEOrOe 4k (3.16)
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elde edilir.

(X2p, X25,)

(x1) . (xe3)

(X5p0 ' Xss,)

Sekil 3.4: Hareketin, 5 doniisiimlerine uygun olarak segilen alt1 tane
siiper koge(vertex) ve kenarlar(edge) ile gosterimi

Ornegin, yukaridaki sekilde Sekil 3.4’de belirli olan siiper logaritmik spiral
egrisi iizerinde diferensiyellenebilir graf manifold yapisindaki S doéniigiimlerine
uygun olarak belirlenen alt1 graf noktay: izleyen parcacigin hareketini incelersek,
bu hareket sonundaki Lagrange enerji degeri;

_ m[(eew)alb(ﬂeblbw)
e @am (e e(@)azs, (e’

-

b355 (t)
65(9)a33e (t)e )

+

(
(
(e5@asse(Betise’ _ ce(Blass, (t)eiso)y
(

e(O)asy(t)e’se™) | e(@)ass, ()55 _ es(a)a530<t>eb550<”)

+

e

+e€(9)a6b(t)666b(t)]c +k (3.17)

olarak bulunur.

3.3 Siiper Graf Demet Yapilar1 Uzerinde Hamilton Mekanik

Sistemler ve Hamilton Enerji Denklemleri

Bu boliimde, siiper graf demet yapisinin 6zellikleri ile birlikte siiper graf
jet demet koordinatlarimi kullanarak Hamilton mekanik sistemlerini kuracagiz.
Zamana bagli Hamilton enerji denklemlerini elde etmek icin kurdugumuz bu
mekanik sistem iizerinde, Boliim 2’de de siiper uzaydaki genel formlarimin ele
alindig iizere gerekli olan geometrik yapilar: artik siiper graf tanimlariyla olustu-
racagiz. Siiper graf jet demet yapisinin koordinat sistemine baktigimizda, Boliim
3.2’de de ifade ettigimiz gibi, her ne kadar bir zaman parametresi gérmesek de
aslinda u tiirevsel koordinat bilesenini goz 6niine aldigimizda x kosesinden y koge-

sine giden birlesmenin bir vektor oldugunu ve bu yonlenmenin de zamana bagh
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gerceklestigini diisiiniiriiz. Buna gore, 3-boyutlu graf demet yapisi ile ¢alisirken
fiziksel olarak zaman, ¢calismamiz i¢in dogal bir parametre gereksinimi durumunda
olur. Dolayisiyla, gerekli olan geometrik yapilar, siiper graf demet koordinat sis-
temi ile ifade edilebilir ve bu yapilar ile ilgili Boliim 2’de ayrintili olarak incelenen
biitiin ispatlar gecerliligini bu siiper graf demet koordinat sistemi ile olusturulan
yapilar i¢in de koruyacaktir. Buna gore, Hamilton mekanik sistemler icin gerekli
olan geometrik yapilar siiper graf demet yapisi iizerinde su sekilde tanimlanacak-
tir;

siiper Liouville form,

A = wpdyp + us, dys, — s, dys, (3.18)

esitligi ile ifade edilir. (2.25) ile tammmlanan siiper diferensiyel operator kul-

lanilarak elde edilen ¢ = —d\ siiper kanonik simplektik formu agagidaki bicimdedir.

¢ = —d\ = dyy N\ duy + dys, N\ dus, — dys, N dus,
(3.19)

Graf demet tizerinde Hamilton enerji denklemlerinin ispati i¢in gerekli olan diger
geometrik yapilari, agagida verdigimiz Hamilton enerji denklemlerinin elde edili-

sini gosteren teoremin ispat kisminda sunacagiz.

Teorem 3.3.1 E* ve M* siiper manifoldlar, (E*, 7*9, M*) siiper graf demet
olsun. (J7*9* 7*9 M*) siiper graf jet demet yapisi iizerinde siiper Hamilton enerji

denklemleri,

OH, dy, OH,  dy,, OH,,  dys,
ou, dxy’ Ous, drs,  — Ou,,  dmv,,

ve

OHy,  duy OH,,  dus, OH,,  du,,
Oy,  dxp’ Oys,  dx,,’ Oys,  dxg,

ile ifade edilir.

Ispat Oncelikle, i xy® = dH stiper simplektik formunu saglayan Xy siiper
vektor alaninin siiper Hamilton vektor alani olarak tanimlandigini biliyoruz. Siiper

graf jet demet yapisi iizerinde siiper Hamilton vektor alani,
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9, 0 9, 0 9, 0

Xy = <
= o or Tor Ty, T oy T oy
B ) 9
+:U’ba + lu’se a + ,LLSO a (320)

seklinde ifade edilir. Boylece, (2.69) esitligi kullamlarak

Z)<H¢ = gdeb + gseduse - gsoduso - /’[’bdyb - /’Lsedyse + ILLSOdySO

(3.21)
esitligi bulunur. Stiper Hamilton enerji fonksiyonunun diferensiyeli ise
OH, OH, OH,
dH = d “dx,, — -
Oy ot Ox,, T 8xso
0H, OH, OH,
—d “dys, — >dys
+ I Yp + 01, Yse D, Ys,
+aHbdu N 8]:158 8H50
8ub b 8US auso
(3.22)

seklindedir. Bu siiper 1-formlarin esitlenmensiyle iy, ¢ = dH siiper simplektik

formu gerceklenir. Bu esitligin saglanmasiyla ¢oziime gidilirse,

oH, 0H, OH,

_ - -0

oxy, Oxs, Oxs,
8Hb oH,, B oH,, B
ayb Mb? ayse /"Lse Y 8yso MSO
OH, . oH,, . _8HSO _ .
ouy b ou,, ou,,  °

(3.23)
esitlikleri elde edilir. Sonug olarak, (2.82)’de elde edilen esitliklerin (2.79) stiper

Hamilton vektor alaninda yerine yazilmasiyla,

0 0 0
Xn = 8% + Oxs, + Oxs,

aH,, 0 0OH,, 0 0H,, 0
aU/b ayb ause ayse 8“80 ayso

_%i_ 0H,, 0 B 0H,, 0
Oy Oup,  Oys, Ous, Jys, Ous,

(3.24)
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siiper Hamilton vektor alanm bulunur. Diger taraftan, (2.74) ile tanimlanan siiper

integral egrisi siiper graf jet demet yapisi iizerinde,

« : ICR— J'E*

t — at) = (zp, Ts,, Ts,, Ybs Yser Ysy, Ub, Us, » Us, ) (3.25)

seklinde olup, bu siiper integral egrisinin Xy (a (t)) = o' (t) denklemini saglaya-

cagini biliyoruz. Buna gore, herhangi bir ¢ aninda « egrisinin

‘W) = dvy, 0  dxs, O dr,, O
@ © dxyOxy  dwg, Ox,,  dx,, Oxg,
dy, 0 dys, 0O dys, O

d_xb Oypy  dxs, Oys, dxs, Jys,
duy 0 dus, 0 dus, 0
dxy Ouy — dxs, Qus,  dxg, Ous,

(3.26)
stiper hiz vektorii kullamlarak Xp (o (t)) = o (t) denklemi ¢oziildiigiinde,
% _dyy OH,,  dys, OH,,  dys,
ou, day  Ous, dr,, — Ou,, dx,,
ve
0y dw,  O0H,, _ dus, _O0H,, _ du,,
oy  dxy’ Oy, da,’ Oys,  dxs,
(3.27)

olacak gekilde siiper uzayda graf demet yapisi iizerinde (3.27) ile ifade edilen siiper

Hamilton enerji denklemleri elde edilir.
Ornek 3.3.2

Ornek 3.2.2’ de siiper logaritmik spiral egrisi tizerinde ve siiper graf demet
yapist i¢in hesapladigimiz Euler-Lagrange enerji degerini bu 6érnekte Hamilton e-
nerji degeri i¢in hesaplayacagiz. Tanim 3.1.5’de verilen siiper graf demet yapisinin

koordinatlari, bu egri tizerinde

(@, y,u) = (20 (0) w5, (0) 2, (0) 90 (0) , Ys. (0) s, (0),us () ; s, (0), us, (0))

seklinde olup, siiper logaritmik spiral egrisinin de koordinatlar: (3.14) ile belirlidir.

b(£)0

Burada, iglemlerde kolaylik olmasi agisindan a(t)e”V? = r(t) kisaltmas1 yapilirsa,

siiper logaritmik spiral egrisi iizerinde siiper graf demet yapisi i¢in koordinatlar,
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(t,a(t)e ™ cos B, a(t)e?®? sin 6, a(t)e"? sin @ — a(t)e’M? cos )
— (fay s o, 71() 0SB, 74, (£) cOS 0, 74, (1) 056,
rp(t) sin @, s, (t)sinf, rg (t)sinb,
(1) (sin @ — cos @), s, (t)(sinf — cosf),
Ts,(t)(sin @ — cosh)) (3.28)

seklinde ifade edilir. Bu siiper graf jet demet yapisi i¢in tanmimladigimiz koor-
dinatlar, (3.27) de elde ettigimiz siiper Hamilton enerji denklemlerinde yerine

yazilirsa,

O0H, drysin 0 OH, dry .
= — = — tanf(sinf — cos b 3.29
Ory(sin@ — cosf)  drycost oy dry an f(sin @ — cos f) (3.29)

OH,  dry(sinf — cos0) 0H,  dn .
Orysin dry, cos 6 ory  dny tanf(sind —cosf)  (3.30)

(3.29) ve (3.30) denklemlerinden,

0H,, ~drg, sind OH,,  dr,,

Or,, (sinf — cosf)  dr,, cost — ors, Tse

tanf(sind — cosf)  (3.32)

OH,, ~ dr, (sinf —cos0) oH,  dr, .
Or,, sinf dre. o0 — o = tan f(sinf — cosf) (3.33)

e

(3.32) ve (3.33) denklemlerinden,
H, = +r, tanf(sinf — cosf) + c,, (3.34)

elde edilir.

0H,, ~dry,sinf OH,, dr,,

- = tan 0(sin 6 — cos :
Oro (50— cosf)  dry,cos0  Or,  dr,, B0 s ()

O0H,,  dr,(sinf —cos0) OH,,  dry, .
T Or, snf dr. cos0 = o~ . tan f(sin @ — cosf) (3.36)

o
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(3.32) ve (3.33) denklemlerinden,

H,, = +r, tanf(sinf — cos ) + cs, (3.37)
elde edilir. Buna gore, siiper Hamilton enerji fonksiyonu,

H = Hy,+H, + H,,
= Z+tanf(sinf — cosO)(ry +rs, +1s,) + b + Cs, + Cs, (3.38)

bulunur.
Burada,
up, = Yp— Tp =71psinf —rycosf
Us, = Ys, —Ts, =Ts, SN0 — 15 cosl
Up,, = Y, — Tp,, =Ty, Sin0 -1, cost

koordinat egitlikleri yerine yazilirsa,

H = Z+tanf(up+ us, +us,) +cp + cs, + s,

— +tanf u+c (3.39)

elde edilir.

u, z ve y koge noktalar1 arasindaki kenari ifade ettiginden, (3.39)’da u, baglan-
tiy1 olusturdugu kose noktalar arasindaki uzunlugu ifade eder ki, bu da, ayrica
0 agis1 da sabit oldugundan tan # u + ¢ toplaminin sabit bir degere karsilik gele-
cegini gosterir. Dolayisiyla, Hamilton enerji degeri yine sabit olarak bulunmus
olur. Buradaki porzitiflik ve negatiflik durumu yon ve parite kavramu ile ilgili olup,
Hamilton enerji degerinin sabitligine engel bir durum degildir. Ayrica, (3.38)’de
H’nin tanimh olabilmesi i¢in 6 # 0, g olmalidir. § =0 ve § = g iken bir spiral
tanimlayamayacagimiz icin graf demet yapisi ile calisirken de buldugumuz enerji

degerinin kabullerle uyumlu oldugu stylenebilir.

Sonug olarak, (3.38) denklemi logaritmik spiral egrisi koordinatlarina gore,

H =+ tan 0(sin 0—cos 0) (ap(tp) e ™ +a,, (t,, )bt a, (t,,)ebo ) Lopte,, +c,,
(3.40)
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seklinde ifade edilir.

Ornegin, Sekil 3.4’de belirli olan siiper logaritmik spiral egrisi iizerinde diferen-
siyellenebilir graf manifold yapisindaki § doniigiimlerine uygun olarak belirlenen
alt1 graf noktay1 izleyen parcacigin hareketini incelersek, bu hareket sonundaki

Hamilton enerji degeri,

H = tanf(sinf — cos 0)[(a1b(tb)eb1b(tb)e)
+(an(ty) e — g, (L, )0 12)%)
+(ass, (ts, )ese te))
Fas, (b, )eete0 — g (, )ebiso(tzo)0)
(asy () e 1 ag, (1, )ebssets) _ ag (1, Yebssoltso)?)

+agy(ty)e ™) + ¢ (3.41)

olarak elde edilir.
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4 SONUC VE DEGERLENDIRME

Son yillarda, zamana bagh olan mekanik sistemlerde, o mekanik sistemi ifade
eden Lagrange-Hamilton mekanik denklemleri ve sistemin enerji gegis denklemleri
ile herhangi bir zaman araliginda enerji dagilim-kayip seviyelerini elde etmek icin
caligan aragtirmacilarin baginda M. De Leon, G. Sardanashvily, M Mangiarotti,
Carden, Titorenka, Carinena v.b. gelmektedir. Bulunan ve zamanla gelistirilen
bu ilke ve yontemlerin tiimii bugiin analitik dinamik olarak bilinmektedir.

Diger yandan siiper manifoldlar, 1970’lerde Berezin, Leites ve Konstant tarafin-
dan kuantum teorisi i¢in matematiksel bir yapi olarak tanitilmigtir.

Stiper manifoldlar iizerine ¢caligmalar devam ederken siiper simetri kesfedilmis
ve bu caligmalar bu katki ile devam etmigtir. Bu arada, Ronan Plesser’a ait
calismalarda ayna simetrisi yapisina benzer olarak siiper simetri geligtirilmis ve
iizerinde mekanik ve kinematik caligmalar yapilabilecegi goriilmiistiir.

(Tozak ve dig. 2018) ¢alismalarinda, siiper uzayda egriyi tanimlayarak, skalar
carpim ve ortogonallik i¢in yeni yaklagimlarda bulunmusglardir. Bunun yanisira,
aragtirmacilarin yapmis oldugu ¢aligmalarda kinematik sistemlerin analitik hesap-
lama metotlariyla hareket denklemlerini elde ettikleri goriilmektedir. Biz, bu
calismada, hareketin baglangicindan itibaren hareketli parcacigin konumunun ve
hizinin nasil degisecegi, hareketin nasil sonlanacagi hakkinda daha kolay model-
leme yapabilmek icin 6zellikle uzay-zaman kavrami ile calismayi tercih ettik. Bu
sayede kurulacak modelleme ile sistemin konum-hiz grafiklerinin daha kolay elde
edilecegini diigiindiik.

Stiper manifoldlar iizerinde hiz kavramini tanmimlamak icin, mekanik calig-
malarda bize kolaylik saglamas:1 acisindan jet manifold ve jet demet yapilarindan
yararlandik. Bu sayede fiziksel yorumlarin yapilabilmesi ve sonuglarin daha giive-
nilir ¢gtkmasi amaclanmigtir.

Caligmamizin birinci boliimiinde, daha onceki yiiksek lisans ve doktora calig-
malarimizda (Aycan 1999, Aycan 2003, Dagh 2012) elde ettigimiz ve diger baz
aragtirmacilarin galigmalarinda (Crampin 1981, De Leon ve Rodrigues 1989, De
Leon ve dig.1996, Giechetta ve dig. 2002, Mangiarotti ve Sardanashvily 2000,
Sardanashvily 1998, Sardanashvily 2013) sunduklari; galigmamizin temelini teskil
eden mekanik yapilarin, jet demetlerin temel unsurlarini sunduk. Ayrica, siiper
uzay yapisinda gerekli olan temel kavramlar: da ifade ettik. Fakat sayfa 17-18
de verilen siiper sayilarla ilgili 6zelliklerin ¢alhigtigimiz kaynaklarda ispatlarini bu-
lamadigimiz i¢in bu 6zelliklerin daha iyi anlagilmasi adina her birini ayr1 ayri

ispatladik. Bu ispatlar konunun daha iyi anlasilmasi, ileriki sayfalarda say: tip-

114



lerinin daha iyi analiz edilmesi i¢in 6nem tagimaktadir. Sayfa 22 de siiper vektor
uzay1 yapisinl da gerekli aksiyomlarin saglandigini gérmek i¢in detayl olarak in-
celedik. Yine sayfa 25 ve 26 da tamimladigimiz siiper manifoldun harita ve atlas
yapisini, diferensiyel yapinin diyagramini goz oniine alarak Sekil 1.3 ve Sekil 1.4
tizerinde gosterdik. Kullandigimiz kaynaklarda, koordinat sistemleri {istii kapali
gecildigi i¢in, bu yapiin daha net olarak tanitilmasini amagladik.

Ikinci boliimde, siiper demetlerin iizerinde jet yapilarim olusturduk. Bu-
rada jet koordinatlar1 bulmak icin siiper uzayda tiirevin nasil alindigini bilmemiz
gerekiyordu. Burada dikkat edilmesi gereken husus, tiirev alirken fonksiyonlarin
tek pariteye sahip olduklar: kisimlarindan negatif(-) igaretinin gelmesidir. Eger,
(-) isareti dikkate alinmazsa sonuglar siiper simetrik uzay modeli ile uyumsuz ¢ik-
maktadir. Bu nedenle parite kavrami, fonksiyonlarda da aynen sayilar gibi even-
odd (gift-tek) yapilar1 6nemlidir. Bu boliimde, ayrica, baz uzay olarak reel uzayi
almaktaki amacimiz, heniiz farkli uzay yapilar: icin siiper simetri ¢caligmalarinin
olmamasi, diger yandan reel uzayda buldugumuz sonuglar1 klasik sonugclarla ve
onceki calismalarimizdaki sonuglarla kargilagtirmamizin daha uygun olmasidir.
Tabi ki jet koordinatlar tanimlanirken tek ve cift kisimlar igin tiirevin detayh
degerlendirilmesi gerekliydi. Bu nedenle, koordinatlarimizi, body ve soul kisim-
larimin yani sira body, ¢ift soul ve tek soul kisimlar olaracak sekilde ele aldik.
Buna gore jet koordinatlarimizi belirledik. Bu detayli inceleme, bize enerji denk-
lemlerinin ¢oziimiinde koordinat sayisinin artmasi bakimindan biiyiik bir zorluk
getirdigi gibi, enerji denklemlerinin elde edilip yorumlanmasinda da detayh bir
sonug elde etmemizi saglamigtir. Bu boliimiin sonunda ¢ember, helis ve logaritmik
spiral egrileri iizerinde bir hareketli parcacigin enerji denklemlerini cikardigimiz
ii¢ ornek sunduk. Siiper uzayda, teget vektorii cizerken sag el kuralindan yarar-
landigimiz1 biliyorduk. Ama bu calisma icin vektoriin even-odd kisimlar:t goz
oniine alindiginda bu c¢izimler nasil olur sorusu 6nemliydi. Yaptigimiz arastir-
malar, bizi yon kavramina gotiirdii. Boylece Sekil 2.2 ve Sekil 2.3 ortaya c¢ikti.

Sonugcta, gerekli denklemler ¢oziildiigiinde (2.43) ile verilen ¢ember i¢in Euler-
Lagrange enerji denklemi elde edildi. Bizim Lagrange enerji yapilar tizerine daha
once yaptigimiz ¢aligmalarimizda Lagrange enerji denklemleri uzay ve diinya za-
manlar1 arasindaki orana dayali olarak iistel fonksiyona bagh ¢ikmaktaydi (Dagh
2012). Bundan farkli olarak bu ¢aligmada, sadece uzay ve diinya zaman arasin-
daki orana dayali ama polinomsal bir fonksiyona benzer sonuclar bulunmus-
tur. Ustel fonksiyonlara dayali sonuclar buldugumuz calismalarimizda zaman
aralig1 genisledikce enerjinin ¢ok fazla diisiise gectigi soylenmekteydi (Dagh 2012).
Fakat ilginctir ki, fonksiyon tipimiz farkl olsa da ayni yorumlar, bu ¢alismadaki
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sonuclar icin de gegerlidir. Yani, elde edilen sonucglarda, enerji korunumlar ile
ilgili yapilabilecek yorumlar aynidir. Bu ise bize ¢alismamizin gegerliligi ve dogru-
lugu konusunda net bir aciklama getirmektedir. Yine Ornek 2.2.13’de siiper helis
yapisini ¢alismak icin ele aldigimizda, arastirmalarimizin sonucu DNA modeli ile
kargilagtik. Yine ilgingtir ki biyologlarla yaptigimiz caligmalarda, even vektorlerin
ve odd vektorlerin incelenmesinde helisin bir kanadi {izerindeki vektorlerin paralel
taginmasiyla diger kanada getirilmesi ile (basit bir 6teleme hareketi ile) adenin-
timin, guanin-sitozin baglarinin siiper vektorler ile agiklanabilecegini elde ettik.
Ayrica, DNA yapisinda iki helis kanadi arasindaki uzunluk hep sabit oldugundan
kat1 hareket(6teleme) burada gok uygun bir matematiksel yapi olacaktir. Adenin-
timin, guanin-sitozin yapilarinin siipervektor olarak ele alinmasi da, uzunlugun
sabit olmasinin hiz vektorlerinin boylarinin sabit olmasini gerektirir. Bu da bize
siiper jeodezik yapilari cagrigtirir. Kaldi ki helis egrisi {izerinde elde ettigimiz
sonuclarda, detayl ¢oziimlemeye gittigimizde egri ile vektorler arasindaki acilarin
daima 45° ve 135° olmasi gerektigi sonucuna ulastik. Bu da c¢ift(even) siiper
vektorlerde 45°, tek(odd) siiper vektorlerde 135°, kisaca sadece yon kavrami ile
diisiindiigiimiizde 45° ye bagh kalan sabit bir aci yapisini gérmemizi sagladi.

Diger yandan, iki vektoriin baglangic noktasi arasinda kalan egri pargasinin
uzunlugu biyolojide ester bagi olarak adlandirilir. Bu ester bagini bulmak icin
yaptigimiz ¢alisma matematiksel anlamda yine ¢ok onemlidir. Elde ettigimiz
siiper helis yani DNA sarmali i¢in elde ettigimiz (2.54)’deki Lagrange enerjisini bu
kimyasal ve biyolojik ozelliklerle ele aldigimizda, enerji denklemlerinin sonuglarinda
bilinen sabit oranin ne kadar gercekci oldugunu goriiriiz.

Ornek 2.2.14’de aldigimiz logaritmik spiral egrisi, yine siiper uzay yapisina
uygun formda tanmimlanarak, bu egri iizerinde Ornek 2.2.12 ve Ornek 2.2.13’de
caligtigimiz mantikla, hareket incelenmis olup (2.66) ile belirli olan Lagrange
enerjisi elde edildi. (2.29)’da verilen siiper Euler-Lagrange enerji sistemi igin
elde ettigimiz denklemlerin ¢oziimiinde kullandigimiz 6zel kabuliimiizdeki katsay1
fonksiyonlarimiz ile ifade edilecek sekilde (2.31) ile belirli olan Euler-Lagrange e-
nerji denklemini elde etmistik. Zamana bagh Euler-Lagrange enerji denkleminin,
(2.17) deki genel formu ile bu (2.31)’de elde ettigimiz siiper Lagrange enerji denk-
lemini kargilagtirdigimizda, (2.31)’deki birinci ve sonuncu terimlerin, (2.17)’deki
genel formdaki denklemin terimleri ile ayni oldugunu, diger farkli olan terimlerin
kabuliimiiz olan katsay1 fonksiyonlarindan ileri geldigini gormekteyiz. Bu kat-
say1 fonksiyonlarini daha da o6zellestirip, ¢rnegin bir sabit degerini alsaydik bu
katsayilar olusmayacak, dolayisiyla, (2.32) de ifade edilen siiper Euler-Lagrange

enerji denkleminin genel formu elde edilecektir. Buna gore, siiper logaritmik spiral
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Euler-Lagrange enerji degeri elde edilmistir. Her iki sonucun r ve ¢ ye bagh oldugu
goriilmekte, bu da calismamizin dogrulugunu kanitlamaktadir.

Yine ikinci boliimde, siiper Hamilton enerji denklemlerini elde ettik. Yine bu
sonuglarin daha dnce yaptigimiz galismalarimiz (Dagli 2012) ile uyumlu oldugunu
gordiik. Burada da Hamilton fonksiyonlarinin tek(odd) kisimlarindan gelen (-)
isareti parite ile alakal olup, tek kisimlar ele alinmadigi durumda, sonug gerek
Minkowski uzay1 gerekse Kahler yapisindaki sonuglarla uyumludur.

Hamilton enerjisi, Lagrange enerjisinden farkli olarak tamamen sabit bir yapi-
dadir. Buldugumuz sonuclarin gerek Minkowski uzay: gerek kompleks uzay gerekse
siiper uzayda hep paralel sonuclar olmasi, calismamizin gecerliligini bir kez daha
desteklemektedir. Siiper uzayda yine fark, enerji fonksiyonlarinin da even-odd(gift-
tek) olarak ayrilmasinin zorunlulugundan gelmektedir.

Uciincii boliimde, cahismalarimiza 6zel bir anlam kazandiran Graf Teoriye
yer verdik. Literatiirde, Graf teorinin ¢ok farkli alanlarda, érnegin temel bilim
dallarindaki problemlerin ¢oziimiinde, elektrik konularinda devrelerde, bilgisayar
oyunlarinda ve bilgisayar bilimlerinin bir¢ok alaninda, ulagim hususunda giizergah
belirlemede (navigasyon uygulamalarinda) kullanildigim gériiyoruz. Ciinkii, Graf
teori hayatimizdaki problemleri basite indirgeyerek daha kolay ¢oziime ulagmayi
saghyor. Matematikte, ozellikle de diferensiyel geometri ve fiziksel matematik
alaninda diisiindiigiimiizde, Graf teori, bir yolun en kisa siirede tamamlanmasi
adina miimkiin olan hareketi planlamak icin secilebilecek en elverigli caligma alan-
larindan biridir. Bu nedenle, calismamizda da siiper uzayda siiper graf manifold
yapisini kurarak mekanik sistemleri olusturabilmek ve yorumlayabilmek i¢in siiper
graf demet yapisimi tanimladik. Kurdugumuz bu diferensiyellenebilir siiper graf
manifold yapisi iizerinde, tanimi geregi otuz bir tane topolojik doniigiim tanim-
layarak, siiper uzayda body, soul ¢ift ve soul tek kisimlardan olusan koordinat
yapisin1 Graf teoriye uyarladik ve inceledik. Ayrica, zamana baglh mekanik sis-
temler igin gerekli olan jet demeti tamimladik ve buradaki tiirevsel koordinat-
larin graflar ile temsil edilebilecegini, geometrik yorumunu da yaparak kanitlamig
olduk. Bunun sonucunda, tiirevsel koordinatlarin kenarlar(edge) ile ele alinarak
zamana baglh mekanik sistemlerin ¢oziilebilecegini gordiik ve bunun sonucunda
(3.13)’de siiper uzayda Graf teori yardimiyla Euler-Lagrange enerji denklemini ve
(3.27)’de Hamilton enerji denklemlerini elde ettik. Elde edilen bu enerji denklem-
lerinin, genel formlari ile ayn1 oldugu sonucuna ulastik. Bunun sonucunda, Ornek
3.2.2 ve Ornek 3.3.2°de elde edilen enerji denklemlerini kullanarak siiper uzayda,

tanmimladigimiz logaritmik spiral egrisi tizerinde hareketi inceledik, Lagrange ve
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Hamilton enerji degerlerini bulduk. Bu sonuclar, Bélim 2’de yer alan Ornek
2.2.14 ve Ornek 2.3.11°deki sonuclarla karsilastirilinca yine benzer sonuclarmn elde
edildigini gostermis olduk. Buna gore, kullandigimiz bu Graf teori sayesinde, za-
mana bagl mekanik sistemler icin incelemelerin ve ¢oziimlerin daha kisa ve daha
seri yapilabilecegini ispatlamig olduk.

Son olarak, tiim bu enerji denklemleri herhangi bir manifold tizerinde klasik
anlamda tanimlanmig Lagrange ve Hamilton denklemlerine indirgenebilir. Fizikci-
ler, Hamilton enerjide sabitligin, hareketin kararligi anlamina geldigini soylerler.
O halde, gerek helis gerek cember gerekse logaritmik spiral 6rneklerinde elde et-
tigimiz sonugclar, cismin siiper uzayda da yaptigi hareketin kararli bir hareket
oldugunu ifade eder. Hamilton enerjide elde edilen kararlilik durumu Lagrange
enerjide degisir. Fizikg¢ilerin ¢aligmalarinda da Lagrange enerji, zamana dayal
olarak farklhilik gosterir. Zamanin ¢ok fazla genislemesi veya hareketin ¢cok hizlan-
mas1 durumunda, cismin gozlenen hareketi dogrusal olur. Bunu bir jetin havada
hareketini izlerken, arkasinda biraktigi ¢izgiyi dogrusal formda gozlemlememiz ile
aciklayabiliriz.

Bu tezde (2.54) ve (2.43) Lagrange enerji denklemlerinde ¢ — oo konumunda
bu denklemlerin sabit deger aldigini goriiriiz. O halde sonuclarimiz, fiziksel realite
ile ortiismektedir. Yine bu denklemlerin birbirleriyle aynmi ¢ikmasi, genel olarak
enerji yapisinin korunumlu oldugunu da ispatlar. Dolayisiyla, bu calismamizin
diferensiyel geometrinin temel bilimler ve miihendislik uygulamalari agisindan

onemli bir yer tasiyacagini diisiinmekteyiz.
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