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BAZI SELF - ADJOINT STURM - LIOUVILLE OPERATORLER
ICIN TERS PROBLEMLER
YUKSEK LISANS TEZI
.. . FATMA YILMAZ : e
PAMUKKALE UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI
TEZ DANISMANI: PROF. DR. ALP ARSLAN KIRAC
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L0, 1] uzayinda, Dirichlet simir kogulu ile ¢(z) € W2[0,1], & = 0,1 igin
q¢™®(0) = ¢™ (1) reel-degerli bir fonksiyon olmak iizere self-adjoint Sturm-Liouville
operatorii goz oniine alinmistir. Dirichlet sinir kosulu ile Sturm-Liouville operatoriiniin
spektrumlari incelenmistir ve Dirichlet spektrumu verildiginde hemen hemen her yerde
q = 0 oldugu elde edilmigtir.

ANAHTAR KELIMELER: Sturm-Liouville operator, Dirichlet sinir kosulu, Ters
problemler.



ABSTRACT

INVERSE PROBLEMS FOR SOME SELF - ADJOINT STURM -
LIOUVILLE OPERATORS
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FATMA YILMAZ
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(SUPERVISOR: PROF. DR. ALP ARSLAN KIRAC)

DENIZLI, AUGUST-2021

In the space L3 [0, 1], we consider the self-adjoint Sturm-Liouville operator with
Dirichlet boundary condition such that ¢(z) € W?[0,1] is a real-valued function and
q¢™(0) = ¢®(1) for k = 0, 1. The spectra of the Dirichlet boundary condition with
the Sturm-Liouville operator were investigated, and when the Dirichlet spectrum was
given , it was obtained that ¢ = 0 a. e.

KEYWORDS: Sturm-Liouville operator, Dirichlet boundary condition, Inverse
problems.
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Her zaman yanimda olan, maddi ve manevi desteklerini esirgemeyen aileme
sonsuz tesekkiir ederim.



1. GIRIS

Spektral analizde ters problemler, spektral karakteristiklerden operatoriin
ozelliklerinin elde edilmesi problemidir. Bu tiir problemler, mekanik, fizik, elektronik,
jeofizik, meteoroloji ve fen bilimlerinin dier branglarinda karsimiza c¢ikmaktadir.

Giintimiizde ters probleme olan ilgi yeni uygulamalarin ortaya ¢ikmasi ile artmaktadir.

Spektral teoride ve Ozellikle ters spektral problemlerde, bir boyutlu
Schrodinger operatorii olarak da bilinen Sturm-Liouville operatorii i¢in genis caph

arastirmalar yapilmistir.

Ters spektral teorinin tarihi 1929 yilinda Ambarzumyan’in teoremi ile baglar
(Ambarzumian 1929). Ambarzumyan, {n? : n = 0,1,...}, [0,1] arahginda
Sturm-Liouville operatorii ile Neumann smir kosullarinin bir spektrumu ise, bu

takdirde hemen hemen her yerde ¢ = 0 oldugunu ispatlamistir.

1946 yilinda Borg tarafindan yayimlanan makalede, iki spektruma sahip
Sturm-Liouville denkleminin var oldufunu varsaymis ve yine ayni c¢aligmasinda
genelde bir spektrumun denklemi belirlemedigini gostermistir. Bu yiizden

Ambarzumyan’in sonucu genel durum i¢in bir istisnadir (Borg 1946).

Poschel ve Trubowitz’in (1987) calismasinda Dirichlet problemi icin ¢ =
{n* : n € N} spektrumu sifira karsihk gelirken sifira yakin gelen ¢ok sayida
L2 potansiyelinin oldugunu gostermislerdir. Dirichlet problemi icin spektrum sifir
oldugunda, potansiyelin sifir olmadigim1 yani Ambarzumyan teoreminin gecerli
olmadigin gostermislerdir. Chern ve digerleri (2001) potansiyel fonksiyon iizerine
ek bir kosul koyarak genel ayrilabilir sinir kosullarina Sturm-Liouville denklemi i¢in

klasik Ambarzumyan teoremine genisletmiglerdir.

Freiling ve Yurko (2001), tiim oOzdegerlerin bilinmesindense sadece ilk

0zdegerin bilinmesinin yeterli olugunu ispatlamiglardir, yani ilk 6zdeger potansiyelin



ortalama degeridir. Yurko (2013), keyfi self-adjoint sinir kosullar1 ve self-adjoint
operatorlerin genis siniflart iizerinde Ambarzumyan teoreminin genellestirmelerini

kanitlamigtir.

Kira¢ (2016a), Sturm-Liouville operatorleri ile quasi-periyodik sinir kosullari
icin ¢ potansiyeli iizerine herhangi bir sart koymaksizin ve ¢ potansiyelinin tek bir
spektrum tarafindan belirlenebilecegini ispatlamistir. Boylece klasik Ambarzumyan
teoremini elde etmistir. Daha sonra Kirag (2016b), {(n7)? : n¢iftven > ng} Hill
operatoriiniin periyodik spektrumunun bir alt kiimesi ise, potansiyelin hemen hemen
her yerde sifir oldugunu kamitlamistir. Benzer sekilde anti-periyodik durum i¢in de

gecerli oldugunu elde etmistir.

Bu tez ii¢ boliimde incelenecektir. Birinci boliimde, ters spektral teorinin ortaya
cikmasinda onemli bir adim olan Ambarzumyan teoremi ve diger matematikgilerin
yaptig1 aragtirmalara yer verilmigstir. Ayrica tez icerisinde kullanacagimiz temel

tanimlamalar yapilmustir.

Boliim ikide, boliim ii¢ i¢in gerekli olan Sobolev uzay: ve ozellikleri, ayrica
Sobolev uzayi1 tanimlayabilmek icin zayif tiirev ve 6zelliklerine yer verilmistir. Boliim

ticte ise, Dirichlet sinir deger problemi i¢in ters problem incelenmisgtir.

1.1 Temel Tanimlar

1.1.1 Tanim [0, 1] araliginda

U(y) = po(2)y"™ + p1(2)y™ ™ + ..+ pa(2)y (1.1)

formuna lineer diferansiyel ifade ve po(z),pi(x),...,p,(x) fonksiyonlarina

diferansiyel ifadenin katsayilari, n sayisina da diferansiyel ifadenin mertebesi

denir.
Ul(y), [a, b] araliginin a ve b sinir noktalarinda
Yar Yby - - - s g Yps - - - ,yénil) degiskenlerinde bir lineer form olsun 6yle



ki

Uly) = aoya + a1y, + ... + Oén—1ya(tn71) + Boyp + By + - .-+ 5n—1y£n_1)

n. mertebenin bir lineer diferansiyel ifadesi verilen U (y) formu lineer bagimsiz
homojen sinir kogullari

Usy) =0, v=12,...,n (1.2)
formudur.

Belirli bir ¢(y) diferansiyel ifadesi ve (1.2) formunun verilen kosullari ile
tanimli D alt uzay1 olsun. Her y € D fonksiyonu i¢in u = ¢(y) fonksiyonu karsilik
gelsin. Bu baginti tanimin tanim kiimesi olarak D ile bir lineer operatordiir ve L ile

gosterilir. Bu notasyonlar g6z oniinde bulundurularak
u= Ly

seklinde yazilir.

L operatorii (1.2) smir kosullart ve ¢(y) diferansiyel ifadesi ile iiretilen
diferansiyel operator olarak adlandirilir.  Bagka bir deyigle, L,[0,1] uzayinda
L operatorii asagidaki form tarafindan kisitlanilan, (L) tanim kiimesi ve /(y)

diferansiyel ifadesi ile tanimlanir:

D(L) = {yly,v,y",...,y™ Y vardir, y"V,  [0,1] araliginda mutlak
surekli, y, {l(y) € Lo[0,1], U,(y) =0, v =1,2,...,n}vey € D(L) igin
Ly = {(y) dir.

1.1.2 Tamm y € D(L) fonksiyonunu belirleyen,
y) =0, (1.3)

Usy) =0, v=1,2,...,n (1.4)

kosullarini saglayan probleme homojen sinir deger problemi denir.



1.1.3 Tamim L operatoriiniin taniminin tanim kiimesinde
Ly = \y (1.5)
olacak sekilde y # O fonksiyonu vardir 6yle ki A sayisina L operatoriiniin 6zdegeri adi
verilir. y fonksiyonu A\ 6zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyon olarak adlandirilir.
L operatorii £(y) diferansiyel ifadesi ve (1.2) sinir kogulu ile iiretilir.
y Ozfonksiyonu L operatOriiniin taniminin tanim kiimesine ait oldugundan, y
ozfonksiyonu (1.2) kosullarim saglar. Ustelik, Ly = £(y) ve (1.5)

l(y) =Ny (1.6)

formuna denktir.

1.1.4 Tamim 50, 1] uzayinda

(9, 2) = / (o) (@) de

notasyonu ile tanimli L* taniminin tanim kiimesinde tiim z ve L’nin taniminin tanim
kiimesinde tiim y i¢in

(Ly,2) = (y,L"2)

denklemi saglanir ise L* operatoriine L operatoriiniin adjoint operatorii adi verilir. Eger

L = L* ise, bu takdirde L operatorii self-adjointtir.

L operatorii self-adjointtir ancak ve ancak self-adjoint diferansiyel ifade ve

self-adjoint sinir kosullar: tarafindan tiretilir (Naimark 1967).

1.1.5 Tamm L = L(q(z), h, H) sinir deger problemi goz 6niine alinsin:
by =y +q(r)y=2Ay, 0<uwz<m,

Uly) :==y'(0) — hy(0) =0, V(y) :=y'(r) + Hy(r) = 0.

Burada A spektral parametredir; ¢(x), h ve H reeldir; q(z) € L9(0, 7). ¢ operatoriine
Sturm-Liouville operatorii denir (Freiling ve Yurko 2001).
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1.1.1 Lemma (Riemann-Lebesgue lemma) Eger f € L2Z[0,2n] ise, bu

takdirde n — 400 i¢in fo% f(t)e=™dt — 0 dir (Conway 1990).

1.1.6 Tamim f ve g ayni1 kiime {izerinde iki fonksiyon olmak iizere,

pfz: fz) # g(x)} =0
ise p Ol¢iisiine gore denktir denir.

Bu ozellik sifir 6lciilii bir kiime iizerinde tiim noktalar disinda saglaniyor ise bu

ozellige hemen hemen her yerde denir (Kolmogorov ve Fomin 1975).

Bundan sonraki kisimlarda hemen hemen her yerde ifadesini kisaca h.h.y

olarak gosterecegiz.

1.1.7 Tanim 1 < p < oo ile p € R olsun.
P(Q)={f:Q—=R:f olilebilirdirve |f|” € L'(Q)}

kiimesine p-inci kuvvetten integrallenebilen fonksiyonlar sinifi denir.

1
1 o=l £ 1= | [ 1P
normu ile tanimlanir (Brezis 2011).

1.1.8 Tamm Q C RN acik ve 1 < p < oo olsun. f : Q — R fonksiyonu ’da

her kompakt K kiimesini icerir ise L7 (£2)’ya aittir.

fer?

loc

(Q) ise, bu takdirde f € L} () dir (Brezis 2011).

1.1.9 Tamim Ve > 0 verilsin. 6 > 0 vardir oyle ki

n

Z(bk — ak) <0

k=1
toplam uzunlugunun (a, by) C [a,b] (k= 1,2,...,n) ikiserli ayrik alt araliklarinin

her sonlu sistemi i¢in

Z |f(bx) — flar)| < e

5



ise f fonksiyonu [a, b] arahiginda mutlak siireklidir denir (Kolmogorov ve Fomin 1975).

1.1.10 Tamm L,[0,1] Hilbert uzayinda {e?**®} ortonormal dizisi tam
oldugundan herhangi c(z) € L»[0, 1] i¢in Fourier serisi gdsterimi

o0

C(I): Z CkeiQkTra:

k=—00

olmak uizere
o
le@) 7= el
k=—oc0

esitligine Parseval formiilii ad1 verilir, burada || . ||, L»[0, 1] uzayindaki normdur.

1.1.2 Lemma g € L'[0,1] ise, bu takdirde [ q(t)e”*™™dt — 0 |m| — oo

iken x’de diizgiindiir. Bunu kullanarak,

p(m) =: sup

0<z<£1

/x q<t)e$i2(2m+2)7rtdt
0

tanimlanir ve sonra m — oo iken p(m) — 0 elde edilir (Kirag¢ 2015).



2. SOBOLEYV UZAYI

Bu boliimde tez icin kullanacagimiz Sobolev uzayinin tanimi ve 6zellikleri
hakkinda bilgi verilecektir. Sobolev uzayini tanimlayabilmek icin zayif tiirev tanimina

ihtiya¢ duyulacaktir ve zayif tiirev ve ozelliklerine yer verilecektir.

2.1 Zayif Tiirev ve Ozellikleri
Bu kisimda zayif tiirev tanimi ve 6zellikleri dikkate alinmistir.

2, R™de bir tanim kiimesi olsun. C§°(€2) uzayina ait olan fonksiyonlarin dizisi

asagidaki kosullar1 saglayan ¢ € C§°(£2) fonksiyonuna D(£2) uzayinda yakinsaktir:
(i) K CC Q vardir dyle ki Vn i¢in supp(¢, — ¢),

@) lim,, o, D¢, () = D*¢(z), Ya-kath indeksi i¢in K iizerinde diizgiindiir
(Adams 1975).
2.1.1 Tammm G C R" ise R" uzaymnda G nin kapams1 G ile gosterilir. G C

ve G, R nin kompakt (kapal1 ve sinirh) alt kiimesi saglandiginda G CC 2 yazilabilir.

Eger u, G kiimesinde taniml1 bir fonksiyon ise, u nun destegi

suppu = {x € G : u(z) # 0}

olarak tamimlanir (Adams 1975).

C>(U), U’da kompakt destek ile ¢ : U — R sonsuz diferansiyellenebilir

fonksiyonlarin uzayini gostersin.

u € C'(U) fonksiyonu verilsin. Eger ¢ € C°(U) ise,

/u@idw:—/ugjﬁd:v 1=1,2,...n (2.1)
U U

oldugu kismi integrasyon yardimiyla kolayca goriilebilir. Sinir terimleri yoktur, clinkii
¢, U’da kompakt destege sahiptir. $imdi daha genel olarak, eger £ pozitif bir tamsay1,
7



u € CHU)vea = (a1,...,ap), |a| = a; + ... + a,, = k mertebesinin bir kath

indeksi ise, bu takdirde

/uDO‘gbdx: (—1)@'/ Du¢ dz. (2.2)
U U

Bu esitlikte
o o“n

D% =
¢ Ox " Qxon

¢

oldugundan ve |a kez (2.1) formu uygulanabilir (Evans 1998).

2.1.2 Tanmm u,v € L},.(U) ve « katli indeks olsun. v’ye u’nun a-inc1 zayif

kismi tiirevi ad1 verilir,

Dy =

formunda yazilir. Her ¢ € C'2°(U) test fonksiyonlari igin

/uD"‘(bdx: (—1)|a/v¢dx (2.3)
U U

saglanir. v = D%u ile gosterilir (Evans 1998).

2.2.1 Lemma (Zayif tiirevin tekligi) «’nun a-inc1 zayif kismi tiirevi, u varsa,

sifir Olciistiniin bir kiimesinde tektir (Evans 1998).

2.2 Sobolev Uzay1 ve Ozellikleri
Bu kisimda Sobolev uzayinin tanimi, teoremleri ve 6zelliklerine yer verecegiz.

2.2.1 Tammm 1 < p < oo ve k negatif olmayan bir tamsay1 olsun.
WEP(U) ={u:U - R:uc L her |ao|<k igin D% € LP(U)}

ile tammlanan bu kiime LP(U) uzayina ait bir altuzaydir. Bu uzaya W*?(U) Sobolev

uzay1 ad1 verilir (Evans 1998).

Ayrica W*P(U) Sobolev uzaymn bir diger notasyonu da W} (U) seklinde

gosterilir.



2.2.2 Tamm u € W} (U) olmak iizere

1
<Z|a‘§k‘ fU ’Dau’p dx)p , 1<p<oo,
| u ”WZ’,“(U)::
Z esssup | D%u| , p=o00
jal<k

olarak normu tanimlanir (Evans 1998).
2.2.3 Tamim

(@) {um}p_, dizisi, w € W}(U) olsun. w,, fonksiyonunun w’ya Wy (U)
uzayinda yakinsak olmasi icin gerek ve yeter sart limy, oo || tm — u |[wr@)= 0

dir.

(i) {u, }oo_, dizisi u fonksiyonunun W*

»10c(U) uzaymda yakinsak olmasi igin

gerek ve yeter sart her V. CC U igin limy, o0 || tm — u [|wpv)= 0 dir.
NOT p = 2 oldugu durumda, H*(U) = W¥(U) (k =0,1,2,...) yazilabilir.
Burada H*(U), Hilbert uzaydir. Dikkat edilirse H(U) = L?(U) dir.

2.2.1 Teorem u,v € W(U), |o| < k olsun.

(i) Her «, B8 katli indeksleri ile |a| 4+ |8] < k i¢in D*u € Wy *(U) ve
DP (DY) = D*(DPu) = D* Py dur.

(i) Y\, B € Rigin Au + pv € WHP(U) ve D*(Au + pv) = AD%u + uDv,
af < k.

(iii) V, U nun agik bir alt kiimesi ise, bu takdirde v € W} (V') dir.

(iv) £ € C°(U) ise, bu takdirde £u € WF(U) ve

D°(éu) = Z (g) DPe¢D* Py (Leibniz’ formiilii),
BLa

burada () = g5y (Evans 1998).

2.2.2 Teorem Vk = 1,...ve 1 < p < oo igin, W;(U ) Sobolev uzay1 bir
Banach uzayidir (Evans 1998).



3. DIRICHLET SINIR DEGER PROBLEMI iCiN TERS
PROBLEM

Bu boliimde, L, (0, 1) uzaymda

—y" +q(x)y (3.1

ifadesi ve
y(1) =y(0) =0 (3.2)

sinir kogullari tarafindan tiretilen L(q) operatoriinii goz oniine alacagiz. Burada ¢(z) €

W?2[0, 1] reel-degerli bir fonksiyondur ve ¢*)(0) = ¢®)(1), k = 0, 1.

Yilmaz ve Veliev (2005)’in makalesindeki Teorem 1°i dikkate alarak
reel-degerli self-adjoint diferansiyel operatorler i¢in asimptotik formiil elde edilecektir.
Sturm-Liouville operatoriiniin 6zdegerleri m = N icin genelli§i bozmadan ¢y = 0

1 .
varsayimi ve ¢,, = [, q(x) cos mnz dx olmak iizere

m

A = (mm)* 4 co — com + O (ln|m|> (3.3)
formiiliinii g6z Oniine alarak
Am = (m7)? + 0(1) (3.4)

saglayan {\,, } 6zdegerleri i¢in asimptotik formiil bulunur. Burada N biiyiik bir pozitif

tamsay1y1 gosterir. Simdi

1
Com = / q(z) cos2mmx dx
0

olacagindan m — oo i¢in Riemann-Lebesgue lemma (bkz. Lemma 1.1.1) kullanilarak
Com = 0(1) oldugu goriilir. Bu ifadeyi (3.3) formiiliinde yerine yazarak (3.4) elde
edilir. (3.4)’ii kullanarak Vk # m, k = 0,1, ... i¢in asagidaki esitsizlik m = N i¢in
saglanir:
A — (k)] = |(mm)? + 0(1) — (wk)?|
10



> |(m — k)7l|(m + k)7| — cym?
> Com. 3.5)
Burada ¢,,, n = 1,2, ... ile kesin degeri obnemsenmeyen pozitif sabitleri gosterir.

L5(0,1) uzayinda —y” + g(x)y = Ay denklemini dikkate alarak, esitligin her

iki tarafin1 sin m7 ile i¢ ¢carpimi alinirsa;
(—y" + q(z)y, sinmzz) = (\y, sinmnrx)
olur. Burada (., .), L2(0, 1) uzayinda i¢ carpimi gosterir. Yani
1
/ —y" sinmmx dz + (q(x)y,sinmrz) = (\y, sinmnz). (3.6)
0

(3.6) esitliginin sol tarafinda bulunan integralde kismi integrasyon alinirsa;

1 1 1

/ —y' sinmnx dr = —y' sinmmz ‘ + mﬂ/ y' cosmmx dx
0 0 0

elde edilir. Bu esitlikte sag taraftaki ilk terim 0’dir. Ikinci terim icin tekrar kismi
integrasyon alinirsa;

1

1 1
I/ 2 :
/ —y" sinmmx dx = mmy cosmrx ‘ + (mmn) / ysinmmx d
0 0

0

elde edilir. Bu esitligin de sag tarafindaki ilk terim 0, ikinci terim (3.6) denkleminde
yerlestirilirse,

(q(z)y,sinmrz) = (A — (mm)?)(y, sinmrx)

bulunur. Bu esitlikte A ve y yerine sirastyla Ay ve Wy (x) alinirsa;
Ay — (mm)3) (U (2), sinmrz) = (q(x)Vy(x), sinmrr) (3.7)

olur.  L(¢)’nun ¥, (z) normallestirilmis ©zfonksiyonlarina karsilik gelen M\,
ozdegerleri icin asimptotik formiilii elde etmek icin (3.5) ve (3.7) kullanilir. m — oo
iken (q(z)V (), sinmmz) sifira yaklastii icin Ay sabiti ve mg tamsayisi vardir dyle
ki

max |(¢(x)Vn(z),sinmnz)| = |(¢(x) ¥y (z),sinmemx)| = An. (3.8)

m

11



(3.5)’ten |my| > 2(|N| + |m|) = n i¢in
1
Ay — (m(m +mp))?| > 5\(]\7 —m —my)7||(N +m+ mq)r|
> 03|m1|2 (39)

oldugu goriiliir. Bu esitsizlik (3.7) ve (3.8) ile |m;| > n i¢in
|(g(2) ¥y (x),sin(m + mq) )|
Ay = ((m 4 ma)m)?|
< A
[An = ((m +ma)m)?|
An
63’m1 |2

(U (z),sin(m + mq)mx)| =

oldugu yazilabilir. Dolayistyla {v/2sin(m + m; )7z : m; > —m} ortonormal baz ile
Uy (x)’in

Un(z) = Z 2(Un(z),sin(m + my)mx) sin(m + my ) (3.10)

mi>—m
yamml

Uy(z) = Z 2(¥y(x),sin(m + my)mx) sin(m + mq)mx + g(zx)

mi1>—m
formu seklinde yazilabilir, burada sup,cqq |9(z)] < $’dir.  Bu formiil

(q(x)Vn(x),sinmmz) ifadesinde yerlestirilir ve n — oo iken

(q(2)¥ y(z), sinmmx)

= <q(x) Z 2(Un(x),sin(m + my)mx) sin(m + mq)mx, sin mmc)

= Z 2(q(z) (U (z), sin(m + my)mzx) sin(m + my )7z, sinmnrx)
= Z 2(q(x), (sin(m + my)mx) sinmnz)(Vy(z),sin(m + my)rz)  (3.11)

elde edilir. Simdi Vm,VN > 1 i¢in

|(q(z)Wn(x),sinmmx)| < 4M (3.12)
12



oldugunu kanitlayalim, burada M = fol |q(z)| dx dir. (3.8)’den

max |(q(z)Wn(x),sinmrx)| < Ay = [(¢(2) ¥y (2),sin momz)|

esitsizligi yazilabilir. (3.11) esitliginde m yerine m yazarak

|(q(2)¥ N (), sinmoma)|

< Z 2(q(z), (sin(mg + mq)mx)(sin momzx) ) (Y (x), sin(mg + my)mx)

mi>—mo

<2M Z (U n(x),sin(mg + mq)mz)

mi1>—mo

formu elde edilir. Simdi bu esitsizlikte my + m; = N i¢in terim izole edilir ve (3.7)

esitligi kullanilirsa

|(q(x)¥n(x),sin(mg + my)mz)|
[An — (m(mo +mq))?|

< 2M(Uy(x),sin Nwz) +2M )

mi1>—mg,
mo+my#N
ve (3.5)’1 kullanarak
0o AN AN
<2M+2M Y <con oA
my>—mg, |An — (m(mo +maq))?| 2
mo+m1#N

bulunur. Burada Ay < 4M alindiginda (3.12) kanitlanir.

(3.11)’de

1
sin(m + my)rz sinmmx = 5 CoSTUTE — o cos(2m + my )z

carpimini yerine yazarak

(q(x)Vn(x),sinmrz)
= Z 2(q(x), (% COS M TT — % cos(2m + my)mx)) (VU (x), sin(m + my)mz)
= i (q(x), cosmymx — cos(2m + mq)wx)(Vy (), sin(m + mq)mx)
= Z [(q(z),cosmimx) — (q(x), cos(2m + mq)mx)] (Y (z),sin(m + mq)mx)

mi>—m

13



oo

= Z (q(z), cosmimx)(Vy(z),sin(m + mq)mx)

[e.9]

- Z (q(x), cos(2m + my)mz) (¥ y(x), sin(m + my)mz)

mi1>—m
elde edilir. Bu son esitlikteki ikinci seride k ile 2m + my yer degistirilerek

[e.9]

> (qlx), coskmz)(Vy(x),sin(m — k)mz)

mi1>—m

bulunur ve son olarak & yerine m; yazarak

o0

Z (q(x), cosmymx)(Vy(z),sin(m — my)rz)

mi>—m
serisi elde edilir. Dolayisiyla bu esitligi asagidaki gibi yazabiliriz:

o0

(q(x)Un(x),sinmrz) = Z Cmy (U (), sin(m + mq)mx)

mi1=1

+ Z Cmy (U (), sin(m — mq)mx).

mi1=1

Bu esitligi (3.7) icine yerlestirerek,

1
Cm :/ q(z) cosmnmx dx
0

olmak tizere

o0

Ay — (7m)*) (¥ (z), sinmrx) = Z Cmy (YN (), sin(m + mq)mx)

mi]=—00

(3.13)

(3.14)

bulunur ve genelligi bozmadan ¢y = 0 oldugunu varsayalim, ¢, = c_,, ve |m| — oo

iken ¢,, — 0 olduguna dikkat edelim.

Simdi (3.14) esitliginin sagindaki (W (z),sin(m + mq)mx) ifadesini iceren

terimleri izole edelim. Ilk olarak m; = —2m durumundaki terimleri ayiralim. (3.14)

esitliginde N ve m yerine sirasiyla m ve m + m; yazarak;

[e.e]

(\I/m(a:), Sin(m -+ ml)WQ?) — Z Cmy (\I/m)fz>;31(r;($rbiﬂ7’sl;2mg)ﬂx)

14



bulunur, bu esitligi (3.14)’te yerine yerlestirerek ve sonra c_5, = cg,, esitligini
kullanarak,

(A — (7m)*) (¥, (2), sin mrx) = c_gm (Y, (), sin(m — 2m)mx)

Cmy (U (), sin(m + mq + mo)mx
Y a3 Cmlalin )

mi1=—00 mo=—o00 (ﬂ-(m + m1>)2
m1#—2m
(A — (M)A (¥, (2), sin mmz) = —copm (¥, (), sinmmr)
N Cony Cony (U (), sin(m 4 My + mg) )
+ L 3.15
ml,;-w Am = (m(m +my))? G-15)
my#—2m

elde edilir. Simdi (3.15) esitliginin sag tarafindaki toplamdan m; + mqo = 0, —2m
olan terimleri izole edelim. Ilk olarak (3.15) esitliginin sagmda bulunan toplamda
my +mgy = 0i¢in mo yerine —m; yazilarak ve c_,,, = ¢, esitligi kullanilirsa ve yine
ayn1 toplamda m; 4+ mq = —2m i¢in my yerine —m; — 2m yazilarak ve c_,,, o, =
Crmy +2m €51tlig1 kullanilirsa

Cmy (Cmy — Cmyr2m) (Vo (), sinmmx)
Z Am — (m(m 4+ my))?

mp=—o00
mq1#0,—2m

elde edilir. (3.14) esitliginde N ve m yerine sirastyla m ve m + my + mq koyulursa,

(U, (), sin(m 4+ my + mo) )

o0

_ Z Cms (U (), sin(m + mq + my + mg3)mz)
A — (m(m 4+ mq + mo + mg))?

mo=—00

m1,m1+mo#0,—2m

elde edilir. Bu esitligi (3.15)’de yerine koyarak ve m; + mo = 0, —2m olan terimleri
izole ederek,

(A — (7m)H) (¥, (), sin mmz)

. Cm Cm Cm +2m>
= (U, (x),sinmmx) § —Capm + mz_m - m—i—lml))Q
m1;£0 —2m
N i Crmy Cingy Cg (W (), sin(m 4+ myq + mo + mg)mx) (3.16)
Am — (m(m 4 my))?][ A — (7(m + my + m2))?] '

mq,mg,m3=—00
m1,m1+mg#0,—2m

15



elde edilir. Bu esitlikte sag taraftaki son toplamdan m; + ms + ms = 0, —2m olan
terimleri izole edelim. Ilk &nce (3.16) esitliginin saginda bulunan son toplamda m; +
mo + mg = 0 i¢in mg yerine —my — mg yazilarak ve c_,,, —m, = Cmy+m, €sitligini
kullanarak ve yine ayni toplamda m;+ms-+m3 = —2m i¢in mg yerine —mj; —mso—2m

yazilarak ve c_,,; —m,—2m = Cmy+mao+2m €51t118101 kullanarak

o0

Crny Cmy (Cony +my, = Cmypma2m) (Wi (), sin mmrz)
ml,mZF_oo [Am = (m(m + ma))?][Am — (7(m + my + m2))?]

m1,mq+mog#0,—2m
bulunur. (3.16) esitliginde m, +ms+ms = 0, —2m terimleri izole edilir ve bu esitlikte

yukaridaki toplamda yerine yerlestirilirse,

(A — (7m)H) (¥, (), sin mmx)

' le cml - le m
= (U, (z),sinmnz) § —com + Z \ E (m(m + 7;;21)))2

E Cm Cmey (cm1+m2 - Cm1+m2+2m)

+(¥,, (), sinmmr) Do — ((m +m1))2] [ — (7(m + my + ma))?]

mi,mog=—00
m1,mq+mo#0,—2m

[e.e]

N Z Crmy Cing Cg (W (), sin(m 4+ myq + mg + mg)mx) (3.17)
mi,mg,m3z=—00 Ht:1,2,3[/\m - (ﬂ-(m + mt>>2] .

m1,m1+mg,mi+mo+mgz#0,—2m

elde edilir. Boylece asagidaki lemma ispatlanmais olur.

3.1.1 Lemma L(q) operatoriiniin \,,, 6zdegeri
)\m = (m7r)2 + ¢y — Com + Q1 ()\m) — b1 ()\m) + (ZQ()\m) — bg()\m) + Rg (318)

asimptotik formiiliinii saglar, burada ¢(z) reel-degerli toplanabilir bir fonksiyon ve

Cm = fol q(x) cosmrzx dx,

Cimi Cm
Am) = Sl 3.19
)= D S lrm ) (319)
mliég,f?rn
- Cm102m+m1
bi(\y) = 3.20
On) = 2 5 (o £ )] (320
mq1#0,—2m



o0

C C C
An) = e 321
a3(0m) Zm T 2P — (e + 1)) G20

m1,m1+mo#0,—2m

le Cmg C2m+m1 +mo
ba(Am) = ) 3.22
2( ) mq,mo=—00 Ht=172[>\m - (ﬂ-(m + mt))z] ( )

m1,my+mo#0,—2m

o0

B Cimy Cmy Cms (@(2) Wy (), sin(m + my + mo + mg)mx)
s = Z Ht=1,2,3 A = (m(m +my))?]

(3.23)

mi,m2,m3=—00

Simdi a;(\,,,)’1 dikkate alarak, Vm € Nigin |¢,,| < M esitsizliginden

[e.9]

Cm1Cmy
ar(Am)| <
|a1(Am)] mlz_:oo N — (7(m +m1))?
m1#0,—2m

(3.5)’1 kullanarak

= Z@ e[| (2m — k)]

k#0,2m

o0

M? 1
o2 2 k| [2m — K|

k=—o00
k#0,2m

elde edilir. Bu son serinin direkt olarak hesaplanmasi ile

wiw =0 (M)

m

olur. Benzer sekilde by ()\,,) = O <&nzn|> oldugu gosterilebilir. Yukaridaki esitligi ve

asagidaki bagintilar1 kullanarak

oldugundan



2
bulunur. Ayni yolla by(\,,) = O ((%) ) oldugu gosterilebilir. Benzer olarak

(3.12) esitsizliginin kullanilmasiyla

((ln|m|>3>
Ry =0 (3.24)
m

elde edilir (Veliev ve Duman 2002).

Bundan sonraki teorem ve lemmalarin ispatinda asagidaki bagintilara ihtiyag

duyacagiz. Simdi sirasiyla g fonksiyonunun [0, 1] araliginda cift ve tek fonksiyonlari,

G(z) = . (3.25)
ve
~ r)—q(l —x
olmak iizere (3.13)’de kullanilarak,
1 .
Com, = / G(x) e~ 1CmoTe gy (3.27)
0
ve
1 .
Comy41 = / G(x) e~ Cmtlme gy (3.28)
0
esitliklerinin saglandigini gérelim. Bunun i¢in ilk 6nce (3.27)’yi ispatlayalim.
1 1
4 1 —
/ G(x) e~ 1CmoTe gy :/ ax) + ;]( ?) cos 2mmx dx
0 0
(3.29)
1 1_
- z/ alz) + Z( ?) sin 2mymx dx
0

yazilabilir. (3.29) denkleminin sag tarafinda bulunan birinci integralde 1 — z = u
degisken degistirmesi uygulanirsa,

/1 q(z) +¢(1 —z)
0 2

1 1
cos 2mymx dx =3 / q(x) cos 2mymx dx
0

1
+ 5/ q(1 — x) cos 2mymzx dx
0

N | —

1 1
{/ q(z) cos 2mymx dx + / q(u) cos 2mym(1 — u) du}
0 0

18



N | —

1 1
{/ q(z) cos 2mymx dx + / q(u) cos 2mymu du}
0 0

olacagindan

/1 q(z) +q(1 — z)
2

1
cos 2mymx dr = / q(x) cos 2mymx dx
0 0

elde edilir. Simdi (3.29) esitliginin sag tarafindaki ikinci integralde 1 —x = u degisken
degistirmesi uygulanirsa,

Z./lq(x)Jrq(l—m)
; 9

-
sin 2mymx dx :%/ q(x) sin 2mymx dx
0

-
+ %/ q(1 — z)sin 2my e dx
0

N | .

1 1
{/ q(z) sin 2mymx dx + / q(u) sin2mm(1 — u) du}
0 0

1 1
{/ q(z) sin 2mymx dx — / q(u) sin 2mymu du}
0 0

bulunur. Dolayisiyla (3.27) ispatlanir. Benzer sekilde (3.26)’y1 dikkate alarak (3.28)’1

I
o DN | .

gosterelim. (3.28) esitligi

1
/ qA(x)efi(2m1+l)7rx dr
0

= /0 = g(l ) cos(2my +1)mw dx—i/o T sin(2my + 1)z d

2
(3.30)

seklinde yazilabilir. (3.30) denkleminin sag tarafinda bulunan birinci integralde 1 —z =

u degisken degistirmesi uygulanirsa,

/01 q(z) —;1(1 — )

cos(2my + 1)z dz

1
cos(2my + )z dx — / q(u) cos(2my + 1) (1 — u) du}
0

([
([

1
2
1
2

o

(
/1 q(z) cos(2my + 1)mx dx + /01 q(u) cos(2my + 1)mu du}

19



olacagindan

/1 q(z) —q(1 — )

1
5 cos(2my + 1)mx de = / q(x) cos(2my + 1)z dx
0

bulunur. $imdi (3.30) esitliginin sag tarafindaki ikinci integralde 1 — x = u deg8isken

degistirmesi yapilirsa,

i/l a@) —q(1 = v) sin(2my + 1)mz dz

2

N | .

{/01 q(x)sin(2m; + )7z dx — /01 q(1 — z)sin(2my + )7z d:c}

{/01 q(z) sin(2my + V) dx — /01 q(u)sin(2my + 1)7(1 — u) du}

N | .

{/01 q(z)sin(2m; + ) do — /01 q(u) sin(2my + 1)7u du}

S N .

elde edilir. Boylece (3.28)’in ispati tamamlanur.
3.1.2 Lemma ¢(z) € W}[0,1], ¢(0) = q(1) ve ¢o = 0 olsun.
(3.20) ve (3.22)’deki bagintilar icin asagidaki asimptotik yaklagimlar gegerlidir:
bi(Am) = o(m™?), (3.31)
by(Am) = o(m™?). (3.32)

ispat

1 1 1 1
—mi(2m +my)  2m \2m+m;  my
esitligini kullanarak

D ek (lni@ml)

m17#0,—2m

bagintisi elde edilir.

Simdi lemmanin ispat1 icin (3.7), (3.12) ve (3.5)’1 kullanarak

Z |(¢m($),sinmm;)|2 _ Z

MmEZ meZ

(q(x) Yy (x), sin mmx) 2

)\m — (m + 77741)27'1'2

20



(401)*
<
mXG:Z | — m1(2m + m1)7r2|2

=0 (%) (3.33)

asimptotik yaklasimi elde edilir (Veliev ve Duman 2002).

1 1

Am — (m 4 mq)?m2 T om2n? — (m 4+ my)?n?

2.

m17#0,—2m

toplamini goz oniine alalim. Herhangi bir C sabiti ile (3.4), (3.5) ve (3.33) esitliklerini
kullanarak

o(1)

|(mm)2 + o(1) — (m + my)272||(mn)2 — (m + my )72

IN

2.

m17#0,—2m

<Co(l) > |mal?2m+my|7

m17£0,—2m

1
=o0(1)O (ﬁ) =o(m™?) (3.34)
bulunur (Kira¢ 2016b).

Ik olarak (3.31) yaklagimini ispatlayalim. Bunun igin 6nce (3.34)’ii dikkate

alarak ve (3.20) esitliginin sag tarafindaki toplamda (3.27) ve (3.28) esitliklerini
kullanarak b, (\,,) toplamint agagidaki gibi yazabiliriz:

hm) = D et

mp=—o00
m1#0,—2m

oldugundan (3.4)’ii kullanarak
A — ((m +mp))? = —my (2m + my) 72 + o(1) (3.35)
esitli8i ile birlikte

oo

1 mi12m+ma _
O D Dl o

w2 = —my(2m +my)
m1;1£6,72m
:% Z _202m1202m-—|’—_2ﬂ211 )—l-i? Z — 62m1—5—116(22m+(—2i_m§+1) 1)
T g om —2ma(@m A 2ma) ot L —(2my 4 1)(2m A+ 2ma +
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+o(m™3). (3.36)

(3.36) denkleminde Parseval esitlidi ve Copiom, = C—(2m+2m1)s» Com+(2mi+1) =
C—(2m+(2m1+1)) 0ldugu kullanilirsa;
1 ~ ~ . l A A .
) = = [ (Qa)=Qo* e do— [ (@)~ Qo) €™ daro(m™) (337
0 0
elde edilir. Burada
_ QO — Z le 6i(2m1)7m:7 Q(l’) . QO _ Z le 6i(2m1+1)7rm
2m1#0

olmak uizere

Qmy = (Q(x), eCmme) = s 2my £ 0,

im(2my)
Com a1 (3.38)
A — () i(2mi4+1)mzy my
Qi = (Qx), € ) im(2my + 1)’
= [, q(t)dt ve Q(x = [V 4(t) dt fonksiyonlarimn sirasiyla {¢'*™)7™ . m, €

Z} ve {!@mitlme ) € Z} bazlarina gére Fourier katsayilarim gosterir. Simdi
(3.38) tamimindaki ilk ifadeyi ispatlayahm Ispat icin 6ncelikle gerekli olan Q(l) = ¢y
oldugunu gosterelim. Bunun icin Q fo t) dt esitligini goz oniine alalim. Bu

esitlikte (3.25) kullanilirsa,

olur, bu esitlikte 1 — ¢ = u degisken degistirmesi uygulandiginda

Q(1) :%{/Olq(t)dt—/loq(u)du}
—/Olq(t)dt—c()

bulunur. Benzer sekilde Q(1) = 0 oldugunu da gosterelim. Q(1) = f;d(t) dt

esitliginde (3.26) kullanilirsa,




olacagindan, bu esitlikte 1 — ¢ = u degisken degistirmesi uygulandiginda

Q1) = % {/01 q(t) dt—i—/loq(u) du}

=0

elde edilir. Q,,, =: (Q(z), e'®™)7) ifadesinde L,(0,1)’deki i¢ carpim kullanilarak,
yani

1
Qo= [ Qa)e e i
0

yazilabilir. Burada esitligin sag tarafinda kismi integrasyon alinirsa;

1 1 1 .
/ q~(x)671@m1)7rm dr
) Jo

0 * im(2my

6—i(2m1 Vrx

QWH = —Q(l’)

im(2my)
olur. Bu esitlikte lemmanin kabuliinden ¢y = 0 oldugundan birinci terim 0 ve ikinci

terimdeki integral (3.27)’ye esittir. Dolayisiyla

! C
/ Q(z)e~"Cmime gp — 21
0

im(2my)

elde edilir. Benzer sekilde (3.38) tanimimn ikinci ifadesi i¢in (3.26) ve Q(l) =0
esitlikleri dikkate alinarak, Lo (0, 1)’deki i¢ ¢arpim kullanilarak,

1
Q= [ Q) om e da
0

yazilabileceginden, bu esitligin sag tarafinda kismi integrasyon alinir ve

! —+ 1 /1 A( ) —i(zml-‘rl)ﬁxd
P e——— €T)e ua
o inmit 1) Jy ?

efi(2m1+1)7rz

le = —Q(l‘)

i(2my + 1)m
olur. Burada Q(1) = Q(0) = 0 oldugundan birinci terim 0 ve ikinci terim (3.28) ¢ esit

olacagindan

1
~ —i(2my+1)7wx dr = %
/0 Q) T mem 1)

bulunur. Boylece (3.38) ispatlanir.

Simdi (3.37) denkleminde Q(1) = 0 ve Q(1) = 0 esitlikleri ile beraber kismi
integrasyon alinirsa;
ei2mrT |1 9
0 i2mm

23
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12mmnx

1
€ 2

0o 2mm

{0 - @ [ (@)~ Quitare e+ om )

olur. Burada ilk parantezdeki birinci terim ile ikinci parantezdeki birinci terim O ve her

2mm

bir parantezdeki ikinci terim icin tekrar kismi integrasyon alinirsa;

bi(A) = ﬁ;ﬂz((g@) — Oo)i(x)e’m :
i || [0+ @)~ Q@] e o
-]
+2m127r2 /0 [42(37) + (Q(ﬂf) - Qo)@’(az)] 27 dz 4 o(m™2),

Q(1) = Q(1) = 0 ve ¢(0) = ¢(1) oldugu dikkate aliarak birinci ve iigiincii terim 0 ve

2m?2m?

by(O) = / (@) + (Olx) — o)l (x))e®™™ da

A

1 1 . ,
p—— /0 (*(2) + (Q(z) — Qo)q' (x))e™ ™™ dx 4 o(m™?) (3.39)
elde edilir.

(3.39) esitliginde, (7%(x) + (Q(z) — Qo) (x)) € L0, 1] ve (¢*(z) + (Q(x) —
Qo) (x)) € L'[0,1] dir. Riemann-Lebesgue lemma (bkz. Lemma 1.1.1) kullamlarak

oldugu elde edilir. Boylece (3.31) ispatlandi.

Simdi (3.32) yaklagimini ispatlayalim. ¢, Com, Comtmy +m, = 0(m ™) yaklagimi

yardimiyla ispat tamamlanacaktir (Shkalikov ve Veliev 2009). Bunun i¢in 6nce

Crny Crns Comtmy +ms = o(m_l) (3.40)

oldugunu gosterelim. [m| > N igin
1 .
Com = / q<w>6712mﬂx dr
0
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esitliginde integrale kismi integrasyon uygulanirsa;

! 1 ! / 12
/ q (l’)eil mrL Jo.
0

0 * 12mm
olur. Bu denklemde ¢(0) = ¢(1) oldugu dikkate alinarak esitligin sag tarafinda bulunan

e—z?mﬂ'x

Com = _Q(x)

22mm

birinci terim 0 ve ikinci terimde integralin degeri o(1) olur. Dolayisiyla

()
Com = 0| —
m

elde edilir. by(\,,) yaklagiminin ispati i¢in (3.34) ile (3.35)’i goz Oniine alarak ve (3.22)

esitli§inin sag tarafindaki toplam

o]
Cmi1 Cma C2m+mi+mo
ba(Am) = Z S
" my,mg=—00 Ht:l,Q[)\m B (ﬂ-<m + mt))Q]
m1,m1+mo#0,—2m
_ i4 i le Cm262m+m1+m2 + o(m_2)
A= —ma(ZmAma)(—my — me)(2m + my + )

mi,m1+mo#0,—2m

(3.40) yaklagimu ile

o)l = ol ™) 32

miy,m2

— o(m )0 ((l”;m‘f) —o(m?)

bulunur. Béylece lemmanin ispat: tamamlanr.

1
(2m 4+ mq)(—mq — ms)(2m + my + my)|

3.1.3 Lemma ¢(z) € W2[0,1], & = 0,1 igin ¢®(0) = ¢ (1) ve ¢y = 0

olsun. Tiim yeterince biiyiik m i¢in asagidaki yaklasimlar elde edilir:

1 1
ai(Ap) = W/o () dx + o(m™?), (3.41)
as(Am) = o(m™2). (3.42)

Ispat ilk olarak (3.41) bagintisini ispatlayalim. Bunun icin (3.34) ve
(3.35)’1 dikkate alarak ve (3.19) esitliginin sag tarafindaki toplamda (3.27) ve (3.28)

esitliklerini kullanarak a;(\,,) toplamini asagidaki gibi yazabiliriz:

e C C
>\m _ mi1-mi
RIS D D e < (AEETN
m1#0,—2m



o

- 1 C?’Tblcml -2
== Z —m1(2m—|—m1)+0(m )

m]=—00
m1#0,—2m

— i Z Com, Com,
2 o oo —2my(2m + 2my)

1 C2m1+162m1+1 _9
= +o(m™)
? leg_m —(2my + 1)(2m + 2my + 1)

— _i Z Cle chl i Cle C2m1
us 2mq1(2m +2my)  2my(2m — 2my)

o
_i Z { Com;+1C2m; +1 B Comy+1C2my +1 }
2 o Leme+ D)@2m+2my +1) (2my +1)(2m — 2my — 1)
+o(m™?)

— 3 Z Com; Comy
w2 (2m 4+ 2mq)(2m — 2my)

2my #—2m,

2mq1>0
2 Comi+1C2m +1 9
T +o(m™?). (3.43)
2 2m;>0 (2m +2my + 1)(2m — 2my — 1)
(3.43) denkleminde Parseval esitligi ve Capmy = C_omys Comi41 = C—(2mi+1)

oldugu kullanilirsa,

1
ai(Ay) = _/ (é*(x,m) _ ég(m»z pi(—Am)mz ..
0
1
_/ (é+($,m) o é(—)ﬁ-(m> + O(m—Q))2 ei(—4m)7rz dr + O(m_g)
0
1 .
= _/ (G+(x,m) _ Ga-(m))Q 6z(—4m)7rx dr
0
1 A ~ .
_/ (G+(3§,m) o G(—)}—(m))Q ez(—4m)7m; dr + o(m_Q) (344)
0
elde edilir. Burada 2m, # 0 i¢in

~+ (O i(2my)mx) _ C2mi£(—2m
G (m) = (G (z,m), e'Bmme) = Zmitim,

im(2my)
- a i(2m T Cam —2m 1 A i2mn
Gil (m) =: (G*(z,m), eCm+lm) = 2”:(;”1111(&) ) 4 (lef1)27r2 fo G(t)e2mt dt,
(3.45)
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G=(z,m) = [ 4(t) e 2™t — e oy,

(3.46)
Gi(% m) = fox q(t) eFi(=2m)mt Jp xfol q(t) eFi(=2m)mt 1y
ve
G+ z,m) — GE(m) = . Com, ei(2m1:|:(—2m))7rx’
@m) =G = 3 o (Cam)
GF — GE(m) = Camit1 i(2m +1F(—2m))rz o
(a:',m) 0 (m) Z z'7r(2m1 Y17 (—2m))e + o(m )

fonksiyonlarini {e?™)7 : m, € Z} ve {e!@™+D7 . € 7} bazlarma gore
Fourier katsayilarin1 gosterir. Burada Lemma 1.1.2 ve (3.46) esitliklerini géz Oniinde

bulundurarak asagidaki yaklagimlar m — oo iken

G=(z,m) — GE(m) = G*(z,m) — [, G=(z,m) dz = o(1),
(3.47)

~ A

G=(z,m) — GE(m) = G*(z,m) — [} G*(z,m)dz = o(1)
x’de diizgiindiir.

(3.46)’nin tanimindan
GF(1,m) = GH0,m)=0,  G*(1,m)=G*0,m)=0 (3.48)
esitliklerini gosterelim. (3.46)’da z = 1 icin
Gt (1,m) = / G(t) e TEIT QL — (g
0

oldugundan esitligin sag tarafinda bulunan integralin degeri c(_oy,)’e esittir.
Dolayistyla G*(1,m) = 0 elde edilir. # = 0 i¢in (3.46)’nin tanimindan agiktir. Benzer
sekilde Gt(1,m) = G*(0,m) = 0 esitligi elde edilebilir. Ayrica (3.13) esitligini
dikkate alarak,
Com = /1 q(z) cos 2mmx dx
0

oldugundan esitligin sag tarafinda bulunan integrale kismi integrasyon uygulanirsa;

sin2mmz |1 1
eom = )

1
— —/ ¢ (z) sin 2mmz dx
0

2mm 0o 2mm
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bulunur, esitligin sagindaki birinci terim 0 ve integrale tekrar kismi integrasyon

uygulanirsa;

1
Com = ﬁq’(x) cos 2mmx ‘

1 1 1
o2m) E /0 q"(x) cos 2mmz dx

o (2mm

olur, bu denklemde ¢'(0) = ¢/(1) esitligi kullanilarak birinci terim 0 ve

1
/ q"(x) cos 2mmx dr = o(1)
0
oldugundan
Com = 0(m™?) (3.49)

elde edilir.

Simdi (3.45) tamminda ilk ifadenin ispatin1 verelim. (G (z,m),e!2m)m)
ifadesinde Lo (0, 1)’deki i¢ ¢arpim kullanilarak, yani

1
(GJF(Q:,m),ei(zml)”):/ G*(a:,m)e”'@ml)”dx
0

yazilabilir. Bu esitligin sag tarafinda kismi integrasyon alinirsa;
—i(2m1 )Tz

1 1

0 12mym

~ €

~GT(x,m)

1
i2m17r /0 (qN(l’)e_l(—%n)mc . C(_Qm)>€_z(2ml)ﬂx dx

olur. (3.48)’1 dikkate alarak esitligin saginda bulunan birinci terim 0 ve

1
/ q(x)ei(Qm—2m1)7ra: dr
0

_ Comy+(—2m)
12ma T

1

é+ i(2mi)mzy
( <x7 m)7 € ) Z2m17T

elde edilir. Benzer sekilde (3.45) taniminda ikinci ifade igin Ly (0, 1)’deki i¢ ¢arpim

kullanilarak, asagidaki esitligin sag tarafinda kismi integrasyon alinirsa;
1
N+ o N+ —i(2mi1+1D) 7z
G, (m) = /0 GF (x,m)e Bt gy

—i(2mi+1)mx |1

_ A+ €
=G @) ey,

1 1 . 1 ‘ ‘
o —i(—2m)rx _ G(t —i(—2m)7t dt —i(2mi1+1)7x d
+—i(2m1 n 1)77/0 {q(:z:)e /0 q(t)e e T

0
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olur. (3.48) goz oniinde bulundurularak birinci terim 0 ve

! 1
/ G+<LL’, m)efi(2m1+1)7r:r dr — 1 / q<x>e—i(2m1+1+(f2m))wm dr
0 )T Jo

i(2my + 1
1 1 (~2m) L iemi
—- Ate—z—mﬂ'tdt/ e—z m1+ del‘
i(2my + 1)7?/0 att) B

1 ! : 2 ! 4
_ A —i(2m1+1+(—2m))nz d / A iomamrt
_— x)e T+ t)e dt
i(2my + 1)7r/0 atw) (2my +1)272 J, it

1
Comy+1+(—2m) 2 A i2mmt
= t dt 3.50
o O T (2m1+1)27r2/0 q(t)e (3.50)

elde edilir. (3.50) esitliginin sag tarafindaki ikinci terimi ele alalim. Bunun icin (3.26)

integralde yerine yazilir ve kismi integrasyon uygulanirsa,

1 1 . . )
/ qA(t)e'LQmwt dt — / q(t) q(l t) ez2m7rt dt
0 0 2

1 ! 4 ! 4
2 0 0
1

2

1 1 /1 /(t) 2mamt dt
— €
o 2mm J, 1

2mmt

12mm

1 ]‘ /1 /(1 t) 2mmt dt
— —1)e
o 2mm J, 1

olur. Burada esitligin sag tarafinda bulunan birinci ve ikinci parantezde ¢(0) = ¢(1)

+% {—Q(l —t)

2mm

esitligini dikkate alarak her bir parantezdeki birinci terim 0 olacagindan ve tekrar her

iki integral i¢in kismi integrasyon uygulanirsa,

_ 1 /(t) 6i2m7rt ! o 1 /1 l/(t>ei2m7rt dt
2! (2mm)2 1o (2mm)? J, 1

1 2mmt 1 1 1 ot
- / 1 . t - /! 1 _ t 124MT dt
+2 {q( >(2m7r)2 0 * (2m7r)2/0 7 Je }
bulunur. Bu esitlikte ¢'(0) = ¢/(1) esitligi géz Oniine alinarak birinci ve ikinci

parantezdeki ilk terimler O ve her bir integralin degeri o(1) dir. Dolayisiyla

1
/ G(t)e®™ ™ dt = o(m™?) (3.51)
0
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olur. (3.50) esitliginde (3.51) kullanilarak

A A Comy+1 i(2m —(—2m))rx -
Gt (x,m) — G (m) = Z e 11_ (_Zm))e @mitl=(=2m)mz 4 (=2

elde edilir ve ikinci terim x’de diizgiindiir (uniform).

(3.44) esitliginin sag tarafinda bulunan her iki integrale kismi integrasyon

uygulanirsa;

a1(An) = =(G*(z,m) = G (m))

i(—4m)mx

i(—4m)m

1

0

o 1 (. m) — GEH(m)) (G(z) e 1 2mme Y ei(=2m)mt
i | 26 ) = G m) ale) [ i 0

x e AT do 4 o(m72)

bu denklemde (3.48) esitlikleri kullanilarak, birinci ve {igiincii terim 0 olacagindan ve

(3.51) yerine yazildiginda

a1(Am)
1 ! ~ 3 ~ —i(—2m)7x i(—4m)rx
= m/@ 2(G*(x,m) — G§ (m)) (G(x) e 2™ — ¢ opy) € dy
1 1. R . .
_|__Z(_4m)7r /0 2(G+(£B, m) _ G(—)i—(m)) (j(ilf) e—l(—2m)7rx’ ez(—4m)7rx dx + O(m—z)
2 b . (o
— i [ @ - G ) e
1
—/ (GF(z,m) — Gf (m)) c(_gm) ™™ dx}
0
2 L . ,
T Camye /0 (G*(w,m) = G5 (m) 4(x) 7™ da + o(m™?)
elde edilir. Bu son esitligin sag tarafinda bulunan tiim integrallere kismi integrasyon
uygulanirsa;
) 2 é+ é+ ~ ei(—Qm)mv 1
010) = i { (G ) = G )
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1 ! ~ —i(—<4m)Tx 7 m)mx
_i4m7r/ (q(z)e e = C(—2m))C(~2 )e( . dx}
0
2 N R ez(—Qm)Trac 1 1 1 A
— - (Gt — G 4 / ~2 —i(—2m)
b { -G am) — Gm)aw) S | o [ [P

—q(x) /0 G()e” 2T dt + (GF (2,m) — G (m)) ¢ (2)] 2707 dw} +o(m™)

olur. Burada (3.48)’deki esitlikleri ve ¢(0) = ¢(1) esitligini goz 6niinde bulundurarak
ilk parantezdeki birinci ve ii¢ilincii terim 0, ikinci parantezdeki birinci terim O ve bu
parantezde (3.51) yerine yazilirsa, yeterince biiyiik m icin,
a1 (Am)
_ 3lecaml®

= o | [ 8 [ (@ m) = G o) e as] - el

—1 1 52 ' T+ 4+ ~ i(—2m)mx _9
+(2m)271'2 {/o q +/o (GT(x,m) — Gy (m)){d (x)e d:c] +o(m™2) (3.52)

degeri elde edilir. Boylece (Gt (x,m) — Gf (m)){(x) € L'0,1] ve (G*(x,m) —
GF(m)){(x) € L'[0,1] oldugundan Riemann-Lebesgue lemmay: (bkz. Lemma
1.1.1) kullanarak, (3.25) ve (3.26) fonksiyonlar1 dikkate alinarak (3.52) esitliginde

yerine koyulursa;

1 ! 9 1 ! -2 -2
ar(\y,) = W/o G- (x) dx + —(2m)27r2/0 G*(x) dx + o(m™?)

1

= 2@y / (¢*() + ¢*(1 — 2)) da + o(m?),

burada 1 — x = u degisken degistirmesi yapilirsa,

1

o [ @) d + o(m?)

1 (Am) = (2m)

bulunur. Boylece (3.41) esitliginin ispati tamamlanir.
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Simdi as ()
ile birlikte

[e.o]

2.

my,mo=—00

a2(>\m) =

o(m™2) oldugu ispatlayalhim. (3.21), (3.34) ve (3.35) esitlikleri

Crmi1CmaCmy+mo

Ht:1,2 A — (m(m +my))?]

mi,m]1+mo#0,—2m

—4
T "Cmy CmyCmy+mo

= +o(m™? 3.53
m;nz —my(2m + mq)(—my — mg)(2m + my + my) (m™) (3.53)
elde edilir. (3.53)’de m; + my toplamin1 m;, ile degistirerek
1 Crmy Crmg—m,y C
a >\m — mi1~ma2—mi1-ma ‘|—0 m—2
2(Am) 4 mlz;u —my(2m + my)(—m2)(2m + my) (m™")
formiiliinii yazabiliriz.
1 1 1 1
—k(2m+k) 2m \2m+k k
esitligi ile
1 4
7=1
alinir, burada
Crmy Crig—my C Crmy Crmg—my C
S _ mi1bmo—mq m27 S _ mi1bma—mime
! mlzmg mime 2 mlzmg —WLQ(QTI'L + ml)
Crmy Crg—m, C Crmy Crig—m4 C
S: mi1bmo—mq mQ7 S: mi1bma—mibme '
’ mlz;m —my(2m + my) * mlz;nQ (2m + mq)(2m + mo)

Simdi (3.54)’nin sonuclarini gosterelim. Bunun i¢in 6nce ¢ift durumu goz

oniine alarak S;’in ¢ift kismi olan S;’y1

ispatlayalim:

Parseval esitligi ve (3.38)’in ilk esitligini kullanarak,

1
31:7(2/(
0

Q(r) — Qo)

2 4() dw

elde edilir. Bu esitligin sag tarafinda bulunan integralde Q(as) — Qo = u degisken

degistirmesi yapilir ve ¢y = 0 varsayimi

G = 2 /01(Q<x

kullanilirsa

)= Qo) d(x)dr =0
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bulunur.

Benzer sekilde Parseval esitligi, (3.38)’in ilk esitligi ve (3.45)-(3.48) dikkate
almarak Riemann-Lebesgue lemma ve (3.47) ile

R / (G(x) — Qo) (G (2, m) — G () 4(z) ™22 dg = o(1),

Sy = —7r2/0 (Q(x) — Qo) (é‘ (x,m) — Gy (m)) q(x) M g0 — o(1),

1
So=r? [ (G (am) = G () (G (o) = G m) () di = o(1)
0
elde edilir.
Simdi ayni yolla (3.54) esitliginin tek durumunu ispatlayalim. Parseval esitligi

ve (3.38)’in ikinci esitliini kullanarak,

~

8 = / (O(x) — Qo) d(x) da

olur. Bu esitligin sag tarafinda bulunan integralde Q(as) —Qo = u degisken degistirmesi
yapilir ve ¢y = 0 varsayimindan

~

1
Si= [ Q@) - QP i(e)do =0
0
elde edilir.

Parseval esitligi, (3.38)’in ikinci esitligi ve (3.45)-(3.48) gbz Oniine alinarak

Riemann-Lebesgue lemma ve (3.47) ile

Sy = —* / (Q(x) - Qo) (G (w,m) — G (m)) () €™ do = o(m™),

So= =t [ (Qle) = Qo) (G (am) = G (m) ) €27 o = ofm ),

~ A

1
Sy =’ / (G~ (z,m) = Gy (m)) (G* (z,m) — G§ (m)) 4(x) dz = o(m™?)
0
elde edilir. Boylece (3.42) ispati tamamlanir.
3.1.1 Teorem ¢(z) € W2[0,1] ve k = 0,1 igin ¢*¥)(0) = ¢®)(1) olsun. Bu

takdirde asagidaki iddia saglanir:
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{(mm)? : m € N}, (3.1)- (3.2) operatoriiniin spektrumunun bir alt kiimesi ise

bu takdirde (0, 1) tizerinde h.h.y ¢ = 0 dir.

ispat I1k olarak (3.3)’ii dikkate alarak
Am = (mm)* + ¢ + o(1)

oldugundan ¢y = 0 bulunur. ¢y = 0, (3.49), Lemma 3.1.2 ve Lemma 3.1.3’de elde

edilen yaklagimlar Lemma 3.1.1°de yerine koyulursa

2 1 'y —2
Am = (mm) +W/o ¢ (x)dx + o(m™)

formu elde edilir. Hipotezden

/Oqu(x)dxzo

olur, yani h.h.y ¢ = 0’dir.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu caligmada, Dirichlet sinir kosulu ve self-adjoint Sturm-Liouville operatorii
ile birlikte potansiyelin tiirevlenebilmesi sart1 altinda potansiyelin hemen hemen her

yerde sifir oldugunu elde ederiz.

Bu calismanin sonuclan ile farkli diferansiyel operatorler ve Dirichlet sinir

kosulu kullanilarak Ambarzumyan-tipli problemler ¢alisilabilir.
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