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Bu tez dort ana bolimden olugmaktadir. Birinci boltimde, ¢ift diziler ve serilerle ilgili
literatiirde yer alan bazi caligmalardan bahsedildi. Ikinci bolimde, diger béliimlerde
kullanilacak olan bazi temel tanmimlar ve teoremler verildi. Uglincti boliimde, gift indisli Riesz
ortalamas1 ve mutlak toplanabilme metodu yardimiyla tanimlanan (Sarigél, 2021)

IN 4| k(l < k < o) mutlak Riesz ¢ift seri uzayinin bir Banach uzay1 oldugu ve £, uzayimna
norm izomorfik oldugu gosterildi. Son bolum olan dérdincii bolimde ise, [Ny, 4|, uzaymmn
a—, B(bp) — ve y —dualleri belirlendi.
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This thesis consists of four main chapters. In the first chapter, some studies related to
double sequences and series in the literature are mentioned. In the second chapter, some basic
definitions and theorems that will be used in other chapters are given. In the third chapter, it
is shown that absolutely Riesz double series space |Np,q|k (1 < k < o), which is defined by

combining double Riesz means with the concept of absolute summability method (Sarigdl,
2021), is a Banach space and is norm isomorphic to the space L. In the fourth chapter, which
is the last chapter, a—, B(bp) — vey — duals of the space |N,, ,| . are determined.
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1. GIRIS

Dizilerin yakinsakliginin incelenmesi matematik analizde 6nemli bir yer
tutmaktadir. Toplanabilme teorisi genellikle alisilmis seriler ve diziler i¢in ¢aligilmistir
ve bunlar i¢in bir¢ok yakinsaklik metotlar1 tanimlanmigtir. Bunlardan en ilgi cekici
olanlar1 matris toplanabilme ve 6zellikle de en bilinen metotlardan biri olan Riesz
toplanabilme metodudur. Son zamanlarda ise ¢ift dizilerin yakinsakligi iizerine
caligmalara ilgi artt1. Cift dizi ve seri teorisi tek indisli dizi ve serilerin bir genellemesi
olarak ortaya ¢ikmistir. Tek dizilerin aksine ¢ift dizilerde bir¢ok yakinsaklik kavrami
bulunur. Cift dizilerde ilk olarak Pringsheim manada yakinsaklik kavrami Pringsheim
(1900) tarafindan verildi. Pringsheim manada yakinsak tiim ¢ift dizilerin uzay: C,, ile
gosterilir. Yine, tek dizilerde bilinenin aksine ¢ift dizilerde Pringsheim manada
yakinsaklik bu dizinin sinirliligini gerektirmemektedir. Hardy (1916-1919) ise bir ¢ift
dizi i¢in Pringsheim manada limitinin mevcut olmasina ek olarak tek tarafli limitleri
mevcut oldugu anlaminda regiiler yakinsaklik tanimini vererek bu boslugu tamamladi.
Pringsheim manada yakinsaklik ve regiiler yakinsaklik iizerine ¢aligmalara Kojima
(1922), Robison (1926) ve Hamilton (1936) gibi yazarlar 6nemli calismalariyla
katkida bulundular.

Ayrica, Moricz (1991), ¢ ve ¢, tek dizi uzaylarina ¢ift dizilerde karsilik gelen
Pringsheim manada yakinsak C,,, Pringsheim manada sifira yakinsak C, ve reguler
manada yakinsak C, ¢ift dizi uzaylarmin bazi &zelliklerini inceledi. Zeltser (2001,
2002) esas olarak doktora tezinde, hem ¢ift dizi uzaylarinin topolojik 6zelliklerini hem
de ¢ift dizilerin toplanabilme teorisini inceledi. Mdricz ve Rhoades (1988), ¢ift diziler
icin hemen hemen yakinsaklik kavraminin tanimini verdiler ve hemen hemen yakinsak

cift dizilerin C uzaym tanimladilar.

Klasik tek dizi uzaylarinin gesitli {iggen matrisler altindaki etki alanlari
incelenerek pek cok yeni dizi uzay1 literatiire kazandirildigi goriilmektedir. Son
zamanlarda ise bu uzaylara karsilik gelen ¢ift dizi ve ¢ift seri uzaylarinda benzer

calismalara ilgi artmigtir. Bu ¢aligmalarin bazilarindan bahsedelim.



Gokhan ve Colak (2004, 2005) calismalarinda t = (t;) pozitif reel sayilarin
bir dizisi olmak lzere M, (t),C,(t) ve Cp,(t) tam paranormlu ¢ift dizi uzaylarim
insa ettiler ve M, (t) ve Cp,,(t) uzaylarnin alfa—, beta —ve gama — duallerini

belirlediler.

Basar ve Sever (2009), mutlak g — toplanabilen tek dizilerin iyi bilinen
€4 uzayna karsilik gelen £, c¢ift dizi uzayini tanimladilar ve bu uzayin bir Banach
uzay1 oldugunu gosterdiler. Ayrica bu uzayin bazi 6zelliklerini vererek S(9) — dual
uzaymi belirlediler ve £, uzaymin alfa — ve gama — duallerinin g(9) — duali ile

cakistigini tespit ettiler.

Birinci mertebeden Cesaro ortalamasi ve dort boyutlu bir matrisin bir cift dizi
uzayindaki etki alaniyla ilgili olan Mursaleen ve Basar’in (2014) ¢alismasinin esas
sonuclar1 ¢ift dizi uzaylarn ile ilgilenen arastirmacilar i¢in olduk¢a Onemlidir.

Mursaleen ve Basar (2014), birinci mertebeden Cesaro doniisiimii sirastyla sinirli olan
M,,, Pringsheim manada yakinsak olan Ep, Pringsheim manada sifira yakinsak olan
Eop, hem Pringsheim manada yakinsak hem de smirli olan E’bp, regiler manada
yakinsak olan G, ve mutlak g — toplanabilen Zq cift dizi uzaylarmi tanimladilar.

Ayrica, bu uzaylarin bazi topolojik ozelliklerini inceleyerek bazi matris siiflarini

karakterize ettiler.

Demiriz ve Duyar (2015), fark dontisiimleri sirasiyla sinirli olan M, (A),
Pringsheim manada yakinsak olan C, (A), Pringsheim manada sifira yakinsak olan
Cop(A), hem Pringsheim manada yakinsak hem de sinirli olan C,, (A), regliler manada
yakinsak olan C.(A), ve mutlak g — toplanabilen £,(A) ¢ift dizi uzaylarmi
tanimladilar. Ayrica bu uzaylar ile ilgili baz1 kapsama bagintilarini incelediler,
M, (A) uzaymn alfa — dualini, C,(A) uzaymin (v) — dualini belirlediler ve bazi

matris siniflarint karakterize ettiler.

Yesilkayagil ve Basar (2016, 2017, 2018) c¢alismalarinda Riesz ortalamasi
sinirli, Pringsheim manada yakinsak, hem Pringsheim manada yakinsak hem de sinirli,

regiiler manada yakinsak ve mutlak g—toplanabilir ¢ift dizilerin

RI¥(M,) = {x= (xpn) € Q: RI¥%xeM,},



R(C,) = {x = (xmn) € Q: RI¥xeC,},

RI(Cpy) = {x = (Xmn) € Q: RI¥x€Cp,},

R®(C,) = {x= (xpn) € Q: R¥xeC,},
R1(L,) = {x= (xmn) € Q: Rixe L,},(0<q < ),

uzaylarmi tanimlayarak bu uzaylarin bazi cebirsel ve topolojik Ozelliklerini

incelediler.

Okan Bodur (2021) vyiksek lisans tezinde birinci mertebeden Cesaro

ortalamasini mutlak toplanabilme kavramiyla birlestirmek suretiyle tanimlanan |C 11 | .

(Sarigol, 2021) mutlak ¢ift seri uzayinin bir Banach uzay1 oldugunu ve £, uzayi ile

norm izomorfik oldugunu gosterdi.

Bu tez ¢alismasinda ise ¢ift indisli Riesz ortalamas1 ve mutlak toplanabilme
kavramlari yardimiyla tanimlanan (Sarigél, 2021) mutlak Riesz toplanabilen
|1Vp,q |k(1 < k < o) ¢ift seri uzayinin bir Banach uzay1 oldugu ve £, uzayina norm
izomorfik oldugu gosterildi. Ayrica, |1Vp_q|kuzay1n1n a—, B(bp) — ve y —dualleri

belirlendi.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolimde; tez boyunca kullanilacak olan temel tanimlar, kavramlar ve

teoremlere yer verilmistir.

Tamm 2.1 X bos olmayan bir kime ve F reel veya kompleks sayilar cismi

olsun.

+:XxX > X
(x,y) > x+y

L F XX - X
(a,x) — ax

ikili islemleri her a,f € F veherx,y,z € X igin asagidaki kosullar1 sagliyorsa X

kiimesine F Uzerinde lineer uzay (veya vektor uzay1) denir.

Dx+y=y+x,

ix+W+z)=x+y)+z

iii) Herx € X igin x + 6 = 6 4+ x = x olacak sekilde bir tek 6 € X vardir,

iv) Her x € X icin x + (—x) = (—x) + x = 0 olacak sekilde bir tek (—x) € X vardur,
V) 1.x = x, (Burada 1, F cisminin birim elemanidir.)

vi)a.(x+y) = a.x+ a.y,

vil) (a+ B).x=a.x+ B.x,

viii) (aB).x = a.(B.x).

Tanmm 2.2. X, F cismi Uzerinde bir lineer uzay ve U kimesi de X lineer
uzaymin bir alt kiimesi olsun. Her x,y e Uve «a,fB € F i¢in ax + By € U ise

U kiimesine X uzaymin bir lineer alt uzay1 denir (Maddox 1970).



Tamim 2.3. X bos olmayan bir kiime olsun.

d: X x X — Rtu{0}
doniistimii verilsin. Eger d doniistimii her x,y,z € X igin,
Ddx,y) =0 x =y,

i) d(x,y) =d,x),
iii) d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) (Uggen Esitsizligi)

oOzelliklerini sagliyorsa d doniigiimiine X {izerinde metrik (uzaklik fonksiyonu) denir
ve (X, d) ikilisine bir metrik uzay denir (Maddox 1970).

Omegin, R Uizerinde d déniisiimii
d: Rx R — RTu{0}
(x,y) = d(x,y) = |x -yl

seklinde tanimlansin. Bu durumda (R, d) bir metrik uzaydir. Bu metrige alisilmis

metrik veya mutlak deger metrigi denir (Maddox 1970).
Tamm 2.4 X, F cismi lzerinde bir vektor uzay: olsun.
Il.lI: X >R
x = |lxll

fonksiyonu her x, y € X ve her a € F igin,

D) llx|l = 0,
i llxl =0 & x =6,
i) lax|l = |a|llxl,

iv) llx + ¥l < llxll + llyll (Uggen Esitsizligi)



oOzelliklerini sagliyorsa ||. || fonksiyonuna X Uzerinde bir norm denir. Bu durumda
(X, |I. 1D ikilisine bir normlu vektor uzay: denir (Maddox 1970).

Ornegin, 1 < k < oo olmak tizere x = (x,,) € £; olsun. Eger

oo 1/k
il = <Z|xn|k>
n=1

seklinde tanimlanirsa (€, ||. ||) ikilisi bir normlu uzay olur (Maddox 1970).

Tanim 2.5. X ve Y ayn1 F skaler cismi tUzerinde birer vektor uzayi olsun. Eger
T: X—Y

operatoru her x,y € X ve hera,f € F igin
T(ax +By) = aT(x) + BT(y)

sartin1 sagliyorsa T operatOrine X uzayindan Y uzayma bir lineer operatdr denir

(Kreyszig 1978).

Tamm 2.6. (X, |.llx) ve (Y, |.lly) normlu uzaylar  ve

T : X — Y bir lineer operator olsun. Her x € X igin
ITCOlly < Mllxllx

olacak sekilde bir M > 0 reel sayis1 varsa T operatoriine sinirlt lineer operator denir

(Kreyszig 1978).

Tamim 2.7. X ve Y normlu uzaylarve T : X — Y bir lineer operator olsun. Bu

durumda

T(x
[T =sup{%: x € X,x+86 }

=sup {|ITC)Il : x € X, |lx]| <1}

olacak sekilde ||T|| degerine T operatdriiniin normu denir (Kreyszig 1978).



Tamm 2.8. X ve Y normlu uzaylar ve T : X — Y bir lineer operat6ér olsun.

Normu koruyan yani, her x € X icin

ITCOlly = llxllx

olan bire-bir ve orten T lineer operatdriine X normlu uzayindan Y normlu uzayina
lineer bir izometrik izomorfizm denir. Bu durumda X ve Y uzaylarina lineer

izomorfiktirler denir ve X = Y ile gosterilir (Kreyszig 1978).

Tanmmm 2.9 (X,d) bir metrik uzay olmak Uzere X uzayinda bir (x,) dizisi

verilsin ve x € X olsun. Eger her ¢ > 0i¢inn > n, oldugunda
d(x,,x) < €
olacak sekilde bir n, € N varsa (x,,) dizisi x noktasina yakinsaktir denir. Bu durumda

limx, = xveyax, — x
n—->oo

ile gosterilir (Maddox 1970).

Tammm 2.10 (X, d) bir metrik uzay olmak (zere X uzaymda bir (x,,) dizisi

verilsin. Eger her e > 0 ig¢inn,m > ny oldugunda
d(x, ,xym) < €
olacak sekilde bir n, € N varsa (x,,) dizisine bir Cauchy dizisi denir (Maddox 1970).

Tamm 2.11 Bir (X, d) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi X icinde bir limite

sahipse X metrik uzayina tam metrik uzay denir.

Ornegin, X =R olmak (zere x,y € R i¢in d(x,y) = |x —y| seklinde
tanimlansi. Bu durumda (R, d) bir tam metrik uzaydir (Maddox 1970).

Tamm 2.12 Bir (X, ||.||) normlu uzayindaki her Cauchy dizisi X icinde bir
noktaya yakisiyorsa, bu durumda (X, |. ||) normlu uzayma tam normlu uzay veya
Banach uzay1 ad1 verilir (Maddox 1970).

Ornegin, 4., ¢ Ve ¢, uzaylar



lxlleo = suplxy|
neN

normuna gore, 1 < k < oo igin €, uzayi

oo 1/k
Il = <Z|xn|k>
n=1

normuna gore birer Banach uzaylaridir (Maddox 1970).
Tamm 2.13 F = Rveya F = C olmak lzere
w={x=(0(,): x:N—>F,n—ox(n) =x,}
kiimesine reel veya kompleks terimli tum dizilerin kiimesi denir. w kiimesi
(G, i) = (e + i) ve (A, (x)) — (Axg)

ikili islemleri ile F iizerinde bir vektor uzayidir. w nin herhangi bir alt vektor uzayima

bir dizi uzayi denir (Boos and Cass 2000).
Ornegin,
p={x=(x,) Ew: ANEN; Vn=Niginx, =0},

Lo = {x = (x,) € w : sup|x,| < 00},
neN

c={x=(xn)6w: limxn:m,EImE]R},
n—oo

co={x=(xn)€a): 7lli_r)glc)x,l:O},

A ={x =G Ew: ) hglk<o,  (<k< oo)},
n=1

bs = {x =(xp) Ew: (Z xk> € &X,},

k=1



cs={x=(xk)€a): <Zxk>6c}

kiimelerinin her biri birer dizi uzayidir.

Tamim 2.14 N dogal sayilar kiimesi ve X bos olmayan herhangi kiime olmak

Uzere
f: NxXN —X
(m,n) — f(m,n) = xpy

seklinde tanimlanan f fonksiyonuna X — degerli bir ¢ift dizi denir (Burkill ve
Burkill 1980).

Herhangi bir x = (x,,,,,) ¢ift dizisinin x,,,, elemanlarini

Xoo Xo1 Xo2 e Xono e
xlo xll x12 Y xln -
| X0 X221 X2 e Xono e |
Xmo Xmi1 Xm2 e Xmn ‘e ‘

seklinde bir tablo olarak gosterebiliriz.
Q ile kompleks veya reel terimli butln ¢ift dizilerin kiimesi gosterilir. Bu durumda,
Q = {x = (xp,) : VM, n € Nicin x,,,,, € C}
seklinde ifade edilir. Q kimesi, hera € Cve her x = (X;n), Y = Umn) € Q icin
x +y = &mn + Ymn)
ax = (axyy,)

cift dizilerin koordinatsal toplama ve skalar ile ¢garpma islemleri altinda bir lineer

uzaydir. Q uzaymin herhangi bir lineer alt uzayi ise ¢ift dizi uzay1 olarak adlandirilir.

Tamim 2.15 x = (x,,,) kompleks terimli bir ¢ift dizi olmak Uzere

9



sup [xpp| < o0
mmneN

ise, x = (x,p,) Gift dizisine sinirhidir denir (Méricz ve Rhoades 1988).

Biitiin sinirlt ¢ift dizilerin kiimesi M, ile gosterilir. Buna gore,

M, = {x= Ctyn) € Q¢ Mlxlloo = SUP [yun| < oo}

m,neN

ile ifade edilir. M, uzay1 ||*||, normu ile bir Banach uzayidir (Méricz 1991).

Tamm 2.16 x = (x,,,,,) reel ya da kompleks terimli bir ¢ift dizi olsun. Verilen

her e > 0 igcin m,n > ny oldugunda
|Xmn — Ul < €

olacak sekilde bir ny = ny(e) dogal sayist mevcut ise, bu durumda x = (x,,) Gift
dizisinel € C sayisina Pringsheim manada yakinsak ve [ degerine de x = (X))
dizisinin Pringsheim limiti denir. Pringsheim manada yakinsak bir x = (xp,)

dizisine kisaca p -yakinsak dizi denir ve limiti

p— lim x,, =1
m,n—coo

ile gosterilir (Pringsheim 1900).

Pringsheim manada tim yakinsak ¢ift dizilerin uzay: C,, ile gosterilir. Buna gore,

Cp ={x=(xmy) € Q: L€ CVe>03ny € NVm,n = ny 3 |xp, — | < ¢}
ile ifade edilir.

Tanimdan anlasildigr iizere Pringsheim manada yakinsak bir ¢ift dizi, smirh

olmayabilir.

Ornegin, Boos (2000)’ den reel terimli x = (x,,,,,) Gift dizisi

m, n=1
Xmn =1—N, m=1n2=2
0, diger durumlarda

10



seklinde tanimlanirsa, bu durumda p —lim x,,, = 0 fakat sup x,,, = + o ve
mn

inf x,,, = — o0 oldugundan x = (x,,,) dizisi Pringsheim manada yakinsaktir fakat
mmn

sinirh degildir, yani x € C, — M, dir.

O halde, ¢, N M, kiimesi Pringsheim manada yakinsak ve sinirh tiim ¢ift

dizilerin uzayidir ve uzay Cp,, ile gésterilir, yani
Cpp = {x = (tmn) €ECp ¢ lIxll o = sup |xppl < 00} =Cp NM,
m,neN
seklinde tanimlanir.
Tanm 2.17 x = (X)) € C, VE D — mglrgoo Xmn =L olsun. Hern € N igin
Xy = T}liggo Xmn Ve herm €N iginx,, = TILI_IEO Xmn limitleri mevcut olan x = (xp)
dizisine [ noktasina regiiler yakinsaktir denir ve regiiler yakinsak bir x = (x,,,,) dizisi

icin lim lim x,,, ve lim lim x,,, limitleri mevcut ve Pringsheim limitine esittir.
m—oo

n—oo m—>00 nNn—oo

Reguler yakinsak ¢ift dizilerin kiimesi C,- gosterilir, yani
C, = {x = (xmn) €Cp 2 Vm,n € Nigin (Xpn)m, (Xmn)n € c}

seklinde ifade edilir. Burada ¢ yakinsak tek dizi uzaymi ve (x;,,,),, € ¢ ise m indisine

gore yakinsaklig1 gosterir.

Tamm 2.18 x = (x,,,;,) Cift dizisini géz oniine alalim ve bu x = (x,,,,,) dizisi

araciligiyla s = (s,,,,) dizisini vm,n € N igin

m

i=0 j=0

olacak sekilde tanimlayalim. Bu durumda (x,s) ikilisine bir ¢ift seri denir. x,,,

terimine serinin genel terimi, (s,,,,) dizisine de serinin kismi toplamlar dizisi denir.

Eger (S;n) kismi toplamlar dizisi bir [ sayisina 9 — yakinsak, yani

n

m
9— lim s, =9~ lim szij —1
mn—oo mmn—oo

i=0 j=0
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ise, bu durumda (x,s) serisi 9 — yakinsaktir denir ve 9 — toplami [ sayisidir.

Yakinsak olmayan seriye 1raksak seri denir.

Genel terimi x;; olan yakinsak serinin toplami a ise bu durumda,

IR
L j

seklinde yazilir. Kisalik igin tez boyunca Y72y Y52, toplamim Y;; ; ile gdsterecegiz.

Basar ve Sever (2009), tek indisli dizilerde mutlak g — toplanabilen dizilerin

¥, uzayna karsilik gelen L ¢ift dizi uzayim
Ly ={x=(x;) € Q: Z|x”-|q < 0, (1<q<m)
Lj

ile tamimladi ve L uzaymin

1
q
Iellg = { Dl
Lj

normu ile bir Banach uzay1 oldugunu gosterdi.
Mutlak yakinsak seri olusturan ¢ift dizilerin uzay1 ise
Ly={x=(x) € Q: |lxlly = leijl < ®
Lj
ile gosterilir.
Tez boyunca A ve p uzaylart sirasiyla
Y —lim:A->Rved, —lim: u->R

lineer yakinsama kurallarina gére yakinsayan iki ¢ift dizi uzay1 olsun. A = (@nki)

reel veya kompleks terimli dort boyutlu sonsuz matris olsun.
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Bir A ¢ift dizi uzaymnin alfa-duali A%, 9 —yakinsakliga bagl olan

beta-duali A#® ve gama- duali 1Y sirasiyla asagidaki gibi tanimlanur.
Tamm 2.19 Bir A ¢ift dizi uzayinin a- duali A%,
A% = (aij) € Q: her (xi]-) € ligin2|aij xi]-| < o0
Lj
seklinde tanimlanir.

Tamim 2.20 ¥ — yakinsama kuralina gore A ¢ift dizi uzaymnm g(9)- duali
AB@),

APO) = {(a;) € Q: her (x;) € Aigind — zaijxij mevcut
i,j
ile tanimlanir.

Tamm 2.21 Bir A ¢ift dizi uzayinin y- duali A?,

mn
AV = (aij) € Q: her (XU) € /11(;1n sup z al-j xij <
m,neN ij=0

seklinde tanimlanir.

Tamm 2.22 Bir dort boyutlu sonsuz A = (@) Matrisinin herhangi bir A

cift dizi uzayinda 9 yakinsaklik tiiriine gére matris etki alani A9,

115119) = X = (xkl) €E Q:Ax =9 - Z Amnkl Xkl mevcutve Ax € 1

el m,neN

ile tanimlanir.

Yukaridaki notasyon yardimi ile soyleyebiliriz ki A matrisinin A uzayindan p

uzay1 i¢ine bir matris doniisiimii tanimlamasi igin gerek ve yeter sart her x € A4 igin Ax
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mevcut ve Ax € u olmasidir. A uzayindan u uzayi igine tim dort boyutlu matris

doniisiimlerinin kiimesini (A: i) ile gosterecegiz.
Ayrica (A: u; p) ifadesi ile Vx € Aigin
9, —limAx = 9; — limx

kosulunu saglayan (A: u) sinifina ait tim dort boyutlu (@) matrislerinin sinifi

gosterilir.
Tanm 2.23 x = (x;) € £, vey = (¥;) € £, 0lsun. 1 < p < o0 igin
1 1
0o 1/p 0o » oo »
<Z|xi +yl-|p> < <Z|xi|v) + (Zw)
i=1 i=1 i=1
esitsizligine Minkowski esitsizligi denir (Maddox 1970).

Tez boyuncaV m,n,k,l € N i¢in notasyonda kisalik olmasi igin asagidakileri

kullanacagiz.
D1oXmn = Xmn — Xm+1,n»
Do1Xmn = Xmn — Xmn+1
A11%mn = Bo1(B10Xmn) = B10(Bo1Xmn),

kl —
A10amnkl = Amnkl — Amnk+1,l>

kl —
AOlamnkl = Amnkl — Amnk,l+1»

kl _ Akl Akl _ Akl ( Akl
AT1@mni = Qo1 A1oamnkl) = At AOlamnkl)-

Ayrica, bu tez ¢aligmasi boyunca, k* ile k sayisinin eslenigini gosterecegiz,

yani, 1<k <co oldugunda k*'=-—=-, k=1 oldugunda k' =oco ve k =oo

oldugunda k* = 1 olur.
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3. MUTLAK CIFT RIESZ TOPLANABILEN SERI UZAYI
|NP'Q|k

Bu bolimde, cift indisli Riesz ortalamasi yardimiyla tanimlanan (Sarigol,

2021) mutlak Riesz toplanabilen |1Vp’q |k ¢ift seri uzaymin bir Banach uzay1 oldugu ve

Ly, uzaymma norm izomorfik oldugu gosterildi.

Oncelikle tek indisli diziler icin Cesaro ve Riesz toplanabilme metotlarmi ve
sonrasinda ise ¢ift indisli Cesaro ve Riesz ortalamalari ile mutlak toplanabilen g¢ift seri

uzaylarin1 hatirlayalim.

Bu ¢alisma boyunca }; x,,, kismi toplamlar dizisi (s,) olan kompleks terimli

sonsuz bir seri olsun.

a>—-1ven=1igin

Agz(n+a>=(a+1)(a+2)---(a+n) ve A% =

n n!

olsun. (s,) dizisinin a. mertebeden ve n. (C,a) Cesaro ortalamasim o7 ile

gosterelim, yani

olsun. Eger

lim of =s
n—->oo

ise ) x, serisi s degerine (C,a) toplanabilirdir denir (Hardy 1949). Burada a.

mertebeden (C, a) Cesaro matrisi

ile tanimlidir.
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Ozel olarak @ = 1 igin (C, 1) Cesaro ortalamasi

n

) 1
a"=0"2n+1zs”
v

=0

ile ifade edilir.

k =1 igin mutlak Cesaro toplanabilme metodu |C, |, ise Flett (1957)

tarafindan asagidaki gibi tanimlanmistir.

Egerl1 <k <oovea > -—1i¢in
(00}
D nk o — o f < oo

n=1

saglaniyorsa, Y, x,, serisine |C, a|, toplanabilirdir denir (Flett 1957). Bu metot 0zel

olarak @ = 1 i¢in |C, 1], toplanabilme metoduna indirgenir.

Bor (1985, 1987, 2016), calismalarinda |C, 1|, toplanabilme metodunu

|N, p,, |, mutlak agirlikli ortalama toplanabilme metoduna genisletti.

IN,pnli toplanabilme metodundan bahsedebilmek icin 6nce Riesz

ortalamasini hatirlayalim. Bunun igin (p,) pozitif sayilarin bir dizisi olsun dyle ki
n—ooigin By =pg+py+-tpy o0, (Py=p_=0)

saglansin ve ), x,, kismi toplamlar dizisi (s,) olan kompleks terimli sonsuz bir seri
olsun. (s,,) dizisinin Riesz déniisiim dizisinin veya kisaca (N, p,,) doniisiim dizisinin

n —ci terimini

1% 1%
=15 E Pys; =P—§ (P = Pi-1) % (3.1

n b= n b=

Jj=0 j=0

ile gosterelim (Hardy 1949). (3.1) esitligi ile tanimlhi (T3,) dizisine (s,) dizisinin

Riesz ortalamasi veya (N, p,,) agirlikli ortalamasi denir. Eger
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limT, =s

n—-oo

ise Y. x, serisi s degerine (N, p,,) toplanabilirdir denir (Hardy 1949).

(N ,p,) doniisiimiine karsilik gelen R = (rnj) matrisi

pj .

—, 0<j<n
T'nj:{ P‘n J

0, j>n

ile tanimlanair.

Bu durumda, eger k = 1 igin (Bor 1985)
© pk-1
Y () Tl <
— \Pn
n=0
saglaniyorsa, Y. x,, serisine |N, p, |, toplanabilirdir denir. Burada

n 2 1 1(;111 ATn—l = Tn—l - TTl ve AT_l = TO

ile tanimlidir. Ayrica,

n

ATy = —xgoven = 1ligin AT,_; = _P pnP z Py_1x,
n—1n

v=1

oldugu goriiliir.

(3.2)

(3.2) esitliginde her n igin p, =1 alirsak |N,p,|, toplanabilme metodu

|C, 1], mutlak Cesaro toplanabilme metoduna indirgenir.

Son zamanlarda Sarigoél (2011, 2016) |C,al, ve |N,p,, 8, | toplanabilme

metotlarmi kullanarak |C, |, ve |1Vg |k seri uzaylarin1 tanimladi. Ayrica bu uzaylarin

bazi1 topolojik ve cebirsel dzelliklerini inceleyerek bu uzaylar iizerindeki bazi matris

siniflarini karakterize etti.
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Cift indisli diziler igin Cesaro ortalamasi ise asagidaki gibi tanimlidir.

s = (Spy) Gift dizisi 3 Y x;; ¢ift serisinin kismi toplamlar dizisi olsun. Bu
durumda cift indisli s = (s;,,,,) dizisinin (u,,,,) birinci mertebeden Cesaro ortalamasi

(aritmetik ortalamasi)

1 m n
Umn =%ZZSij,(m,n € N)

i=1j=1

ile yazilir.
Eger
p— lim u,,=1
mn—oo
yani,

m n
1
- lim — Sij =
mn—oo MN

i=1j=1

ise, s = (sij) dizisine [ sayisina (C,1,1) Cesaro toplanabilirdir denir (Limaye ve
Zeltser 2009). Burada birinci mertebeden (C,1,1) Cesaro C = (Cmm'j) matrisi

vm,n,i,j € Nigin

1
—, 1<i<m, 1<j<n,
mn

Cmnij = 0, diger durumlarda

seklinde tanimlanir.

Benzer sekilde bir }, . x;; ¢ift serisinin Riesz toplanabilirligi de Alotaibi ve

Cakan (2012) tarafindan asagidaki gibi tanimlanmaistir.

qo,to > 0 olmak lizere g = (qi) ve t = (t;) negatif olmayan reel sayilarin iki

dizisi olsun. Buna gore

18



m

m
Qm=ZQR ve TnZEtl
k=0

=0

seklinde tanimlansin. Ayrica s = (sy;) ¢ift dizisi Y. ; x;; ¢ift serisinin kismi toplamlar
dizisi olsun. Bu durumda her m,n =0 icin s = (sy;) ¢ift dizisinin R9* Riesz

dontistimi

seklinde tanimlanir.
Eger

p— lim (R%s),, =L, LeC

m,n—oo

yani,

ise, bu durumda s = (sy;) dizisine L € C sayisina Riesz toplanabilirdir denir (Alotaibi
ve Cakan 2012).

Bu durumda g = (gx) ve t = (t;) dizilerine bagh olarak Riesz Rt = ( mnkl) matrisi

her m,n, k,l € N i¢in

t
qt ﬂ, 0<k<m, 0l<n
rmnkl = Qan
0, diger durumlar i¢in

seklinde tanimlanir.

Dikkat edelim ki her k,1 € N icin g, = 1 ve t; = 1 durumunda Rt Riesz

ortalamas1 birinci dereceden Cesaro ortalamasina indirgenir ve Rt = ( mnkl) Riesz
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matrisi de dort boyutlu birinci mertebeden C = (¢,x;) Cesaro matrisine, yani

vm,n,k,l €Nigin

—, 1<k<m, 1<l<n

Cmnkl = 0, diger durumlarda

matrisine indirgenir.

x = () bir giftindisli dizi olsun. Yesilkayagil ve Basar (2017, 2018) Riesz
ortalamasi sinirli, Pringsheim manada yakinsak, hem Pringsheim manada yakinsak
hem de sinirli, regiiler manada yakinsak ve mutlak g—toplanabilir x = (x,,,,) Gift

dizilerin
R M) = (x= (tm) € Q: R¥xeM,},
RU(Cp) = {x = (xmn) € Q: RIx€Cph,
RU(Cpp) = {x = (Xmn) € Q: RIxeCpp},
RIC) = (x= () € Q5 RUxeC,),
RU(Ly) = {x= (xmn) € Q: R¥xe L;},(0<q <),
uzaylarin1 tanimlayarak bu uzaylarin cebirsel ve topolojik 6zelliklerini incelediler.

Riesz ortalamasini kullanarak dort boyutlu bir matrisin bir ¢ift dizi uzaymdaki
etki alanin1 inceleyen Yesilkayagil ve Basar’in (2016, 2017, 2018) bu ¢aligsmalar1 ¢ift

dizi uzaylar ile ilgilenen arastirmacilar igin 6nemli ¢aligsmalardir.

Cift seriler icin Riesz toplanabilirligi kullanilarak yapilan diger énemli bir
caligma ise Sarig6l’tin (2021) mutlak toplanabilme metodu tzerine yaptig: ¢alismadir.
Sarigdl (2021), cift serilerin Riesz ortalamasmi kullanarak [N, p,,, g, |, mutlak
toplanabilme metodunu tanimlamistir. Bu ¢alismada bazi kapsama bagmntilart elde
ederek tek indisli diziler ve seriler i¢in tanimlanan ve bilinen sonuglar1 ¢ift indisli

dizilere ve serilere genisletmistir.
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Simdi, ¢ift serilerin Riesz ortalamasi kullanilarak tanimlanan |N,p,,, g, |k

mutlak toplanabilme metodunu hatirlayalim.
Bununicin p = (p;) veq = (qj) pozitif reel sayilarin iki dizisi olsun Oyle Ki
m-ooicinP, =py+p;+:-+py =00, (P4 =p_1=0)
ve
n-oigin@y=qotqt-+tqy>» (Q-1=9-1=0)

saglansin. Ayrica Y, ¥ x;; kismi toplamlar dizisi (s;,,,) 0lan sonsuz bir ¢ift seri olsun.
(Smn) cift dizisinin ¢ift Riesz doniisiim dizisini veya kisaca (N, Py, Gn) agirhikli

dontisiim dizisini (T,,) ile tanmmlayalim, yani Vm,n = 0 igin

n

m
1
T e B Y .
mn Pan§ § Diq;Sij (3 3)

i=0 j=0

olsun. (3.3) esitliginde T_1 g = Tp -y = T—1 1 = 0 ile tanimlidir.

Egerk > 1 igin

Z Z ( = n) |A11Tm—1,n—1| <o (3.4)
Pmqn

m=0n=0

saglaniyorsa, bu durumda Y. ¥’ x;; serisine [N, p,,, gy |, toplanabilirdir denir (Sarigsl
2021). Buradaileri fark tammindan (3.4) ifadesinde yer alan Ay (Ty—1 -1 ) ifadesini

hesaplayalim.

Bu durumda her m,n > 1 igin

A11(Tm—1,n—1) = A01(A10Tm—1,n—1) = A01(Tm—1,n—1 - Tm,n—l)
= (Tm—l,n—l - Tm,n—l) - (Tm—l,n - Tm,n)

= Im-1n-1— Tm,n—l - Tm—l,n + Tm,n

bulunur. Ayrican = 0 igin
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A11(Tm—1,n—1) = All(Tm—l —1) = A10(A01Tm—1,—1) = A10(Tm—1,—1 - Tm—l,O)

= A10( T 10) = —Tm-10 * Tmo = Tmo — Tm-1,0
vem = 0igin
A11(Tm—1,n—1) = A11(71—1,71—1) = A01(A10T—1,n—1) = A01(71—1,11—1 - TO,n—l)
= A01(_7"0,11—1) = _TO,n—l + To,n = To,n - To,n—1

olacak sekilde yazilabilir.

IN, D> Gnlx toplanabilme metodunda 6zel olarak her m,n > 0 igin p,, =

qn = 1 almwrsa, [N, P, q,lx toplanabilme metodu mutlak cift Cesaro |C,1,1|
toplanabilme metoduna indirgenir (Rhoades 1998).

Ayrica Y, ¥, x;; serisinin kismi toplamlar dizisi (sl- j) ve
i J
=0, 0 %
v=0 u=0

oldugu g6z oOniine alinirsa (Sij) dizisinin (N, p,,, q,) doniisiim dizisi olan (T,,;,)

dizisini

" Py z Z %o (P = Po—1) (@n = Qu-1)

v=0 u=
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olacak sekilde yazabiliriz. Burada dikkat edelim ki

A11T—1,—1 = A01(A10T—1,—1) = A01(71—1,—1 - To,—1)
= (T—l,—l - To,—1) - (T—1,0 - To,o) = Too

ve

bulunur, yani Aj;T_; 4 = Tyo Ve Tog = X OlUr. Ayrica (T;,,) dizisini goz oniine

alarak asagidaki ifadelerin esitlerini bulabiliriz.
n=0vem = 1icin,
A11(Tm—1,n—1) = (Tm—l,—l - Tm—l,O) - (Tm,—l mO) Tmo = Tm-1,0

oldugundan

m m-—1
1 1
All(Tm—l,—l) = D Z PiSio — P Z PiSio
m i=o m-15=%

m m m-1 m—1
pi pi
= Xp0 5 Xp0 P
=0 i=v ™ =0 i—y m1
m m—1
_ Z x (Pm Pv—1> X (Pm—l Pv—l)
- v0 - v0
=0 P v=0 Pn—s
m-—1
X (Pm_ m—1>+ X (Pm Pv 1_Pm—1 Pv 1)



m—1
— _m vOPv 1Pm
P

m
)
= P,_
Pum_l L v 1x170

olarak bulunur, m = 0ven = 1 igin,

A11(Tm—1,n—1) = (T—l,n—l - TO,n—l) - (T—l,n - To,n) = TO,n - TO,n—l

oldugundan

n n—1
1 1
A11(Tm—1,n—1) = Q_Z qjSoj — Q—z qjSoj
le=0 n-—1 j=0

n J n-1 j
1 1
=Q_ZCIjzx0u QszO;A
n]=0 u=0 -1 j=0 u=0
n n - n-1
), Z
-_— X X
Qn_ Oﬂ_q] Qn-1 Ou_qj
©=0 j=u j=u
n —0 n-1 00s—0
= (g ) = ()
u=0 u=0
0= 01\ . . (Quer Q
n-—1 u—-1 u—1
=X + X ( - )
0"( Qn ) £\ Qn

n—-1 Q
dn u—lqn
=Xop o+ X
" Qn ”ZO * QnQn-s

n
4n z :
= Q X
QnQn—l - o Tom
u=0

bulunur. Ayrica Vm,n > 1igin
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= (1) (-4

i=0 j=

yazilabilir. Bu durumda (3.5) ifadesi ve

All(Tm—l,n—l) = Tm—l,n—l - Tm,n—l - Tm—l,n + Tm,n

esitligi géz Oniine alinirsa

All(Tm—l,n—l) — 22 xij [(Pm - Pi—l)(Qn - Qj—l) _ (Pm—l - i—1)(Qn - Qf—l)

i=0j=0 Pan Pm—lQn

_ (Pm - Pi—l)(Qn—l - Qj—l) n (Pm—l - Pi—l)(Qn—l - Qj—l)]

PnQn-1 Prp1Qn-q

i z l(Qn Qj-1)Pi—1(Pp = Pp—y) (Quo1 = Qj—1)Pi1 (P — Pm)l
Xij +

i=0 j=0 PnPrn—1Qn BnPrm—10Qn-1

~ i Z ) l(Qn —Qj-1)PiciPm  (Qno1 — Q,-_l)Pi_lpml
_ ! _

-t Pm—lQn Pum—lQn—l
i=0 j=0

m

Z . [Pi—lmej—l(Qn - Qn—l)l

=0 = v Pum—lQnQn—l

i=0 j=0

m n
S

— xi'P'— Q._

Pmpm—lQnQn—l i=1 j=1 J et

bulunur.
Boylece y = (yu) dizisini m,n = 0 igin

Yoo = Xoo0» (36)
m=0ven > 1igin

n

Yon = (g—:)l/k Qj-1 Z X0jQj-1, (3.7)

j=1

n=0vem > 1igin
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m

p 1/k 1
Ymo = <_m> —Z XioPi-1, (3.8)
bn P11 &
=1
ve herm,n > 1igin
m n
pmqn>1/" 1 ZZ
= xii Pi_1Qi_4, 3.9
Ymn (Pan Pm—lQn—l L& ijri 1Q] 1 ( )

olacak sekilde tanimlarsak bu durumda her m,n = 0 igin

k-1 m “
[ = (Pan) Pmn ZZ’“"P Q
" e/ | PrPnoaQu@na gy gt

_ (Pan
PmAn

k-1 .
) BTl
oldugu sonucuna ulasiriz.

Bu durumda, X x;; serisi IN, Dm» Gn |k toplanabilir olmasi igin gerek ve yeter

sart y = (V) € L (1 < k < ) olmasidir.

Simdi (3.6) — (3.9) ile tammli y = (yn (x)) déniisiim dizisinin tersini yani

her m,n = 0 icin x = (x; j) dizisini bulmaya ¢alisalim.

Her m,n > 1 icin (3.9) esitligini kullanirsak

PnQn) " AN
o () Ps@uy = ) iy PaQya (3.10)
Pmdn L&y
ve
m n-—1
P Q . 1/k
Ymno (o) Pa@uz = ) > xy Pia Qs (3.11)
PmQn-1 ==

ifadelerini elde ederiz.
Bu durumda (3.10) ve (3.11) ifadelerinden
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v, (Pan)l/k P Q —y (Pan—l)l/k P Q
mn Dmln m-1¥n-1 mmn—1 DmGn-1 m-1¥n-2
m
= X Pia@us (3.12)

i=1

esitligini elde ederiz. (3.12) ifadesinden ise

y (Pm—lQn)l/k P ,0Q —y (Pm—lQn—l)l/k P._,0
m-1,n pm_lqn m—-2¥m-1 m-1,n-1 pm_lqn_l m—-2¥n-2
m
= inProaQnos (3.13)
i=1

yazilabilir.

Boylece (3.12) ve (3.13) ifadeleri kullanilarak her m,n > 1 igin

X _ 1 <y (Pan)l/k P Q _ y (Pan—1>1/k P Q
mn Pm—lQn—l mn men m-1¥n-—1 mn—1 men—l m—-1¥n-2
—y (Pm—lQTl)l/k p Q
m—-1,n pm—lqn m-2¥n-—1
P—1Qn-1\""
+ ym—l,n—l (u) Pm—z Qn—z
pm—lQn—l
esitligi bulunur.
Yani, her m,n = 1 igin
1 Pi—1Qn-1\""
Xmn = mAn (ym—l,n—l (ﬁ) Pp_20n—2

bulunur.

Benzer olarak n = 0 ve herm > 1 i¢in
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1/k m
ymO Pl/kpm 2 P 1xv0 (314‘)

oldugundan (3.14) esitliginden

B Py
Ymo 1/k ZP‘U 1 X0 (3-15)
ve
1/k
Ym-1,0 1/k ZP -1 Xv0 (3.16)
Pm-1

esitlikleri yazilabilir.

Buradan (3.15) ve (3.16) esitlikleri kullanilarak n = 0 ve herm > 1 igin,

k k
L 1 <y pMkp, . . pY/ 1Pm_2>
mo = mo Tk " Ym-10 T 1k
Pm-1 m/ pm/—l

bulunur.

Boylece, A geri fark olarak tanimlanirsa, yani

1/k 1/k 1/k
n ymOP / P _ Pm/ Pm—l Pm/—lpm—z
A10 1/k — Jmo0 1/k _ym—l,O 1/k

m m m-1

yazilirsa, bu durumda

. 1 5 YmoPY¥P,
mo = p —G10 pl/k

m= m
elde edilir.

Ayrica, benzer islemler tekrar yapilarak m = 0,V n = 1 i¢in
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1/k —Yon-1 1/k
n n-1

k k
1 ( " Qns Q,l/_lon_2>
on - 1/

buluruz.

Bu durumda A geri fark yardimiyla

k
S S i
on On_s 01 ql/k

n- n

bulunur.
Ayrica, m = 0 ven = 0 i¢in

X00 = Yoo
oldugu aciktir.

Simdi, |N, Py, qnl toplanabilen cift serilerin kiimesi |Np,q|k ile tanimlanr

(Sarigél, 2021). Bu durumda, |1Vp’q|kgift seri uzaymni

|Np,q|k = {x = (xij) : Zinj serisi [N, Py, Gn|x toplanabilirdir }

ile gosterebiliriz.

[k olarak, |1Vp,q |kuzay1n1n topolojik ve cebirsel dzelliklerini inceleyelim. Yani,

asagidaki teoremleri ifade ve ispat edelim.

Teorem 3.1 1 < k < oo olsun. Bu durumda |Np,q|k uzay Gift dizilerin koordinatsal

toplama ve skalarla ¢carpma islemleri altinda bir lineer uzay teskil eder.

Ispat. x,z € |Np'Q|k ve a, B € C alalm. Bu durumda ax + Bz € WWIlk oldugunu

gosterelim.

Ux) = (Umn(x)) =y(x)
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doniisiim dizisini

1-1/k

Alle—Ln—l

Pan)

Pm4n

Umn(x) = (
ile tanimlayalim.
Bu durumda (3.17) ifadesinden, m,n = 0 icin

Ugo(x) = Yo0(x) = X0,

m=0ven > 1igin

g\ 1 &
Uon(x) =y (x)=<—"> > ) %0jQ;_y»
on on Qn Qn—lj:1 )¢ j—1
n=0vem > 1igin
m
oK1
U@ = ymo (@ = (B2) " 5> " xopis,
0 mo Pm Pm—l 10ti-1

i=1

ve herm,n > 1 igin

1/k 1 m n
PmAn

Upan () = (x)=( ) > Y xy PioaQy
mn Ymn P.Q,, P 10Qn_14 ij fi—-1Xj-1

i=1j=1

olarak bulunur.

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

Boylece, U(x) = (Umn(x)) dontisim dizisini her m,n = 0 i¢in Uy, (X) = Yin (%)

olacak sekilde U(x) = y(x) ile tanimlarsak

bnQn
|ymn(x)|k = (p ¢

mHn

k-1 X
) 18Tl

elde edilir. Béylece, her x € Wpﬂlk icin y(x) = (ymn (%)) € Ly (1 < k < ) olur.

Bu durumda her x, z € |N, |, , her @, € Cve m,n = 0 igin

U(ax + Bz) = (Umn(ax + Bz)) = (aUmn(x) + ,BUmn(Z)) = alU(x) + BU(z)
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oldugu g6z oniine alinip liggen ve Minkowski esitsizlikleri kullanilirsa

1 1
k k

D lugtax+g2[" | = |atyeo + pUy@)|"
Lj Lj

k k

<tal| ) sl | +181{ D [Uy@|* | <eo

i,j L

bulunur. Bu ise ax+ Bz € |Np'Q|k oldugunu gosterir. Bu durumda |NP'Q|k uzayi

dizilerin koordinatsal toplama ve skalarla ¢carpma islemleriyle bir lineer uzay teskil

eder.

Teorem 3.2 1 < k < o olsun. Bu durumda [N, ;| uzay:

© o p Q k—1 1/k
— mxn k
”x”|1\_’p.q|k - (Z z <men) |A11Tm—1,n—1| ) (3.22)

normu ile bir Banach uzayidir ve £, uzayma norm izomorfiktir, yani |1Vp'q |k = L, dir.

Ispat : Sarigdl (2021) mutlak ¢ift agirlikli ortalama metotlarinin denkligi iizerine

yaptig1 calismada |1Vp_q|k uzaymin (3.22) normu ile bir Banach uzay1 oldugunu

sOylemistir. Burada, bu calismadan faydalanarak ispatin detaylarini verelim. Bunun

icin, ilk olarak |Np'Q|k uzaymin (3.22) bagintisinda verilen ||. ”IIT/qu fonksiyonu ile
Ak

normlu uzay oldugunu gosterelim.

i) Mutlak deger 6zelliginden dolay1 ve Ym,n = 0 i¢in (p,,,), (), (By) Ve
(Q,) dizileri pozitif olduklarindan

1
k
k
|| ]| |¥p.al, |U;(0)| >0
ij

saglanir.
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i) x|l ¥p.l, =0, yani

ol

k
[l |1Vp,q|k = Z |Uij(x)| =0

LJj

olsun. Bu durumda Vv i, j = 0 i¢in

Ul'j(X') =0
olur, yani
®» =2 P..Q k-1 . %
lxllj, | =o=><22( = ”) 1811 T 1,1 ) =0
PAlk m=0=0 PmAn

saglanir. BOylece

Vm,n 2 0 1(;11’1 Alle—l,Tl—l = 0

bulunur. Bu durumda m,n = 0 icin

Too = X090 = 0,

bulunur, m > 1,n = 0 igin

m
p
A1Tm-1n-1 = Tmo — Tin-10 = P Pm ) Z Pi_1xi0 =0
m* m-— i—1

saglanir, yani Vi = 1 i¢in x;, = 0 bulunurve m = 0,n = 1 igin

n
q
A1Tm-1n-1 = Ton — Ton-1 = 0 Qn Z Qj-1%0; =0
n<¥n—-1 j=1

saglanir, dolayistyla Vj = 1 igin x,; = 0 olur.

Ayrica, Vm,n > 1igin
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m n
PmAn
A1 T—1p-1 = Pum—lQnQn—lszijpi_le_l =0

i=1j=1

oldugundan Vi,j = 1i¢in x;; = 0 bulunur. Bu durumda Vvi,j = 0 igin x;; = 0

bulunur. Bu ise, x = 8 oldugunu gosterir, burada 6 sifir vektoridr.

Tersine x = 6 ise, Vm,n = 0igin Ay1T;—1 -1 = 0 ve dolayisiyla
||x|||1vp_q|k =0

oldugu agiktir.

iii) Herhangi bir x € |IVp_q|k ve A € Cigin,

1 1
K k

k k
15l 5,0, = | D 105G | =121 Y ug@al* | = 1211l g, g,

L] L]
olur.

iv) Herhangi x,z € |Np,q |k icin liggen ve Minkowski esitsizliklerinden,

1
k
k
||X+Z|| |va'q'k = Z |UU(X+Z)|
LJ

1
k

= > vy + Uy

i,j

1
k

1
k
< Z |UU(.X')|k + Z |UU(Z)|k
iLj iLj

||| Wpl,, T llzI| ¥l

bulunur.
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Boylece, |N,q| uzayr iizerinde tammli ||. [l | fonksiyonu bir norm olup,
1k pqlg

(|1Vp,q |k, I|. ”WWI';() ikilisi bir normlu uzaydir.

Simdi, 1 < k < oo igin |NP'Q|k uzayinin £, uzayina norm izomorfik oldugunu
gosterelim. Bunun icin |1Vp,q| . Ve Ly uzaylar1 arasinda lineer, birebir ve Orten bir U

doniisiimii oldugunu gosterelim. Béylece U dontistimiind
U: |Np.q|k = Ly
x - U(x) (3.23)
ile tanimlayalim. Burada
U(x) = y(x) = (Unn(x))
doniistim dizisi (3.17) — (3.21) ile tanimlidir.

Herx,z € |N

pal, vektorl ve her a, B € C skalarlar igin

U(ax + Bz) = aU(x) + BU(2)
saglandigindan U doniisiimii lineerdir.

Simdi, x € |1Vp,q|ki(;in U(x) = 6 olsun. Bu durumda her m,n > 0 igin

PmAn\YE 1 QAN
)= (B208) " > S s s 0
mn( ) Pan Pm—lQn—l. v 1Q] !

i=1j=1

saglanir. Bu ise her i,j = 0i¢inx;; = 0 oldugunu gosterir. Boylece x = 6 dir. Bu

durumda U doniisiimii birebirdir.
Ortenligi géstermek icin 1 < k < oo igin y € L, alalim. x = (x,,,,) dizisini ise

VYm,n = 1icin
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1 Pn1Qn-1)""
Xmn = mﬂn <J’m—1,n—1 (ﬁ) Pp—2Qn-2 | (3.24)
n=0vem > 1igin
1 _ (ymoPY*P,,_
Xmo = D A10< o ml/k e ’ (325)
m—1 pm
m=0ven > 1igin
Jk
1~ (yonQa Qns
Xon = A01( = nl/k — |, (3.26)
Qn-1 .
vem,n = 0 i¢in
Xo00 = Yoo (3.27)

ile tanimlayalim.

Boylece 1 < k < coveVm,n = 0igin

1/k
Iy, o), = VGO, = <Z|ymn(x)l"> = ly@lle, <
mn

elde edilir. Bu durumda x € [N}, 4|, elde ederiz ve boylece U déniisiimii Srten ve

norm koruyandir.

Sonug olarak, U doéniisiimii lineer, birebir, orten ve norm koruyandir. Bu ise

|Np,q |k ve L; uzaylarinin norm izomorfik oldugu anlamina gelir.

Son olarak, |Np,q |k uzaymin (3.22) ile tanimlanan ||. ”Wp.ﬂk normuna gore bir

Banach uzay1 oldugunu gosterelim. Bunun igin, Boos (2000) de yer alan Sonug 6.3.41

in (b) kismin1 gz 6niine alalim: “(y, F;) ve (A, F,) yarmormlu uzaylar ve

U: (IP'FI) - (A'FZ)
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donilisiimii de bir izometrik izomorfizm olsun. Bu durumda (v, F;) uzaymin tam
olmasi i¢in gerek ve yeter sart (A, F,) uzaymim tam olmasidir. Ozel olarak, (), F;)
uzaymin bir Banach uzay1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart (A, F,) uzaymin Banach

uzay1 olmasidir.”

Bu teoremin ispatinda (3.23) ile tanimlanan U doniistimi |Np'Q|k uzayindan

L} uzayma bir izometrik izomorfizm ve Basar ve Sever (2009) Teorem 2.1’den £,

uzay1 bir Banach uzay1 oldugundan |1Vp,q |k uzay1 da bir Banach uzayidir. Bu ise ispati

tamamlar.
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4.

N,,,q|k CIFT SERI UZAYININ a— , B(bp) ve y-—

DUALLERI

Bu bolimde ¢ift serilerin Riesz ortalamasi yardimiyla tanimlanan |Npﬂ|k

mutlak cift seri uzaymnin a—, f(bp) — ve y —duallerini belirleyecegiz. Bunun igin

asagidaki lemmaya gereksinim duyariz.

Lemma 4.1 (Yesilkayagil ve Basar 2017) A = (@) dort boyutlu bir sonsuz

matris olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler saglanir.
i) 0 < k < 1olsun. Budurumda 4 € (£, : M,,) igin gerek ve yeter sart

Ay = sup |arstu| <o (4-1)

r,s,t,ueEN

olmasidir.
ii) 1 < k < oo olsun. Bu durumda A4 € (£, : M,) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

Ay = sup ) |Gps | < oo (4.2)
olmasidir. Burada k*, k nin eslenigidir. Yani %+ ki = 1dir.

iii)0 <k <1vel<ky < oo olsun. Budurumda 4 € (£ : L, ) olmasi igin gerek

ve yeter sart

olmasidir.

iv) 0 < k < 1 olsun. Budurumda A € (£ : Cp,) olmas i¢in gerek ve yeter sart (4.1)

kosulunun saglanmasi ve 0yle bir (a;,) € Q vardir 6yle ki
bp — rlsiinoo Arstu = Aty (4-3)

kosulunun saglanmasidir.
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v) 1 < k < oo olsun. Budurumda 4 € (£ : Cpyp) olmasi igin gerek ve yeter sart (4.2)

ve (4.3) kosullarinin saglanmasidir.

Teorem 4.2 D = (d ;) matrisini

dmnij
( Qoo, m=n=0,
amOPT}:’ll/k ]
1k’ n=0vei=m,
Pm
P-l/kP'—l a0 .
l 1/; 1O<Pil_1)’ n=0vel<i<m-1,
i
aOnerl/k .
T 1k’ m=0 ve j=n,
an
/k
Q;i""Q;- ay;
jl/kj ~8or (L), m=0vel<j<n-1,
1/k
A ( a )(PLQ])/P' Q; 1<i<m-—-1vel<j<n-1
a; P,Q.\ "
A < 5 )(l ) Pi_1Qn-1, 1<i<m-1lvej=n,
10 Pi—lQn—l bidn ment
1/k
) o) =mers)
A Pp_1Qj-1, i=mvel<j<n-1,
01 (Pm—le—l pmqj m-1%¥j-1
1/k
amn (Pan) i i
Pr—1Qn-1, i=mvej=n
Pr—1Qn-1 \Pmqn moten—t
\
olacak sekilde ve wy, w,, ws klimelerini
wy = {a = (@mn) €EQ: bp — lim dpy;; mevcut},
m,n—co
W2 = {a = (amn) €Q: sup |dpnys| < oo}, (4.5)
m,n,i,jEN
k*
ws; =41a=(anp,) €EQ: sup Zldm"ijl < o (4.6)
m,neN T

ile tanimlayalim. Bu durumda
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B(bp) .
) = wy Nw, dir.

i) k= 1igin, (|N,,q|,

B(bp) .
) =wy N wy tur.

i) 1<k <ooigin, (|N,ql,

Ispat. a = (a,,,,) € Q ve x = (x,,) € Wp'qlk olsun. Bu durumda Teorem

3.2 den dyle bir y = (Vi) € L (1 < k < ) gift dizisi vardir.

Cift indisli diziler i¢in Abel dontigiimiinii hatirlayalim:

mn
Smn = Xmn
k,1=0
olmak tizere her m,n = 0 igin
mmn
Zmn = Z Ap1Xk1
k,1=0
m-1n-1 m-—1 n-1
= Z Skibi1a,  + Z SknB10Qkn + zsmlAmaml + Smnmn
k,1=0 k=0 1=0
saglanir.

Bu durumda (4.7) esitliginden

m n

i=0 j=0
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m 1/k
_ 1 (P, Pi—q Vi1, oP Pz 2
= QgoYoo T Qio 1/k 1/k

- P4 p;

pl 1
- 1 }’o]Ql/ij 1 J’o] 1Q1/kQ] 2
+Za01 Q] 1 ql/k Cll/k
j=1 J j-1
RN 1 P,Q
+ZZa--— Vij ( ]> P_1Q;-
i=1 =1 Y Pi—le—l piq; et
= 1/k
PiQj_1\* Pi_1Q;
— Yij-1 (PLLCI—JJ—) Pi_1Qj—2 —Yi-1j <pll_—1qjj P01
1/k
Pi_1Qj1
t Yi-1,j-1 (I;quj_) Pi_,0Q0i-

m n 1/k
alOleP ajoYi- 10P Pz 2 apjYo;Q;
= QooYoo + 1/k b l/k + 1k
-

i=2 1Pi—q =14
n 1/k m n
B anij—le 10Qj-2 + @y
Q; 1/k Pi_10; 1
j=2 j-19;- i=1 j=1 1=

burada

1/k 1
Pin) (Pin—1>"
P:_ Q._ — Vi P Q._
yl] <plq1 -1¥j-1 yl,] 1 piqj—l —-1¥j-2

1 1
P,_10;\* P_1Q;_1\F
— Yi-1,j <—pli_1q;> P 5Qi-1+Yi—1j-1 <—Pli_1qj_1 Pi_,Q;4

dir.

Bu durumda Abel doniisiimiinii uygularsak

m 1k m-1 1/k n 1/k
_ aioYiok; / Ai+1,0Yiok; Py A0jY0;Q;
Zmn = QooYoo + ) — p—— ik t) —ak
i=1 i i=1 lpl j=1 qj
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n—-1 1/k m-1n-1

ao,j+13’on' Qj-1 aij
_ T 2 B (5—a— ) by
= Q]q 1—1Q1—1

ij=1

m-1 n-1

j a
+ > A ( )h +ZA <L>h o+ Ry ————
1o l 1Qn 1 " ot m 1Q] 1 m o Pm—lQn—l

i=1

bulunur, burada

mmn
hmn = Z Tij
ij=1
olur.
Bu durumda

1/k  m-1 1/k 1/k
amoymOPm/ + z yiOPi / Pi—l A (aio > + aOn:VOnQn/
- 1/ 10

Zmn = QooYoo + 17k 1/k 1/k
Pm 4 i=1 pi/ Pi—1 qn/
1/k
”Z OJQ/Q] N <ao,->
L 01 Q)
m—-1,n-1 i,j
@y P.Qs\ "/
+ Aqq Yes|m——] Pr-10s—1
l 1Q} 1 PtQs
i,j=1
PtQ 1\ P_1Q5\ "
Yts 1(PtCI:—1> P 1Qs—2 — Yi-1,s (Pt——ﬂ:> Pi_5Qs—1

Pio1Qs-1)""
+ YVe-1,5-1 (pt—s) Pi_5Qs_>

t-19s-1

m-—1 in

Ain Pth 1k Pth—l 1k
N R s
' 10 P 1Qns ya Yts Deds t-1Us—1 — Vts-1 Dot t-1Us-2

—Yt-1,5 (pt : S) P 5051+ Y151 (%) P50,

t-19s t-19s-1
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m,j
Ao ; P.Q 1/k P,Q,_ 1/k
+ § Apq <—m] ) § (yts (_t S) Pr_1Q5-1 _yt,s—l( At 1) Pi_10Q5-2
: Pm-1Qj-1) &= 2 p

= s tds-1
P_1Qs\ " P_1Qs_1\ "
— Yt-1s (pt_—lq:) P 2Q5-1+ Yi-15-1 (qu_l) Pi_50Qs-

on 1/k 1/k
Amn Z (Pth) (PtQH)
o e P, Q.4 — _ P._,0._
+P <3’ts :q t—10s—1 — Vis—1 D r—10Q5—2

m—1Qn—1 ts=1 tYs tds-1
Pe_1Q5\'" Pe_1Qs_1\""
t-1,s De-1qs t—2%¥s—-1 t—1,5-1 Dt-1Gs-1 t—2%s-2

bulunur.

Boylece kiigiik bir hesaplama ve indis degisimi yardimiyla

1/k
_ amoymOP le P 1A Qio aOnYOnQn/
Zmn = QooYoo T — 1 — 1/k +

"\Py q/*
1/k
mQ/Qﬁl ao;
+Z Tk Apq 0,
=4 j-1
m-1n-1 i-1,j-1
@y P:Qs\ "
+ Ay 0, Vts P 1054
ij=1 l 1¥j-1 fs=1 Peqs
i—-1 1/k j-1 l/k
1Y, P;Q
+ t]< ]> Pt—le—1+zyis< l S) i—10s-1
t=1 t s=1 Lis
1/k
Q;
+ l}( —J Pl—le—l
piq;
i-1Jj-1 Jj-1
P.Qs\"" AN
- Vts Pt—le—1+ Vis i 1Qs 1
t=1s=1 Peds s=1 vts
i-1 /j-1 1/k
P:Qs\ " :Q
- Z yts( S) P 1Qs—1 |+ ¥¢j j P 1Qj-1
=\ Peqs tq;
i-1,j-1
PQs\'/*
+ Yts Pt—le—l
t=15=1 Piqs
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m-—1 a i-1n-1 p Q 1/k
i t
+ Aqp (#) Vts (_S> Pr_1Q5-1
= i-1¥¢n-1/ (& £ Ptqs
-1 n—-1
P,Q,\ ¥ 0¥
+ Yin n) P 1Qn-1+ 2 Vis ( l S) Pi_1Qs—4
=1 thn S=1 1S
+ Yin (pllq:) Pi—lQn—l
i-1n-1 n—-1
P.Q 1/k 0.\ /¥
- Vts ( S) P 1Qs-1 + z Vis ( l S) P_1Q5-1
t=1s=1 Peds s=1 Lis
-1 m-1
- Z ( Yts ( S) Pt—le—l + Yin ( n) Pt—lQn—l
=\ Peqs tqn
i—-1,n-1
:Q\ "
+ Yis |\ T—— Pt—le—l
= Toe1 Peqs
n-1 4 m—-1J-1 PO 1/k
t
+ZA01 (P mé ) Z Z%s( S) Pr_1Qs-1
=1 m—-1¥j-1 t=1 s=1 Peqs
m-1 1/k j=1 1/k
:Q Q
+ yt] ( J) Pt—lQ]—l +zyms< = S) Pm—le—l
=1 ptq] =1 ms
1/k
( m ) : 10j-1
™ \Pma; meT
m-1Jj-1 Jj-1
P.Qs\"/" P Qs\*
- Yis\T— Pt—le—l + Yms Pm—le—l
e Piqs e Pmds
- j—1
N PQs\ PQ;\*
- Zyts< ) Pe_1Q5-1 + ¥¢j P 1Qj1
=\ Peqs Peq;
m-1J-1
P.Qs\"/"
+ Vts P_1Q5-1
= = Peqs
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t=1 s=1
m-—1
+ Yitn (g) Pt 1Qn 1 + Z Yms ( = S) m—le—l
t—1 Peqn Pmds
( an)” “ 0
mn DmGn m-1¥n-1
m—-1n—-1 PQ 1/k Q
- ZZ)’ts( : S) t 1Qs 1+zyms(m S) m—le—l
Lt £ Peds Pmds
=1 s=1
m-1 ,n-1
2 Q 1/k Q
- z yts( : S) Pr_10Qs- 1+ytn( - n) Pt—1Qn—1
—~\5 Peqs Peqn
= s=1
m-1n-1
P:Qs\""
+ YVts Pt—le—l
=T Ptqs

bulunur. Boylece gerekli sadelestirmeler yapilarak her m,n = 0 igin

m—1

k 1/k
AmoYmoPm » z leP Pl 1A (aio > N aOnyOnQn/
Aqp

Zmn = QooYoo t — % — 1/k P, qul/k
K
Y00 Qjce [ ay;
+z Tk Aoy 0,
=4 j-1
-1,n-1
+mzn A <_>y<ﬂ>/p 0
Ly TU\P1Qi1) 7Y \pig; et
i,j=1
m-1
1/k
Ain LQn
+ ) A ( )y ( ) P 10n
e 10 Pi—lQn—l m Piqn mtend
n-1 1/k
amj PmQj
o5 (2 o (2o,
= ot Pm—le—l ™ mej moie
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1/k
Aynn (Pan>

+— —_— Ph_1Q,_

Pm—lQn—l Ymn Pmdn moien—t

=(DWm), .
esitligi bulunur. Burada D = (d,p,;;) matrisi (4.4) ile tanimlidur.

Bu durumda x = (Xpn) € |Npq|, oldugunda ax = (@mnXmn) € CSpp olmas

i¢in gerek ve yeter sart y = (Vn) € Ly oldugunda z = (z,,,) € Cp, olmasidir. Bu

)ﬁ(bp)

durumda a = (au,) € (lNWJlk olmasi i¢in gerek ve yeter sart D € (Lk : C’bp)

olmasidir.
Lemma 4.1 iv) den k = 1 igin

Sup |dmnij| <o
m,n,i,jeEN

ve dyle bir (uij) € Q vardir oyle ki

m,n—oo
kosullar1 saglanir.

Lemma4.1v)den1l < k < oo igin

sup Zldmnijrc* < o
ij

m,neN

ve (4.8) kosullar1 saglanir.

Buise k =1 i¢in

)B (bp)

(|IVM|1 =w;Nw,

ve 1 <k < oigin
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(l’vp,qlk)ﬁ(bp) =wiNws

oldugu anlamina gelir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Teorem 4.3 D = (dpy;;) matrisini (4.4) ve wy, ws kiimelerini ise sirastyla

(4.5), (4.6) ile tanimlayalim. Bu durumda
) k= 1igin, (|N,q],)" = w, dir.
i) 1<k <ooicin, (|Npql ) =ws tir.

ispat. a = (a,;,) € Q ve x = (x,,) € |Np,q|k olsun. Bu durumda Teorem

3.2 den dyle bir y = (Ymn) € Ly (1 < k < 00) cift dizisi vardir. Teorem 4.2 de

oldugu gibi ¢ift indisli diziler icin Abel dontisiimiini kullanarak her m,n = 0 igin

m n k m-1 k
amo)’mopl/ ylopl/ P Qo
a;jXij = QooYoo T — 1k 1/k A1o P,
i=0 j=0
Kk n- 1/k
aOnyOan/ OJQ Q] 1 Qoj
" q/* B Qj-1
m-1n-1 1/k
S <L>y..<@>/ b0
Ly TU\P1Qi1) 7Y \pig; et
i,j=1
m—1 l/k
QAin PiQn
3 o )yin(2-22)  Praae
=1 19 Pi—lQn—l m Piqn mtentt
n-1 1/k
Amj mQ]
+ZA < )y ( ) Pp_1Qi_
= ot Pm—le—l ™ me] moie
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1/k
Aynn (Pan>

+— ——)  Pp_1Qn-

Pm—lQn—l Ymn Pmdn motent

=)

esitligini buluruz, yani,

mn
Zmn = Z Ap1 X1 = (D(}’))mn

k,1=0

yazilabilir. Burada D = (dpn; j) matrisi (4.4) ile tanimhdir.

Bu durumda x = (x,,,,) € |NPJQ|k oldugunda ax = (@ppXmn) € BS olmasi

icin gerek ve yeter sart y = (Yn) € Ly oldugunda z = (z,,,) € M,, olmasidir. Bu
_ 14
durumda a = (a,,,) € (|Np_q|k) olmas i¢in gerek ve yeter sart D € (L, : M)

olmasidir.
Lemma4.1i)denk = 1i¢in D € (£; : M,,) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

Sup |dmnij| <
m,n,i,jeEN

kosulunun saglanmasidir.

Lemma 4.1 ii) den 1 < k < o igin D € (£ : M,,) olmasi igin gerek ve
yeter sart

sup Z|dmnij|k < 0
Lj

m,neN

kosulunun saglanmasidir.
Buise k =1icin

(|IVM|1)V =Wz
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vel <k < ooigin

(Wp,qlk)y =Wws

oldugu anlamina gelir. Boylece ispat tamamlanir.
Teorem 4.4 F = (fy,;) matrisini

( oo, m=n=0,
1/k
amOPm
1/k '’
Pm
1/k
_ AmoPp_1Pm—2

1/k ’
Pm—lpm/—l

1/k
AonQn

1/k ’
a

1/k
_ aOnQn—1Qn—2

n=0vei=m-1,

m=0 ve j=n,

m=0vej=n-1,

fmni = 4 Qn_1q* (4.9)
i (e 0y i=metiejzant
e (=) g tmme e
Lt (B0 o imemnet
Pmilinan—l (1}9)7::51:)1/]c Pm-10Qn-1, i=mvej=n

ve w, kiimesini

Wy = {a = (Amn) €Q: sup Zlfmnij' < oo}
i,JEN p—
seklinde tanimlayalim. Bu durumda
_ a
(|Np,q|1) =Wy

bulunur.
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ispat. a = (a,,,) € Qvex = (x,,) € |1Vp,q|1 olsun. Bu durumda Teorem 3.2
den dyle bir y = (yu,) € L, ¢ift dizisi vardir. x = (x,,,) € |1Vp,q|1 dizisi icin
(3.24), (3.25), (3.26) ve (3.27) esitlikleri kullanilarak

m =n = 0 igin,

AgoXo0 = AooYoo = (F¥)oo,

m=0,n > 1igin,

1 0/*Q,_, 0.0,
AonXon = Aon 0 < on - 1/;? - yO,n—l% = (Fy)on
n—1 qn qn—l
n=0,m > 1igin,
1/k
~ 1 PY*P,_y PrtiPrz) _ op
AmoXmo = Amo P Yo 7k Ym-10 T 1k | T (FY)mo»
m—1 pm pm—l

ven,m > 1igin

1 P Qu\ "
AnnXmn = Amn 5~ \ Ymn \T—— Pp_1Qn-1

Pm—lQn—l Pmqn
PnQn-1)"" P10 /"
— Ymn-1 (pm qn 1) Pm—lQn—Z — Ym-1n ( = 1qn) Pm—ZQn—l
mUn— m—14n
Prn1Qn-1)""
+ Ym-1n-1 (#) Pm—2 Qn—z = (Fy)mn
m—-14Yn-1

yazilabilir.
Boylece her n,m > 0 igin,

AmnXmn = (FY)mn
bulunur. Burada F = (fn;) matrisi (4.9) ile tanimlidur.

Bu durumda x = (x,,,,) € |1Vp’q|1 oldugu zaman ax = (ApmnXmn) € Ly

olmast i¢in gerek ve yeter sart y = (Ypn,) € Ly, oldugu zaman Fy € £,, olmasidir. Bu
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_ a
durumda a = (a,,,) € (|Np,q|1) olmasi i¢in gerek ve yeter sart F € (£, : L)

olmasidir.

Lemmad4.lii)denk =k, =1icinF € (L, : L, ) olmasi i¢gin gerek ve yeter
sart

sup Z|fmm,| <o

i,JEN

kosulunun saglanmasidir.

Bu ise

(1Foal,)” = wa

oldugu anlamina gelir, bu da ispat1 tamamlar.
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5. SONUC VE ONERILER

Cift indisli Riesz ortalamasi ve dort boyutlu bir matrisin bir ¢ift dizi uzayindaki
etki alan1 ile ilgili olarak, Yesilkayagil ve Basar (2017, 2018) Riesz ortalamasi sinirli,
Pringsheim manada yakinsak, hem Pringsheim manada yakinsak hem de smirli,
regiiler manada yakinsak ve mutlak g —toplanabilir ¢ift dizilerin sirasiyla R7*(M,,),
RI(C,), R (Cpp), RI(C,) ve R(L,) uzaylarmi tammlayarak bu uzaylarmn
cebirsel ve topolojik 6zelliklerini incelediler. Bu ¢alismada ise ¢ift Riesz ortalamasi ve
Sar1g6l (2010) tarafindan tanimlanan mutlak toplanabilme kavrami kullanilarak farkli

yapida insa edilen (Sarigol, 2021) |Np"I|k mutlak Riesz c¢ift seri uzayinin bazi

topolojik oOzellikleri incelenip dual uzaylart belirlendi. Bir sonraki calismada ise

|IVp,q |k cift seri uzay: tizerine bazi matris dontisiimlerinin karakterizasyonu yapilabilir.

51



6. KAYNAKLAR

Alotaibi, A.M. and Cakan, C., “The Riesz convergence and Riesz core of

double sequences”, Journal of Inequalities and Applications 2012:56, pp:8,
(2012).

Bagar, F. and Sever, Y., “The space L, of double sequences,” Math. J.
Okayama Univ., 51, 149-157, (2009).

Boos, J. “Classical and Modern Methods in Summability”, Oxford
MathematicalMonographs. Oxford Science Publications. Oxford University
Press, Oxford, (2000).

Boos, J. and Cass, F.P., Classical and Modern Methods in Summability,
Clarendon Press, (2000).

Bor, H., “On |N, p,|; summability factors of infinite series”, Tamkang J.
Math., 16, 13-20, (1985)

Bor, H. and Thorpe, B., “On some absolute summability methods”, Analysis
7,145-152, (1987).

Bor, H., “Some equivalence theorems on absolute summability methods”, Acta
Math. Hungar. 149(1), 208-214, (2016).

Burkill, J. C. and Burkill, H., A Second Course in Mathematical Analysis,
Cambridge University Press. London, (1980).

Demiriz, S. and Duyar, O. “Domain of difference matrix of order one in some
spaces of double sequences”, Gulf J. Math., 3(3), 85-100 (2015).

Flett, T.M., “On an extension of absolute summability and theorems of
Littlewood and Paley”, Proc. London Math. Soc., 7, 113-141. (1957).

Gokhan, A. and Colak, R., “The double sequence spaces c} (p) and cZ? (p)”,
Appl. Math. Comput., 157(2), 109-147, (2004).

Gokhan, A. and Colak, R., “Double sequence space ¢35’ (p)”, ibid., 160(1), 147—
153, (2005).

Hamilton, H. J., “Transformations of multiple sequences”, Duke Mathematical
Journal, 2(1), 29-60, (1936).

52



Hardy, G. H., “On the convergence of certain multiple series”, Proceedings of
the Cambridge Philosophical Society, 19, 86-95, (1916 — 1919).

Hardy, G. H., Divergent Series, Oxford University Press, London (1949).

Kojima, T., “On the theory of double sequence”, Tohoku Mathematical
Journal, 21, 3-14, (1922).

Kreyszig, E., Introductory Functional Analysis with Applications, Wiley New
York, vol. 1., (1978).

Limaye, B.V. and Zeltser, M. “On the Pringsheim convergence of double
series” Proceedings of the Estonian Academy of Sciences, 58(2), 108-121,
(2009).

Maddox, I. J., Elements of Functional Analysis, Cambridge University Press,
Cambridge, (1970).

Moricz, F.,“Extensions of the spaces ¢ and c, from single to double
sequences”,Acta Math. Hungar, 57, 129-136, (1991).

Moricz, F. and Rhoades, B.E., “Almost convergence of double sequences and
strong regularity of summability matrices”, Mathematical Proceedings of the
Cambridge Philosophical Society, 104(2), 283-294, (1988).

Mursaleen, M. and Basar, F., “Domain of Cesaro mean of order one in some
spaces of double sequences”, Studia Scientiarum Mathematicarum Hungarica,
51, 335-356, (2014).

Bodur, O., “Cift Seri Uzaylar1 ve Cesaro Ortalamas1”, Yiksek Lisans Tezi,
Pamukkale Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisi, Matematik Anabilim Dal,
Denizli, (2021).

Pringsheim, A., “Zur Theorie der zweifach unendlichen Zahlenfolgen”,
Mathematische Annalen, 53(3), 289-321, (1900).

Rhoades, B. E., “Absolute comparison theorems for double weighted mean and
double Cesaro means”, Math. Slovaca, 48, 285-301, (1998).

Robison, G. M., “Divergent double sequences and series”, Transactions of the
American Mathematical Society, 28(1), 50-73, (1926).

Sarigol, M. A., “On local properties of factored Fourier series”, App. Math.
Comput., 216, 3386-3390, (2010).

53



Sarigol, M. A., “Matrix transformations on fields of absolute weighted mean
summability”, Studia Sci. Math. Hungar., 48 (3), 331-341, (2011).

Sarigol, M. A., “Spaces of series summable by absolute Cesaro and matrix
operators”, Comm. Math. Appl., 7(1), 11-22, (2016).

Sarig6l, M. A., “On equivalence of absolute double weighted mean methods”,
Quaestiones Mathematicae, 44(6), 755-764, (2021).

Yesilkayagil, M. and Basar, F., “A note on Riesz summability of double series,
Proc. Natl. Acad. Sci. India A, 86(3), 333-337, (2016).

Yesilkayagil, M. and Basar, F., “On the domain of Riesz mean in the space L3”
Filomat, 31(4), 925-940, (2017).

Yesilkayagil, M. and Basar, F., “Domain of Riesz mean in some spaces of
double sequences” Indagationes Mathematicae, 29, 1009-1029, (2018).

Zeltser, M., “Investigation of Double sequence spaces by soft and hard
analitical methods”, Dissertationes Mathematicae Universtaties Tartuensis 25,
Tartu University Press, Univ. of Tartu, Faculty of Mathematics and Computer
Science, Tartu, (2001).

Zeltser, M., “On conservative matrix methods for double sequence spaces”,
ActaMath. Hung., 95(3), 225-242, (2002).

54





