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Bu tezin tasarimi, hazirlanmasi, yiiriitillmesi, arastirmalarinin yapilmasi ve
bulgularinin analizlerinde bilimsel etige ve akademik kurallara 6zenle riayet
edildigini; bu caliyjmanin dogrudan birincil iiriinii olmayan bulgularin,
verilerin ve materyallerin bilimsel etige uygun olarak kaynak gosterildigini
ve alint1 yapilan ¢calismalara atfedildigine beyan ederim.
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OZET

SOFT MODULLER VE BAZI OZEL TiPTEKi SOFT ALT MODULLER

PAMUKKALE UNIVERSITESI FEN BiLIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

(TEZ DANISMANI: DOC. DR. CANAN CELEP YUCEL)
DENIZLi, AGUSTOS - 2021

Klasik mantigin, ekonomi, miihendislik, ¢evre ve tip gibi bir¢ok alaninda
¢oziimleyemedigi belirsizlikleri ortadan kaldirmada soft kiime teorisi ¢cok dnemli
rol oynamaktadir. Bu teorinin matematikteki cebirsel yapilara uygulanabilmesi
nedeniyle bu alanda bir¢ok ¢alisma yapilmaktadir. Bu ¢aligmada, soft kiimeler
lizerinde tanimlanan soft modiiller ve 6zellikleri detayli olarak incelenmektedir.
Soft alt modiillerin direkt toplam1 ve direkt toplanani, kiiglik soft alt modiiller ve
bir soft modilin sokul’u (socle) ile ilgili literatiirde mevcut sonuglar
verilmektedir. Ek olarak ozel tipteki biiyiik (essential) ve komplement soft alt
modiiller i¢in bulunan tiim 6zellikler {izerinde durulmaktadir. Tanim ve sonuclar
orneklerle desteklenmektedir.

ANAHTAR KELIMELER:Soft Kiime, Soft Modiil, Biiyiik (Essential) Soft Alt
Modiil, Komplement Soft Alt Modiil.



ABSTRACT

SOFT MODULE AND SOME SPECIAL TYPES OF SOFT SUBMODULES
MSC THESIS
EMIN EMRE KOMURCULER
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS
(SUPERVISOR: ASSOC. PROF. DR. CANAN CELEP YUCEL)
DENIZLi, AUGUST 2021

The theory of soft sets plays an important role to eliminate uncertainties,
arising in many areas such as economy, engineering, environments and medical,
that can’t be analyzed by using classical logic. A lot of work is being done in this
area because of the applicability of the theory to the algebraic structures in
mathematics. In this work, soft modules defined on soft sets and their properties
are examined in detail. Results available in the literature are given for direct sum
and direct summand of soft submodules, small soft submodules and the socle of a
soft module. In addition, obtained properties for special type of essential and
complement soft submodules are emphasized. Definition and results are supported
with examples.

KEYWORDS: Soft Set, Soft Module, Essential Soft Submodule, Complement
Soft Submodule
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SEMBOL LiSTESI

P(V) : Kuvvet Kiimesi

(F,A) : Soft Kiime

CJ Soft kiimelerin birlesimi
A Soft kiimelerin arakesiti
M Kisitlanmis kesisimleri

1

Soft alt grup

Alt modiil ailesinin toplami

™
z

iel

® Alt modiillerin direkt toplami1
S; Biiyiik (essential) soft alt modiil
S~C Komplement soft alt modiil



ONSOZ

Bu ¢aligmada bana her zaman destek olan, degerli bilgilerini ve tecriibesini
higbir zaman esirgemeyen her konuda yol gosterip tiim sabriyla yardimci olan
degerli saym hocam Dog. Dr. Canan CELEP YUCEL’e, ayrica maddi manevi
benden desteklerini esirgemeyen aileme sonsuz tesekkiir ediyorum.



1. GIRIS

Miihendislik, ekonomi, tip bilimi ve bir¢ok alandaki bilim insanlar1 her giin
belirsiz verileri modellemeye calismaktadir. Klasik yontemler her zaman basarili
degildir. Olasilik teorisi, fuzzy kiimeler ve diger matematiksel araglar, belirsizligi
aciklamak icin iyi bilinen ve genellikle yararli yaklasimlar olsada, Molodtsov’un
dedigi gibi bu teorilerin her birinin kendi i¢inde zorluklar1 vardir. Sonu¢ olarak
Molodtsov (1999) belirsizligi modellemek icin “Soft Kiimeler Teorisi” olarak

adlandirilan yeni bir yaklagim onermistir.

Maji ve dig. (2009) bilgisayar uygulamalari acisindan o6nemli olan ilk
uygulamay1 vermistir. Soft kiimeler teorisi lizerinde birgok caligmalar yapilmis ve
yapilmaya devam etmektedir. Bu alandaki ¢aligmalar arasinda, Soft kiime teorisinin
cebirsel yapilar iizerine elde edilen sonuglar olduk¢a 6nemli yer almaktadir. Aktas
ve Cagman (2007) soft gruplar1 tanimlayarak 6zelliklerini incelemislerdir. Acar ve
dig. (2010) soft halkalar tizerinde soft idealler ve idealistik soft halkalar
tanimlamiglardir. Ayrica, soft halkalar lizerine detayli calisma yapmislardir. Shah ve
Medhit (2014) Soft Noetherian halkalar {lizerine arastirmalar yapmuslardir. Soft
modiiller Sun ve dig. (2008) tarafindan tanimlanmis temel 6zellikleri incelenmistir.
Tiirkmen ve Pancar (2013) soft altmodiillerin toplamlarini ve direkt toplamlarini
tanimlayip bu anlamda 6nemli sonuglar elde ederek, kiiciik (small) soft alt modiilleri
ve soft modiiliin radikali tizerinde durmustur. Yiicel ve Acar (2017) soft modiiller
tizerinde Ozel tipteki soft biiyiik (essential) alt modiilleri ve soft komplement alt
modiilleri tanimlayip 6zelliklerini ayrintili olarak incelemislerdir. Daha sonra Davvaz
ve dig. (2019) soft modiillerin sokul’u (socle) ve radikali tlizerine 6nemli sonuglar

elde etmislerdir.

Bu ¢alismada soft modiiller ile 6zel tipteki soft alt modiiller, bir soft modiiliin
sokul’u (socle) detayli olarak incelenmis elde edilen tiim sonuglar iizerinde durulmus

ve orneklerle tanim ve sonuglar desteklenmistir.

Ikinci béliimde tez boyunca ihtiya¢ duyulacak olan temel kavramlar kisaca

Ozetlenerek bunlarla ile ilgili elde edilmis baz1 sonuglar1 verilmistir.

1



Ucgiincii boliimde ise, soft modiiller detayli olarak incelenmistir. Ayrica bir
modiiliin sokul’u (socle) ile kiiclik (small) soft alt modiiller, biiyiik (essential) ve
komplement soft alt modiiller gibi 6zel tipteki soft alt modiiller tanitilarak bunlarla

ilgili elde edilmis tiim 6zellikler arastirilmastir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde, tez boyunca gerekli olan temel tanimlar ve onlarla ilgili elde

edilen temel sonuglar verilecektir.

2.1  Soft Kiimeler ve Ozellikleri

BuradaU evrensel kiime, E parametreler kiimesi ve P(U), U evrensel

kiimesinin kuvvet kiimesi olarak alinacaktir. Bu kistm Molodtsov (1999) ve Maji ve

dig. (2009) kaynaklar1 kullanilarak olusturulmustur.
Tamm 2.1.1: AcE ve F:A— P(U) kiime degerli fonksiyon olmak tizere (F, A)
ikilisine U kiimesi {izerinde bir soft kiime denir.

Ornek 2.1.2:X baz evlerin kiimesi, E parametreler kiimesi olsun.

E={e.e,6,€,6} Ve X ={X,X,,X;,X, X5, %} olmak iizere, (F,E) soft kiimesini

ele alalm. F:E — P(X) dontisimi F (el) = {h € X| UCUZ} seklinde tanimlansin.

e, =ucuz e, =pahal e, =renkli e, =modern e, =akilli parametrelerine gore,

Fle)={x.%}, F(&)={x.%, %}, F(e)={x}, F(e,)={xx}, F(&)=0

olur. Boylece,

(F.E)= {(ucuz ev,{X,%,}),(pahali ev,{x,x,, X, }),(renkli ev,{x4}),}
(modern ev, {x,,x;}),(akilli ev,2)

bir soft kiime olarak elde edilir.

Tamm 2.1.3: (F,A) ve (G,B), U evrensel kiimesi iizerinde iki soft kiime olmak

lizere;

I. AcB
ii. Vxe A igin F(x) ve G(x) aym kiimedir.



kosullar1 saglantyor ise (F,A), (G,B) nin bir soft alt kiimesi olarak adlandirilir ve

(F,A)&(G,B) ile gosterilir.

Tamm 2.1.4: (F,A) ve (G,B), U evrensel kiimesi iizerinde iki soft kiime olmak
iizere (F,A)&(G,B) ve (G,B)E(F,A) ise (F,A) ve (G,B) soft kiimeleri esittir

denir .

Tamm 2.1.5: (F, A), U evrensel kiimesi iizerinde soft kiime olmak iizere Ve € E

i¢in, F(e)=Cise (F,A) soft kiimesine bog soft kiime denir.

Tamm 2.1.6: (F,A) ve (G,B)U evrensel kime iizerinde iki soft kiime ve

X = AN B olmak iizere Ve € X ig¢in,

F (e), ec A-B
H(e)=1G(e), eeB-A
F(e)uG(e), eeAnB
seklinde tanimlanan (H, X) soft kiimesine (F, A) ile (G, B) soft kiimelerin birlesimi

denir ve (F, A)U(G,B)=(H,C) seklinde gosterilir.
Tamm 2.1.7: (F,A) ve (G,B) , U evrensel kiime tizerinde iki soft kiime ve
C=ANB olmak tizere VeeC i¢in H(e)=F(e) veya G(e) olan (H,C) soft

kiimesine  (F,A) ile (G,B) soft  kiimelerinin  arakesiti  denir  ve

(F,A)A(G,B)=(H,C) seklinde gosterilir.

Onerme 2.1.8: (F,A) , U evrensel kiimesi iizerinde bir soft kiime olmak iizere,

asagidaki ifadeler saglanir.

i. (F,A)O(F,A)=(F,A)

i (F,A)A(F,A)=(F,A)

i . (F,A)0QZ =0



iv. (FA)ND =0

v. (F,A)OA=A

vi. (F,A)AA=(F,A)

Simdi kisaca soft grup ve soft halka tanimlar1 verilecektir. Bunlar, Aktas ve Cagman
(2007), Ali ve dig. (2009) ve Acar ve dig. (2010) kaynaklarindan faydalanarak
olusturulmustur.

Tanmm 2.1.9: G bir grup olmak {izere (F,A), G iizerinde bir soft kiime olsun.
vxe A igin F(X), G nin bir alt grubu ise, (F,A)’ya G iizerinde bir soft grup
denir.

Ornek 2.1.10: G =X =S, ={e,(12),(13),(23),(123),(132)} olup

F X) = {y € G| xRy < y=x",ne N} fonksiyonu  tanimlansin. Bu  durumda

¢)={e}. F(12)=(e12)}, F(13)={e(13)} F(29)=[e(28)}ve

(

F(

F(123) (132)={ ,(123),(132)} seklinde elde edilir. Boylece VXe€ X igin
(

F(x), G nin alt grubu oldugundan (F,X), G iizerinde bir soft gruptur.

Tamim 2.1.11: (F,A) ve (G,B), G iizerinde AN B # @ olacak sekilde iki soft grup
olsun. Vce AnB icin H (C) = F(C)HG(C) olmak iizere (F, A) m (G, B) =(H ,C)

ile tanimli ifadeye (F,A) ve (G, B) nin kwsitlanmus kesisimi denir.

Tamm 2.1.12: R bir halka ve (F,A), R iizerinde bostan farkl soft kiime olsun.

VX e A igin F(x), R nin alt halkast ise (F,A) ya R halkast iizerinde soft halka

denir.



Ornek  2.1.13: R=A=%Z,={012345,6,7,  veF:A— P(R)fonksiyonu
F(x)={yeR:xRy < x-y=0} seklinde tanimlansin. Bu durumda
F(0)=R, F(1)={0}, F(2)={0,4}, F(3)={0}, F(4)={0,2,4,6},

F(5)={0}, F(6)={0.4} ve F(7)={0]

elde edilir. Burada Vxe A igin F(x), Rnin alt halkasidir. Béylece (F,A), R

uzerinde bir soft halkadir.

2.2 Modiiller

Soft modiillere gegmeden 6nce bu bdliimde klasik cebirde yer alan modiil

tanimini, baz1 dzelliklerini ve 6zel tipteki alt modiiller yer alacaktir. Bu anlamda
daha genis bilgi Hungerford (1974), Lam (1999) ve Anderson ve Fuller (1992)
kaynaklarinda yer almaktadir.

Tammm 2.2.1: R herhangi bir halka ve(M,+) degismeli bir grup olmak iizere

RxM — M, (X, a) — X-a seklinde tanimlanan fonksiyon,
VXx,yeR Ve Va,beM i¢in,

. x-(a+b)=xa+xb
i. (x+y)a=xa+ya

i.  (x-y)a=x(y-a)

kosullarin1 saghyor ise M ye bir sol R —modiil denir. Benzer sekilde sag R —

modiilde tanimlanir. M | hem sag hem de sol R —modiil ise M ye R —modiil denir.

Eger R birimli bir halka olmak iizere,
iv. VaeM i¢in 1;-a=a

kosulu saglaniyor ise M modiiliine birimsel sol R —modiil denir.



Ayrica R degismeli bir halka ise her sol R —modiil bir sag R —modiil olur.

Tamm 2.2.2: M bir R—modiil ve &= A<M olsun. A, M nin toplamsal alt
grubu ve Vxe R, Vae Aigin Xae A (ax € A) kosulu saglaniyor ise A ya M nin

bir alt modiilii denir ve A<M ile gosterilir.

Onerme 2.2.3: M bir R-modiil, {A| ie I}, M nin alt modiillerinin bir ailesi

olsun. Bdylece (A ve >’ A M nin alt modiilleridir.

iel iel

Tanm 2.3.4:M  bir R-modiil olsun.M nin her A=#M alt modiili
B c Ac M olmak iizere B= A veya A=M olanM nin B alt modiilii varsa, A

ya M modiiliiniin maximal alt modiilii denir.

Tamm 2.2.5: M bir R—modiil ve 0 A<M olsun. M nin 0 # A alt modiilii

Pc Ac M olmak iizece P=A veya P={0} olanM nin P alt modiilii varsa

A ya M modiiliiniin minimal alt modiilii denir.

Tamm 2.2.6: R bir halka, | bir indis kiimesi olmak {izere {A| ie I}, R-—

modiiller ailesi ve []A= {(Xi )| X; € A} kartezyen  carpimi  olsun.

iel

v (%), (y;) € ] | A olmak iizere,

iel

(%)+(¥i)=(x+y) ver-(x)=(r-x)

islemleri altinda [ ] A bir sol R —modiil olur. [TAYye {A]iel} ailesinin direkt

iel iel

carpimi denir.

Tamm 2.2.7: M bir R—modiil, | bir indis kiimesi olmak iizere {X;:1€1}, M

nin bir alt modiiller ailesi olsun. U X, tarafindan iiretilen <U| Xi> alt modiilii bazi

iel

reZ, (13 k< I’) icin X, € Xik olmak iizere X;tX,*...T X, sonlu toplamlarindan



olusur. Bu takdirde <|U| X > alt modiilu Xi alt modiillerinin toplami olarak adlandirilir

ve YN, ile gosterilir.

iel
Tanmmm 2.2.8: M bir R —modiil Ve{A| ie I}ailesi, M nin bir R —modiiller ailesi
olsun. Asagidaki kosullar saglaniyor ise M ye { A| ie I} alt modiillerinin direkt

toplami denir ve M = IG? A ile gosterilir.

(1) M :ZA, yani VmeM elemam1 & €A olmak iizere sonlu toplam

iel
olarak, M= Z d seklinde yazilabilir.
iel
(i)  Buyazilis tek tirlidiir.
Buradaki her bir A alt modiiline de M nin direkt toplananlar: denir.

Onerme 2.2.9: M bir R —modiil ve{A| i I} ailesi, M nin bir R —modiiller ailesi

olsun. M = |®| A olmasi i¢in gerek ve yeter sart,

iy M=XA,

iel
(i) Heriel igin A ﬂ(ZAj)=0 olmasidir.

i#]

Tamm 2.2.10: M ve N iki R—modiil ve f:M — N bir doniisim olsun.

VX, Yy €M ve VreR icin
i) f(x+y)="f(x)+f(y)
i) f(r-x)=r-f(x)

kosullari saglamyorsa ise, f ye bir R modiil homomorfizmas: denir.



Tanmm 2.2.11: Bir R modil homomorfizmasi, bire bir ise R modiil
monomorfizmas:, drten ise R modiil epimorfizmas:, ayrica hem bire bir hem de 6rten
ise R modiil izomorfizmas: olarak adlandirilir. M den M ye olan R modiil
homomorfizmasina endomorfizma, M den M ye olan R modiil izomorfizmasina

ise R modiil otomorfizma denir.

Lemma 2.2.12 (Modiiler Kurami): M bir R—modiil ve X,Y ve Z, M nin
X <Y kosulunu  saglayan  alt  modilleri  olsun. Bu  durumda

YN(Z+X)=(YNZ)+X dir.

Tamm 2.2.13: M bir R —modiil ve N, M nin bir alt modiilii olsun. Eger M nin

L 6z alt modiilii igin N+L#M ise, N ye M nin kiiciik (small) alt modiilii denir

ve N << M ile gosterilir.

Tanmmm 2.2.14: M bir R—modiil ve¢ N, M nin bir alt modiilii olsun. M nin her

0= K alt modiilii icin N m K = O oluyorsa veya buna denk olarak L < M i¢in

N m L =0 oldugunda L = O olmasin1 gerektiriyor ise N yeM nin biiyiik

(essential) alt modiilii denir ve N <, M ile gosterilir.

Onerme 2.215: M bir R —modiil olsun. Bu durumda;

1. N <M olsun. N <, M olmas i¢in gerek ve yeter kosul her 0 = me M
icin N m mR = O olmasidir.

2. K=<N <M olmak iizere K=<, M olmas: igin gerek ve yeter kosul
K<, Nve N <, M olmasidir.

3. 1<i=<tolmak lizere her t >1icgin N. <K, ise
(NN, n...nN) < (K,nK, n...nK)) dir.

4. Her sifirdan farkli indis kiimesi | igin, 1 € | olmak iizere N; < M, ise

®Ni S®IM|d|r

iel



Tanmmm 2.2.16: M bir R—modiil ve¢ N, M nin bir alt modiilii olsun N "K =0

ozelligine gore maksimal olan bir K alt modiline N nin M modiiliindeki

komplementi denir.

Ayrica bir M modiiliiniin X alt modiili, M de herhangi bir alt modiiliin

komplementi ise X e M de bir komplement denir ve X< M ile gbsterilir.

0, M < M oldugu agiktir.

Sonug 2.2.17: Bir M modiiliiniin her direkt toplanan1 M de bir komplementtir.

Tamim 2.2.18: M bir R —modiil olsun. M nin basit alt modiillerinin toplamina yada

buna denk olarak tiim biiyiik alt modiillerinin arakesitine M modiiliiniin sokul’u

(socle) denir ve Soc(M ) ile gosterilir.
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3. SOFT MODULLER

Bu boliimde soft modiiller, soft modiiliin sokul’u ve bazi1 6zel tipteki soft alt

modiiller incelenecektir.

3.1 Soft Modiiller ve Ozellikleri

Klasik modiil tanimin1 ve Molodtsov’un soft kiime tanimini kullanarak Sun
ve dig. (2008) soft modiilleri tanimlamiglar ve 6zelliklerini incelemislerdir. Atagiin
ve Sezgin (2011), Shah ve Medhit (2014), Sun ve dig. (2008) ve Tiirkmen ve Pancar
(2013) soft modiiller tizerine ¢esitli calismalar yapmislardir. Bu anlamda arastirmalar
devam etmektedir. Bu boliimde soft modiiller ile ilgili elde edilen sonuglar
verilecektir. Burada verilenler yukarida adi gegen kaynaklardan yararlanilarak

olusturulmustur.

Bu bolimde M sol R-modil, A#& bir kime olmak iizere
F:A—P(M) kiime degerli fonksiyon ve (F,A), M iizerinde soft kiime olarak

alinacaktir.

Tanim 3.1.1: (F, A) , M iizerinde soft kiime olmak iizere, VX € A icin
F(x), M nin alt modiilii ise (F,A), M iizerinde soft modiil olarak adlandirilir.

Onerme 3.1.2: (F,A) ve (G,X), M izerinde iki soft modiil olsunlar. Bu

durumda,

i ANX =0 ise (F, A)ﬁ(G, X), M iizerinde soft modiildiir.

ii. AnX=@ise(F,A)J(G,X), M iizerinde soft modiildir.

11



Ispat: i. Y=AnXolsun.VyeY igin kabuldenH(y)=F(y)<M veya
H (y) =G(y) <M oldugundan (F, A)F\(G, X ) =(H,Y), M {izerinde soft kiime
olup (F,A)A(G,B), M iizerinde soft modiil olur.

ii. AN X =Bve Y = AU X olmak iizere

F(t) ,teA-X
H(t)=<G(t) teX-A
F(t)uG(t) ,teAnX

seklinde (F,A)O(G,X)=(H,Y) soft kiimesini tanimlansin. Béylece (F,A) ve

(G, X ) soft modiil oldugundan (H ,Y) de M iizerinde soft modiil olur.

Tanim 3.1.3: (F,A) ve (G,B), M  iizerinde iki soft modil olsunlar.
V(X’ y)GAXB icin H(X, y):F(x)+G(y) olmak {izere, (F,A) ve (G,B) soft

modiillerinin toplam: (F,A)+(G,B)=(H, AxB) seklinde tamimlanur.

Onerme 3.1.4: (F, A) ve (G, B), M {izerinde iki soft modiil olsunlar. Bu durumda

(F,A)+(G,B) M iizerinde bir soft modiildiir.
Ispat: Ispat Onerme 3.1.2 den agiktir.

Tamim 3.1.5: (F,A) ve (G,B) sirasiyla M ve N iizerinde soft modiil olsunlar.
V(a,b)e AxB igin H(a,b)=F(a)xG(b) olmak iizere (F,A) ve (G,B) soft

modiillerinin kartezyen ¢carpimi (F, A) X (G, B) = ( H, Ax B) seklinde tanimlanir.

Onerme 3.1.6: (F,A) ve (G,B) sirastyla M ve N iizerinde iki soft modiil

olsunlar. Bu durumda (F, A)X(G, B) , M x N {izerinde bir soft modiildiir.
Ispat: Tanim 3.1.5 den kolaylikla elde edilir.
Tamm 3.1.7: (F, A) ve (G, B), M iizerinde iki soft modiil olsunlar. Bu durumda,
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i BcA

ii. Vx e B i¢in G(X)SF(X)

kosullart saglantyor ise (G, B)ye (F, A)min soft alt modiilii denir ve (G, B) S( F, A)
seklinde gosterilir.

Ayrica e, A nin birim eleman olmak iizere B ={e} icin, (F, A) nin kendisi ve
(F, B) gibi en az iki soft alt modiilleri vardir ve bunlar asikar soft alt modiil olarak

adlandirilir.

Onerme 3.1.8: (F,A) ve (G,B) M iizerinde iki soft modiil olsunlar. Eger

Vx e A igin G(x)< F(x) ise (G,B), (F,A) nin soft alt modiiliidiir.
Ispat: Tanim 3.1.7 den ispat1 agiktir.

Onerme 3.1.9: (F,A), M iizerinde soft modiil ve {(Gi,Xi):ie I}, (F,A) da

bos olmayan bir soft alt modiiller ailesi olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir.

i. Z(Gi X5, (F, A) nim soft alt modiildiir.

iel

ii. MG, X,), (F, A) nin soft alt modiildiir.

iel
iii. Vi, jel icn XinX; =0 olmak iizere (G X)), (F,A) da

iel

soft alt modildiir.

Onerme 3.1.10: (F,A) ve (G,B), M iizerinde iki soft alt modil ve (G,B),
(F, A) nin soft alt modiilii olsun. Eger f : M — N modiil homomorfizmas: ise

(f (F), A) ve (f (G), B), N  lizerinde soft modiillerdir ve ayrica

(£(G),B)<(f(F),A) olur.
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Ispat: f:M — N bir modiil homomorfizmasi oldugundan VX€ A ve VyeB
icin f(F(x)) ve f(G(Y)), N de alt modillerdir. Boylece (f(F),A) ve
(f(G).B), N de soft modil olurlar. Eger (G,B), (F,A) nm bir soft alt modili
ise, bu durumda VX €B igin G(X),F(X)in alt modilidir. Ayrca f(G(X)),
f(F(x))in alt modilii oldugundan Tanim 3.1.7 den ( f(G),B), (f(F),A)nn

soft alt modili olur.

Tamm 3.1.11: (F,A) ve (G,B) sirastyla M ve N iizerinde iki soft modiil ve

f:M — N, g:A— B iki fonksiyon olsunlar. Bu durumda,

i f : M — N modiil homomorfizmasi,
ii. g : A — B bir fonksiyon,
ii. VX e A igin f(F(X)):G(g(x))

kosullar1 saglaniyor ise ( f, g) Z(F, A) — (G, B) dontisimi soft homomorfizma
olarak adlandirilir.

Buna gore (F,A), (G,B)soft modilleri soft homomorfiktir denir ve
(F,A)=(G,B) seklinde gosterilir. Eger f :M — N  bir R —modiil
izomorfizmast ve J: A —> B doéniisiimii bire bir ise (F,A), (G,B) ye soft

izomorftur denir ve (F,A)=(G,B) seklinde gosterilir,

Tamm 3.1.12: (F,A) ve (G,B) M iizerinde iki soft modiil ve (G,B), (F,A) nin
soft alt modilii olsun. Bu durumda VX € B igin G(X), F(X) in maksimal alt
modiili ise (G,B),(F,A) nm maksimal soft alt modiili ve VX & B icin
G(x), F(X) in minimal alt modilii ise, (G,B), (F,A) nm minimal soft alt modiilii

olarak adlandirilir.
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Onerme 3.1.13: (F, A), M iizerinde bir soft modiil olsun. Bu durumda asagidakiler

saglanir.

I Eger {(Gi, B, )3 e |} : (F, A) nin bostan farkli bir maksimal soft alt

modiil ailesi ise (M) (Gi ) Bi ) , (F, A) nin maksimal soft alt modilidiir.

iel
ii. Eger {(Gi,Bi): Ie |}, (F,A) nin bostan farkli bir minimal

soft alt modiil ailesi ise Z (Gi , B; ), ( F, A) ’nin minimal soft alt modulidiir.

il
Tamm 3.1.14: (F, A), M iizerinde bir soft modiil olsun. O halde VX € A igin,

i. 0, M nin sifir eleman1 olmak iizere F(X):O ise, (F, A) ya

M iizerinde bos soft modiil ve

ii. F(X)Z M ise (F,A)ya M iizerinde mutlak soft modiil
olarak adlandirilir.
Tirkmen ve Pancar (2013) soft alt modiillerin toplamlarmi ve direkt

toplamlarin1  tanimlayip, ©Onemli sonuglar elde etmislerdir. Asagidaki kisim

olusturulurken bu kaynaktan yararlanilmigtir.

Tanmm 3.1.15: (F, A), M de bir soft modiil ve | bos olmayan bir indis kiimesi

olmak tizere {( F, A )} , (F, A) nin bir soft alt modiil ailesi olsun. (F,,A) soft alt

iel
modiillerinin toplami Vae = Ave iel igin | (a), d EA elemanlariin kiimesi
le

olmak iizere H (a)= Z F(a) olup Z(E,A)=(H,UIA) seklinde tanimlanur.

iel(a) iel

Teorem 3.1.16: (F,A), M de bir soft modil Ve{(Fi,A)} . (F,A) nin bir soft alt

iel

modiil ailesi ve Vi e | igin (Fi A )S(F, A) olmak tizere,
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i Y.(F.A), M de bir soft modiil olup, Y (F,A), (F,A) nn

iel iel

bir soft alt modulidiir.

i.  Her (F,A), Y.(F,A) ninbir soft alt modiliidir.

iel
ispat: (@ Her iel icin A#Y  oldugundan, Y A =Jolur.
le
| (a): {i el:ae Ai} olmak {izere her ae U|A‘ icin  Tanim 3.1.15 den

H(a)= Z F(a) olup, Z~(E’A):(H’§A) elde edilir. M nin herhangi sayida

icl(a) icl
alt modiillerinin toplam: M de bir alt modiil oldugundan H (a), M nin bir alt

modiilii olur. Bu nedenle H iyi tammlidir. Dolayisiyla (H,EA):Z(E,A), M

iel

tizerinde soft modiildiir. Tanim 3.1.7 den ispat tamamlanir.

ii. Tanim 3.1.7 den agiktir.

Onerme 3.1.17: (F, A) ve (F ',A') M de iki soft modiil olsunlar. (F',A')é(F,A)
olmak iizere (F',A")+(F,A)=(F,A) dir.

Ispat: Tanim 3.1.7 ve Tanim 3.1.15 den ispat agiktir.

Teorem 3.1.18 (Soft Modiiler Kuralh): M modiilii iizerinde bir soft modiiliin

(G,Y)S(F,X) ve X M Z = & kosulunu saglayan (F,X),(G,Y) Ve (T,Z) soft alt

modiilleri olsunlar. Bu durumda
(F.X)a[(T,Z)+(G.Y)]|=(F.X)m(T,Z)+(G.Y)

olur.

Ispat:

F(x)NT(x) XeXN(Z\Y)
H, (x)=1G(x) xeXn(Y\Z)
F(X)N(T(x)+G(x)) xeXn(YNnZ)
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olmak iizere (F, X)@[(T,2)+(G,Y)]|=(H, X n(ZY)) olsun.
Ayrica

F(x)NT(x) Xe(XNZ)\Y
H,(x)=4G(x) xeY\(XNY)
F(X)NT(x)+G(x) xe(XnZ)nY

olmak iizere (F,X)@(T,Z)+(G,Y)=(H2,(X ﬂZ)UY) olsun.

X m(Z UY):(X ﬂZ)UY oldugu agikga goriiliir. X , X m(Z UY)nin
elemani olsun.
EgerXeXm(Z \Y) ise Xm(Z \Y):(X ﬂZ)\Y oldugundan
H,(x)=F (x)nT (x)=H,(x) olur.

Eger X€ Xm( Y )lise Xm(Y\Z):Y\(XmZ) oldugundan H1(X):H2(X)
elde edilir.

Eger Xe XN(ZNY) ise H,(X)=F () (T (x)+G(x)) olur. G(X), F(X) nn alt
modiilii oldugundan modiiler kurali geregi
H, (a)=F (x) (T (x)+G(x))=F ()T (x)+G(x)=H,(X) bulunur.

Tanim 2.2.13  den (Hl,Xﬂ(Z UY)):(HZ,(X ﬁZ)UY) olur. Boylece
(F.X)a[(T,.Z)#(G.Y)|=(F.X)m(T,.Z)¥(G,Y) elde edilir.

Tamm 3.1.19: (F,A) (G,B)M modiliinde soft modiller ve (G,B)<(F,A)
olsun. Eger (G,B)+(T.C)=(F,A) ve (G,B)M(T,C) asikar olma kosulunu
saglayacak sekilde (F,A) nmn bir (T,C) soft alt modiilii var ise (F,A) ya (G,B)
ve (T,C) nin direkt toplam: denir ve (G,B)®(T,C)=(F,A) ile gosterilir. Burada

(G, B) ve (T ,C ) soft alt modiillerine de (F, A) nin direkt toplanani denir.

Teorem 3.1.20: (F, A), (G, B) M modiiliinde (G,B);(F,A) soft modiiller olsun.
olsun. Eger (G, B) agikar ise (G,B)@(F,A)=(F,A) dur.
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Ispat : Onerme 3.1.17 den ispat elde edilir.

Teorem 3.1.21: (F, A), M modiiliinde bir soft modiil ve (F | A),(F K A)é(F,A)
olsun. Bu durumda (F', A)@(F", A):(F,A) olmasi icin gerek ve yeter kosul

Vae A i¢in G (a) T (a) =F (a) olmasidir.

Ispat: (F | A)@(F K A) Z(F, A) olsun. Boylece Va € A i¢in
F'(a)+F"(a): F(a) ve F'(a)ﬂF"(a):O dir. Dolayisiyla
F'(a)®F"(a)=F(a) elde edilir.

Diger yandan Vae A igin varsayimdan F'(a)+F"(a)= F(a) oldugundan
(F',A)+(F",A)=(F,A) olur. F'(a)nF"(a)=0 oldugu icin de (G A)M(T,A)
asikardir. Yani (G,A)®(T,A):(F,A) bulunur.

3.2 Kiiciik Soft Alt Modiiller

Burada, bir modiiliin kiiciik alt modiiliiniin soft modiillere genisletilmesi olan
bir soft modiildeki kiigiik soft alt modiiliiniin tanim1 ve bununla ilgili elde edilmis

sonuclar verilecektir. Bu boliimde Tiirkmen ve Pancar (2013) den yararlanilmistir.

Tamm 3.2.1: (F,A) ve (G,X)M modiliinde soft modiiller ve (G,X)<(F,A)

olsun. Eger VX € X i¢in G(x), F(x)de kiigiik alt modiil ise (G,X), (F,A) nmn

sma// (kiigiik) soft alt modiil olarak adlandirilir ve (G, X )<~<( F.,A) ile gosterilir.

Onerme 3.2.2: Soft modiiliin her asikar soft alt modiilii, soft modiilde kiigiik olur.

Ispat: Ispat Tanim 3.1.1 den agiktur.

Onerme 3.2.3: (F,A) ve (G, X) M modiiliinde soft modiiller ve (G, X);(F, A)

olsun. Eger (G, X)<;(F,A) ise (G, X) nin her soft alt modiilii (F,A) da kiigiik

olur.
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Ispat: (T.Y), (G, X) nin soft alt modiilii ve F(y) nin bazi N y alt modiilleri i¢in
vyeY igin T(y)+N,=F(y) olsun. (T,Y)<(G,B) oldugundany € X igin
T(y)<G(y) olur. O halde T(y)+N,=F(y) bulunur. Dolayisiyla

G(y)+N,=F(y) olur. Hipotezden N, =F(y) ahnwsa, T(y)<F(y) elde

edilir. Dolayisiyla (T ,Y) , (F, A) nin kiigiik soft alt modiiliidiir.

Onerme 3.2.4: (T,Y)<(G,X)<(F,A) seklinde birM modiil iizerinde soft

modiiller olsun. Eger (T,Y)<~<(G,X) ise (T.Y),(F,A)nin kii¢iik soft alt

modulidiir.

Ispat: aeCve N, <F(y)olmak iizere T(y)+N,=F(y) olsun. Modiiler

y

kuralindan G(y):G(y)mF(y):G(y)m(T(y)JrNy):T(y)+G(y)mNy elde
edilir. Dolayistyla T(y)<<G(y) olur. Ny:F(y)ahmrsa,(T,Y)<~<(F,A) elde

edilir.

Teorem 3.25: (F,A), M iizerinde soft modil ve (G,X),(F,A)nm direkt
toplanani olsun. (F, A) nin (T,Y) soft alt modiilii (G, X )de kiigiik olmas i¢in gerek

ve yeter kosul (F, A) da kiigiik olmasidir.

Ispat: (=) : Onerme 3.2.4 den agiktrr.

(<) : Diger taraftan yeY olsun. Hipotezden (G, X )®(H,Z)=(F,A)olan

(F,A) mn bir (H,Z) soft alt modiilii vardir. Boylece (G,X);(H,Z):(F,A) ve
(G, X)m(H,Z)=0 olur.yeYnZ olsun.G(y)+H(y)=F(y) oldugunu gz
oniinde bulundurursak F (y)=G(y)+H (y)=T(y)+N,+H (y)olur. Hipotezden

F(y)=N,+H(y) elde edilir. Modiiler kurali geregince
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G(y):G(y)mF(y):G(y)m(Ny+H (y))z N,+H(y)nG(y)=N,  bulunur.

Boylece (T,Y), (F,A) dakiiiik soft alt modiildir.

Teorem 3.26: (F,A)(i=123,..,n),M modilinde (F,A) nm soft alt

modiillerinin herhangi sonlu bir koleksiyonu olsun. Eger her (F,A), (F,A) soft

modiiliinde kiigiik ise (F;, A)+(F,, A )+..+(F,, A )<(F,A) d.

Ispat: (F,A)+(F, A)+..+(F, A1)<~<(F, A) oldugunu ispatlamak icin n
tizerinden tiimevarim yonteminde n=2 ic¢in dogru oldugunu gostermek yeterlidir.

ae A UAolsun. Eger ae A\A, ise kabul ve Tanim 3.1.15 den F (a)<F(a)
olur. Benzer sekildeae A, \ A igin Fz(a) <F (a) oldugu kolayca goriiliir. Simdi
aeANA olsun. F(a) ve F,(a), F(a) da kii¢iik oldugundan F,(a) ve F,(a)

toplami F (@) nin kiigiik alt modiilidiir. Yani (F, A)+(F, A) £<( F,A) oldugu elde

edilir.
Teorem 3.2.7:(F,A),(G,X)ve (T,Y)M modilinde soft alt modiiller,

(f:g):(F,A)—>(G,X) soft homomorfizma ve (T,Y)é(F,A) olsun.

(T,Y) < (F,A) ise (f(T),g(Y))<(f(F),g(A)) olur.
fspat: yeYve Nyéf(F(y)) igin f(T(y))+N,=f(F(y)) olsun. O halde
T(y)+ f‘l(Ny):F(y) oldugundan ve hipotezden f‘l(Ny):F(y) olur. Boylece

N, =f(F(y)) bulunur. Baska bir deyisle f(T(y))<f(F(y)) dr. Yani

(f(T).9(Y))<(f(F).g(A)) elde edilir.
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3.3 Soft Modiillerde Sokul

Bu boéliimde Davvaz ve dig. (2019) nin tanimlayip temel 6zelliklerini arastirdigi bir
soft modiilde sokul incelenmistir.

Tamm 33.1: (F,A),M izerinde soft modil olsun. HeraeA igin
S(a)=SocF(a) olmak iizere (S,A)soft modiliine (F,A) soft modiiliiniin M

iizerinde sokul’u (socle’u) denir ve (S, A) = Soc,, (F,A) seklinde gosterilir.

Ornek 3.3.2: n biiyiik bir tam say1 ve € >0 olmak iizere n= p}*...p;* seklinde asal

arpimi olarak yazilsin. M =7, Z-modili, A=N ve acA i¢in F(a)=7Z

n

olsun. Bu durumda (F.A), Z, de soft modiil olur.

SocF (a) = SocZ, :ZQZn =®Z dir.  BuradanSoc,, (F,A)=(S,A) ve

pin Pi Pl "

S(a)= ®Z, olur. Tanim 3.3.1 den Soc,, (F,A)<(F,A) olur.

pi‘a '

Onerme 3.3.3: (F,A), M modilinde soft modiil, (G,B)é(F,A)olsun. Bu

durumda,

Soc,, (G,B)=(G,B)m Soc,, (F,A)

olur. Ayrica, Soc,, (Soc,, (F,A))=Soc,, (F,A) dir.

ispat: (G,B)<(F,A) oldugundan VbeB igin G(b)<F(b) dir. Anderson ve

Fuller ~ (1992) denVbeB  i¢in  Soc G(b)<Soc F(a)dir.  Buradan

Soc,, (G, B);SOCM (F,A) olur. Dolayisiyla  Soc, (G,B)=(G,B)m Soc,, (F,A)
elde edilir. Ayrica(G,B)=Soc,, (F,A) almrsa Soc, (Soc, (F,A))=Soc, (F,A)

bulunur.
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Onerme 3.3.4: (F,A), M iizerinde bir soft modiil olsun. Soc,, (F,A);e(F,A)

olmasi igin gerek ve yeter kosul (F, A) nin asikar her soft alt modiiliiniin minimal

soft alt modiil igermesidir.

Ispat: 1Ilk olarak Soc,, (F, A)ée (F,A) olsun. Bu durumda VYaeA igin
Soc F(a)<, F(a) olur. (H,B),(F,A) nin asikar olmayan soft bir alt modiilii
olsun. O halde H(b)=@, F(b) de bir alt modiil olacak sekilde be B < A vardir,
(Anderson ve Fuller 1992, Corollary 9.10) Boylece H (b) nin minimal bir alt modiil
icerdigini gosterir. L, H(b) nin minimal alt modiilii olsun. C={b}, T(b)=L,
olmak tuzere (T,C), (H , B) nin bos olmayan soft alt modiilii olur. Boylece (T , C),

(H ,B) nin minimal soft alt modiilii olur.

Tersine, (F, A) nin sifir olmayan her soft alt modiilii minimal bir soft alt modiil

icersin. ae A i¢in K, #0, F (a) nin herhangi alt modiilii olsun. Bu durumda
B, ={a}, Gy (a)=K, olmak iizere (GKB, By, ), (F, A) nin asikar olmayan soft alt
modili olur. (T,C), (GKa, BKa)nln minimal soft alt modiil olsun. O halde
C=B, ={a} ve T(a), G (a)= K, nin minimal alt modiilii olur, dolaysiyla F(a)
nin minimal alt modiilu olur. Yani F (a)nln sifir olmayan her alt modiilii, minimal

alt modil igerir. BoyleceVae A i¢in Soc F(a)<, F(a) olur. Buradan

soc, (F,A)<c(F,A) elde edilir.

Onerme 3.35: (F,A) ve (G,B) sirastyla M ve N iizerinde soft modiiller ve

(f.g9):(F,A)—>(G,B)bir  soft homomorfizma olsun. Bu  durumda

(f.g)(Soc, (F,A));SocN (Gog,A) olur.

Ispat: (f,g)bir soft homomorfizma oldugundan Vae A igin f(F(a))=G(

(@]
—~

QD
~—
~—

olur. Anderson ve Fuller (1992), (Corollary 9.8) den f|F(a):F(a)—>G(

«
—

8]
N—'
S~
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homomorfizmasi igin f (SOC F (a)) <Soc G (g (a)) olur. Boylece

(f.g)(Socy (F, A))éSocN (Gog,A) elde edilir.

Teorem 3.3.6: (F,A), M iizerinde bir soft modiil olsun. Bu durumda

soc,, (F,A) =n{(G, A):(G, A)<, (F, A)}

> {(G, B), (F, A)da minimal soft alt modiil}

olur.

ispat: (S,A):SocM(F,A)ve(H,A)zrm{(G,A) (G.A)<, (F,A)  olsun. vae A

icin H(a)= N G(a) dir. Yani H(a), F(a)nmn biiyiik alt modiillerinin bir

(G,A)<.(F,A)
kesisimidir. Tanim 3.3.1 ve Anderson ve Fuller (1992), (Proposition 9.7) den
S(a)=SocF(a), F(a)nn tim biiyik alt modillerinin kesisimidir. Boylece

S(a)<H(a) dir. Buradan (S,A)é(H,A) elde edilir.

Tersine, a,€A i¢cin Lao, F(ao)m herhangi biiylk alt modili ve

L ,a=a
G, =1 " ’ olsun.
© |F(a) ,a#a,acA

O halde (GLao , A), (F, A)nin biiyiik soft alt modiilii olur. Béylece her a, € A i¢in ve
L., F(a,)da biiyik olmak iizere(H, A)=f {(G, A):(G, A) .(F, A)};(GL ,A) dir.

Bu nedenle (H,A)<m {(GL% : A): L, <. F(a).q¢ A} olur.

Hera, € A i¢in L, , F(a)nm tim biiyiik soft alt modiilleri olmak iizere Anderson ve

Fuller (1992), (Proposition 9.7) den (1 L, =Soc F(a)elde edilir. Bunu

LaOsF(ao)

(H,A)érm{(GLao,A): L., <. F(a). 8¢ A} de yazarsak (H,A)é(S,A) bulunur.
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Simdi teoremin ikinci esitligi ispat1 icin
(K,A)=>"{(G,B):(G,B),(F,A)da minimal} olsun. ae Bicin(G,B), (F,A) nmn

tlim minimum soft alt modiillerini temsil etmek iizere K (a)= ZG (a) olur. K(a),

aeB

F (@) ’mn bazi minimal alt modiillerinin toplamidir. S(a)=Soc F(a), F(a) nmn
tiim minimal alt modiillerin toplamudir. O halde Va € A icin K (a)éS (a) dir. Bu

nedenle (K, A)<(S,A) olur.

Tersine, eger ac A i¢in S,, F(a) mn minimal alt modiilii olmak iizere

B;, ={a}veG; (a)=S, seklinde tammlansin. O halde (Gsa, B, ) (F,A)nin

minimal soft alt modiili ve

(Gsa, Bsa)éZ{(G,B):(G,B),(F,A)da minimal}z(K,A) olur. Dolayisiyla

(S,A)zZ{(Gsa,Bsa):ae A S, F(a)da minimal}é(K,A) elde edilir.

Boylece Va e A igin »'{S,:S,,F(a)da minimal} = Soc F (a) esitligini bulunur.

3.4  Biiyiik ve Komplement Soft Alt Modiiller

Literatiirde var olan 6zel tipteki biiyiik ve komplement alt modiiller Yiicel ve
Acar (2017) tarafindan biiyiik ve komplement soft altmodiillere taginarak temel
ozellikleri aragtirnlmigtir. Ayrica Davvaz ve dig. (2019) biiyiik soft modiil olma
tanimin1 karakterize etmislerdir. Bu boliimde yukarida belirtilen kaynaklardan

yararlanilarak elde edilen sonuglar incelenmistir.

Bu béliim boyunca M sag R -modiil olarak aliacaktir.

Tamm 3.4.1: (F, A), M iizerinde soft modiil ve (G, B), (F, A) nin asikar olmayan
soft alt modiilii olsun. B M C # I olmak tizere V(T,C) < (F, A) asikar olmayan
soft alt modiilii igin (G,B)A(T,C), (F,A) asikar degil ise (G,B)ye (F,A) nm
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biyiik (essential) soft alt modiili denir ve (G,B)<c (F,A) ile gosterilir. (F,A), M
modiil lizerinde asikar olmayan soft modiil ise kendisinin biiyiik soft alt olur.

Ornek 3.42: M =7, modil, A=7Z veVne A ign F (n) =M seklinde
tanimlanan F:A—> P(M ) kiime degerli bir fonksiyon olmak tizere (F, A>, M
modiiliinde bir soft kiime olsun. Boylece (F, A), M modiiliinde soft modiil olur.
Ayrica B=27 ve G:B- P(M ), G (n) =67 ile tanimlanan bir fonksiyon
oldugu kabul edilsin. Bu durumda(G, B), (F, A) nin soft alt modiilii olur. (F, A) nin
B NC # Jolan her asikar olmayan (T,C) alt modilli VXe BN C i¢in

T (X) NG (X) #0 oldugundan (G, B) fm (T , C) asikar  degildir. ~ Bdylece

(G, B)Se (F, A) olur.

Teorem 3.4.3: (F,A), (G,B) M iizerinde soft modiller ve (G,B)<(F,A) olsun.

(G,B)Se(F,A) olmasi igin gerek ve yeter sart her ae€ Aigin A=Bve

G (a) <. F (a) olmasidir.

ispat: Her a e Aigin A=B ve G(a)<, F(a) ve (F,A) nm (G,A)A(H,C)=0
kosulunu saglayan bir (H ,C) soft alt modili olsun. Bu durumda kabulden
ceC c A igin G(C)ﬂ H (C) =0 dir. Baylece G(C) , F (C) nin bilyiik alt modiilii

olur. Yani Vc € C icin H (C)=0 olup (H ,C) =0 elde edilir. Tanim 3.4.1 den

(G,B)<, (F.A) olur.

Tersine (G,B)<,(F,A)ve B C A olsun. O halde A—B = olur. (T,A), (F,A)

. T(a):{F(a) ,acA-B

olan soft alt modilii olsun.
0 .aecB

Bu durumda (T, A), (F, A) nin asikar olmayan soft alt modilii olur ve
(G, B) M (T, A) asikardir. Bu ise bir geliskidir. O haldle A=B olmalidir. & € A i¢in
KNG(a)=0 olacak sekilde K<F(a) ve C={a} ve T(a)=K olsun. Bu
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durumda C < A, (T,C)<(F,A) ve (T,C)A(G,A)=0 olur. Boylece (T,C)=0
bulunur. Ozel olarak K =T (a) =0 alinirsa @ € A igin G(a)ée F (a) elde edilir.

Ornek 3.4.4: 7Z, Z —modiil olmak iizere (F,N), Z modilinde VneN igin
F(n) =7 olan tam soft modiil olsun. Ayrica (G,N ), 7 modilinde N € N igin

G (n) =NZ olan soft modil iseNZ <, Zoldugundan Teorem 3.4.3 den

(G,N)<, (F,N) elde edilir.

Sonu¢ 3.4.5: (F,A), (G,B) M modiiliinde soft modiiller ve (G,B)é(F,A)olsun,

(G,B)Se(F,A) olmast icin gerek ve yeter kosul A=B ve VaeA,

O=xeF (a) icin 02 XxreG (a) olacak sekilde bir I € R vardur.

Ispat: Teorem 3.4.3 den (G, B)Se (F, A) olmasi igin gerek ve yeter sart A=B ve
vae AicinG (a) <F (a)olma51 gerektiginden Lam (1999) danVae Ave

OxxeF (a) icin 02 XxreG (a) olacak sekilde bir I' € R vardur.

Lemma 3.4.6: (F,A) , M modiiliinde soft modiil olsun. Eger (K,B) ve (L,C),

BNC = olacak sekilde(F,A)nln biyik soft alt modilleri ise

(K,B)@(L,C)SG(F,A) dir.

ispat: (N,E), EN(BNC)#@ olacak sekilde (F,A) nin asikar olmayan soft alt
modiilii olsun. O zaman E ~ B =& dir. (K,B), (F,A) biiyik soft alt modiili
oldugundan  (N,E)M(K,B) soft alt modilii asikar degildir. Hipotezden
[(N.E)m(K,B)]m(L,C) asikar olmadigindan
(N.E)a[(K,B)m(L,C)]=[(N,E)m(K,B)]m(L,C)olur. Dolaystyla

(K,B)m(L,C), (F,A) nin biiyiik soft alt modiilii olur.
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Sonu¢ 3.4.7: (F, A), M iizerinde soft modiil olsun. Eger (K, B) biiyiik soft alt
modil ve (T , C), B NC = O olacak sekilde (F, A) nin asikar olmayan soft alt

modiili ise, VX € B C igin K(X), F(X) in bityiik alt modiliidiir.

Lemma 3.4.8: (F,A),M iizerinde soft modiil,BE =@ve C S =
olmak {izere (G,B),(L,C),(X,E>,(T,S), (F,A) nin soft alt modiilleri olsun.

Eger (G,B)<,(L,C) ve (X,E)<,(T,S) ise (G,B)A(X,E)<,(L.C)m(T,S) dir.
ispat: (K,D), D~ BN E # & olacak sekilde (L,C) m (T,S) nin asikar olmayan

soft alt modiil olsun. O haldle D M B = < dur. (G,B)SS(L,C)Oldugundan
(K,D)M(G,B) agikar degildir. Yani DB <=D<=C S =S ve

(K,D)@(G,B)é(T,S) o|ur.(x,E)ée(T,S)oldugundan [(K,D)m(G,B)]m(X,E)

soft alt modiilii asikar degildir. Boylece, (G, B) M (X , E)Se (L, C) M (T , S) elde edilir.
Lemma 3.4.8 in ifadesini genellestirerek asagidaki sonug elde edilmistir.

Sonu¢ 3.4.9: (F, A), M iizerinde soft modiil ve her 1<i <t i¢in BNE #{

olmak iizere (Gi,Bi) ve (Xi,Ei), (F,A)nln soft alt modiilleri olsun. Eger her

(G.B)<,(X,.E,) ise,

(G.B)M(G, B,)m...m (G, B,)<, (X, E )M (X, E,)m...m (X, E,)

olur.

Ispat: Lemma 3.4.8 den agiktur.

Lemma 3.4.10: (F,A), M iizerinde soft modiil ve (L,C), (F,A)mn agikar

olmayan soft alt modiil olsun. Eger (K,B)Se(F,A) ve BMNC = ise

(K, B) M (L,C)Se (L,C) dir. Ozel olarak (K, B), (L,C) nin asikar olmayan soft alt
:

modiil ise (K,B)<,(L,C) dir,
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Ispat: (K, B)SN (F,A) ve (L,C);(F,A) olsun. Her asikar olmayan B M E # &
olmak {izere (T E)é(F A) i¢in (K B) ( ) asikar degildir. Bu durumda

| "B # Jolmak iizere her( ) ( ) ( )1gin(K,B)@(X,|) asikar
desildir. Boylece | N(BNC) %@ oldugundan
(X,1)m((K,B)A(L,C))=((X,1)M(K,B))A(L,C) asikar degildir. O halde

(K,B)A(L,C)<, (L,C) elde edilir.

Lemma 3.4.11: (F,A), M iizerinde soft modiil olsun. Bu durumda (K B) (F A)

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (K B) (N E) (F A) olmasidir.

ispat: (K,B)é(N,E)é(F,A) ve (K,B)< (F A) olsun. Lemma 3.3.10 dan
(K,B)ée(N,E) dir. E M L # O olmak iizere (T,L), (F, A) nin asikar soft alt

modiilii olsun. (K, B) m (T, L) asikar olmadigindan (N, E) M (T, L) asikar degildir.

Boylece (N,E)<, (F,A) elde edili.

Tersine LB M E # Jolacak sekllde(K B) (N E) (F A) ve (T,L),

( F, A) nin asikar  olmayan soft alt  modili olsun. Buradan

(K,B)A(T, L) (K,B)m ((N E) (TL)  oldugu  agkar.  (N,E)<,(F,A)
oldugundan ) N ( ) soft alt modiilii asikar degildir. Dolayisiyla

(K,B) ( )(F, )nln asikar olmayan soft alt modilii olur. Boylece

(K,B) Se (F,A) oldugu goriiliir.

Tanmm 3.4.12: (F,A), M iizerinde soft modiil ve (G,B);(F,A) olsun. Eger
BC »= & olmak iizere (G,B)M(T,C) asikar olma kosuluna gore (T,C), (F,A)

nin maksimal soft alt modiilil ise (T,C), (F, A) da (G, B) nin komplementi olarak

adlandirilir.
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Bir soft alt modiiliin komplementi tek olmayabilir. Asagidaki teorem ise her soft alt
modiiliin bir komplementinin oldugunu gosterir.

Teorem 3.4.13: (F, A), M iizerinde soft modiil olsun. Eger B ™ C = & olmak
iizere (G,B)M(T,C) asikar olacak sekilde (G,B) ve (T,C), (F,A)nm soft alt
modiilleri ise, (FyA)da (T,C)<(K,D) olacak sckilde (G,B)nin bir (K,D)
komplementi vardir.

Ispat: ENB=Jve

z ={(x,E)é(F,A)‘(T,c)é(x,E) ve (X,E)(G,B) asikar} olsun.  Boylece

(T,C)EZ oldugundan Z = O dir. (Z,g] tam dizi oldugu aciktir.

{(Xi,Ei)‘i S I}, Z de bir zincir olsun. V= JE ve V"B = olmak iizere

iel

(S,V)=U(Xi,Ei) olsun. Bu durumda (S,V);(F,A)olur. Yani Viel icin

iel

(T,C);(Xi,Ei) asikardir. Bu nedenle U(Xi,Ei)@(G,B) agikar ve (S,V)EZ olur.

iel

O halde (S,V), {(X E. )‘I IS I} zincirinin bir st sinir1 olur. Zorn’s Lemma dan

Z nin bir (K,D) maksimal elemam vardir. Yani (T,C);(K,D) olan (G,B)nin

(F, A) da bir (K, D) komplementi vardir.

Tanim 3.4.14: (F, A), M iizerinde soft modiil olsun. (F, A) nin bir (N , E) soft

alt modiild, eger (F, A) da bir (T , C) soft alt modiiliiniin komplementi ise (N , E)

ye (F,A) da komplementir denir ve (N,E)<(F,A) ile gosterilir.

Onerme 3.4.15: (F,A), M iizerinde soft modiil olsun. (G,B)SL(K,C)Sl(F,A)

olacak sekilde (K,C) soft alt modiilii vardr.
ispat: (G',B"), (G,B) nin (F,A) da bir komplementi olsun.

Teorem 3.4.13 den (G,B)c(K,C) olan (G'B')nin (F,A)da bir (K,C)
komplementi Vardlr.(L,T) : (K,C)nin asikar olmayan biiylik soft alt modiilii olsun.
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Bu durumda (G',B")<(L,T)+(G"B") olur. Boylece ((L.T)+(G'B'))A(G,B)
asikar degildir. Bundan dolay1

G(a)nL(a) ,aeBn(T\B')

H(a)=10 ,aeBN(B\T) olmak iizere
L(a) ,aeBn(TNB’)
(G,B)A((L,T)+(G"B"))=(H,BN(TUB)) asikar degildir.

©+H (a) € (G, B) @ (L,T )oldugundan(G, B) M (L,T) asikar degildir. Boylece

(G,B)<,(K,C) elde edilir.

Onerme 3.4.15 deki kosulu saglayan (K,C)soft alt modiiliine (G, B) nin (F, A)
daki kapanisi denir.

Onerme 3.4.16: (F,A), M iizerinde soft modiil ve (G, B), (F, A) nin soft alt

modili  olsun. (G,B)SC(F,A) olmast icin gerek ve yeter kosul

(G,B)<,(N,C)<(F,A) ise (G,B)=(N,C) olmasidr.

ispat: (G,B)<,(F,A) ve (G,B)<,(N,C)<,(F,A) olsun. Bu durumda (G,B),

( X, E) nin ( F, A) da komplementi olacak sekilde ( X,E ) ;( F, A) vardir. Lemma

34.8 den(G,B)A(X,E)<,(N,C)A(X,E) olur. Yani (G,B)M(X,E)asikar
oldugundan(N,C)@(X,E) asikardir. Boylece (G,B)@(X,E) asikar olma

durumuna gére(G, B) maksimaldir. Dolayisiyla (G, B) = ( N, C) elde edilir.

Tersine (G,B)<(F,A) olsun. Onerme 3.4.15 den (G,B)<,(N,C)<,(F,A) olacak
sekilde ( N,C ) é( F, A) vardir. Dolayistiyla (G, B) = ( N, C) oldugundan

(G,B)<,(F,A) elde edilir.
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Onerme 3.4.17: (F,A), M iizerinde soft modiil ve (K,C),(N,E), (F,A) nin

soft alt modilleri olsun. Eger (K,C)S;(N,E) ve (N,E)S;(F,A) ise

(K,C)<,(F, A) olur.

Ispat: (K,C), (K',C')nﬁn (N,E)de ve (N,E),(N',E')nﬁn (F,A)daki

komplementleri, ayricaC M1 M E # & olmak iizere (K,C)S; (L1 )é(F, A)

olsun. Bdylece

0 ,acCA(C\E")
H(a){0 ,aeCN(E\C") olacak sekilde
K(a)n(K'(a)+N'(a)) ,aeCn(C'NE")

(K.C)m[(K',C")+(N"E")]=(H,Cn(C'E")) olur.

Xe K(a)m(K'(a)+N'(a)) olsun. Bu durumda k'€ K'(a) ve n'e N'(a) igin
x=k'+n"olur. CN(C'NE')cCNC’ oldugundan X—k'=n'eN(a)nN'(a)=0
ve x=k'eK(a)nK'(a)=0  elde edili.  Bundan dolayi
(K.C)m[(K",C)+(N"E")] asikardr.

Lemma 3.4.8 den (K,C)m[(K',C")+(N ',E')]SL(L,I)@[(K',C')+(N “E")] olur.

Boylece (L, | ) M [( K*,C ') + ( N'E ')] agikardir. Soft modiiler kuralina gore

[(NE)N((L 1) +(NEN] A (KC)=[(NE)m(K-CY]A(L 1) +(N*EY]

(K:C)al(L 1) +(N"EY]

elde edilir. Benzer sekilde(K',C")[(K',C")+(N'E")] asikardir. (K,C),
(K',C')niin(N,E)de komplementi oldugundan (K,C)M(K'C') asikar olma
kosuluna  gdre (K'C')  soft  maksimal  alt  modildir.
(K,.C)c(N,E)A((L.1)+(N"E")ve yukardaki esitlikten yararlanilarak
(NE)A[(L1)+(NYE)|=(K,C)  elde  edili. ~ Benzer  sekilde
(NVE)@[(N,E)+(L1)] asikardir. Boylece (N,E), (N'E')nin (F,A)da
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komplementi oldugundan (N,E)+(L,|):(N,E)o|ur_ Yani (L,|);(N,E) elde
edilir. Bu nedenle

(L1)=(L0)ya[(L1)+(NYE)]<(NE)M[(L1)+(N"E')]=(K.C) olur.
O halde Onerme 3.4.16 dan (K,C)S;(F,A) bulunur.

Teorem 3.4.18: (F, A), M iizerinde soft modiil olsun. O zaman (F, A) nin her
direkt toplanant (F, A) da bir komplementtir.

Ispat: (G, B), (F, A) nin bir direkt toplanani olsun. Bu durumda (G, B) m (T,C)
asikar ve (G, B)é(T,C) =(F, A) olacak sekilde(F, A) nin bir (T , C)soft alt modiilii

Vardlr.(G, B)Q(K, D)Q(F,A) olmak {izere (K, D);(F, A) ve (K, D) M (G, B)
asikar olsun. Soft modiiler kuralindan (K, D) = (T , C) oldugu goriiliir. Boylece
(K, D), (F, A) nin maksimal soft alt modiilii olur. Dolayisiyla (K, D), (G, B) nin

(F, A) daki komplementi oldugu goriiliir.
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