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OZET

ADI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN YAKLASIK COZUMU ICIN
KLASIK ORTOGONAL POLINOM TABANLI TEKNIKLER
YUKSEK LiSANS TEZI
FATMA CELIKTAS
PAMUKKALE UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIiM DALI
(TEZ DANISMANI: PROF. DR. UGUR YUCEL)

DENIZLi, OCAK - 2015

Bu tezde, adi diferansiyel denklemlerde spektral kollokasyon yontemleriyle ilgili
bir caligma sunulmustur. Bu yontemler i¢in gerekli klasik ortogonal polinomlarin
(Jacobi, Legendre, Chebyshev, Laguerre ve Hermite polinomlar1) bazi 6zellikleri
tekrar gdzden gegirilerek, Chebyshev polinom smifinin kullanildig1 duruma kars1
gelen tiirevleme matrisleri Chebyshev noktalar1 kullanilarak olusturulmustur. Bu
matrislerin adi diferansiyel denklemler i¢in sinir deger problemlerini ¢ozmede
nasil kullanilacagi 6rneklendirilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Ortogonal polinomlar, Spektral metotlar, Polinom
yaklagimi, Yaklasik ¢oziimler, Yakinsaklik



ABSTRACT

CLASSICAL ORTHOGONAL POLYNOMIAL BASED TECHNIQUES
FOR APPROXIMATE SOLUTION OF ORDINARY DIFFERENTIAL
EQUATIONS
MSC THESIS
FATMA CELIKTAS
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS
(SUPERVISOR: PROF. DR. UGUR YUCEL )

DENIZLi, JANUARY 2015

In this thesis, a survey on spectral collocation methods for ordinary differential
equations is presented. Properties of the classical orthogonal polynomials (Jacobi,
Legendre, Chebyshev, Laguerre, and Hermite polynomials) required in this
context are reviewed. Differentiation matrices corresponding to Chebyshev case
are constructed using the Chebyshev points. It is illustrated how such matrices can
be used to solve boundary value problems for ordinary differential equations.

KEYWORDS:Orthogonal  polynomials, Spectral methods, Polynomial
approximation, Approximate solutions, Convergence

il



ICINDEKILER

OZETuoouevereeererreesreseesesessessssessssessssssssssssssessassssssessossssossssnsessosssssssssasessassses i
ABSTRACT ueverereeerereereeereseesessesessesessessssessssesssssssssessssessassssssessassssnsessosenes ii
ICINDEKILER ... oueeieeererenerenerenessesesesssesessssssesessssssesssssssessssasassssaes iii
SEKIL LISTESI....couiiieiereeieieeereeneneeseesesesnssesessssssesssessesessssssssesssssssessaes iv
TABLO LISTESI ...coouiiiieeeeeeererereeseneresseseseessesessssssesesessssssssessssesssssssessses v
OINSOZueoeeeereereceeesessessessessessssssessossssssssssssessossessasssessossossassssssessossssssssssses vi
Lo GIRIS ceueeerreeeecteetereereneresesesessssesesessssesesssssessssssssessssssesessssasesssssssesssssees 1
2. OZEL POLINOM ATLELERI ...uuuvieeeieeeeireereeereeeneseeseeesessesessessssosessons 3
2.1 Sturm-Liouville Problemleri .......cooovvneeeieeeee e 3
2.2 Gama ve Beta FOnksSiyonlart.........cccoeeciviieiniiiiiiieiiieccciee e 4
2.3 Jacobi POHNOMIATT ....oiiiieee e 5
2.4 Legendre POlNOMIArt........ccuviiieeiiiiieieiiiie e 8
2.5  Chebyshev Polinomlart...........ccccoveieiiiiiiiiiiiiie e 10
2.6 Laguerre PoOlinOmlart ...........cccooeiiiiieiiiiieiiciiie e 14
2.7  Hermite POINOMIATIT c.ccovvieie i 18
3. ORTOGONALLIK ...uoueerererererererensnesesesessesesessssesessssssssessssssesssssseseseses 22
3.1 Ic carpimlar ve NOTMIAr...........ccocoovoviieeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 22
3.2 Ortogonal FONKSIYONIAr .........cccueiiieiiiiiiineiiiiiie et 24
4. CHEBYSHEV TUREVLEME MATRISLERI .....ucouveverieeerenereeereenenes 27
5. ADi DIFERANSIYEL DENKLEMLER iCiN SINIR DEGER
PROBLEMLERI .......uovieeererenererenenesneseseessesesessssesessssssssesssssessssssesessaes 31
6. SONUC VE ONERILER ........coucerrereerrereneresnereseesesesessssesesessssesessassnns 48
7. KAYNAKLAR ...eueeveeeereneerereenenesessesessesessssessossssesssssssssssassssssessassssassses 49
8. OZGECMIS...oueereeererereneeeerereesssesesessesesessssesesessssesesssssssessssssessssssanes 51

il



SEKIL LiSTESI

Sekil 2.1: Legendre polinomlart, P (x), 1S <6 cooieeiiiiiiiiiiiiiiiiciieiiieic 9
Sekil 2.2: B, POINOMUL....c.ciiiiiiiiiiiiiiii i 10
Sekil 2.3: Chebyshev Polinomlart (1<#<6) ....oovveeeeieiieceieicece 12
Sekil 2.4: T, POIINOMU .......cccoiiiiiiiiiiiiiiiiii 13
Sekil 2.5: Laguerre Polinomlar1 (1<n<6 ve @ =0) .ocoooveveviieiiicieicce. 16
Sekil 2.6: L POHNOMU ......c.coviuiiiiiiiiiiiiiiit e, 16
Sekil 2.7: Olgeklendirilmis Laguerre Fonksiyonlari (1<n<12 ve a=0) ... 17
Sekil 2.8: Hermite Polinomlart (1<72<6) ..o.veciicieieiiiceicccic 20
Sekil 2.9: Hy POINOMU ...c...ooiiiiiiiiiiiiiiiiceictee e 21
Sekil 4.10 : u(x)=e"sin(5x) in Chebyshev Tiirevlemesi........c..cccceevuveenenenee. 30
Sekil 5.11: x,,...,x, , noktalarma karsilik gelen v=(v,,...,v, )" vektorleri 31
Sekil 5.12: u_ =e* lineer smir deger probleminin ¢ozimii.......................... 33
Sekil 5.13: (5.2) lineer olmayan smir deger probleminin ¢éziimii ................... 34
Sekil 5.14: (5.3) lineer sinir deger probleminin niimerik ¢ézimii.................... 37
Sekil 5.15: (5.8) lineer sinir deger probleminin niimerik ¢ézimdi.................... 40
Sekil 5.16: (5.10) lineer sinir deger probleminin niimerik ¢oziimii.................. 41

Sekil 5.17: (5.11) lineer olmayan sinir deger probleminin niimerik ¢oziimii ...43

v



TABLO LiSTESI

Sayfa
Tablo 5.1: (5.2) probleminin niimerik sonuglart............cccoeeevviieiniiiiiiieiniiiiee e, 35
Tablo 5.2: (5.3) lineer smir deger probleminin ¢éziimiindeki mutlak hata........... 38
Tablo 5.3: (5.8) lineer smir deger probleminin ¢éziimiindeki mutlak hata........... 40
Tablo 5.4: (5.10) probleminin farkli metotlardaki degerleri...............ccvveeennnnn. 42
Tablo 5.5: (5.11) lineer olmayan sinir deger probleminin ¢éziimiindeki mutlak

hata. ..o 44
Tablo 5.6: (5.12) 6zdeger probleminin ¢éziimiindeki mutlak hata....................... 45

Tablo 5.7: (5.12) 6zdeger probleminin farkli N degerleri icin mutlak hatalari..... 46
Tablo 5.8: (5.14) 6zdeger probleminin niimerik ¢6ziim sonuclarinin Ghelardoni
(1997) daki sonuglarla karsilagtirilmast...........cccoeeeeiiiieenniiieeennnn.. 47



ONSOZ

Bu ¢aligmam siiresince her tiirlii yardim ve fedakarligi saglayan, bilgi ve
tecriibesi ile g¢aligmama 1s1k tutan, ayrica bana bu calismay1 vererek kendimi
gelistirmeye yonelik de birkagc adim ileride olmami saglayan, caligmamin
yoneticisi Saymn Hocam Prof. Dr. Ugur YUCEL’ e ve her zaman maddi ve manevi

desteklerini esirgemeyen aileme sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.
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1. GIRIS

Spektral metotlar, diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimleri i¢cin 1950'li
yillarda gelistirilen "Sonlu Farklar Metodu" ve 19601 yillarda gelistirilen "Sonlu
Elemanlar Metodu" na alternatif olarak 1970'li yillarda ortaya atilmistir. Dogal
olarak bahsedilen ii¢ metodun da temelleri daha da gerilere dayanmaktadir. Spektral
metotlar i¢cin ortaya atillan bazi fikirler interpolasyon ve acilim kadar eskidir. Bu
konudaki algoritmik gelismeler Lanczos (1938), Clenshaw (1960), Fox ve Parker
(1968) tarafindan yapilmistir. Daha sonra Orszag (1971) ve digerlerinin alan
doniislimiinii  akigkanlar ~ mekanigi ve meteoroloji  problemleri iizerine
uygulamalariyla metot {in kazanmistir. Modern spektral metotlar igin literatiirde
doniim noktasi olarak kabul goren ilk yaymlar Gottlieb ve Orszag (1977) tarafindan
yazilan kisa kitap, Gottlieb ve dig. (1984) tarafindan yapilan inceleme ve Canuto ve
dig. (1988) tarafindan yazilan monografidir. Daha sonralar1 Mercier (1989), Boyd
(2000), Funaro (1992), Bernardi ve Maday (1992), Fornberg (1996), and Karniadakis
ve Sherwin (1999) tarafindan yayinlanan kitaplarla alana katkilar yapilmistir.

Spektral metotlar son yirmi yil icerisinde hizli bir gelisim gostermistir. Is1
iletimi, akigkanlar mekanigi, kuantum mekanigi ve daha birgok farkli alanlarin
niimerik simiilasyonlarma uygulanmistir. Giiniimiizde de diferansiyel denklemlerin
niimerik ¢oziimleri i¢in "Sonlu Farklar Metodu" ve "Sonlu Elemanlar Metodu" nun
yaninda gii¢lii bir arag¢ olarak yerini almigtir. Spektral metotlarm en belirleyici
ozelligi deneme fonksiyonlar1 olarak sonsuz diferansiyellenebilir global
fonksiyonlarin ¢esitli ortogonal sistemlerini kullanmasidir. Farkli deneme
fonksiyonlarinin kullanimi farkli spektral yaklagimlari verir. Ornegin, periyodik
problemler icin trigonometrik polinomlar, periyodik olmayan problemler i¢in
Legendre polinomlar1 ve Chebyshev polinomlari, yar1 sonsuz aralikta Laguerre

polinomlar1 ve sonsuz aralikta Hermite polinomlar1 gibi.

Eger basit bir bolgede bir kisi yiiksek hassasiyetli bir adi diferansiyel
denklem veya bir kismi diferansiyel denklem ¢6zmek isterse ve problemin verileri de

diizgiin ise spektral yontemler en iyi ara¢ olarak diisiiniilebilir. Sonlu farklar veya



sonlu elemanlar metodunun iki veya ii¢ hassasiyet dereceli oldugu yerlerde spektral

yontemler genelde on hassasiyet derecesine ulagabilir.

Bu calismada spektral metotlarin literatiirde mevcut temel teorik sonuglari
sunulacak ve adi diferansiyel denklemlere bazi uygulamalar1 ¢aligilacaktir. Spektral
metotlarda fonksiyon yaklasimlar1 Sturm-Liouville problemleri olarak bilinen
0zdeger problemlerinin polinom ¢odziimleriyle yakindan iliskili oldugundan ikinci
boliimde ilk once bu problemler ele almnacak ve daha sonra sirasiyla Jacobi
polinomlari, Legendre polinomlari, Chebyshev polinomlari, Laguerre polinomlar1 ve
son olarak Hermite polinomlarinin basit ve ayn1 zamanda dikkate deger 6zellikleri
ozetlenecektir. Uciincii boliimde, yaklasim teorisinin temel taslarindan olan “I¢
Carpim” ve “Ortogonal fonksiyonlar” ele alinacaktir. Ciinkii Boliim 2’de verilecek
polinom ailelerinin tiimii uygun bir i¢ ¢arpima gore ortogonal fonksiyonlar kiimesi
olustururlar. Dordiincii bolimde, Chebyshev noktalar1 kullanilarak Chebyshev
tiirevleme matrisleri elde edilecek ve bu matrisler kullanilarak bazi1 fonksiyonlarin
tiirevlerine ulasilacaktir. Besinci boliimde, Chebyshev tiirevleme matrislerinin adi
diferansiyel denklemler i¢in sinir deger problemlerine bazi uygulamalar1 verilecek ve

altinc1 boliimde temel gozlemler kisaca 6zetlenecektir.



2. OZEL POLINOM AILELERI

Spektral yontemlerle fonksiyonlara yaklasimlar, Sturm-Liouville problemleri
olarak bilinen, adi diferansiyel denklemlerdeki &zdeger problemlerinin polinom
coziimleriyle iligkilidir. Bu problemler, sinir-deger problemlerin analizinde
degiskenlere ayirma metodunun uygulanmasinda ortaya ¢ikar. Bu bdliimde, bu tipte
olan ve en c¢ok kullanilan polinom ailelerinin basit ve dikkate deger 6zelliklerini ana

hatlariyla verecegiz (Funaro 1992).

2.1 Sturm-Liouville Problemleri

I, R’ de bir agik aralik olsun. / araliginda w>0 ve 1 araliginda a >0

saglansin. a :IT>R,b:1>R ve w: 1> R olmak iizere I araliginda asagidaki

0zdeger problemini ele alalim:
—(au')’+bu=ﬁwu , AeR. (2.1

Burada amag bu problemin (i,u) cozlmlerini elde etmektir. Burada A 'ya (2.1)

probleminin 6zdegerleri, u 'ya da problemin 6zfonksiyonlar1 adi1 verilir. # '"nun

tek olarak tanimlanabilmesi icin ¢ok degisik sinir-kosullar1 géz 6niine alinabilir.

Eger 1 araliginda a >0 ise (2.1) problemi diizgiin (regiiler) ve eger 1 araligindaki
en az bir noktada a — 0 oluyorsa (2.1) problemi tekil (singiiler) olarak adlandirilir.
Cogu durumda 6zdegerler kiimesi reel pozitif sayilarin bir raksak dizisi seklindedir.
Ozfonksiyonlar ailesinin bircogu literatiirde yaygin olarak calisilmistir. Bunlari
temsilen Bessel fonksiyonlar1 diisiiniilebilir. Bununla birlikte biz burada (2.1)
denkleminin polinom ¢ozlimleriyle ilgilenecegiz. Bununla ilgili asagidaki genel

sonug ispatsiz olarak verilecektir.



2.1 Teorem: n inci dereceden bir polinom u, olsun. Eger {un}neN (2.1)

probleminin ¢dziimlerinin bir dizisi ise, bu durumda

u,(x)=(p,x+0,)u,, (x)+7,u,,(x), Yn=2, Vxel, (2.2)

olacak sekilde {p”},{c)'} ve {T”} reel dizileri bulmak mimkiindiir. (2.2)

n

denklemine gore u, (x)=(px+0,)u,(x) olacak sekilde p,o, €R tammlayalim.

Bu teorem bize u, (x) ve ul(x) degerlerinden baglanilarak, verilen bir xe/

noktasinda ardigik olarak »inci polinomu hesaplamamiza yarar. (2.2) denkleminin

tiirevi alinarak tiirev i¢in benzer bir iligki elde ederiz. Bu iliski

!

u, (x)=(px+0,)u,_ (x)+pu, (x)+7u ,(x), Yn=2, Vxel (2.3)

n

seklinde yazilabilir. (2.2) ve (2.3) denklemleri ortak ¢oziildiigiinde x noktasinda u)

nii verir. Yiiksek mertebeden tiirevler benzer yolla elde edilebilir.

2.2 Gama ve Beta Fonksiyonlar

Polinom o&zfonksiyonlarmmin analizine ge¢gmeden Once Gama ve Beta
fonksiyonlar1 ve bunlarin bazi 6nemli 6zelliklerini verelim. Herhangi bir reel pozitif

X sayist i¢in

seklinde tanimlanan fonksiyona Gama fonksiyonu denir. Yukaridaki denkleme kismi

integral uygulandiginda
C(x+1)=xI(x), x>0, (2.4)

fonksiyonel denklemi elde edilir. » bir tamsayr oldugunda tiimevarimla (2.4)

denkleminden temel bir bagnt1 olan I' (n + 1) =n! elde edilir. Diger 6nemli bagnt1



F(x)F(l—x)= , O<x<l. (2.5)

sin 7zx

(2.5) denkleminden T Gj =7 oldugu kolayca bulunabilir.
Beta fonksiyonu, x>0 ve y >0 olmak iizere
1
B(x,y) = j £ =1y dt
0

seklinde tanimlanir. Bu tanimdan faydalanilarak

1 x-1 _ y-l _ Ax+y-1 F(X)F(Y)
j1(1+t) (1-2) " dr =2 Ty X070 (2.6)

seklinde kullanigh bir esitlik elde edilir. Binom katsayilari

o :M ke N, x>k-1, (2.7)
k) kIT(x—k+1)

seklinde genellestirilebilir.

2.3 Jacobi Polinomlar

Simdi, (2.1) i¢in polinom ¢dziimleri ailesinden ilkini tanimlayalim. Bu Jacobi
polinomlar: olarak adlandirilir. Bunlar & > -1, > —1 olmak lizere o, f € R gibi iki

parametreye baghidir. Bu parametrelerin uygun bir se¢imi bizi iyi bilinen diger

ailelere (Legendre polinomlari, Chebyshev polinomlari, v.b.) gétiiriir. Simdi, (2.1)

probleminde 7 =(-11) olarak alalm ve a,b ve w yi

a(x) = (1 —x)a+1 (1 er)ﬁ+1 , Vxel
b(x)=0, w(x)=(1—x)a (1+x)ﬁ , Vxel
a>-1, p>-1

seklinde secelim. Bu sec¢im bizi, sadelestirmeden sonra,



—(1—x2)u"+((a+ﬂ+2)x+a—ﬂ)u'=/1u (2.8)

seklinde singiiler 6zdeger problemine gdtiiriir. Bu problemin Frobenius metodu

kullanilarak ¢6ziilmesiyle asagidaki sonug elde edilir:

2.2 Teorem: (2.8) denkleminin ¢6ziimii sadece A =n (n +a+ [+ 1) ,neN

oldugunda 7 inci dereceden bir polinom olur.

(2.8) singiiler 6zdeger probleminin tek ¢ozlimii olarak 7 inci dereceden Jacobi

polinomunu, plr)

n b

plar) (1) _[rte :M neN (2.9)
" n nl(a+1) ’
seklinde veya buna denk olarak
Pn(“"g)(—l):(—l)" (n+,3j , neN, (2.10)
n

seklinde tanimlayalim.

Goriildiigii  gibi  (2.8) problemi iizerine herhangi bir smir kosulu
konulmamistir. Bunlarin yerine ¢oziimiin polinom olma sart1 kullanilmistir. (2.9)
(veya (2.10)) kosulu sadece tek bir 6zfonksiyon se¢imi i¢in konulur, aksi taktirde bir
sabit kat1 seklinde tanimlidir.

Bu polinom ailesi i¢in iyi bilinen bir¢ok teorem ve ozellik literatiirde

mevcuttur. Bunlardan biri Rodrigues formiiliidiir ve bu formiil

a B pla.p) _ﬂd_n e n+p
(1=x)" (1+x) P (x) = 2"n!dx"[(1 ) (1ex) ] menN @i



seklindedir. Bu daha agik olarak

Pn(a,ﬂ)(x) — 2ni(n ;aj(n +fj(x_l)nk ()C+ l)k
k=0 n—

_ T(2n+a+p+1) n+(a—,b’)n .
_2”n!F(n+a+,6’+l) g 2n+a+,b’x

. (2.12)

,neN

seklinde yazilabilir. (a, ﬂ) parametre ¢iftinin farkli segimleriyle bir¢ok formiil

Jacobi polinomlartyla iliskilendirilebilir. Bunlardan biri

di[ef"‘ﬁ)(x)]=%(n+a+ﬂ+1)1>,f";“ﬁ“> , nxl, (2.13)
X

seklidedir. (2.11) veya (2.12) den

B“(x)=1

(@5) 1 1 , (2.14)
B (x)=5(a+,8+2)x+5(a—,8)
elde edilir. (2.11) ve (2.12) denklemleri yeterince pratik olmadiginda yiiksek

dereceden polinomlar Teorem 2.1 kullanilarak tanimlanabilirler. Daha ag¢ik olarak

(az—ﬁz)(2n+a+ﬁ—l)
o =
" 2n(n+a+p)(2n+a+ f-2)
:(2n+a+ﬁ)(2n+a+,6’—l)

! 2n(n+a+ p) @15)
i :_(n+a—1)(n+,6’—l)(2n+a+,6’) n2
! n(n+a+p)(2n+a+p-2)

Dahasi p, =%(a+ﬂ+2), o, =%(a—,8). Tiirevler (2.3) ya da (2.13) kullanilarak

diizeltilebilirler.

Son olarak, I araliginda asagidaki tahmini verelim (Szegd, 1939):



max

—1<x<1

pl?) (x)‘ = max{‘Pn(“’ﬂ) (il)‘} = max{[n+aj,[n+ﬂj} ,neN. (2.16)

n n

Daha fazla ozellikler “ultra-kiiresel (ya da Gegenbauer) polinomlar” i¢in

ispatlanabilir. Bunlar & = £ olmak iizere Jacobi polinomlaridir.

2.4  Legendre Polinomlar

Jacobi polinomlarinda « = =0 alinirsa Legendre polinomlar: elde edilir.
Gosterimlerde kolaylik olmasi agisindan P” = P, kisaltmasm kullanacagiz. Simdi

bu polinomlarin temel 6zelliklerinden bazilarini verelim. Teorem 2.2 ye gore
(1-x*)P" —2xP+n(n+1)P,=0 , neN, (2.17)

diferansiyel denklemini elde ederiz. (2.9) ve (2.10) kosullarindan sirasiyla

PM=1, P(-)= (—1)" , n €N olduklarini elde ederiz. Yineleme formiilii

2l p -2t xel |, 22, 2.18)
n n

B (%)=

dir. P, nin ¢ift (ya da tek) fonksiyon olmasi i¢in gerek ve yeter sart n nin ¢ift (ya da

tek) olmasidir ve bunu kontrol etmekte kolaydir. Ayrica (2.17) den

n(n+1)

P'(x]) =~ 5 (#1)" , neN, (2.19)
dir. Bundan baska (2.16) dan
|P(x)|<1 ,|x<1 ,neN (2.20)

olur. Ek olarak, (2.13) ve (2.16) birlesiminden, tiirev i¢in asagidaki tahmin elde
edilebilir:

Pn'(x)‘ S%n(nvtl) ,

x<1 ,neN. (2.21)



Kullanigh diger bir bagint1 (2.18)’de x =0 alindiginda

0 , n tek ise

EO)= n!2™" ng’} , N ¢ift ise (2.22)

seklinde bulunur. Béylece lim P (0) =0 sonucu ¢ikarilir.

Sekil 2.1’de 1<n<6 i¢in P, polinomlarmin grafikleri verilmistir. Sekil 2.2

de B, in davranigmi gostermektedir.

[LEi g
0.6
04

024

.6

4.8

Sekil 2.1: Legendre polinomlari, P (x), 1<n<6

Legendre polinomlarinin davraniglar1 hakkinda bazi genel fikirler vermek igin

asagidaki iki sonucu verelim.

2.3 Teorem: Herhangi n>5 igin, x 1 den 5 e arttiginda

P,(x)| in birbiri ard
sira gelen iliskili maksimum degerleri de artar.
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2.4 Teorem: Herhangi n €N ve herhangi x €7 igin

T n

P.(x) =% [ (x+i\/l—x2 cos e) 6. (2.23)

0

iWANYA WANFAY
YAV VARY

1.8

Sekil 2.2: B, polinomu

2.5  Chebyshev Polinomlar:

Birinci tiir Chebyshev polinomlar1 Jacobi polinomlarinda «a=pf=-1/2

alinmasiyla iligkilendirilen polinomlardir. Gergekten

-1

5_(11!2”)2_ W ool

e ) -

olmak lizere
4
T =5P *” , neN, (2.24)

10



olarak tanimlanir. Neticede bunlar
(1-%*)1," =xT, +2°T,=0 , neN, (2.25)
1
seklindeki Sturm-Liouville problemlerinin ¢odziimleridirler. (2.15)’de o == )
alinarak ve uygun boyut ayar1 yapilarak 7 (x) =1 ve 7,(x) = x olmak lizere
T,(x)=2xT,,(0)-T,,(x) , xel , n22, (2.26)

seklindeki yineleme formiilii elde edilir. Genel olarak 7 (+1)=(£1)", neN

oldugu bulunur. (2.25) denklemi x = %1 noktasinda hesaplanirsa
T'(x)=—(£1)'n* , neN, (2.27)

elde edilir. Ayrica 7, nin ¢ift (tek) olmas: i¢in gerek ve yeter sart n nin cift (tek)

olmasidir. 7 inci dereceden Chebyshev polinomlar1 i¢in acik bir ifade

2l )
()= ;{(-n 5 [2’; j[’;jjj

==2""x"—n2"x"? +%n(n—3)2”5x”4 +..., xel, neN. (2.28)

(2.28) de [0] , ® nin tamsay1 kismimi gosterir. En ¢cok dikkate deger tanimlama
T,(cos@)=cosnf , 60e[0,z7] , neN (2.29)

seklindedir. Bu ifade cebirsel ve trigonometrik polinomlar1 iligskilendirmektedir. Bu
Oonemli 0zellik x =cos@, O e [O, 7r] ve n €N olmak lizere
_ nsinn6

CZL (cosO) = , (2.30)

X sin@

11



2 .
nsinnfcos@ n’cosnd

sin’® @ sin® @

L (cosd) = (2.31)

x2
kullanilarak ispat edilir. Boylece x yerine cosé yazilarak (2.25) denklemi saglanir.

Birgok 6zellik (2.29) denkleminin direkt sonucudur. Ozel olarak,
|Tn(x)| <1,VneN,Vxel dr. Ayrica T, nin I de n tane kokii vardir. Dolaysiyla
T niin I de n—1 tane kokii olur. 7 araligmda |Tn| fonksiyonu maksimum degeri
olan 1 degerini n+1 defa alr. Sekil 2.3 de 7, nin 1<n<6 i¢in grafikleri

verilmistir. Ek olarak da Sekil 2.4 de 7}, ¢izilmistir.

Sekil 2.3: Chebyshev Polinomlar (1<n<6)

Diger basit bagintilar kolayca kurulabilir:

12



T,,(x):%(em9+emg):%[(x+m)n+(x_m)n}

,x=cosfdel ,neN

P T TL] L,
" 2ln+l1 n-1

T (T (x)=T,(x) ,Vxel ,Yn,meN

mn

02 04 06 08 n

Sekil 2.4: T, Polinomu

Ikinci tiir Chebyshev polinomlar1 olarak bilinen bir diger polinom ailesi

|
n+l 2

U_

= neN,
n+l

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

seklinde tanimlanir. Bunlar da ayni1 zamanda ultra-kiiresel polinomlardir. (2.13) ve

(2.24) den yararlanilarak

13



11
U =6 P(“] , neN

n+l “n

(2.36)

elde edilir. U, ler birinci tiir Chebyshev polinomlariyla benzer 6zellikleri saglarlar.

2.6  Laguerre Polinomlan

Bu bolimde, Sturm-Liouville probleminin polinom ¢éziimlerinin bir diger

ailesi olan Laguerre polinomlarini ele alacagiz. > -1 ve [ = (0,00) olsun. Denklem

(2.1) deki katsayilar1
a(x)=x""e™* , Vxel

b(x)=0 , wkx)=x"e" , Vxel

olarak tanimlayalim. Bu durumda asagidaki 6zdeger problemini elde ederiz:

xu"+(a+1-x)u'+Au=0.

(2.37)

Bu denklemin sadece A=n, neN olmasi durumunda polinom ¢oziimleri

mevcuttur. Bu nedenle, n inci dereceden Laguerre polinomu, L , (2.37) singtiler

probleminin
n+a
(0) [ j , neN | a>-1

kosulunu saglayan tek ¢oziimii olarak tanimlanir. Rodrigues formiilii

1
n!

exL()= P

(ef“‘x”“’) , neN |, xel
seklindedir. Ayrica asagidaki ifade de mevcuttur:

“)(x) = Z(niZj ') K, neN , xel.

14
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Teorem 2.1 den yararlanilarak, L(Oa) (x)=1 ve L(la)(x)=1+a—x olmak iizere

asagidaki 3-terimli yineleme formiilii elde edilir:

2n+a—-1—x n+a-1

L% (x)- L9(x) , vn=2. (2.41)

n—

L ()=

Cesitli denklemler @ parametresinin farkli degerlerine karsilik gelen Laguerre

polinomlaryla iligkilendirilebilir. Bunlara bazi 6rnekler asagida verilmistir:

di 9 =1 | 4eN |, a>-1 (2.42)
x
L(n‘?l = L(::l) —L(”‘”l) , neN |, a>-1. (2.43)
(2.43) denkleminden
(a+1) _ " 7(a) _
L L7, neN |, a>-1 (2.44)

elde edilir. Laguerre ve Jacobi polinomlar1 asagidaki gibi bir asimptotik formiille

iligskilendirilebilir:
Li“)(x)=/13im{ﬂ(“’ﬂ)£l—2—;ﬂ , Vxe[0,0). (2.45)

Bu ifade (2.8) ve (2.37) diferansiyel denklemlerinin yardimiyla kontrol edilebilir.

Sekil 2.5’te 1<n<6 igin L'” ’in ve Seki 2.6°da L *m grafikleri goriilmektedir.
Pencerenin  dlgiisii  Sekil 2.5’de  [0,20]x[-600,600] ve Sekil 2.6’da
[O, 20]><[—900,900]. n arttiginda Laguerre polinomlarmnin gosterimini elde etmek

zordur.

Daha esnek nilimerik hesaplamalar icin S,Sa) :1 >R seklinde olcekleme

fonksiyonu kullanarak

15
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u,-
PO S I S N R N R MO
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2 4 6 B 10*&1\2& 16 18 20

=

:

:

Sekil 2.5: Laguerre Polinomlari (1 <n<6 ve a= 0)

10 12 14 16 18 20

o ]
]
o ]
o ]

s835.388¢8

Sekil 2.6: L Polinomu

(2.46)

tanimlayalim. Amacimiz Laguerre polinomlarmin nokta degerleri hesap edildiginde

16



kotii-kosullu islemlerden kaginmaktir. Sf,a) nin etkili bir se¢imi

n k=1

S (x)=1 , S,S“)(x)zﬁnmJﬁ(lu—’;ﬂ , n>1 (2.47)

(Funaro,1990a). “Olgeklendirilmis Laguerre Fonksiyonlarr” nin ailesi olarak

L(na), n €N gosterilebilir. Bunlar polinom degildir. LA(”O) nin ¢izimleri 1<n <12 i¢in

Sekil 2.7de verilmistir. Burada pencere 81 giisii [0,50]x[-300,300] dir.

100

Sekil 2.7: Olgeklendirilmis Laguerre Fonksiyonlart (1 <n<l12 ve a= 0)

Goriildiigii gibi 6l¢eklendirilmis Laguerre fonksiyonlar1 daha yumusak bir davranis
sergilemektedir. Burada LA(H“)(O) =1, Vn e N oldugunu unutmayalim. (2.41) de yerine

koyduktan ve sadelestirdikten sonra Vr > 2 olmak iizere yineleme formiili

) () — 4n IR )
i (x)—(n+a)(4n+x)[(2n+a 1-x) 11 (x)
) (2.48)
o) e
4n+x—-4

17



4(a+1-x)

ile 7 (x)=1 ve [(x)=
e L )=tve L= (v 4)

elde edilir. Ayrica tiirevler icin Vn2>2

olmak tizere

4n
xX)=
(n+a)(@n+x)

1. 4(n—1)’ - , ;
JSnvaclye o, A [ 2neiod) pay o d g o
4n+x 4n+x—4| (4n+x)(4n+x—-4) dx

—_— —_— — A(a)
[(211 +a—1-x)—L" (x)

d

ile diﬂoa)(x):0 ve —i(“)(x)z—a+5 4

elde edilir.

1

x dx a+1(x+4)2

2.7 Hermite Polinomlar

Bu boliimde son olarak H,, n € N Hermite polinomlarimi ele alacagiz. H,

ler (2.1) denkleminde
a()c):w(x):eﬂ‘2 , b(x):O , Vxel=R

alinarak elde edilen singiiler olmayan Sturm-Liouville probleminin ¢oéziimleridirler.

Boylelikle
H(x)-2xH(x)+2nH,(x)=0 , neN , xeR (2.50)

seklindeki diferansiyel denklemi kolayca elde ederiz. Normallestirme sart1 agagidaki
gibidir:

H,(0)=(-1)" " 0 gifise 2.51)

18



n tekse (2.52)

n inci dereceden H, polinomu, n in degerine gore ¢ift ya da tek fonksiyon olur.

Benzer sekilde Rodrigues formiilii

H, (x)=(-1) e jnn e” , neN , xeR (2.53)
X

olarak bulunur. Daha agik olarak ifade edecek olursak

() =nt S G 2T

! (n—Zm)!
=2"x" —11(11—1)2”72)5“72 +n(n—l)(n—2)(11—3)2”75)5“74 ., (254
neN ,xeR

m=0

Karsilik gelen 3-terimli yineleme formiilii /,(x)=1 ve H,(x)=2x olmak iizere
H, (x)=2xH,  (x)-2(n-1)H, ,(x) , Vn=2. (2.55)
(2.53) tiirevinin alinmasindan

H)(x)=2xH,(x)-2H,

n+l

(x) , neN , xeR (2.56)

elde edilir. Boylece (2.55) ile birlikte tiirev vb. hesaplamalar yapmak i¢in asagidaki
basit bagintiy1 elde ederiz:

H)(x)=2nH,  (x) , n>1 , xeR (2.57)

Sekil 2.8 ve Sekil 2.9°da Hermite polinomlarmin grafikleri verilmistir. Pencerelerinin

Slgiileri [—5,5]x[-900,900] ve [-5,5]x[-450000,450000].

Hermite polinomlar1
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H, (x)= (—1)"/2 2" (%j!L(n/;/z) ()c2 ), n ¢iftse (2.58)

H, (x)=(-1)"" 2" ((n-1)/2)x2) , (x*). n tekse (2.59)

seklinde Laguerre polinomlar1 kullanilarak ifade edilebilirler. Bunlar (2.37)-(2.38)
ve (2.50)-(2.52) formiilleri yardimiyla kolayca c¢ikarilabilirler. (2.58)-(2.59)
yardimiyla (2.46)-(2.47) tanimlarini tekrar hatirlarsak

I:In (x) = LA(,;;/z) (x2 ), n ciftse (2.60)
I:In (x) = LA((ln/ﬁ)/z (xz), n tekse (2.61)

seklinde dlgeklendirilmis Hermite fonksiyonlari tanimlanir. Sonug olarak

A

Hn(0)=1, n ¢iftse (2.62)
H,(0)=1, n tekse (2.63)

elde edilir. Tiirevler (2.48) ve (2.49) denklemleri kullanilarak hesaplanabilir.

Sekil 2.8: Hermite Polinomlar1 (1 <n< 6)
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Sekil 2.9: H, Polinomu
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3. ORTOGONALLIK

Ic carpimlar ve ortogonal fonksiyonlar yaklasim teorisinde temel
kavramlardir. ikinci Béliim’de verilen ailelerin tiimii uygun bir i¢c carpima gore
ortogonal fonksiyonlar kiimesi olustururlar. Bu 0Ozellik pek cok degisik diger

hususlar1 ortaya ¢ikaracaktir.

3.1 ic carpimlar ve Normlar

Tamm (I¢ ¢arpim): X bir reel vektor uzayi olsun. Vu,ve X vektor ¢iftine
bir (u,v) reel sayis1 karsilik geldigini kabul edelim. ( , -):X x X — R fonksiyonu

asagidaki li¢ 6zelligi saghyorsa X {iizerinde bir (reel) i¢ ¢carpim olarak adlandirilir.

Lineerlik 6zelligi:
(au, +bu,,v)=a(u,v)+b(u,,v) , VYu,veX (3.1)
Simetri 6zelligi:
(u,v)=(vu) , VuveX (3.2)
Pozitif tanimlilik 6zelligi:
(u,v)20 , VueX , (w,u)=0 < u=0 (3.3)

Bir i¢ ¢arpimla beraber X vektor uzayna i¢ ¢arpim uzayi (reel i¢ ¢arpim uzayi)

denir.

Tamim (Norm): X bir i¢ ¢carpim uzay1 olsun. Asagidaki 6zellikleri saglayan
|| || : X > R" geklindeki fonksiyona X ’de bir norm denir:

|u]|=20 ,vueXx , |u|=0<u=0 (3.4)
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| Aul|=|A||u]| vueXx ,vieR (3.5)
|utv|<ul+]|v] Vuvex (iggen esitsizligi) (3.6)

Genel olarak i¢ ¢carpimlar ve normlar bagimsiz kavramlardir. Bununla birlikte, her ne

zaman X ’de bir i¢ ¢carpim varsa otomatik olarak bir norm

|u|=y(uu) , VueX (3.7)

seklinde tanimlanir. Ozellikle (3.6) esitsizligi
‘(u,v)‘ﬁ”u””v” Vu,ve X (3.8)

seklinde iyi bilinen Schwarz esitsizliginin bir yan tiriiniidiir.

Simdi bir 6rnek verelim. / araliginda siirekli fonksiyonlarm lineer uzay

X=C° (7) olsun.w: I - R, w>0 kosulunu saglayan ve siirekli integrallenebilen

bir fonksiyon olsun. Bu takdirde, 7 smnirli oldugu zaman, ( , ) bir i¢ carpim ve ona

karsilik gelen || ||w normu

(u,v), =J.uvwdx , YuveC® (7) (3.9)

1

||u||W=Uu2wdxj2 , VueCO(I_) (3.10)

seklinde tanimlanir. Burada w fonksiyonu “agirlik fonksiyonu olarak adlandirilir. 7
smirli olmazsa (3.9) ve (3.10)’daki integrallerin sonlu olmasina dikkat etmek

zorunday1z.

Bu kisa baslangicin yardimiyla Sturm-Liouville problemlerinin ¢dziimlerinin

daha ayrmtili analizini yapmaya hazir hale gelmis bulunuyoruz.
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3.2 Ortogonal Fonksiyonlar

u,veCO(I_) fonksiyonlar1 bir w agirhk fonksiyonu i¢in (u,v)w=0

kosulunu saglarsa ortogonaldir denir.
(2.1) denklemindeki a fonksiyonunun, / aralifinin u¢ noktalarinda sifira

xX—>to0

gittigini varsayalim (yani, / araligi sinirli degilse lim a(x)=0 ). Bu takdirde

asagidaki temel sonucu elde ederiz:

3.1 Teorem: {l”}neN Ozdegerlerine karsilik gelen (2.1) denkleminin

¢Oziimlerinin bir dizisi (u,)  olsun. n#m ise A, # 4, oldugunu sart kosalim. Bu

takdirde

Lunumwdx=0, VnmeN n#m (3.11)

olur.

Bu teorem, Boliim 2’de gosterilen biitiin polinom ailelerinin, onlara karsilik

gelen agirlik fonksiyonu w olmak iizere, (3.9) i¢ ¢arpimina gore ortogonal oldugunu

gosterir. Yani, herhangi n,me Nve n#m igin

(Jacobi) [ PP (x) PP (x) (1= x)" (14 x) dx =0 (3.12)

(Legendre) [P (x)P, (x)dx=0 (3.13)

(Chebyshev) [7,(x)7,(x) &) (3.14)
1-x°



(Laguerre) [ L ()17 (x)x“edx =0 (3.15)
0

(Hermite) J. H, (x) H, (x) e dx=0 (3.16)
olur. Olgeklendirilmis Laguerre (ya da Hermite) fonksiyonlarmm ortogonal
olmadigint unutmayalim.

Ayrica, b =0 oldugunu goz oniine alirsak, (3.11) ve
J a u'v'dx+J buvdx= /1_[ uvwdx
1 1 1

denklemleri ortogonal polinomlarin
Lau;ur'ndx=0 ,NnmeN n#m (3.17)

denklemini sagladigmi gosterir. Bu da a agirlik fonksiyonuna gore tiirevlerin

ortogonal polinomlar oldugunu gosterir.

Herhangi n>1 ic¢in, p en c¢ok n—1 dereceden polinom oldugunda
L pu,wdx =0 esitligini elde ederiz. Ciinkii, k<n-1 i¢in p , u, larn lineer
birlesimidir.

Denklem (3.13) de x=cosf alinrsa ve (2.29) gbz Oniine alindiginda,

trigonometrik fonksiyonlar i¢in iyi bilinen ortogonal bir bagnt1 elde edilir:

Va

jcosne cosmf@dO=0 ,YnmeN .n#m (3.18)
0

Bu da Chebyshev polinomlarini karakterize etmemize olanak saglayacaktir.
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3.2 Teorem: Herhangi n € Ni¢in

j[e}“’ﬂ) (x)}2 (1-x)" (1+x)” dx

-1

(Jacobi) gaspn L@+ )L (A+1) n=0
~ I(a+p+2) ’
B 2 Dlashr(B+1) o

(2n+a+p+)n! T(a+p+2)

1
Legendre P’(x)dx =
(Legendre) _jln(x>x o
| J 7z ,n=0
X
(Chebyshev T2 (x =
e JROTTETE mso
2
i Nn+a+1
(Laguerre) '[ [L(na)(x)] x“e*xdx:M
0 n!
(Hermite) .[ H’(x) e dx=2"nr.
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4. CHEBYSHEV TUREVLEME MATRISLERI

Birinci tiir Chebyshev polinomlar1 (7, (x), n=>1) [—1,1] araliginda n+1 tane

ekstremuma sahiptir ve bunlar
x, =cos(jz/N) , j=0,1,...,N 4.1

formiilityle bulunabilirler. Bu bdliimde bu noktalar1 kullanarak Chebyshev tiirevleme
matrisleri olusturulacak ve daha sonra bu matrisler bazi fonksiyonlarin

tiirevlenmesine uygulanacaktir.

Chebyshev noktalarinda tanimh bir v 1zgara fonksiyonu verildiginde w ayrik

tiirevini agagidaki iki adimda hesaplayabiliriz.

J p(x j) =v,, 0<j<N olacak sekilde derecesi N ye esit ya da daha kii¢ik
polinom p olsun.

° w, = p'(xj) alalim.
Bu islem lineer oldugundan dolay1 (N +1)><(N +1) tipinde D, ile gosterecegimiz
bir matris ile ¢arpma olarak
w=D,v

seklinde temsil edilebilir. Buradaki N ¢ift ya da tek keyfi bir pozitif tamsayidir.
Interpolasyon islemi igin genel bir fikir olusturmada N =1 ve N =2 durumlarina

bakmamiz faydali olacaktir.

IIk olarak N =1 durumunu géz oniine alalim. Bu durumda interpolasyon

noktalar1 x, =1 ve x, =—1. v, ve v, ’leri kullanarak Lagrange formunda yazilan

interpolasyon polinomu

p(x) =%(l+x)v0 +%(1—x)v1
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olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa

, 1 1
p (x) =EV0 _Evl

elde edilir. Bu formiil 2x2 tipinde asagidaki D, matrisini verir:

=)

Il
= N =

[\

Simdi de N=2 yi goz Oniine alalim. Interpolasyon noktalar1 x,=1, x,=0 ve

x, =—1 dir ve interpolant

p(x) =%x(l+x)v0 +(l+x)(l—x)v1 +%x(l—x)v2

ikinci dereceden bir denklemdir. Tiirevi

, 1 1
p (x) =(x+5jvo —2xv, +[x—§jv2

seklinde lineer bir polinomdur. Tiirevleme matrisi 3x3 tipindeki D, matrisidir ve bu

matris yukaridaki ifadede sirasiyla x =1,0 ve -1 konuldugunda

3 5, 1
2 2
1 1
D,=| - 0 -—— 4.2
2= 5 > (4.2)
1, 23
2 2

seklinde bulunur. $imdi keyfi N i¢in D, matrisinin formiiliinii bulalim.
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4.1 Teorem (Chebyshev Tiirevleme Matrisi): Herhangi N >1 igin,
(N+1)x(N+1) tipindeki Chebyshev spektral tiirevleme matrisi D, ’nin satir ve

siitunlar1 0 ’dan N ’ye kadar indekslensin. Bu matrisin elemanlar1

2 ,i=0yadaN
¢, =
" |1 , diger durumlarda

olmak tzere

2N +1 2N? +1
(DN)OO - 6 ’ (DN)NN = 6 (4.3)
(D ) - =1,...,N~-1 (4.4)
NJjj 2(1_sz) > J LR ’ .
_1 i+j
(DN)I..:& ( ) , i#j 0,j=0,...,N, 4.5)
TG (xl.—xj)

seklindedir.

Chebyshev spektral tiirevleme matrisi D, ’yi hesaplamak i¢in program

yazilirken (4.3)-(4.5) formiillerini tam anlamiyla kullanmak yerine; ilk 6nce matrisin
kosegen elemanlar1 disindaki diger elemanlarini (4.5) formiiliiyle hesaplamak, daha

sonra da (4.3) ve (4.4) formiilleri ile verilen kosegen elemanlarini

(Dy), =-2.(Dy), (4.6)

0zdesligini kullanarak hesaplamak daha uygun olacaktir.

4.1 Ornek: u(x)=e"sin(5x) seklindeki periyodik olmayan diizgiin

fonksiyonun tiirevini Chebyshev spektral tiirevleme matrisi D, ’yi kullanarak
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hesaplayalim. Sekil 4.10°da sirasiyla N =10 ve N =20 kullanarak elde edilen u(x)

in grafigi ve u'(x) teki hatanin grafigi verilmistir.

u(x), N=10 u'(x) deki hata, N=10

2 0.02

R . 0 hvﬂ e

2 -0.02

4 0.5 0 0.5 004, -0.5 0 0.5 1

) u(x), N=20 10X 107 u'(x) deki hata, N=20

of T ~ 5

, A ALA AA A
AT VARVARVARVATA'

4 0.5 0 0.5 B 0.5 0 0.5 1

Sekil 4.10 : u(x) = ¢" sin(5x) in Chebyshev Tiirevlemesi
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5.ADIi DIFERANSIYEL DENKLEMLER ICIN SINIR
DEGER PROBLEMLERI

Boliim 4’de D, Chebyshev tiirevleme matrisi tanimlanmisti. Bu boliimde

D, matrisini kullanarak adi diferansiyel denklemler i¢in bazi smir deger

problemlerinin ¢éziimleri lizerinde duracagiz.

5.1 Ornek: ik uygulama olarak, asagidaki lineer adi diferansiyel denklem

icin smir deger problemini gbz Oniine alalim [14]:

u_=e” | —l<x<l , u(x)=0. (5.1)

XX

1 :
Bu smir deger problemi, analitik ¢ozimii u(x) =E[e4x —xs1nh(4)—cosh(4)] olan

bir boyutlu Poisson denklemidir.

Problemin niimerik ¢dziimii i¢in D, nin karesi D3 ile ikinci tiirev
hesaplanabilir. Problemin diger yarist #(+1) =0 smir kosullarinin kullanimidir. Bu

sekilde homojen Dirichlet sinir kosullarina sahip basit problemler i¢in asagidaki gibi

devam edilebilir.

Hesaplama noktalar1 olarak x,,...,x, , seklinde i¢ Chebyshev noktalarmi

alalim (Sekil 5.11). Bunlara kargi gelen bilinmeyenler vektdri v=(v,,...,v,_)

olsun.
v, v, v, v, Ve Vy
@ @ L @ @ L L L L L 2
Xo X X, Xj v Ay
Sekil 5.11: X,,..., X, , noktalarina karsilik gelen v = (v,,... ,val)T vektorleri
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Bu durumda spektral tiirevleme asagidaki sekilde uygulanabilir:

e p(1)=0ve p(x,)=v,, 1<j<N-1 olacak sekilde derecesi N ye esit ya
da kiigiik tek polinom p(x) olsun.

e w =p"(x,), 1<j<N-1 alalhm.

O halde D} , (v,,...,v,)" vektoriinii (w,...,w,)" vektdriine déniistiiren

(N +1)x(N +1) boyutlu bir matristir. Tamimlanan bu islem istedigimiz

e y,=v,=0al

e w, ve w, ihmalet.

sonuglarma ulasmamizi saglar. Bu da D?, nin ilk ve son siitunlarnm herhangi bir

etkisinin olmadigmi (sifirla ¢arpildiklarindan dolayi) ve ilk ve son satirlarinin da

herhangi bir islevinin kalmadigini gosterir (ihmal edildiklerinden dolayn):

Diger bir deyisle, bir Chebyshev spektral metotla bir-boyutlu Poisson problemini

¢Ozmek i¢in Df\, nin ilk ve son satir ve siitunlar1 atilarak elde edilen (N —1)><(N —1)

tipindeki D% matrisi kullamilabilir. O halde, D? kullamldiginda (5.1) in niimerik

¢cozlimii asagidaki formda bir lineer denklem sistemini ¢6zme problemine indirgenir:

= 4 4y,
Div=f , f=(e",...,e") .
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Bu lineer denklem sistemi de uygun bir bilgisayar programi yardimiyla # nun

yaklagim vektorii (v,,...,v,_,)" igin kolayca ¢oziilebilir.

Bu boliimde gerekli tiim programlar ve grafik ¢izimleri icin MATLAB, hata

Olgtimleri i¢in ise ||x||w = max (|xl|) seklinde tanimlanan sonsuz norm kullanilmagtir.

Sekil 5.12°de (5.1) probleminin niimerik ¢éziimiiniin grafigi verilmistir. Bu
grafigi elde etmek i¢in yazilan kod sadece Chebyshev noktalarinda u nun yaklagim
vektdriinii ((v,,...,v,_,)" ) hesaplasa bile, elde edilen niimerik ¢dziimde polinom
interpolasyonu yapilarak problemin ¢oziimii i¢in Sekil 5.12°deki diiz ¢izgi grafigi
elde edilmistir. Bu interpolasyon islemi basit bir MATLAB komutuyla
(polyval(pob/fit(...)) yapimistir. Bu durum bundan sonraki Orneklere de

uygulanmigtir.

Maksimum Hata= 1.261¢e-10

0.5

T
- :
B T /
. |

-2.5
-1 -0.5

u(x)

]

0.5 1

Sekil 5.12: u = e** lineer sinir deger probleminin ¢oztiimii

5.2 Ornek: ikinci uygulama olarak,

u_=e', —l<x<l, u(l)=0, (5.2)

XX
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seklindeki lineer olmayan sinir deger problemini ele alalim (Trefethen 2000).

Denklemin lineer olmamasmdan dolayr ikinci mertebeden ﬁf\, tirevleme

matrisini terslemek yukaridaki ornekte oldugu gibi yeterli olmayacaktir. Bunun
yerine problemi iterasyonla ¢ozebiliriz. Her iterasyon yonteminin kullaniminda

oldugu gibi burada da bir baslangi¢c tahmini kullanmamiz gereklidir. Bunun i¢in sifir

vektoriinii secelim. Bdylece e bilesenleri tarafindan tanimlanan siitun vektorii e

olmak tzere

D2 v — eveski

N 7 yeni H

seklindeki denklem sistemini iterasyon ic¢in kullanabiliriz. Basit bir iterasyonu

durdurma kriteri kullanarak (burada ||€|| = max (‘v =V
) 1<i<N yeni eski

) <107 kullanilmustir)

elde edilen sonug Sekil 5.13’te grafik olarak verilmistir.

Iterasyon Sayis1 = 29 , u(0) = -0.36805602444149
0.1

u(x)

S0 /
S 7
-0.3 \‘\‘\ﬂ'/‘/./

-1 -0.5 0 0.5 1

Sekil 5.13: (5.2) lineer olmayan sinir deger probleminin ¢oziimii

Sekil 5.13’te goriildiigii gibi 29 iterasyonda belirlenen kriterde yakinsaklik

gerceklesmistir. Elde edilen ¢ozlimiin dogrulugunu gérmek icin yazilan koda basit
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bir ekleme yapilarak ¢esitli N degerleri i¢in sonuglar1 yazdirabiliriz. Bu durum Tablo
5.1’de verilmektedir. N=16 oldugunda bile u(0) i¢in 12 veya 13 haneli dogruluga
ulasilabilmektedir.

Tablo 5.1: (5.2) probleminin niimerik sonuglari

N Iterasyon Sayis1 u(0)

2 34 -0.35173371124920
4 29 -0.36844814823915
6 29 -0.36805450387666
8 29 -0.36805614384219
10 29 -0.36805602345302
12 29 -0.36805602451189
14 29 -0.36805602444069
16 29 -0.36805602444149
18 30 -0.36805602444143
20 29 -0.36805602444143

5.3 Ornek: Uciincii uygulama olarak, asagidaki lineer sabit katsay1li homojen

adi diferansiyel denklem i¢in sinir deger problemini géz dniine alalim.
Y'(O+2y'(0)+y@)=0, »0)=1, y1)=3. (53)
Bu problemin analitik ¢oziimii y=e™ +(3r—1)te”.

Problemin niimerik ¢oziimii i¢in Ornek 5.1°deki metot izlenecektir. Fakat o

metodu kullanabilmek i¢in problemin tanimli oldugu araligin [—1,1] ve sinir
kosullarinin homojen olmasi gerekmektedir. Dolayisiyla ilk once [0,1] araligini

[—1,1] araligina doniistiirmemiz gerekmektedir.

Herhangi [a, b] araligi
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tz(b_ajx+(b+aj , a<t<b, (5.4)
2 2

doniisiimiiyle kolayca [—1,1] araligma getirilebilir. O halde (5.3) probleminde

x+1 e
t= > doniisiimiinii yaparsak, zincir kuralindan

d_dvdr_,dv 5
dt drxdt  dx
d’ d(d d’
£V=—(—yj=4 ;V (5.6)
dt”  dx\ dt dx
olduklarindan dolay1 (5.3) problemi
d’y dy 1
—+=+—-y=0, y(-1)=1, y(1)=3, 5.7

formuna indirgenmis olur.

Simdi de smir kosullarin1 homojen yapmamiz gerekmektedir. Bunun igin de

(5.7) probleminde
y=x+2+u(x),
doniisiimiinii yapalim. Bu durumda
y=l+vd'(x) o, Y =u"(x),
elde edilir. Buldugumuz bu ifadeleri (5.7) denkleminde yerine yazarsak

1 x 3
L R I 1) =
u'+u' +—u ( +2j, u(+) 0,

seklinde homojen smir kosullarina sahip smir deger problemini elde ederiz. Bu

problemi x,,...,x, , seklindeki i¢ Chebyshev noktalarinda
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(]N)fv+]~)N +%Ijv:f,

olarak lineer denklem sistemi formunda yazabiliriz. Burada I, (N —1)><(N —1)

X.
boyutlu birim matris ve f de elemanlar1 f/ :_[Tl+§J’j:1’2"“’N_l olan

siitun vektorlidiir. Bu sistem bilinmeyen v vektorii i¢in kolayca c¢doziilerek ig
Chebyshev noktalarinda u(x;) degerleri bulunur. Daha sonrada yapilan

doniisiimlerde yerine koyma islemleri gergeklestirilerek ele alnan asil (5.3)

probleminin yaklasik ¢oziimlerine ulasilmis olunur.

Sekil 5.14’de ele alinan problemin niimerik ¢dziimiiniin grafigi verilmistir.
Tablo 5.2°de de mutlak hata verilmistir. Sonuglar incelendiginde hatanin ne kadar

kiigiik oldugu acikc¢a goriilmektedir.

3.5
2.5
t/% //
2
1.5
1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

t

Sekil 5.14: (5.3) lineer smir deger probleminin niimerik ¢6zimii

5.4 Ornek: Bu problemde degisken katsayil, lineer, homojen adi diferansiyel

denklem i¢in asagidaki sinir deger problemini gz oniine alalim:
V(O +4ty () +20+2)p(6) =0, »(0)=0, y1)=1. (5.8)
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241

Bu problemin analitik ¢6zimii y =te™ ™.

Tablo 5.2: (5.3) lineer sinir deger probleminin ¢dziimiindeki mutlak hata

Mutlak Hata

t_ j y analitik y niimerik

0 1.0000000000000000 1.0000000000000000 0.0000
0.1 1.5522346095794486 1.5522346095794446 3.9968x107"°

02 | 1.9903091595578664 | 1.9903091595578606 | 5.7732x10°"°
03 | 2.3309501912006318 | 2.3309501912006265 | 5.3291x10"
04 | 2.5887345880899950 | 2.5887345880899888 | 6.2172x10°"
0.5 | 2.7763472359065098 | 2.7763472359065045 | 53291x10°"
0.6 | 2.9048091101918980 | 2.9048091101918923 | 5.7732x10°"
0.7 | 2.9836790870470296 | 2.9836790870470264 | 3.1086x10°"°
0.8 | 3.0212324124078527 | 3.0212324124078500 | 2 6645x10 "
0.9 | 3.0246184447783091 | 3.0246184447783069 | 22204x10°"
1.0 | 3.0000000000000000 | 3.0000000000000000 0.0000

Bir onceki drnekteki metodu izleyebilmemiz ic¢in problemin tanimli oldugu

araligi [O,l] ’den [—1,1] e doniistiirmeliyiz. Bunun ic¢in (5.4) denklemini

1
kullandigimizda tz% donlisimiini elde ederiz. (5.5) ve (5.6) ifadelerini (5.8)

probleminde yerine koydugumuzda

d—?+(x+l)%+(%+@}y—0 , y(-1)=0, y(1)=1, (5.9)

1
elde edilir. Kosullar1 homojen yapmak icinde y=%+u(x) doniisiimiinden

faydalanilir. Bu durumda
! 1 ! 4 14
Yi=SHul) =),

ifadelerini (5.9) denkleminde yerine yazarsak

38



u”+(x+1)u’+(%+%(x+l)2ju =—(%ﬂj(%+%(x+l)2j , u(F1)=0,

seklinde [—1,1] araliginda homojen smir kosullarma sahip sinir deger problemini

elde ederiz. Bu problemi x,,...,x, , seklindeki i¢ Chebyshev noktalarinda

{f)iﬁ(}@ +1)ﬁN +B+%(xj +1)2}I}v:f,

olarak lineer denklem sistemi formunda yazabiliriz. Burada I, (N —1)><(N —1)

boyutlu birim matris ve f de elemanlar1

B x,+1[3 1 2| .
f_/_—[ > 5+—(xj+1) ,i=12,..,N-1,

olan siitun vektoriidiir. Bu sistem bilinmeyen v vektorii icin kolayca ¢oziilerek ig

Chebyshev noktalarinda u(x;) degerleri bulunur. Daha sonra da bir dnceki drnege

benzer sekilde yapilan doniisiimlerde yerine koyma islemleri gergeklestirilerek ele

alinan asil (5.8) probleminin yaklasik ¢6ziimlerine ulasilmis olunur.

Sekil 5.15, problemin niimerik ¢oziimiiniin grafigini gostermektedir. Tablo

5.3’de mutlak hata verilmistir.

5.5 Ornek: Burada ele alman problemde, asagidaki lineer degisken katsayili
homojen olmayan adi diferansiyel denklem igin sinir deger problemini gz Oniine

alalim (Gerald 1994).
y”(t)+(1—§jy(t):t, y()=2, y3)=-1. (5.10)

Bu problemin analitik ¢6ziimii mevcut degildir.

Daha énce verilen Ornek (5.3) ve (5.4) de yapilan islemler burada da tekrar

edilirse
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1.4

1.2

0.8

y(t)

0.6

0.4

0 0.2

0.4

0.6
t

Sekil 5.15: (5.8) lineer smir deger probleminin niimerik ¢6ziimii

Tablo 5.3: (5.8) lineer sinir deger probleminin ¢dziimiindeki mutlak hata

t Y anatitik Y irori Mutlak Hata

0 0.0000000000000000 0.0000000000000000 0.0000
0.1 0.2691234472349263 0.2691234472349186 7.6605x107"
0.2 0.5223392946846236 0.5223392946846281 4.5519%107"S
0.3 0.7452967600154451 0.7452967600154399 52180x107"
0.4 0.9265467907124366 0.9265467907124342 2.4425%107"
0.5 1.0585000083063374 1.0585000083063356 1.7764x107'S
0.6 1.1378885275829709 1.1378885275829673 3.5527x107"S
0.7 1.1657038364621204 1.1657038364621242 37748107
0.8 1.1466635316482721 1.1466635316482632 8 8818x107"
0.9 1.0883246378915263 1.0883246378915328 6.4393x107"
1.0 1.0000000000000000 1.0000000000000000 2.2204x107'

3x%+23
u =

71)=0
o “(F)=0,

40




seklinde [—1,1] araliginda homojen smir kosullarma sahip sinir deger problemini

elde ederiz. Bu problemi x,,...,x, , seklindeki i¢ Chebyshev noktalarinda

~ x/—3
D, + '5 Iv=f,

olarak lineer denklem sistemi formunda yazabiliriz. Burada I, (N-1)x(N-1)

boyutlu birim matris ve f de elemanlar1

3x7+23
J 10

,j=12,...,N-1,

olan siitun vektoriadir.

Sekil 5.16’da problemin Chebyshev spektral metodu kullanilarak yapilan
niimerik ¢ozlimiiniin grafigi goriilmektedir. Tablo 5.2 de, (5.10) probleminin sonlu
farklar metodu, atig metodu ve Chebyshev spektral metodu kullanilarak elde edilen

sonuclari karsilastirilmistir.

2.5

1.5 \
1

0.5

y(t)

-1.5

1 1.5 2 2.5 3
t

Sekil 5.16: (5.10) lineer sinir deger probleminin niimerik ¢oziimii
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Tablo 5.4: (5.10) probleminin farkli metotlardaki degerleri

X Sonlu Farklar Metodu Atis Metodu Spektral Metot
1.0 2.000 2.000 2.000
1.2 1.351 1.348 1.350
1.4 0.792 0.787 0.790
1.6 0.311 0.305 0.308
1.8 -0.097 -0.104 -0.099
2.0 -0.436 -0.443 -0.438
22 -0.705 -0.712 -0.707
24 -0.903 -0.908 -0.904
2.6 -1.022 -1.026 -1.023
2.8 -1.058 -1.060 -1.058
3.0 -1.000 -1.000 -1.000

5.6 Ornek: Bu uygulamaya gelince asagidaki lineer olmayan adi diferansiyel

denklem i¢in sinir deger problemini géz dniine alalim.

y'(ty=e", y(0)=y1=0. (5.11)

Bu problemin analitik ¢oztimii

y= —log2+210g{csec (%(Z—%jﬂ , ¢=1.3360557.

Bu problem Ornek 5.2°deki probleme benzer bir problemdir. Burada sadece

smir kosullar1 farklidir. Bu nedenle problemin tanimli oldugu [O,l] araligini [—l,l]

araligma doniistiirme islemi yapmamiz yeterli olacaktir. (5.4) denklemi yardimiyla

(5.11) problemini

" I . _
y (X)=Zey( ", y(EFD=0

formunda yazabiliriz. Bu asamadan sonra Ornek 5.2°de uyguladigimiz niimerik

¢Oziim yontemini uygulayabiliriz. Burada iterasyon i¢in kullanilacak sistem
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seklinde olacaktir.

Sekil 5.17 de, (5.11) probleminin Chebyshev spektral metodu kullanilarak
elde edilen nliimerik ¢oziimiinlin grafigi verilmigstir. Tablo 5.5’de problemin tanimli
oldugu araligin bazi1 noktalarinda niimerik ve analitik sonuglarla birlikte mutlak hata

listelenmektedir.

Iterasyon Sayis1 = 15, u(0) = -0.11370365646092

e /
I /
O AN B 4

-0.12
0

y(t)

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 5.17: (5.11) lineer olmayan sinir deger probleminin niimerik ¢oztiimii

5.7 Ornek: Asagidaki siir deger problemini (6zdeger problemini) gbz dniine

alalim:

V(O +2y(1)=0, »(0)=0, y1)=0, (5.12)

Bu problemin 6zdegerleri 4, =nz, n=12,... olarak kolayca bulunabilir.
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Tablo 5.5: (5.11) lineer olmayan smir deger probleminin ¢éziimiindeki mutlak hata

y Y anat Vimri Mutlak Hata
0 0.0000 0.0000 0.0000

0.1 | -0.0414356150669102 | -0.0414356232499765 | 8.1831x10°
02 | -0.0732683738021976 | 0.0732683817378910 | 7.9357x10°
03 | -0.0957998399122669 | -0.0957998476744659 | 7.7622x10°
04 | -0.1092377136455410 | -0.1092377213048893 | 7.6593x10°
0.5 | -0.1137036488356470 | -0.1137036564609157 | 7.6253x10"
0.6 | -0.1092377136455410 | -0.1092377213048893 | 7.6593x10°
0.7 | 0.0957998399122669 | -0.0957998476744659 | 7.7622x10°
0.8 | -0.0732683738021976 | -0.0732683817378910 | 7.9357x10°
09 | -0.0414356150669102 | -0.0414356232499765 | 8.1831x10°
1.0 0.0000 0.0000 0.0000

Omek 5.6 da oldugu gibi bu problemde de smir kosullart homojen

oldugundan dolay1 problemin tanmmli oldugu [O,l] araligini [—l,l] araligina

2
doniistiirlirken (5.4) denkleminden yararlanirsak, g = —(%j olmak iizere

Y'(x)=uy, y(FH=0. (5.13)

Problemini elde ederiz. Bu problemi x,...,x, , seklindeki i¢ Chebyshev

noktalarinda
Dly=puy

olarak (N —1)><(N —1) boyutlu 6zdeger denklem sistemi formunda yazabiliriz. Bu
sistemde uygun bir MATLAB komutu kullanilarak g 6zdegerleri i¢in ¢oziilebilir.

Daha sonrada A =./—4u kullanilarak ele alinan orijinal problemin 6zdegerlerine

ulasilabilir.

Tablo 5.6 da (5.12) 6zdeger probleminin niimerik ve analitik sonugclartyla

birlikte mutlak hatasi verilmistir. Bu hesaplamalar1 yaparken N =36 kullanilmustir.
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N degerini arttirdik¢a, n in artan degerlerinde mutlak hatanin daha da azaldig1 Tablo

5.7 de goriilmektedir.

Tablo 5.6: (5.12) 6zdeger probleminin ¢oziimiindeki mutlak hata

n Atk A nimerik Mutlak Hata
(N=36)
1 3.1415926535897931 3.1415926535898273 3.4195x107"
2 6.2831853071795862 6.2831853071795969 1.0658x107"
3 9.4247779607693793 9.4247779607693616 1.7764x107
4 12.5663706143591720 12.5663706143591650 | 7.1054x107"°
5 15.7079632679489660 15.7079632679489830 | 1.7764x107*
6 18.8495559215387590 18.8495559215387440 | 1.4211x107
7 21.9911485751285520 21.9911485751285550 | 3.5527x107"
8 25.1327412287183450 25.1327412287183480 | 3.5527x107"
9 28.2743338823081380 28.2743338823081130 | 2.4869x107*
10 31.4159265358979310 31.4159265359014910 | 3.5598x107"2
11 34.5575191894877210 34.5575191895327410 | 4.5020x107"
12 37.6991118430775170 37.6991118417635680 1.3139x10°
13 40.8407044966673140 40.8407044857329710 1.0934x107®
14 43.9822971502571040 43.9822972939357370 1.4368x1077
15 47.1238898038468930 47.1238906418435520 8.3800x1077
16 50.2654824574366900 50.2654784307486220 | 4.0267x10°°
17 53.4070751110264870 53.4070049236580500 7.0187x107°
18 56.5486677646162760 56.5492953441990880 6.2758x107*
19 59.6902604182060660 59.6850323783517140 | 52280x107
20 62.8318530717958620 62.8658922773754800 3.4039x107
5.8 Ornek: Son uygulama olarak, asagidaki
—y"(O)+e'y(t)=2y(t), »(0)=0, y(x)=0, (5.14)

0zdeger problemini gbz oniine alalim (Ghelardoni 1997).

Ornek 5.6 ve 5.7 de oldugu gibi burada da smir kosullar1 homojen oldugundan,

problemin tanimli oldugu [0,7:] araligini [—l,l] araligina doniistiirmek i¢in (5.4)

denkleminden yararlanarak ¢ = %(x +1) donisiimii yaparsak
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Tablo 5.7: (5.12) 6zdeger probleminin farkli N degerleri i¢in mutlak hatalari

n N =54 N=T72 N =90
1 1.9718x107" 4.7162x107" 6.0130x107"

2 5.5067 %107 2.4336x107" 2.1316x107"

3 3.1974x107" 6.9278x107* 2.7711x107"

4 3.9080x10™" 8.5265x107"* 1.5454x107"

5 5.3291x107" 8.8818x107™" 1.4211x10™

6 3.1974x107" 7.1054x107" 6.7502 107"

7 6.0396x107" 8.5265x107" 3.9080x107"

8 5.3291x107" 6.7502x107" 1.1013x107"

9 3.9080x10™" 6.3949x10™" 6.7502x107"

10 3.5527x107™" 4.2633x107* 3.9080x107"

11 5.6843x107" 49738x107" 3.5527x107"

12 2.8422x107™ 7.1054x107" 3.5527x107"

13 0.0000 1.4211x10™ 7.1054x107"

14 42633x107" 2.1316x107" 1.7764x107"

15 3.5527x107™" 4.2633x107* 5.6843x10™

16 7.1054x107" 8.5265x107"* 6.3949x10™"

17 1.4211x10™ 7.1054x107" 6.3949%107"

18 3.9080x107" 4.9738x107" 1.5632x107"

19 3.5527x107"2 9.9476x10™" 1.9895x107"

20 5.4278x107" 7.1054x107"° 8.5265x107*
dy_dydv_2dy 5.15)
dt dxdt 7dx

- Zi(ﬂj = (5.16)
dr*  dx\ dt atde* ’
. ) ) ) ) At
olur. Buldugumuz bu ifadeleri (5.14) probleminde yerine koyarsak, x=-— 2
olmak lizere
2 2
Ty oMy, () =0, (5.17)

dx* 4
elde edilir.

Bu problemi x,,...,x, , seklindeki i¢ Chebyshev noktalarinda
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olarak (N —1)><(N —1) boyutlu 6zdeger denklem sistemi formunda yazabiliriz. Bu

sistemde uygun bir MATLAB komutu kullanilarak g 6zdegerleri i¢in ¢oziilebilir.

Daha sonrada A =—iz u kullanilarak ele alinan orijinal problemin 6zdegerlerine
V4

ulasilabilir.

Tablo 5.8’de (5.14) 6zdeger probleminin niimerik ¢6ziim sonuglarinin kaynak

Ghelardoni (1997) daki sonuglarla karsilastiriimasi verilmistir. Ornek 5.7°deki gibi

~ 2 z)c-Jrl
{D?\/ —%62( / )I}yﬂty,

burada da hesaplamalar1 yaparken N =36 kullanilmigtir.

Tablo 5.8: (5.14) 6zdeger probleminin niimerik ¢6ziim sonuglarinin Ghelardoni (1997) daki
sonuglarla karsilagtirilmast

n A, (Ghelardoni 1997) A e

1 4.8966694 4.8966693799675927
2 10.045190 10.0451898932537060
3 16.019267 16.0192672504921670
4 23.266271 23.2662709400223520
5 32263707 32.2637070458044090
6 43.220020 43.2200196405341190
7 56.181594 56.1815940228476830
8 71.152998 71.1529975370578850
9 88.132119 88.1321191915456550
10 107.11668 107.1166761383116500
11 128.10502 128.1050212738456100
12 151.09604 151.0960437311901200
13 176.08900 176.0889966896045600
14 203.08337 203.0833726083327000
15 232.07881 232.0788214682687900
16 263.07507 263.0750212996061400
17 296.07196 296.0711263491726300
18 331.06934 331.0768973706437900
19 368.06713 368.0007229508149700
20 407.06524 407.5003908282532700
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tezde, spektral metotlarin literatiirde mevcut bazi temel teorik sonuglar1
verilmis ve adi diferansiyel denklemlere uygulamalar1 g¢alisilmistir. Spektral
metotlarda  fonksiyon yaklasimlar1 Sturm-Liouville problemlerinin polinom
coziimleriyle yakindan iligkili oldugundan ilk 6nce bu problemler ele alinmis ve daha
sonra sirastyla Jacobi polinomlari, Legendre polinomlari, Chebyshev polinomlari,
Laguerre polinomlar1 ve Hermite polinomlarnin basit ve aynit zamanda dikkate deger
ozellikleri 6zetlenmistir. Bu polinom ailelerinin tiimii uygun bir i¢ ¢arpima gore
ortogonal fonksiyonlar kiimesi olusturduklarindan {igiincii boliimde yaklagim
teorisinin temel taglarindan “I¢ Carpim” ve “Ortogonal fonksiyonlar” ele alinmistir.
Dordiincii  boliimde, Chebyshev noktalar1 kullanilarak Chebyshev tiirevleme
matrisleri elde edilmis ve bu matrisler kullanilarak bazi fonksiyonlarin tiirevlerine
ulagilmistir. Son olarak, besinci boliimde, Chebyshev tiirevleme matrislerinin adi

diferansiyel denklemler i¢in sinir deger problemlerine bazi uygulamalar1 verilmistir.

Verilen uygulamalarda ikinci mertebeden lineer ve lineer olmayan bazi sinir
deger problemleri ile bunlarin 6zel bir hali olan ikinci mertebeden Sturm-Liouville
problemleri ele alinmigtir. Ele aliman bu problemlerin Chebyshev spektral metoduyla
coziimleri detayli olarak incelenmistir. Bu problemler ikinci mertebeden bir adi
diferansiyel denklem ile Dirichlet (veya birinci tip) smir kosullar1 (homojen veya

homojen olmayan) iceren problemlerdir.

Chebyshev tiirevleme matrisleri [—1,1] aralifinda n+1 tane Chebyshev

noktas1 kullanilarak olusturuldugundan dolayi, ele alman problemlerin tanimli

olduklar1 araliklar [—1,1] degilse, bunlar uygun doniisiimler yardimiyla bu araliga

doniistiirildiikten sonra ¢oziimleri gerceklestirilmistir. Elde edilen sonuclar, eger
mevcutsa ele alinan problemlerin analitik ¢oziimleriyle, degilse de literatiirde mevcut
diger niimerik ¢6ziim yontemlerinin (sonlu farklar yontemi, atig yontemi, v.b. gibi)
sonuclariyla karsilastirilmis ve Chebyshev spektral metodu ¢ozlimlerinin oldukega iyi
sonuclar verdigi gozlemlenmistir. Bu metot kismi diferansiyel denklemlere de

kolaylikla uygulanabilirdir ve bunlar i¢in bazi sonuglar literatiirde mevcuttur.
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