PAMUKKALE UNIVERSITESI MUHENDISLIK FAKULTESI  Y|_ - 2004
PAMUKKALE UNIVERSITY ENGINEERING COLLEGE LT - 10

MUHENDISLiIK BILIMLERI DERGISI gAYI i3
JOURNAL OF ENGINEERING SCIENCES  SAYFA :347-352

GENELLESTIRILMIS DIFERANSIYAL QUADRATURE
METODUNUN KIRISLERIN SERBEST TITRESIM ANALIZINE
UYGULANMASI

Zekeriya GIRGIN, Ersin DEMIR, Cem KOL
Pamukkale Universitesi, Miihendislik Fakiiltesi, Makine Miihendisligi Béliimii, Camlik/Denizli

Gelis Tarihi : 29.03.2003

OZET

Bu ¢alismada, kirislerin serbest titresim frekanslarinin ¢éziimii i¢in Genellestirilmis Diferansiyel Quadrature
(GDQ) metodu kullanilmistir. Genis c¢apta ele alinan kiris konfigiirasyonlari icin temel frekans degerleri elde
edilmistir. Degigik sinur sartlart i¢in elde edilen GDQ sonuglari, mevcut gergek ve diger metotlarla elde edilen
sonuglarla karsilagtirmali olarak verilmistir. Metodun temel avantajlari, basitligi ve kolay programlanabilme
sebebiyle hesaplama siiresinin ¢ok kisa olmasidir. Sayisal 6rnekler, bu metodun mekanik sistemlerin analizi igin,
etkinligini ve yiiksek potansiyelini ortaya koymustur.

Anahtar Kelimeler : Genellestirilmis diferansiyel quadrature metodu, Serbest kiris titresimi

APPLICATION OF THE GENERALIZED DIFFERENTIAL QUADRATURE METHOD
TO FREE VIBRATION ANALYSIS OF BEAMS

ABSTRACT

In this paper, The Generalized Differential Quadrature is used to solve the problems on free vibration behavior
of beams. Results are obtained for various boundary and loading conditions. Computed results are compared
with existing exact and numerical solutions evaluated by other methods. An inherent advantage of the approach
is its basic simplicity and small computational effort with easy programmability. Numerical examples have
shown the efficiency and great potential of this method for the analysis of mechanical systems.

Key Words : Generalized differential quadrature method, Free beam vibrations

1. GiRiS gergek degere ¢ok yakin sonuglar, fiziksel alanda
sadece birka¢ O&zel noktada istenir. Ilgilenilen bir
Kismi Diferansiyel Denklemlerin ¢oziimleri igin noktada veya o nokta etrafinda kabul edilebilir
kullanilan sayisal yaklasim metotlari, miithendislik dogruluga sahip sonuglar elde etmek i¢in, geleneksel
bilimleri alanlarindaki ilerlemeler i¢in ¢ok biiyiik bir Sonlu Elemanlar Metodu veya Sonlu Farklar
ehemmiyete sahiptir. Sonlu Farklar Metodu, Sonlu Metodu gibi metotlar hala gok yiiksek sayida diigiim
Elemanlar Metodu ve Smur Eleman Yéntemi gibi noktalart gerektirirler. Tabii ki bunun sonucunda,
klasik teknikler, son derece gelismis ve tanmmis problemlerin ¢dziimii i¢in gerekli bilgisayar kapasite
metotlardir. Bu metotlarla, biiyiik sayida diigiim ihtiyact bir ¢ok durumda gok biiyuktiir.
noktalar1 kullanilarak, iyi tanimlanmig matematiksel
modeller i¢in, hizli ve giivenilir sonuglar elde Kabul edilebilir dogruluga sahip sonuglar elde etmek
edilebilir. Ancak bir ¢ok durumda oldugu gibi icin daha az sayida diigim noktasi kullanan

alternatif bir sayisal metot bulma arastirmalar
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sirasinda  Richard Bellman tarafindan fen ve
miithendislik bilimlerinin ilk ve/veya smir deger
problemleri i¢in farkli bir ¢oziim teknigi olan
Diferansiyel Quadrature Metodu (DQM) ortaya
¢ikarilmigtir ve bu metodun ilk-deger lineer olmayan
kismi diferansiyel denklemlerin, hizli ve hassas
¢ozlimlerini saglayabilecek bir 6zellige sahip oldugu
iddia edilmistir (Bellman and Casti, 1971; Bellman
et al., 1971). Bu iddia, metodun genel ilk ve sinir
deger problemlerine uygulanmasini igeren c¢esitli
caligmalarla dogrulanmistir (Bellman, Roth, 1979;
Mingle, 1979; Civan and Sliepcevich, 1983; 1986;
Naadimuthu et al., 1984; Jang et al., 1989; Gutierrez
et al., 1994; Bert and Malik, 1996).

Ancak Bellman tarafindan gelistirilen ilk DQ
metodunda bazi temel zorluklar mevcuttur. Bu
zorluklarin  lstesinden gelmek igin  yapilan
caligmalar sirasinda Quan ve Chang DQ metodunun
genel kollokasyon metoduna benzer bir metod
oldugunu gdstermis ve birinci ve ikinci dereceden
tirevleri ifade eden polinomsal test fonksiyonu
agirlikli  katsayilart igcin genel bir formiil elde
etmislerdir (Quan and Chang, 1989). Yeni yapilan
calismalarda, Shu ve Richards (1992), tarafindan
Genellestirilmis Diferansiyel Quadrature Metodu
(GDQM) o6nerilmigtir. Shu ve Richards, n’inci
dereceden tiirevlerin polinomsal test fonksiyonu
agirhikl katsayilar1 igin yinelenen bir bagmnti elde
etmisler ve dairesel bir silindiri gegen akim problemi
i¢in Navier-Stokes denklemlerinin ¢dziimiine GDQ
metodunun uygulamsimi gostermislerdir. i1k sonuclar
GDQ metodunun ¢ok efektif ve kullanislt bir yontem
oldugunu gostermistir (Bellman and Casti, 1971;
Bellman et al., 1971).

Bu calismada, hassas, efektif ve kullanigh bir metot
olan  genellestirilmis  diferansiyel  quadrature
metodunun (GDQM) mekanik sistemlerin analizi
icin sahip oldugu potansiyel, metodun kiriglerin
serbest  titresim  analizine uygulanmasiyla
gosterilecektir. Bu problemlere ait diferansiyel
denklemlerin formiilasyonu ve bunlarim GDQ
analoglari, degisik sinir sartlari i¢in ele alinmstir.

2. UYGULAMALAR

Bu bolimde GDQ metodu kiriglerin serbest titresim
analizine uygulanmustir. {lk nce ankastre bir kirisin
boyuna titresimi incelenmistir. Daha sonra degisik
siir sartlarina sahip kiriglerin enine titresim analizi
yapilmigtr.

Diigiim noktalarinin dogal ve sik¢a kullanilan bir
secimi, her bir koordinat yoniinde esit aralikli

dagilmig olan noktalardir ve x yoniinde normalize
edilmis halde su sekilde ifade edilirler:

Tip-1: Esit aralikli diigiim noktalar1

x=— 7 i

N
N, -1

)

X

Diigiim noktalarinin ikinci tip bir se¢imi, kenarlara
komsu &-noktalarina sahip olan esit aralikli diigiim
noktalaridir. Bu komsu noktalar, smir sartlarinin
genel denklemlere uygulanmast i¢in bazi durumlarda
gereklidir. Bu komsu noktalar arasindaki mesafe,
5=10" veya 6=107 olarak almabilir. Boylece bu
noktalar yaklagik olarak bir noktaya karsilik gelirler.
Bu nokta da sinir noktasinin kendisidir. Normalize
edilmis halde bu noktalar su sekilde ifade
edilebilirler:

Tip-2: Komsu &-noktalarma sahip esit aralikli
diigiim noktalar1

1-2
N, -3

Xi=0,X=8, Xy =1-8, Xy =1 X=

>
X

i=3, 4,...,(Ns-2) 2)
2. 1. Titresim Problemleri

2. 1. 1. Boyuna Titresim

Ince prizmatik bir Bernoulli-Euler kiriginin, boyuna

titresimine ait genel diferansiyel denklem, normalize
edilmis halde asagidaki 6z deger diferansiyel

denklemidir.
d*w 5

=0 W(X) 3)
dX

Bu denklemde, W(X) boyuna yer degistirmeye ait
boyutsuz mod fonksiyonunu, X kiris ekseni boyunca
boyutsuz koordinati, @ boyuna kiris titresimlerinin
boyutsuz frekans degerini gostermektedir.

Sekil 1°de goriilen ankastre bir kiris ele alinsin. Bu
kirigin iki ucundaki sinir sartlari su sekildedir.

L

X, X=x/L

X=0 X=1

Sekil 1. Ankastre mesnet-serbest kenarli bir kirigin
gosterimi
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W(0)=0; W'(1)=0 “

Denklem (3)’deki genel diferansiyel denklemin ve
Denklem (4)’deki sinir sartlarinin GDQ esitlikleri,

W,=0 5)
N
Zc§j2> Wi =-w’.W, ;i=2.3,...,(N-1) (6)
=2
N
D eQw;=0 ™
=2

seklindedir. Bu 6z deger denklemlerinden temel
frekans degerleri kolayca elde edilebilir.

Bu kirisin boyuna titresimi i¢in, birinci tip diigiim
noktalar1  kullanilarak  elde edilen sonuglar
Tablo 1’de  verilmistir. GDQ  metodunun
yakinsamasi bu tablodan goriilebilir.

Tablo 1. Prizmatik Ankastre Bir Kirisin Boyuna
Titresimi I¢in Elde Edilen Temel Frekans Degerleri
(Gergek Sonug: w=1.57079633)

Diigiim Nuktalarinin Sayist @ (GDQ)
N=7 1.5708537
N=8 1.5707893
N=9 1.5707959
N=10 1.57079636
N=11 1.57079633

2. 1. 2. Enine Titregim

Ince prizmatik bir Bernoulli-Euler kirisinin, lineer
serbest titresimine ait genel diferansiyel denklem,

normalize edilmis halde asagidaki 6z deger
diferansiyel denklemidir.

4

‘jiXV:/ =w’ W (8)

Bu kirisin X=1 ucundaki sinir sartlar1 ise, serbest bir
ucta egilme momenti ve kesme kuvveti sifir oldugu
i¢in su sekildedir.

W d*wW
ax?  dax?

0; X=1 (10)

Bu problemin GDQ formiilasyonunda su nokta goz
onilinde bulundurulmalidir. Dérdiincii dereceden bir
diferansiyel denklem olan Denklem (8), iki sinir
noktasinda her birinde ikiser kosul bulunan
(Denklem (9) ve (10)) toplam 4 tane smur sartina
sahiptir. Bundan dolay1 ¢6ziim i¢in gerekli olan N
tane denklemden dordi (9) ve (10) numarali
denklemlerden, diger (N-4) denklemde (8) numarali
denklemden elde edilmelidir. Bu amagla denklem
(8)’in GDQ analogu,

N
D e Wi =o’ W, :i=3.4,...,(N-2) (11)
j=1
seklinde gosterilebilir.

X=0 ve X=1"deki sinir sartlarinin GDQ analoglari
ise su sekilde ifade edilebilir.

N
Wi=0, > wi=0 ;i=l (12)
j=1
N N
2 3 G
DePwi=0, D wi=0 ;=N (13)

=1 =1

Boylece smir sartlarinin GDQ analog denklemleri,
smir  noktalar1 (i=1, i=N) ve bunlarin komsu
noktalarinda (i=2, i=N-1) genel diferansiyel
denklemin GDQ anologlarinin yerine geg¢mis olur.
11, (12) ve (13) numarali denklemler
birlestirildiginde asagidaki lineer denklem seti elde
edilir.

1 0 0 0 0 . 0
. . . ) 0 (1) (0 ) I\
Bu denklemde, W(X) enine yer degistirmeye ait a2 SNy SN 3 CiN-2)
. .. . 2 2 2 2 2 2
boyutsuz mod fonksiyonunu, X kiris ekseni boyunca &R C(N()N_u CCRE C(N()N—Z)
boyutsuz koordinati, @ enine kirig titresimlerinin VAR R v NN VR RGN B
SN : 4) 4 4 4) “ 4
boyutsuz frekans degerini gdstermektedir. & L Ry RR o)
. . - . Cow W o . )
Sekil 1’deki ankastre bir kirigin X=0 ucundaki sinir _CEI\}—Z)I C?]\}—Z)Z C?I\;—Z)(N—l) CEI\?—Z)N cElep CEI\?—Z)(NJ)_ (14)
sartlar1, ankastre bir ucta ¢okme ve donme degerleri
sifir oldugu i¢in su sekildedir. W 0
W, 0
aw Wyl |0
=—=0; X=0 ) > Wy l=w?d 0
dX W; W;
Won-2) Won-2)
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Denklem (14) asagidaki sekilde yazilabilir.

I EZZ]]H%Z}}HEE {wd}}

Burada b ve d ifadeleri smir sartlarinin ve
diferansiyel denklemin GDQ analoglarin yazimi
icin kullanilan diigiim noktalarini gostermektedir.
(4% 1) stitun vektorii olan {W,} elimine edilirse
asagidaki standart 6z deger problemi elde edilir.

(15)

[S]AWg}- o .[1].{Wa}=0 (16)

Bu 6z deger probleminin ¢oéziimiinden temel frekans
degerleri elde edilir.

Denklem (1) ve (2)’de belirtilen iki tip diigiim nokta
secimi kullanilarak ilk dort moda ait enine titresim
frekanslar1 i¢in elde edilen GDQ ¢6ziim sonuglari
Tablo-2’de verilmistir. (9) ve (10) nolu sinir
sartlarina tabi tutulan denklem (8)’in analitik
¢Oziimii su sekildedir (Meirovitch, 1986).

CoshBxCosB+1=0, p=w" (17)
(17) numarali denklemden elde edilen gercek
frekans degerleride Tablo 2’de verilmistir. Diger
orneklerde oldugu gibi bu 6zdeger problemi igin de
GDQ c¢oziimlerinin yakinsamast bu tablodan
goriilebilir. Tkinci tip diigiim nokta segimi daha iyi
sonuglar vermektedir.

Tablo 2. Bir Ankastre Kirisin Serbest Titresim
Analizi Igin, 1. Tip ve 2. Tip (=107) Diigiim
Noktalar1 Kullanilarak Elde Edilen GDQ Sonuglari
Mod 1:

Gergek Frekans, @, =3.5160153

GDQ Coziimleri :
N Tip-1 Tip-2
7 3.473657 3.486260
8 3.522366 3.519970
9 3.517241 3.516698
10 3.516074 3.516045
11 3.516003 3.516010
12 3.516016 3.516015

Mod 2:

Gergek Frekans, @, =22.0344916

GDQ ¢o6ziimleri:
N Tip-1 Tip-2
10 22.213061 22.130299
11 22.030212 22.032315
12 22.025301 22.030391
13 22.035240 22.034807
14 22.034840 22.034626
15 22.034490 22.034489

Mod 3 :

Gergek Frekans, w; =61.6972144

GDQ Coziimleri:
N Tip-1 Tip-2
13 61.319704 61.533831
14 61.746492 61.716811
15 61.731450 61.709716
16 61.695050 61.696470
17 61.695275 61.696592
18 61.697339 61.697252

Mod 4:

Gergek frekans, @, =120.901916

GDQ Coziimleri:
N Tip-1 Tip-2
16 121.613361 121.146755
17 120.814501 120.872797
18 120.832166 120.880396
19 120.909038 120.904009
20 120.907202 120.903375
21 120.901531 120.901814

Eger kiris degisken kesitliyse, ince bir Bernoulli-
Euler kiriginin, lineer serbest titregsimine ait genel
diferansiyel denklem, normalize edilmis halde
asagidaki sekildedir.

(BIX). W -2 pAX)L* W =0 (18)
Kiris kalinliginin  lineer sekilde degistigi bir
durumda (Sekil 2) bu denklem su sekle gelir.
(@x+12.4 d'w +6a(aX+1) : W g2 W W a2w=0 (19)
ax*
Bu denklemde @’ ifadesi su sekildedir.
2 _ pA©0) oL 20)

EI(0)

Eger kiris X=0"da ankastre ve X=1"de basit mesnetli
ise, smir sartlar1 ve elde edilen lineer denklem
sistemi su sekildedir.

W(0)=W' (0)=0, W(1)=W" (1)=0 @1
N-1

e§lwj=0 (22)
j=2

Z[(ax )2l +6.0L.(0c4Xi+1).c(3)+60L DLW —a? W, =0

(— yeesN=2) (23)
N-1
ZC YW =0 (24)
j=2
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Eger kiris X=0’da ankastre ve X=1"de serbest ise,
siir sartlar1 ve elde edilen lineer denklem sistemi su
sekildedir.

W(O)=wW'0)=0, W'1)=W"(1)=0 (25)
N

Zc(;j) W =0 (26)

j=2

N
Z[(a,xi D2l +6a.(@X; + el + 6.0 D 1W; - 02 Wi =0

=
(i=3,..N-2) 7)
S 3
ZCEN ;Wi =0 (28)
=
N
2
DI (29)
=)

Sekil 2’de gosterilen degisken kesitli kiris icin ilk ii¢
moda ait temel frekans katsayilar1 asagidaki sinir
sartlar1 i¢in sonlu eleman c¢oziimleriyle (kiris 40
elemana boliinmistiir) birlikte Tablo 3, 4 ve 5’de
verilmistir.

Iki ucu basit mesnetli
Ankastre-basit mesnetli
Iki ucu ankastre
Ankastre-serbest

Elde edilen sonuclar sonlu eleman c¢oziimleriyle
uyum i¢indedir.

()

L B3y

i &

i=1,2,3,...,N-2,N-1,N

Sekil 2. Lineer degisken kesitli bir kirigin gosterimi

Tablo 3. Degisken Kesitli Bir Kirigsin Serbest
Titresimine  Ait Temel Frekans Katsayilari
®,(8=10" N =10 Diigiim, Sonlu Eleman Sonuglari

40 Eleman Kullanilarak Elde Edilmistir)

a GDQ Metodu
Basit mesnetli 0.1 0.2 0.3
Ankastre-Basit mes. 10.356 10.829 11.290
Ankastre-Ankastre 15.968 16.509 17.038
Ankastre-Serbest 23.478 24.572 25.469

3.479 3.448 3.421

o Sonlu Elemanlar Metodu
Basit mesnetli 0.1 0.2 0.3
Ankastre-Basit mes. 10.355 10.827 11.286
Ankastre-Ankastre 15.969 16.504 17.024
Ankastre-Serbest 23.480 24.564 25.628
Basit mesnetli 3.479 3.446 3417

Tablo 4. ikinci temel Frekans Katsayilar w,

(8=10", N=11 Diigiim, Sonlu Eleman Sonuglar1 40
Eleman Kullanilarak Elde Edilmistir.)

[0} GDQ Metodu
Basit mesnetli 0.1 0.2 0.3
Ankastre-Basit mes. 41.454 43.368 45.251
Ankastre-Ankastre 52.290 54.501 56.663
Ankastre-Serbest 64.794 67.757 70.657
22.724 23.386 24.032
[0} Sonlu Elemanlar Metodu
Basit mesnetli 0.1 0.2 0.3
Ankastre-Basit mes. 41.434 43.356 45.249
Ankastre-Ankastre 52.239 54.465 56.649
Ankastre-Serbest 64.721 67.706 70.633
Basit mesnetli 22.713 23.376 24.023
Tablo 5. Uglincii Temel Frekans Katsayilari

@5 (0 =10, N=16 Diigiim, Sonlu Eleman Sonuglar1
40 Eleman Kullanilarak 0.1 Elde Edilmistir)

o GDQ Metodu
Basit mesnetli 0.1 0.2 0.3
Ankastre-Basit mes. 93.210 97.550 101.774
Ankastre-Ankastre 109.083 114.052 118.866
Ankastre-Serbest 126.852 132.742 138.695
64.438 66.938 69.563
o Sonlu Elemanlar Metodu
Basit mesnetli 0.1 0.2 0.3
Ankastre-Basit mes. 93.222 97.534 101.773
Ankastre-Ankastre 109.206 114.059 118.819
Ankastre-Serbest 126.879 132.726 138.461
Basit mesnetli 64.356 66.962 69.520

3. DEGERLENDIRME

Kismi diferansiyel denklemlerin ¢6zimii igin
gelistirilen, sayisal bir teknik olan genellestirilmis
diferansiyel quadrature metodu; degisik sinir
sartlarma sahip kiriglerin enine ve boyuna serbest
titresimine ait bazi problemlerin  ¢dziimiinde
kullanilmistir. GDQ metodu orjinal DQ metodunda
karsilagilabilecek  tekillik  problemlerinin  de
iistesinden  gelmistir. Degisik  problemlere
uygulanmasiyla bu metodun etkili bir yaklagim
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teknigi olarak yiiksek bir potansiyale sahip oldugu
gosterilmistir. Coziim icin ¢ok az sayida diigiim
noktast kullanilmasina ragmen incelenen
problemlerde miikemmel sonuglar elde edilmistir.
GDQ metodunun ¢oéziimii ve programlanmasi ve
siir sartlarinin diferansiyel denklemlere
uygulanmast ¢ok daha kolaydir. Bu metotla elde
edilen sonuglarin hassasiyeti ve mekanik sistemlere
kolay uygulanabilirligi metodun avantajlarini
gostermektedir.
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