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OZET

Genellestirilmis Diferansiyel Quadrature Metodu (GDQM); fen ve miihendislik alanindaki diferansiyel
denklemlerin direkt ¢6ziimii igin gelistirilmis alternatif bir metottur. Bu ¢aligmada ise, GDQM’nun yeni bir
versiyonu olan DQEM tanitilmis ve yapi elemanlarmin statik analizine uygulanmustir. Onceki ¢alismalarda
fiziksel sistem tek bir eleman olarak géz Oniine aliniyordu. Bu metotla, incelenen sistem, sonlu elemanlar
metodundaki gibi, elemanlara ayrilarak, sistemin incelenmesi saglanmigtir. Metot daha once gelistirilmig olan
GDQM’ nun sagladig1 tiim avantajlar1 kullanmakla birlikte programlama kolayligi ve hesaplama siiresinin
kisaligr ile etkinlik saglamaktadir. Metot detayli olarak ele alinmig, verilen sayisal orneklerle elde edilen
sonuglarin, dnceki ¢aligmalarla uyumlu oldugu gdsterilmistir.

Anahtar Kelimeler : Diferansiyel quadrature eleman metodu, Statik analiz

STATIC ANALYSIS OF STRUCTURAL ELEMENTS BY USING DIFFERENTIAL
QUADRATURE ELEMENT METHOD (DQEM)

ABSTRACT

The Generalized Differential Quadrature Method (GDQM) is an alternative method to direct solution of
differential equations on the field of engineering and science. In this study, DQEM which is a new version of
GDQM, is presented and applied to static analysis of mechanical elements. In the previous studies, the physical
system is considered as a single element. In this method, analyzed system is divided into elements as in the
Finite Element Method. The method has all of the advantages of GDQM and is an effective method with the
easy programmability and short computational time. The method considered in details and with the given
numerical examples, it is shown that the results are in good agreement with the pervious studies.

Key Words : The differential quadrature element method, Static analysis
1. GIRIS etmek icin, sistemde bir¢ok diigiimiin kullanilmasina

ihtiya¢ yoktur. Bu yiizden DQEM, yap1 elemant
tizerindeki istenilen noktalarin  ¢Oziimi igin

Miihendislikte, yap1 problemlerinin ¢6ziimii igin kullamighdir. GDQ  (Genellestirilmis = Diferansiyel
birgok metot  gelistirilmigtir. Bunlar  ‘Sonlu Quadrature)’da  sistemin  bir eleman  olmasi
Elemanlar, Sonlu Farklar, DQM (Diferansiyel zorunluydu (Bert et al., 1988; Du et al., 1994). Bu
Quadrature  Metot  vb.’dir.  Yapmmn  bazi caligmada, bir eleman yerine daha fazla eleman
noktalarindaki sonuglar hesaplanmasi istendiginde kullanild1 ve sonuglarin Sonlu Elemanlar Metodu ile
en kullamsh metot, DQEM (Diferansiyel Quadrature uyumlu oldugu goriildii. Ayrica DQEM ile sonuglari
Eleman Metot)‘dir. Bu metotta iyi sonuglar elde elde etmede daha az hesaplama  zamam
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gerekmektedir.  Quadrature  Eleman  Metodu
(QEM)’de oldugu gibi, u¢ diigim noktalarimi
birbirine yaklagtirma gerekmediginden, bu zorluk
ortadan kaldirilmustir (Striz et al., 1994; 1997; Chen
et al., 2000). DQEM yap1 problemlerinin ¢6ziimiinde
kullanilan alternatif bir metottur. Bu metot sadece
diferansiyel denklemlerin ¢ozliimiinde degil aym
zamanda integral denklemlerin ¢6ziimiinde de
kullanilmaktadir.

2. DQEM’NIN YAPI ELEMANLARINA
UYGULANMASI

2. 1. Qubuk Elemanlardan Olusan Kafes
Yapilari

Ikinci dereceden denklem modeli igin, Sekil 1’°de
gosterildigi  gibi x-ekseninde yOnlenmis narin
cubuklarda sistemi ifade eden denge denklemi;

i(EA d_uj =0 1)
dx dx

seklindedir (Chen, 1994; Chen et al., 2000). Ayrica
lineer elastik ¢ubuklarda sistemi ifade eden denklem
ve denge denklemleri (Chen, 1994; Striz et al.,
1994);

2
EAd—;‘:o; Eads Q)

dx dx
Sekil 1’de goriildiigii gibi gubuk eleman ii¢ diigiim
noktasma ayrilmistir. Cubugun u¢ noktalarindan
eksenel yiik etki etmektedir. Denklem (2), ¢ubugun
diigiim noktalarina uygulandiginda;

seklinde elde edilir (Chen, 1994; Striz et al., 1994).
Denklem (3), (4) ve (5)’¢ DQEM uygulandiginda
(Chen, 1994);,

3
EA
_TE A0 =py;
=

3

EA

D A=
=1

3
j=1

Q)

ve p; uygulanan yiikk olmak iizere, denklem (6)
matris formunda (Thomson, 1993);

[K}is) = {F)

olarak yazilabilir. Denklem (7)’deki {8} ve {F}
sirastyla;

O]

uy P:
B =1suy ¢ {F}=40 ®)
Uusj P3

olarak wverilebilir. [K] matrisi elde edilirken,
Denklem (6)’daki kiitle katsayilar1 matris seklinde
yazildiktan sonra asagidaki bi¢imde diizenlenir
(Wang and Gu, 1997).

Kee Kei 8e _ F e
Kie  Kj |19 F
Denklem (9)’daki e ve i harfleri sirastyla elemanin

iki dig diiglim noktasini ve tiim i¢ diigiim noktalarimi
ifade etmektedir. Denklem (9) agik ifadeyle;

©)

[Keel {8e}+ [Keil {8i)={F.} (10)
(11

olarak yazilabilir. Denklem (11)’deki {&;} ifadesi
denklem (10)’da yazildiginda;

[Kiel {8e}+ [Kiil {8i}={Fi}

P P
-1
= : o KRR K D=
i ‘ K]
Sekil 1. Ug diigiim noktali DQEM cubuk elemani (12)
-1
d :{Fe}_[Kei][Kii] {Fl}
1 noktasinda; Sa__ P 3) {F }
dx EA
5 ifadesi elde edilebilir. Denklem (12)’den elde edilen
2 noktasinda du ~0 4) [K] matrisi ve {F}vektori de‘nklem (7)’de. yerine
dx? konularak ¢ubuk elemandaki uzama miktarlarn
du  p bulunabilir.
3 noktasinda; —_—=— %)
dx EA
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Sekil 1°de verilen 3 diigiim noktali ¢ubuk eleman
icin [K] matrisi DQEM uygulandiginda;

—-A -A -A
EA 11 12 13
[K]: B, By, B,; (13)
Ay, As, Az

olarak elde edilir ve Denklem (7)’den sonuca
ulastlir.

2. 2. Kiris Elemanlardan Olusan Kafes
Yapilari

DQ metodunun 6nceki versiyonu olan DQM’de, bir
boyutlu problemler i¢in ¢6ziim fonksiyonu v(x);

(14)

olarak almmisti (Wang and Gu, 1997). (14) numarali
denklemde N, hesaplama yapilacak olan elemanin,
dis noktalarini da igeren diiglim noktalarinin toplam
sayist, | j(x), Lagrange interpolasyon fonksiyonu ve

vj, j noktasindaki ¢6ziim fonksiyonudur. Coziim
fonksiyonunun i. diiglim noktasinda k. dereceden
tlirevi ise;

N N
Vi(k) :le(k)(xi)vj :injVj (
j=1 =1

seklinde ifade edilmistir (Wang and Gu, 1997).
Denklem (15)’deki E, agirlik katsayilar1 olarak ifade
edilmistir. Ancak bu ¢6ziim fonksiyonu, ¢ok boyutlu
problemlerin sinir sartlarina uygulanirken yanlis ve
elverissiz  sonuglar vermektedir. Bunun igin
dordiincii dereceden diferansiyel denklem igin
¢oziim fonksiyonu asagidaki sekilde goz Oniine
almabilir (Wang and Gu, 1997) .

N+1

v(x) = Zh (Vi +hy(X)v) +hy (V] +
=3

+hyi (X)V'N

(16)

Denklem (16)’daki N, hesaplama yapilacak olan

elemanin, dis noktalarmi da igeren diiglim
noktalarmin  toplam  sayisi, 1; (x) , Lagrange
fonksiyonu ve vj, j noktasindaki ¢Oziim

fonksiyonudur. vi ve vj 1. ve N. digim
noktalarindaki  ¢6ziim fonksiyonlarinin  birinci
dereceden tiirevleridir. Coziim fonksiyonunun i.

diigiim noktasinda k. dereceden tiirevi ise;

N+l

k k
v(x) = Zhﬁ )(X(j—l))v(j—l) +h§ )(Xl)vl +
=3

(17

N+2
k ' k '
+h (x)v) +h & (x Ovy = ZEijsj
j=1

olarak elde edilir (Wang and Gu, 1997). Denklem
(17)’de gosterilen E ifadesi daha once ifade edildigi
gibi k. dereceden tirevi alinmig agirhik
katsayilaridir.

Bernoulli-Euler kirisi i¢in, kiigiik deformasyonlarda
sistemi ifade eden diferansiyel denklem ve denge

denklemleri asagidaki bicimde ifade edilebilir
(William, 1979).
4 3
Elj—v = q(x) EId—: =Q(x);
2 (18)
Eld—z = M(x) (xelo.L])
dx

Denklem (18)’de ifade edilen E, I, q(x), Q(x), M(x)
sirastyla elastisite modiilii, z eksenine gore kesit
atalet momenti, yayil yiik, enine kesme kuvveti ve
egilme momentidir.

Sekil 2’de, 3 diigiim noktali bir DQ kiris elemant

goriilmektedir. Denklem (18)’e DQEM
uygulandiginda;
y
I
q
M, T T T T T T 17 M
| I N DS NS B NS N BN N SN i
v .
1 2 3
Q, L I N Qs

Sekil 2. Ug diigiim noktalt DQEM Kkiris eleman1
5 5

Q, =chj6j; M, :—ZBUSJ-;
=l =
5 5

d2 ZZD3j5J—; Q; :_ZC4J‘6J‘;
j=1 =

5
M3 = ZB4J6J
j=1

19)
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denklemleri elde edilir (Chen, 1994). Denklem
(19y’daki By, Cjj ve Dy sirasiyla ikinci, {igiincii ve
dordiincii dereceden tiirevlerin agirlik katsayilaridir.

Ayrica;

{5}:[V1 Vi Vy V3 V'3]T (20)
olarak elde edilir (Wang and Gu, 1997).

Denklem (19) matris bi¢iminde yazildiginda
denklem (7) elde edilir. Denklem (27)’deki {F};
Fl=lor M q; Q MJ 1)

seklindedir (Wang and Gu, 1997). Elde edilen kiitle
katsayilari, gubuk elemanda yapilan isleme benzer
sekilde diizenlenir. Yani denklem (9) ve bunun
sonucu olarak da, denklem (12)’den yararlanilarak
elde edilen direngenlik matrisleri ve kuvvet vektorii
kullanilarak islem devam ettirilir. Sekil 2°de verilen
3 diigim noktali kiris eleman i¢in eliminasyon
yapilmamis [K] matrisine DQEM uygulandiginda;

Ch G2 C3 Cy G
- -Bi1 -Bi2 -Biz -Big -Bys
[K]=—| D3y D3 Dz Dy Dy (22)
—C4q1 —Cqp —Cy3 —Cyg —Cys
By By By Byy  Bys

olarak elde edilir. Elde edilen [K] matrisi ve {F}
vektorii, denklem (7)’de yerine konuldugunda {5}
miktarlar1 hesaplanir.

2. 3. Gergceve Elemanlardan Olusan Kafes
Yapilari

Cerceve eclemanlar, c¢ubuk elemanlar ile kiris
elemanlarin birlesimi olarak disiiniilebilir. Yani
cerceve elemanlar {izerinde, hem eksenel hem de
radyal yonde yliklemeler bulunabilir. Buna bagl
olarak elemanda, hem x dogrultusunda hem de y
dogrultusunda sekil degisimi s6z konusu olur.
Sekil 3’de li¢ diiglim noktali bir g¢ergeve elemant
goriilmektedir.

e e R T

i"' 1t v ¢ vt t v t ¥ 3 t’: el [y
B 2 130p

Qi L Qs

Sekil 3. Ug¢ Diigiim Noktali

Elemani

DQEM Cerceve

Coziimleme yapilirken ¢ubuk elemanda ve kiris
elemanda kullanilan metot aynen tatbik edilir.
Sistemin ¢6ziimiinde kullanilacak genel denklem,
denklem (7)’dir.

Denklem (7)’deki direngenlik matrisi, gubuk ve kiris
elemanlar i¢in yazilan direngenlik matrislerinin
uygun bigimde dagitilmasiyla bulunabilir. Denklem
(7)’deki sekil degistirme vektorii ve yik vektori
sirastyla;

Bf=lu, w, 6, u, w, u; wy 05" (23)

{F}:{Pl Q M, p, Q p; Q M3}T(24)

olarak elde edilir (Chen, 1994). Bundan sonra
denklem (9)’daki siralama diizeni sisteme uygulanir.
Bu islemden sonra, denklem (12) kullanilarak
denklem (7)’de yerine konuldugunda sonuca
kolaylikla ulagilabilir.

3. UYGULAMALAR
3. 1. Sayisal Ornek

Sekil 4’de ikinci elemani iizerinde yayili yiik
bulunan bir C - F kirigi goriilmektedir. Burada; L, E
ve | sirasiyla kiris boyunun yarisini, -elastisite
modiiliinii ve z eksenine gore atalet momentini ifade
etmektedir ve degerleri L = 1 m, E = 2.1*10° kN/m?
ve I = 1.9%10° m* ve q = 20 kN olarak verilmistir.
Bu verilere gore, her bir eleman 3, 4, 5 ve 7 diiglim
noktasina ayrilarak sayisal sonuglar asagidaki
bi¢imde bulunmustur (Tablo 1).

Tablo 1. Ikinci Elemam Uzerinde Yayili Yiik Tesiri
Altindaki C — F Kirigine Ait Sayisal Sonuglar

N=3 N=4
Vs (mm) -0.0028218694885 | -0.0028218694885
05 (rad) -0.0048374905517 | -0.0048374905517
Vs (mm) -0.0082640463592 | -0.0082640463592
05 (rad) -0.0056437389770 | -0.0056437389770

N=5 N=7
V3 (mm) -0.0028218694885 | -0.0028218694776
05 (rad) -0.0048374905518 | -0.0048374905310
Vs (mm) -0.0082640463593 | -0.0082640463216
05 (rad) -0.0056437389771 | -0.0056437389476
_‘_
i

q
] ,
1 1 1 1 1 1 : —
] 2 3 2, 4 5

Sekil 4. ikinci elemani iizerinde yayili yiik tesiri
altindaki C — F kirisi
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3. 2. Sayisal Ornek

Sekil 5°de 7 noktasindan P yiikii tesiri altinda bir
gergeve yapi goriilmektedir. Burada; L, E ve 1
sirastyla gergeve yapiya ait eleman boyunu, elastisite
modiiliinii ve z eksenine gore atalet momentini ifade
etmektedir ve degerleri L = 1 m, E = 2.1*10° kN/m?
ve I = 1.9%10° m* ve P = 20 kN olarak verilmistir.
Bu verilere gore, her bir eleman 3, 4, 5 ve 7 diigiim

noktasina ayrilarak
bigimde bulunmustur (Tablo 2).

sayisal sonuclar

asagidaki

Sekil 5. Bes elemanli gergeve yap1

Tablo 2. Bes Elemanli Cerceve Yapiya Ait Sayisal

Sonuglar

N=3 N=4
0, (rad) -0.0000306468294 | -0.0000306468294
0; (rad) -0.0000209269577 |  -0.0000209269577
us (mm) 0'00004%4404793 0.00004844047939
vs (mm) | -0.0000130252370 | -0.0000130252370
05 (rad) -0.0000309667775 | -0.0000309667775
u; (mm) 0'00006124671764 0.00006146717642
v7 (mm) 0‘0000025 034698 0.00000050346983
0, (rad) -0.0000408435107 | -0.0000408435107

N=5 N=7
0, (rad) -0.0000306468294 | -0.0000306468294
05 (rad) -0.0000209269577 | -0.0000209269577
us (mm) 0'00004%4404793 0.00004844047939
vs (mm) | -0.0000130252370 | -0.0000130252370
05 (rad) -0.0000309667775 | -0.0000309667775
u; (mm) 0‘00006124671764 0.00006146717642
v7 (mm) 0'00000(;5 034698 0.00000050346983
0; (rad) -0.0000408435107 | -0.0000408435107

4. EKLER

4. 1. Cubuk Elemana Ait
Matrisleri

Direngenlik

Ug diigiim noktal ve diigiim noktalarmin koordinati
[0, L/2, L] olan ¢ubuk elemana ait [k] direngenlik
matrisi;

3L 4L L
[k]:%4 -8 4 (25)
Vi —ar o

Dort diiglim noktali ve digim noktalarmin
koordinat1 [0, L/3, 2L/3, L] olan ¢ubuk elemana ait
[k] direngenlik matrisi;

LI
2 2
EA| 9 -18 9 0
kl=—"= 26
] L’ o 9 -18 9 (26)
_L 9_L _9L _llL
2 2

Bes diigiim noktali ve diigiim noktalarinin koordinati
[0, L/4, L/2, 3L/4, L] olan gubuk elemana ait [k]
direngenlik matrisi;

%TL —16L 12L 71% L
4“4 80 o 16 _4
A 3 3 3 3
[ e A B 27)
2| 3 3 3 3
_4 16 . 80 4
3 3 3 3
LML e 2R
L 3 3 ]

4. 2. Kirig Elemana Ait Direngenlik Matrisleri

Ug diigiim noktali ve diigiim noktalarmin koordinatt
[0, L/2, L] olan kiris elemana ait [k] direngenlik
matrisi;

108L 3012 —192L 4L  —18L2
212 s 3202 102 -213
EI
[k]= P R L S L (28)
84L 1812 —192L 108L —30L2
—1002 —213 3212 —221%2 13

Dort  diiglim noktali ve digim noktalarmin
koordinat1 [0, L/3, 2L/3, L] olan ¢ubuk elemana ait
[k] direngenlik matrisi;
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[ 969L 1215L

8712 - ——= AL gy
2, 2 2, 2
1111 1L
- 132 -81? 87 1512 21} (29)
[k]—ﬂ —828 —144L 1458 -972 342 -36L
L 342 6L -972 1458  —828  144L
(48 0 1250 170IL 969L oo
2 2 2 2
1512 b) S 812L gz —HIE g

Bes diigiim noktali ve diigiim noktalarinin koordinati
[0, L/4, L/2, 3L/4, L] olan kiris elemana ait [k]
direngenlik matrisi;

ML o BI2L L0 0L 1SBRL o
} 2 3 } 2 ; 2 32
o sed sa? oo s oen? s
I f ~320L 4096 -2304 (; LA 0 (30)
EI 0 ]
[JoEL| 3008 gm0 Sl 308
B 2088 ’ B
—64 0 S= o204 0% 777 320L
1L 0 406 L o SI2L 420L o0
3 3 3 3
2 2 2 o2 3
e 3 s oo siu 99812 561
3 9 3 9 3|
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