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OZET

HILL OPERATORU IiLE ILGILI TERS SPEKTRAL
_ PROBLEMLER
YUKSEK LISANS TEZI
.. MEHMETTIVER =
PAMUKKALE UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI
TEZ DANISMANI: PROF. DR. ALP ARSLAN KIRAC

DENIZLI, AGUSTOS-2022

L,[0,1] uzayinda, keyi self adjoint smir kosulu ile iiretilen L(q)
Sturm-Liouville operatorii géz 6niine alinmistir. Burada ¢(z) € L4]0, 1] reel degerli
bir fonksiyondur. Dirichlet, quasi-periyodik, periyodik ve anti-periyodik sinir kosullari
ile Sturm-Liouville operatorii icin ters problem incelenmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Ters spektral teori, Ambarzumyan teorem,
Sturm-Liouville operatorii, Hill operatorii, Dirichlet, Quasi- periyodik, Periyodik,
Anti-Periyodik sinir kosullari.



ABSTRACT

INVERSE SPECTRAL PROBLEMS ASSOCIATED WITH HILL
OPERATOR
MSC THESIS
MEHMET TIVER
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS
(SUPERVISOR: PROF. DR. ALP ARSLAN KIRAC)

DENIZLI, AUGUST-2022

In the space L]0, 1], we consider L(gq) Sturm-Liouville operator generated
with arbitrary self-adjoint boundary conditions, where ¢(x) € L0, 1] is a real-valued
function. The inverse problem for Dirichlet, quasi-periodic, periodic and anti-periodic
boundary conditions with Sturm-Liouville operator were investigated.

KEYWORDS: Inverse spectral theory, Ambarzumyan theorem, Sturm-Liouville
operator, Hill operator, Dirichlet, Quasi-periodic, Periodic, Anti-Periodic boundary
conditions.
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1. GIRIS

Ters problemler spektral analizdeki, spektral karakteristiklerden operatoriin
ozelliklerinin belirlenmesi problemidir. Bu tiirdeki problemler, matematik, fizik,
mekanik, jeofizik, elektronik, meteoroloji ve fen bilimlerinin diger branglarinda
sikca goriilmektedir. Son zamanlarda ters problemelere duyulan yogun ilgi yeni

uygulamalarin ortaya atilmasina sebep olmaktadir.

Spektral teoride ve oOzellikle ters spektral problemlerde, tek boyutlu
Schrodinger operatorii adiyla da bilinen Sturm-Liouville operatorii icin genis caph

arastirmalar yapilmistir ve hala bu arastirmalara devam edilmektedir.

Ters spektral teorinin ilk baslangic tarihi 1929 yilinda Ambarzumyan’in

asagidaki teoremi ile baslar.

1.1.1 Teorem (Ambarzumyan Teoremi) {n? : n = 0, 1,2, ...} Neumann sinir
kosulu ile Sturm-Liouville operatoriiniin spektrumu ise, bu takdirde h.h.y ¢ = 0’dir

(Ambarzumian 1929).

Borg 1946 yilinda yayimladigi makalede, iki spektrumu verilen
Sturm-Liouville operatoriiniin var oldugunu kabul etmis ve yine ayni makalesinde
genel olarak bir spektrumun denklemi belirtmedigini elde etmistir. Bu nedenle

Ambarzumyan’in sonucu genel durum i¢in bir istisnadir (Borg 1946).

Hochstadt 1963 yilinda self-adjoint Schrodinger operatorii spektral bogluklar
(gaps) veya kararsizlik bolgeleri (instability zones) dedigimiz bosluklar1 vardir.
Bir operatoriin spektral bosluklart uzunluklarimin dizisi dikkate alinirsa, operatdriin
potansiyelinin diizgiinliigii (smoothness) ile bu dizisinin sifira gidis hiz1 arasinda yakin
bir baglant1 vardir. Spektral bogsluklarin tespiti i¢in ise periyodik ve anti-periyodik
siir sartlarma sahip Sturm-Liouville operatorlerinin 6zdegerleri belirlenir spektral

bosluklar operatoriin 6zdegerleri u¢ noktalar kabul eden sonlu agik araliklardir



(Levitan ve Sargsian 1975, Marchenko 1986).

Ly(—00,00) uzayinda iiretilen reel-degerli, periyodik ¢(x + 1) = ¢(z) ve

L]0, 1] uzayinda potansiyele sahip self-adjoint Schrédinger operatorii

Ly=—y"+qy (1.1)

spektral bosluklara (A, At) n € N veya kararsizlik bolgelerine sahiptir. Burada,

n’»’ 'n

{\,, AP} (1.1) operatériintin [0, 1] araligindaki n ¢ift i¢in periyodik sinir sartlart

y(0)=y(1) : ¥(0)=y(1) (1.2)

y(0) =—y(1) ; ¥(0)=—-y(1) (1.3)

ile elde edilen n. periyodik 6zdegerleri denir ve bu 6zdegerlerin dizisi asagidaki gibi

siralanir:
Mo <AL AT <A SN <A <A<\ <A<
(Eastham 1973).

Buradan A, (Ao, A\]), (AF [, A7) (n > 2), agik araliklarin birine ait ise (1.1)
operatoriine karsilik gelen ¢oziimler (—oo,c0)’da sinirhidir.  Bu araliklara (1.1)’iin
kararlilik (stability) araliklari denir. A bu araliklarin digindaysa, asikar olmayan
(1.1)’iin biitiin ¢oziimleri (— oo, co)’da simirsizdir. O halde (A, A7) n € N araliklarina

L operatoriiniin spektral bogluklari(gaps) denir. Dahasi (—oo, \g) araligina da sifirinci

kararsizlik (instability) arali1 ad1 verilir.

Yn = A, — A} spektral bogluklarin uzunluklart oldugunda ,, dizisinin limitinin
sifira gidis hiz1 ile potansiyelin diizgiinliigli (smoothness) arasinda yakin bir baglanti

vardir.

"Bir reel degerli Ly potansiyel C'™ uzayina aittir <y, dizisi 1/n’nin herhangi

bir kuvvetinden daha hizli sifira gider", diger bir deyisle, Vn € N i¢in

(1) € &' = {(@) = ) e’ (1+n*)Y < o0}
2



(Hochstadt 1963).

Daha sonra Hochstadt 1965°teki calismasinda asagidaki teoremleri

kanitlamagtir.

1.1.2 Teorem ¢(z) reel ve integrallenebilir ise, ve tiim sonlu kararsizlik
araliklar1 kaybolursa, yani A\ = A/, \; = \j vb. bu takdirde hemen her yerde

q(z) =0 dir.

1.1.3 Teorem ¢(x) reel ve integrallenebilir ise ve kesinlikle sonlu kararsiz
araliklarin biri kaybolmazsa, o halde ¢(x) hemen her yerde gerekli bir eliptik

fonksiyondur.

1.1.4 Teorem ¢(z) reel ve integrallenebilir ise ve sonlu kararli araliklarin
en fazla sonlu bir sayisi yok ise, bu takdirde ¢(z) hemen her yerde sonsuz

tirevlenebilirdir.

1987 yilinda Poschel ve Trubowitz tarafindan yapilan ¢alismada Dirichlet
problemi i¢in 0 = {n? : n € N} spektrumu sifira kargilik gelen sifira yakin ¢ok sayida
IL? potansiyelinin varhgin1 gdstermiglerdir. Dirichlet problemi igin spektrum sifir ise,
potansiyel fonksiyonun sifir olmadigini1 diger bir deyisle; Ambarzumyan teoreminin
saglamadigin1 gostermislerdir. Chern ve digerleri (2001) potansiyel iizerine ek bir
sart koyarak genel ayrilabilir sinir kosullarina Sturm-Liouville operatorii i¢in klasik

Ambarzumyan teoremine genigletmiglerdir.

Freiling ve Yurko (2001), her 6zdegerin bilinmesinden ise, yalniz ilk 6zdegerin
bilinmesinin yeterli olugunu kanitlamislardir, yani ilk 6zdeger potansiyel fonksiyonun

ortalama degeridir. Bu teorem asagida verilmistir.

1.1.5 Teorem )y = fol q(x) dx ise, bu takdirde (0, 1) tizerinde hemen hemen

her yerde ¢ = A\ dr.

Yurko (2013), self-adjoint diferansiyel operatorleri ve keyfi self-adjoint sinir

kosullarinin genis siniflar1 iizerinde Ambarzumyan teoreminin genellestirmelerini



ispatlamiglardir.

Kira¢ (2016a), g potansiyel fonksiyon iizerine herhangi bir kosul koymadan
t € [0,2m) quasi-periyodik simir kogullar1 ve ¢ € L'[0,1] ile L;(¢q) Sturm-Liouville

operatorleri i¢in klasik Ambarzumyan teoremini elde etmistir.
L(g)’nun spektrumu,
S(Li) ={\(t) :neZ}={ 1(t):n=1,2,.. U{\2(t) : n=0,1,2,...}
ve A, : [0,7] — Ty,
[y =:{(t) : t €[0,7]}

olmak iizere, L(gq) operatoriniin S(L(q)) spektrumu ¢ € [0,7] icin L;(q)

operatorlerinin S(L;(q)) spektrumlarinin birlesimidir; yani,
S(L(q)) = Unezl'n
dir (Veliev 2013).

Daha sonra Kirag (2016b), {(n7)? : nciftven > no} Hill operatoriiniin
periyodik spektrumunun bir alt kiimesi oldugunda, potansiyel fonksiyonun hemen
hemen her yerde sifir oldugunu ispatlamistir. Benzer durum anti-periyodik sinir sarti

icin de saglandigini elde etmistir.

2018’de Ashrafyan, Sturm-Liouville problemleri ile keyfi self-adjoint sinir

kosullart i¢in iyi bilinen Ambarzumyan teoreminin bir genellestirmesini kanitlamistir.

Kirag 2018’de bir spektrumun sadece bilinen bir kismini kullanarak
quasi-periyodik smir deger problemi icin klasik Ambarzumyan teoremine

genisletmistir. 11k 6zdeger iizerinde Yurko nun (2013) kosullarin1 hafifletmistir.

Kira¢ 2019, ilk 6zdeger tipi Ambarzumyan teoreminin bir genislemesi keyfi
self-adjoint Sturm-Liouville diferansiyel operatorler i¢in kanitlamistir. Sonug olarak,

Poschel-Trubowitz (1987) ters spektral teorisine katkida bulunmustur.

Bu tez ii¢ boliimde incelenecektir. Birinci boliimde ters spektral teoreminin
baslangici olarak adlandirilan Ambarzumyan teoremi ve bu alanla ilgili yapilan diger

4



calismalara yer verilmistir. Boliim ikide tez icerisinde kullanilan temel tanimlamalar
yaptlmigtir.  BOlim {icte ise, Sturm-Liouville operatorleri icin ters problemler

incelenmigtir.



2. TEMEL TANIMLAR

2.1.1 Tanim [0, 1] aralifinda

U(y) = po(z)y™ + p1(2)y™ D + .. + pa(2)y (2.1)

esitligine lineer diferansiyel ifade ve po(z),pi(x),...,pn(x) fonksiyonlarina
diferansiyel ifadenin katsayilari, buradaki n sayisina da diferansiyel ifadenin mertebesi

denir.

U(y), [a,b]’de a ve b sinir noktalarinin

U(y) = aotfa + a1t + . 4 an1y" Y + Boys + Biyy + ... + Bn—wén_l)

olacak sekilde y,,v., . . . Yy, Yps - - s yl()”_l) degiskenlerinin bir lineer formudur.

n. mertebenin bir lineer diferansiyel ifadesi U(y) formu ile verilen lineer

bagimsiz homojen sinir kosullar
Uy) =0, v=1,2,...,n (2.2)
formudur.

Verilen bir /(y) diferansiyel ifadesi ve (2.2) formunun kosullar1 ile tanimli D
alt uzay1 olsun. Tiim y € D fonksiyonu i¢in v = ¢(y) fonksiyonu karsilik gelsin. Bu
bagint1 tanimdaki tanim kiimesi olarak D ile bir lineer operatordiir ve L ile ifade edilir.

Bu notasyonlar1 goz oniine alirsak
u= Ly
seklinde ifade edilir.

L operatorii /(y) diferansiyel ifadesi ve (2.2) sinir kosullart ile iiretilen
diferansiyel operator olarak isimlendirilir. Diger bir ifadeyle, L5[0, 1] uzaymnda L
operatorii asagidaki esitlik ile kisitlanilan, ID(L) tanim kiimesi ve ¢(y) diferansiyel

ifadesi ile tanimlanir:



D(L) = {yly, v, y", ...,y Y vardir, y"=V  [0,1] araliginda mutlak
surekli, y, {l(y) € L1]0,1], U,(y) =0, v =1,2,....,n}vey € D(L) igin
Ly = ((y)’dir.

2.1.2 Tanmm y € (L) fonksiyonunu tanimlayan,
(y) =0, (2.3)
Usy) =0, v=1,2,...,n (2.4)
sartlarin1 saglayan probleme homojen sinir deger problemi adi verilir.
2.1.3 Tanim L operatoriiniin tantmindaki tanim kiimesinde
Ly = \y (2.5)

olacak sekilde y # 0 fonksiyonu vardir dyle ki A sayisina L operatoriiniin 6zdegeri

denir. y fonksiyonu A\ 6zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyon olarak isimlendirilir.
L operatorii (2.2) sinir kosulu ve /(y) diferansiyel ifadesi ile iiretilir.

y 6zfonksiyonu L operatoriiniin tanimindaki tanim kiimesine ait oldugundan, y

ozfonksiyonu (2.2) sartlarini saglar. Bununla birlikte, Ly = ¢(y) ve (2.5)
(y) = Ny (2.6)

formuna esittir.

2.1.4 Tamim L,[0, 1]’de

(9, 2) = / (o) (@) de

gosteriminde ile ifade edilen L* tanimindaki tanim kiimesinde her z ve L’nin

tanimindaki tanim kiimesinde her y icin

(Ly,z) = (y,L"2)

esitligi saglanirsa L* operatoriine L operatoriiniin adjoint operatorii denir. L = L* ise,

o halde L operatorii self-adjointtir.



L operatorii self-adjointtir < self-adjoint sinir kosullar1 ve self-adjoint

diferansiyel ifade tarafindan iiretilir (Naimark 1967).

2.1.5 Tanim L = L(q(x), h, H) sir deger problemini dikkate alalim:
ly =—y"+q(x)y=Xy, 0<z<m,

Uly) :==y'(0) = hy(0) =0, V(y) :=y/(m) + Hy(w) = 0.
Burada A ozdegerdir; ¢(x), h ve H gergeldir; q(z) € L9(0,7). £ operatorii

Sturm-Liouville operatorii olarak adlandirilir (Freiling ve Yurko 2001).

2.1.6 Tanim Ayni kiime iizerinde taniml1 f ve g iki fonksiyon olsun,

pla: f(z) # g(z)} =0
ise p Ol¢iisiine gore denktir denir.
Bu ozellik sifir 6l¢iilii bir kiime {izerinde biitiin noktalar haricinde saglaniyorsa,

bu 6zellige hemen hemen her yerde olarak isimlendirilir (Kolmogorov ve Fomin 1975).

Bundan sonraki boliimlerde hemen hemen her yerde ifadesini kisaca h.h.y

olarak ifade edecegiz.

2.1.7 Tamim g, A iizerinde esasl sinirli ise, bu durumda
esssup |q(z)| = inf { sup [g(z)[}
ccA W (Z)=0 TEA-Z

A tizerinde g’nin esaslh supremumu denir, sonludur (Kolmogorov ve Fomin 1975).

2.1.8 Tamim g, A {izerinde esasl sinirh ise, bu durumda

ess inf |g(x)] = su inf T
nf (o) = s {3t lto)
n(Z)=0

A iizerinde ¢’nin esasli infimumu denir, sonludur.

2.1.1 Teorem (Oscillation Teoremi) L sinir deger probleminin ¢ (x, \,)
ozfonksiyonu 0 < z < 7 aralifinda kesin olarak n sayida sifirlara sahiptir (Freiling ve

Yurko 2001).



2.1.2 Teorem (Rayleigh-Ritz) H yar1 sinirl self-adjoint operator olsun. V,

n-boyutlu altuzay V' C D(H) olsun ve P, V iizerine ortogonal izdiisimdiir. H, =
PHP olsun. )i, ..

~

s Ans 5\1 < ;\2 <...< 5\n ile siralanan H, | V’nin 6zdegerleri
olsun. Bu takdirde

)\m(H)S;\m ., m=1,...,n.

Ozellikle H, F, < ... < Ejile spektrumun altinda £, . . ., E, 6zdegerlerine (katlilig1
sayilabilen) sahipse, bu takdirde

Ep < Am, m= 1,...,min(k,n)
(Reed ve Simon 1978).

Ispat Min-max prensibi ile, H, [ V

An = sup iI”1f” (U, HV)
P \% veV:||v|=1
PloePm—1€ TE[pyssom—1]t
= sup inf (U, HY)
v EH TeV:||¥|=1
TE[PP,ee s Pop_1]t
= sup inf (U, HV)

VeV |w|=1
P1s--- (meleH
Y Ve[, om—1]T

> sup inf (U, HD)

_1eH YeD(H):|[|¥|=1
PlooPm—1 LS ‘P'mfl]L

ile verilen 6zdegerlere sahiptir. Uciincii adimda ¥ € V icin (¥, Py) = (¥, ¢)

kullanilmagtir .



3. STURM-LIOUVILLE OPERATORLERI ICIN TERS PROBLEM

Bu boliimde, L,[0, 1] uzayinda

—y" +q(z)y =Ny

diferansiyel ifadesi ve

(3.1)

(3.2)
(3.3)
(3.4)

(3.5)

sirastyla Dirichlet, quasi-periyodik, periyodik ve anti-periyodik sinir kosullari

tarafindan iretilen L(q) operatoriinii goz Oniinde bulunduracagiz. Burada ¢(z) €

L]0, 1] reel degerli bir fonksiyondur.

Ik olarak Teorem 1.1.1 ile ifade edilen Ambarzumyan teoreminin ispatini

verelim.

Ispat —y"+q(2)y = \y, v/ (0) = 9/(7) = 0 siur deger probleminin 6zdegerleri

An = n? ise bu takdirde [ ¢(t) d¢t = 0 oldugu

a arm o
Y5 S & { I
n 2

asimptotik formiiliinden elde edilir, burada

1 1 /7
=—|h+H+ - t) dt
ao W{+ +2/Oq()],

RPN Y sabitlerdir ve [a] sembolii a’nin integral kismini gosterir.

2

(3.6)

Diger taraftan 6zdegerler icin Rayleigh-Ritz bagintisindan Ay = 0 sinir deger

probleminin ilk 6zdegeri y'(0) = ¢/(w) = 0 ve [ y* dx olan fonksiyonlarin sinifinda

(Ly.y) = / "W+ qla)y?) da

10



fonksiyonelinin mutlak minimumuyla cakistig1 goriiliir.

1

yo(z) = = koyarak ve foﬂ q(t)dt = 0 kosulu kullamlarak (Lyo,vo) = 0
oldugu bulunur.
Sonug olarak yo(z) = \/LE, A = 0i¢in —y” + ¢(z)y = Ay’nin bir ¢éztimiudiir.

Bu nedenle hemen hemen her yerde ¢(z) = 0’dir (Levitan ve Gasymov 1964).

3.1 Keyfi Self-Adjoint Simir Kosullari icin Ters Problem

Yurko (2013), Ashrafyan (2018) ve Kira¢ (2019) makalelerinde keyfi
self-adjoint sinir kosullart ile Sturm-Liouville operatorleri i¢cin Ambarzumyan

teoreminin genellestirmelerini kanitladilar.

L ile birlikte ayni formun L := L(G) problemini diisiinelim fakat farkli §
potansiyeli ile birlikte goz Oniine alalim. Belirli bir ¢ sembolii L ile ilgili bir nesneyi
gosterir ise, bu takdirde a, L ile ilgili benzer bir nesneyi gosterecek ve a := a — a

oldugunu kabul edelim.

G(x) bilinen ve sabit olsun. Ornek igin G(z) = 0 almabilir. {\,}n>0 ve

{3 () }no ile sirastyla L = L(G)’min 6zdegerleri ve dzfonksiyonlari gosterilir.

3.1.1 Teorem

)\0 _ 5\0 + (qu07 ZJO)
<g07 g[])
olsun, burada go(z), Ao ile ilgili L’nin bir 6zfonksiyonudur. Bu durumda (0,1)
izerinde h.h.y
g(x) = G(z) + Ao — Ao (3.7)
dir (Yurko 2013).

Ispat Rayleigh-Ritz bagintisindan

(€50, Jo) _ (030, 9io) N ((£ = 0)3o, To)

(g()v gO) (g07 gO) (g07 gO)
~ ot (d90, o) _ "
(yojyo)

11



oldugundan oy, Ao 6zdegeri ile ilgili L’nin bir 6zfonksiyonu oldugu gériiliir. Ozellikle
bu,
—7o(x) + a(x)Go(x) = AoFjo(x)

verir ve (3.7)’ya ulagilir.

(@) + a()iio(a) = (5\0 n (@?0’37“)) o()

(40, 9o)
o(@)in(o) = 73(a) + (o + I gy )
o) = o

g(x) = q(x) = Ao+ Ao + q(x) — G(x)
q(x) = 29(x) + Xo — 4(x) = Ao
q(z) = G(z) + Mo — Ao
Ao tek veya ¢ift olabilir. Teoremin ispat1 ve formiilasyonu katliliga bagli degildir.

3.1.2 Teorem ¢, G € L%(0,1) olsun. Eger
Do — Ag = essinf g veya Mg — o = €8s sup q,

ise, bu takdirde (0, 1) araliginda h.h.y g(z) = §(z) + Ao — Ao dir (Ashrafyan 2018).
Ispat L,(0, 1) uzayindaki i¢ ¢arpimi kullanarak (3.1) ifadesinin her iki tarafin:
Yo ile carparak

(Cyo, Jo) = Mo(Yo,To)

elde edilir. Buradan

(Cyo, 50) = (Yo, 7o) = Mo(yo, o)
((g+ Mo — Xo)yo, 5o) = 0

elde edilir. Sturm osilasyon teoremi ile yo7o ¢arpimi (0, 1) araliginda sifirlara sahip
degildir. Dolayisiyla (0, 1) iizerinde h.h.y G 4+ Ay — Ao = 0 dur.
12



3.1.3 Teorem Bazi n igin
)‘n - 5\n = ((jgna gn)
ve
Ap, — 5\n =essinfq veya M\, — S\n = esssup §

olsun, burada §,, \, 6zdegeri ile ilgili L nin normallestirilmis bir 6zfonksiyonudur.

Bu takdirde (0, 1) arahiginda h.hy ¢(z) = §(z) + A, — ), dir (Kirag 2019).

Ispat i1k varsayimdan

= (quna gn) + ((S‘n - )‘n)a gn))

elde edilit.  §,, A, Ozdegerine karsihk gelen L operatdriiniin normallestirilmis
ozfonksiyonu oldugundan, ¢,, (0, 1) arahiginda en ¢ok sonlu sayida izole edilmis sifir
noktalarina sahip oldugu elde edilir. Bu nedenle sifir noktalarinin kiimesinin Sl¢iisii
0 *dir. Dolayistyla bunu kullanarak, ikinci varsaymm ve (¢ + A, — A\,)52 € L1(0,1),
(0,1) iizerinde h.h.y ¢ = A, — A, elde edilir.

3.2 Dirichlet Sinir Deger Problemi icin Ters Problem

Simdi (3.1), (3.2) ve Teorem 3.1.1°1 dikkate alarak asagidaki ornekleri ele

alalim.
3.2.1 Ornek (3.1) ve (3.2) sinir deger problemini g6z 6niine alalim.

G(x) = 0 olsun. Bu durumda \g = 1, §jo(x) = sin x goz 6niinde bulundurarak

diferansiyel ifadede yerine yazilirsa

— (@) + (Ao — Ao)dio(z) = Xofo (),
13



esitligi (3.1) ile Teorem 3.1.1’den () = §(x) + Ao — Ao yazilarak elde edilir. Buradan
— () = Aofjo() iddias1 saglanr.

3.2.1 Sonug Eger
1
Mo =1+ 2/ q(z)sin® x dx
0

ise, bu takdirde (0, 1) araliginda h.h.y ¢(z) = A\¢ — 1 dir (Yurko 2013).

3.2.2 Ornek (3.1) diferansiyel ifadesi (3.2) Dirichlet sinir deger problemini ele

alalim.

() = 0 olsun. Bu takdirde )\, = (n7)2, §, = v2sinnzz bazi n > 1 igin ve

Teorem 3.1.3 asagidaki iddia anlamina gelir.

3.2.2 Sonug¢ Baz1 n’ler i¢in
1
Ay — (nm)? = 2/ q(z) sin® nra dw
0

ve \, — (nm)? = essinfq veya A\, — (nm)?* = esssupq olsun. Bu takdirde (0, 1)

araliginda h.h.y ¢(z) = A, — (nm)? dir (Kirag 2019).

3.3 Quasi-Periyodik Sinir Deger Problemi icin Ters Problem

Kirag (2016a), ¢ potansiyeli iizerine herhangi bir kosul koymadan ¢ € L4[0, 1]
ve (3.3) smur kosullari, t € [0,27) ile L;(¢q) Sturm-Liouville operatorii i¢in klasik

Ambarzumyan teoremini ispatladi.

(3.1) ifadesi ile L?(—o0, 0o) uzayinda iiretilen L (q) Hill operatoriiniin S(L(q))
spektrumu ile ¢ periyodik potansiyeli ¢ € [0, 2) i¢in L.(q) operatorlerinin S(L:(q))
spektrumlarinin birlesimi oldugundan, L,(q) operatorleri L(q) operatoriiniin spektral

teorisinde temel bir rol oynar (Kira¢ 2016a).
Simdi teorem ve ispati i¢in kullanacagimiz onemli birkag bilgi verelim.

L,(¢)’nun normallestirilmis 6zfonksiyonu v, .(z)’e karsihik gelen A, (¢)

14



ozdegerlerinde asimptotik formiiliinii elde etmek icin, 6nce

~Yn (%) + 4(2)yns(x) = A ()yne(2)

i(2mn+t)x

denkleminin her iki tarafini e ile carpalim,

(—0la(2) + ()i (2), €4 0) = (A (B, 2 07)

L[0, 1] deki i¢ ¢arpim tanimindan

1
/ —Yn (@) T A 4 () o (), € ETEIT) = (A (£ (), BT
0
(3.8)
(3.8) esitliginin sol kisminda bulunan integralde kismi integrasyon uygulanirsa,

1 1 ,
—z'(2n7r+t)/ yh o (2)e " CTHDT g
0

1
/ _yZVt(x)e—i(%m-i-t)x dr = _yg7t($)e—i(27m+t)x )
0

olur. Bu esitlikte sag taraftaki ilk terim 0’dir. Esitligin sagindaki ikinci terim i¢in tekrar

kismi integrasyon uygulanirsa,
1 .
/ _yz,t (l,>6—z(27rn+t)z dx
0

. 1 1 '
= —2'(2n7r + t) |:yn7t€z(27rn+t)a: _ 2(27177' + t)/ yn’t<x)671(2wn+t)x dr
0

0

olur. Bu esitligin sagindaki ilk terim 0 ikinci terim (3.8) esitli§inde yerine koyulursa,
(q(2)yna (), €C™H7) = (Apy — (207 + 1)%) (yna(), €C™H7) - (3.9)

elde edilir. Simdi yukaridaki asimptotik formiilii elde edebilmek i¢in gerekli olan

lemma ve teoremi verelim.

3.3.1 Lemma (3.9)’un sag tarafi icin,

(q(2)yn (), €™ = 3" g (Yo (), OO (3.10)

m=—0oQ

esitligi saglanir. Ustelik, | N| > 1 igin

(q(2) Y s (x), /P T) < 2M,  Vn (3.11)
15



burada M = sup,,cy, |¢.| (Veliev ve Duman 2002).

Simdi (3.9) ve (3.10) formiilleri asagidaki gibidir. Bu formiillerde /N’ nin yerine

n almarak ve (3.10)’in sag tarafi ile (3.9)’un sag tarafi yer degistirilerek

o0

(Aa(t) = 207 +6)%) (g (@), ™7 =3 7 gy (ya(), 7T (3.12)

elde edilir. Burada

) 2(271‘(”7111)%’033)

Z In, (@ yn ¢
— (2nm + t)?

3.3.1 Teorem ¢ # 0, 7 igin L;(q) operatoriiniin y,, ;(x) 6zfonksiyonu

Yni(x) = P 4 O (n) (3.13)

asimptotik formiiliinii saglar. Karsilik gelen A, (¢) 6zdegeri

|
An(t) = (207 + )2 + o + O ( “'"') (3.14)
n
asimptotik formiilii saglanir, burada n € Z igin g, = (q, ™) ve (.,.), Lo[0, 1]’de i¢
carpimdir (Veliev ve Duman 2002).

ispat t # 0,7 i¢in (3.13) ve (3.14) formiillerini ispatlamak i¢in, (3.9), (3.11)
ve Veliev-Duman’1in (2002) makalesindeki esitsizlikten (bkz (10))

(2M)?
Do Mnelw), @B < BT ;
kEZ,k#0 beT o k2|2(2mn +t) — 27k|

olur. Dolayisiyla

. , 1
127 (n+k)+t)zy Li(27(nt+k)+t)z || ofl=).
IS Galae ) =o(3)

k€Z,k#0

Boylece y,, ()

yn7t(l‘) — (yth(l‘)7 ei(?ﬂ'n-‘rt).l’)e (27rn+t + h( ) (3.15)
16



formunun bir acilimina sahiptir, burada

) =0 ().

Ustelik, (3.15) ile birlikte || e~ y, ,(2) ||= 1,

: 1
|(yne(z), G =14+ 0 (5) (3.16)

verir. Boylece (3.15) ve (3.16)’den (3.13) saglanir.

Simdi (3.14)’1 ispatlayalim. Veliev-Duman’in (2002) makalesindeki esitsizlik
(bkz (10)), tim n € Z i¢in |g,,| < M esitsizligi ve (3.11) kullanilarak

R, =0 <M) (3.17)

n
olur.
Simdi (3.12) esitliginin her iki tarafim (y, (), e/®™+9%) jle bolerek ve
(3.16)-(3.17) kullanilarak

Ry
(yn,t (fﬂ) , ei(2ﬂ'n+t)z>

o(=2)

1+0 (%)

An(t) = (2mn + t)Q +qo +

= (2mn +t)° + qo +

1
=@Q2m+t)?+q+0 ( nrlbnl)

elde edilir. Boylece (3.14) asimptotik formiilii ispat1 tamamlanir.

¢ = 0 oldugunda, n € Z igin (2mn + t)?, @™+ szfonksiyonuna karsilik
gelen herhangi sabit ¢ € [0, 27) aralig1 igin L,(0) operatoriiniin 6zdegeridir.

3.3.2 Teorem Eger [0,27) araliginda herhangi bir sabit ¢ igin L.(q)
operatoriiniin ilk dzdegeri min{t?, (2r — ¢)*} degerinin alt kiimesi ve S(L;(q))
spektrumu {(2nm — ¢)? : n € N} kiimesini igerirse, bu takdirde h.h.y ¢ = 0 dir
(Kirac 2016a).
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Ispat Herhangi bir n € N icin varsayim kullanarak (27n — t)2, S(L(q))
spektrumuna ait ve yeterince biiyiik n’ler igin ¢ # 0, 7 oldugundan asimptotik formiild,
Cheng ve digerleri (2010) makalesinde ¢ = 0, 7 i¢cin asimptotik formiiliinii dikkate

alarak
1
qwi/q@szo (3.18)
0

elde edilir. Burada Cheng ve digerlerinin (2010) caligmasindaki asimptotik formiiller

asagidadir.

m = 2n veya 2n — 1 i¢in

1
A = (207)? 42 / a(@) e+ 2(—1)"[A%, + BL]Y2 + o(n)
0

1
/\m = (2’/’L - ].)271'2 + 2/ Q(:E) dx + 2(_1)m[A421n—2 + Bin—2]1/2 + O(H_l) (3.19)
0

A, ve B, ¢’nun Fourier katsayilaridir, yani

1! I
A, = —/ cosnrtq(t)dt, B, = —/ sinnrt q(t) dt
2 Jo 2Jo
dir.
Simdi ¢ € [0,2m) i¢in L;(g) operatoriiniin ilk 6zdegerini t* ya da (2m — t)?
oldugunu gosterelim ki bu 6zdegerler sirasiyla y = € veya y = e!(-27t0e

ozfonksiyonlarina karsilik gelir. Ilk olarak kabul edelim ki min{#?, (27 — ¢)?} nun
degeri t? olsun, Rayleigh-Ritz bagintisina gore (3.18)’dan y = €% icin

(—y" +q(x)y,y)

e )

esitsizliginde L»[0, 1]°deki i¢ ¢arpim tanimindan

[} —y"gdz + [ q()|y|* dz
J; 01 yydx

olur. Dolayisiyla L;(q) operatoriiniin ilk dzdegeri \o(t) = t* ve y = € test

=t*+q =t

fonksiyonu operatoriin 6zfonksiyonudur. Boylece (3.1) denklemi icine y = €* ve
Xo(t) = t* ifadelerini yerlestirerek L[0,1]’de ¢ = 0 elde edilir. Benzer sekilde
18



min{t?, (27 — )2}’ nun degeri (27 — t)? ise, o halde y = ¢"~?**%)* fonksiyonu ilk
ozdeger (27 — t)*’ye kargilik gelen dzfonksiyondur ve L1[0, 1]’de ¢ = 0’dur.

3.3.1 Uyan Dikkat edilirse Teorem 3.3.2°de S(L:(q)) spektrumunun {(2nm —
t)? : n € N} alt kiimesi yerine eger {(2n7 +t)? : n € N}, {m? : m, tim n €
N i¢cin ya (2nm —t) yada (2nm +t)} alt kiimelerinin biri kullanilir ise, bu

takdirde teoremin iddias1 gegerlidir.

3.4 Periyodik ve Anti-Periyodik Simir Deger Problemi icin Ters Problem

(3.3) quasi-periyodik siir kosulunda ¢ = 0 ve ¢ = 7 durumlar sirasiyla (3.4)

ve (3.5) problemlerine karsilik gelir.

Yurko (2013)’de self-adjoint diferansiyel operatorlerin zayif siniflart iizerinde

Teorem 1.1.5’in genellestirmelerini kanitladi. Bu sonuglarin bazisi asagidaki gibidir:

3.4.1 Teorem (a)
1
Ao = / q(z)dx
0
(3.1)-(3.4) periyodik sinir deger probleminin ilk 6zdegeri olsun, bu takdirde h.h.y ¢ =
Ao dir.

(b) Baz1 sabit « ve (3 igin
9 1
Ao =7+ P /o q(z)(asinrr + B cosmr)? dz (3.20)

(3.1) ve (3.5) anti-periyodik sinir deger probleminin ilk 6zdegeri olsun, bu

takdirde h.h.y
2

1
qg= m/o q(z)(asinmr + Bcosmr)? dr. (3.21)

Kira¢ (2018)’de asagidaki yeni tek tiir sonuglart kanitladi:

3.4.2 Teorem \(t), L;(q) nun ilk 6zdegeri olsun. O halde:

a) t € [0,7) icin \o(t) > t* + [, q(x)dx ise, bu takdirde hhy ¢ =
fol q(x) dz’dir.
19



b) t € [ 2nm) igin \o(t) > (2m — ¢)* + fo x)dx ise, bu takdirde h.h.y
q= fo x) da’dir.

Teorem 3.4.2 (a)’da ¢t = 0 durumu (3.1) ve (3.4) periyodik problemine karsilik
gelir ve Teorem 3.4.1 (a)’ min iddias1 \o(0 fo x) dz’in yerine A\o(0) > fol q(x) dx
kullanilarak saglanir. Teorem 3.4.2 (b)’de t = 7 durumu (3.1)-(3.5) anti-periyodik
problemine karsilik gelir ve Teorem 3.4.2 (b)’nin iddiasinda ¢’nin yerine 7 alinarak
o(m) > 7% + fo x) dx saglanir. Yani, Teorem 3.4.1 (b)’nin aksine, Teorem 3.4.2
(b)’de ilk 6zdeger Teorem 1.1.5 ve Teorem 3.4.1 (a)’daki gibi sadece potansiyelin

ortalama degerine baglidir.
Ispat

a)y = ¢, t € [0,7) igin L,(q) operatdriiniin \o(¢) ilk dzdegerine kargilik
gelen ilk o6zfonksiyon oldugunu gosterelim. y = e test fonksiyonunun (3.3)
quasi-periyodik sinir kosullarimi sagladigindan Rayleigh-Ritz bagintisi ile

1 — d + Qd 1
£ +/ g(z) dr < Mo(t) < o —y'7dr+ Jy a)lyPdr _ +/ g(z)dr (3.22)
0 fo ‘y|2 dx 0

elde edilir.

Xo(t) = (£ + fol dr), y = €' ilk 6zfonksiyonuna karsilik gelen ilk
0zdegerdir. (3.1) denkleminde yerine yazilirsa h.h.y ¢ = fo x) dx’dir.

b) Benzer sekilde, ¢ € [m,27) i¢in, y = pi(—2m+1)

7 test fonksiyonu, \o(t) =
(2 —t)? + fo x) dx ilk 6zdegerine karsilik gelen ilk 6zfonksiyondur. Boylece h.h.y

q= fo r) da’dir.

3.4.3 Teorem \o(%), L;(q)’nun ilk 6zdegeri olsun ve ny yeterince biiyiik bir
tamsay1 oldugunu kabul edelim. O halde asagidaki iki iddia saglanir:

a)t € [0,7) ven > ngigin A\o(t) >t ve \,, = (2n7 +¢)? ise bu takdirde h.h.y
q = 0°dir.

b) t € [r,27) ve n > ng igin \g(t) > (2m — t)* ve \, = (2n7 + t)? ise bu
takdirde h.h.y ¢ = 0’dir.
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Ispat Teorem 3.4.1°de ¢t # 0,7 icin (3.14) ve t = 0, 7 icin (3.19) asimptotik
formiilleri benzerdir. Boylece tim ¢ € [0,7) U [m,27) igin, n > ng igin A\, () =
(27n + t)? ise, bu takdirde fol q(z)dx = 0’dir. Teorem 3.4.2°den h.h.y ¢ = 0’dir.

Boylece Teorem 3.4.3 (a) ve (b)’nin ispat1 tamamlanir.

3.4.1 Uyan Dikkat edilirse Teorem 3.4.3 (a) ve (b)’de \,(t) = (2n7 + t)* nin
yerine S(L;(q)) spektrumunun biiyiik A_,, () = (2n7 —t)? 6zdegerleri ise, bu takdirde
Teorem 3.4.3’iin iddialar1 gegerlidir. Boylece tiim |n| > ng i¢in teoremin kanitinda,

An(t), Ay (t) 6zdegerlerinin ayni1 kiimesi i¢in yeterlidir.
3.4.4 Teorem
a) )\ > fo x) dx ise, bu takdirde h.h.y ¢ = fo dzx.

b) n > ng i¢in Ay > 0 ve A, = (n7)? ise, bu takdirde h.h.y ¢ = 0°dir, burada
ng yeterince biiyiik pozitif bir tamsayidir.
Ispat

a) Teorem 3.4.2 (a)’nin ispatinda oldugu gibi Ay > fo x)dz i¢in, y = 1 test
fonksiyonu, \y = fo x) dx ilk 6zdegerine karsilik gelen ilk 6zfonksiyondur. Boylece
h.hy ¢ = fo x) da’dir.

b) Levitan ve Gasymov (1964)’un calismasindaki, (3.6) asimptotik
formiiliinden n > ng i¢in A\, = (nm)? ise, bu takdirde kesinlikle fo x)dr = 0’dwr.

(a)’dan h.h.y ¢ = 0’dur.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu calismada, spektrumu verilen keyfi self-adjoint sinir kosullar1 ve Sturm-Liouville

operatorii icin potansiyel fonksiyon belirlendigi gosterilmistir.
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