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Bu tezde -elektromanyetik alanin uzay-zaman geometrisine etkileri
arastirlmisti.  Burada, o©zellikle gravitasyonel ve elektromanyetik alanlarin ¢ok
yogun olmasi durumunda ortaya ¢ikan minimal olmayan baglanma terimleri tizerinde
calistimistir.  Notron yildizlart ve kuasarlar gibi cok biiyiik kiitleli nesnelerde ¢ok
siddetli manyetik alanlar gozlemlendigi i¢in, bu nesneler etrafindaki geometri ve
bunun evrende olusturacagi etkiler oldukca Onemli olabilir. Dahasi, Einstein’in
gravitasyon teorisi giines sistemini miikemmel bir sekilde agiklasa da, kozmolojik
Olceklerde karanlik madde ve karanlik enerji gibi kaynagi aciklanamayan ¢ok 6nemli
sorunlara sahiptir. Son yillarda, bu sorunlar agiklamak icin Einstein’1n teorisi, egrilik
tensoriiniin farkli kombinasyonlariyla modifiye edilerek bu kavramlarin kaynaginin
geometrik oldugu ileri siiriilmiistiir. Bu nedenle elektromanyetik alan varliginda
da bu sekilde minimal ve minimal olmayan alternatif modeller giindeme gelmistir.
Burada minimal olmayan Y (R) F'”?> formunda baglanmali modellerin Noether simetrisi
yaklagimiyla ¢oziimleri arastirilmistir. Bu modellerin simetrileri ve korunan nicelikler
ortaya ¢ikartilarak bu modellere yeni ¢oziimler bulunmustur. Ayrica, bu modellerin
anizotropik yildizlara uygulamas: yapilmis ve yildizin kiitlesi, elektrik yiikii ve
kirmiziya kayma gibi fiziksel 6zelliklerinin yarigapa bagli ifadeleri elde edilmistir.
Son olarak bu tarz baglanmalarin ilk akla gelen Orneklerini iceren bazi modellerin
FLRW, Schwarzchild ve Reissner-Nordstrom geometrisi arkaplaninda kararlilik
analizi calisilmasgtir.

ANAHTAR KELIMELER: Einstein-Maxwell teorisi, Kiiresel simetrik cOziimler,
Diferansiyel formlar.



ABSTRACT

SOLUTIONS OF THE NON-MINIMALLY COUPLED
ELECTROMAGNETIC FIELDS TO GRAVITY VIA NOETHER
SYMMETRY APPROACH
PhD THESIS
FATMA CELIKTAS
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS
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In this thesis, the effects of the electromagnetic field on the space-time
geometry were investigated. Here, the non-minimal coupling terms, which arise
especially when the gravitational and electromagnetic fields are very dense, have been
studied. Since very strong magnetic fields are observed in very massive objects such
as neutron stars and quasars, the geometry around these objects and its effects on
the universe can be very important. Moreover, although Einstein’s theory of gravity
explains the solar system perfectly, it has very important problems that cannot be
explained on cosmological scales, such as dark matter and dark energy. In recent years,
Einstein’s theory has been modified with different combinations of the curvature tensor
to explain these problems, and it has been suggested that the origin of these concepts
is geometric. Therefore, minimal and non-minimal alternative models have come to
the fore in the presence of electromagnetic field. Here solutions of the non-minimally
Y (R)F? type coupled models were investigated by Noether symmetry approach. By
revealing the symmetries and conserved quantities of these models, new solutions
have been found to these models. Furthermore, these models were applied to the
anisotropic stars and the radius-dependent expressions of the physical properties of the
star such as mass, electric charge and redshift were obtained. Then, stability analysis
of some models containing the first examples of this type of coupling was studied on
the background of FLRW, Schwarzchild and Reissner-Nordstrom geometry.

KEYWORDS: Einstein-Maxwell theory, Spherically symmetric solutions,
Differential forms.
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1. GIRIS

Evrende siddetine gore sirasiyla giiclii niikleer kuvvet, elektromanyetik kuvvet, zayif
niikleer kuvvet ve kiitlecekim kuvveti olmak iizere dort temel kuvvet vardir. Bu
temel kuvvetler, temel parcaciklarin etkilesiminin nasil olacagini ifade eder. Bundan
dolay1 kuvvet yerine daha cok etkilesim ifadesi kullanilir. Bunlardan ilki olan gii¢lii
niikleer etkilesim, atomun c¢ekirdeginde bulunan protonlarin aym elektrik yiikiine
sahip olmasina karsin, nasil birbirlerine oldukca yakin bir sekilde durabildiklerini
aciklayabilir. En giiclii etkilesim olmasina ragmen etki mesafesi 10~%m kadar kiigiik-
tiir. Elektromanyetik etkilesim ise elektrik yiiklii parcaciklar arasinda meydana gelen
etkilesimdir. Benzer sekilde elektrik yiiklii bir parcacik elektrik veya manyetik alandan
gecerken de bu etkilesimi hisseder. Bu etkilesimi ilk olarak fizik¢i Charles-Augustin de
Coulomb elektrik yiiklii cisimlerin birbirine uyguladigi kuvvet ile ifade etmistir. 1785
yilinda bu kuvvet hakkinda yazdigi rapor ile bu kuvvet Coulomb yasasi olarak kayitlara
girmistir. Coulomb yasasi, iki noktasal yiik arasindaki elektriksel kuvvetin bu yiiklerin
biiyiikliigiiniin carpimiyla dogru orantili, aralarindaki mesafenin karesiyle ters orantilt
oldugunu ortaya c¢ikarmistir. Daha sonra, 1820 yilinda bilim insanlar1 Jean-Baptiste
Biot ve Felix Savart elektrik akimi tagiyan bir tel etrafinda dairesel manyetik alan
halkalarinin olustugunu ve akim ile manyetik alan arasindaki bagintinin nasil olacagini
ortaya koymusglardir. 1831 yilinda Faraday elektrik ve manyetik alanin birbirinden
tamamen bagimsiz olmadigini, manyetik alandaki degisimin elektrik alana yol agtigim
deneysel olarak gosterdi. 1860’11 yillara gelindiginde James Clerk Maxwell elektrik ve
manyetik alanin sagladigi bu denklemleri, Maxwell Denklemleri olarak da bilinen dort

temel denklem olarak ifade edip yayinlamustir.

Bir diger etkilesim olan zayif niikleer etkilesim, atomlarin radyoaktif bozun-
malarini bagarili bir sekilde agiklayabilmektedir. Zayif niikleer etkilesim gii¢lii niikleer

etkilesimde oldugu gibi ¢ok kiiciik dlceklerde, yani atom alt1 6lgeklerde etkilidir.

Son etkilesim olarak kiitlecekim; siddet olarak diger kuvvetlere gore cok zayif



olsada etkisi giinliikk hayatta her an hissedilebilir. Bununla birlikte gezegenlerin,
yildizlarin, galaksilerin ve kara deliklerin hareketini belirleyen onemli bir etkilesimdir.
Temel parcaciklarin kesfedilmesinden gravitasyonel dalgalarin 6l¢iilmesine, gezegen-
lerin hareketinin anlagilmasindan kara deliklerin gozlemlenmesine kadar akillarda
hep su soru vardi: Kiitlecekim nedir? Hala bu soruya tam olarak yanit bulunmusg
degildir. Kiitlecekim, kiitlesi olan herseyin birbirine dogru hareket ettigi veya birbirine
dogru cekildigi seklinde tanimlanabilir. Ayrica Einstein’in Kiitlecekimi teorisi kabul
gordiikten sonra sadece kiitlesi olan nesneler icin degil, enerji ve momentuma sahip
biitiin nesnelerin kiitlecekimden etkilendigi anlagilmistir. Fakat yine de anlasilmasi

hala olduk¢a zor ve karigiktir.

Kiitlecekim her ne kadar Newton tarafindan kuvvet olarak tanimlansa da,
gercekte; kiitleli bir cismin etrafinda olusturdugu uzayzaman geometrisinde bagka
bir test parcaciginin kendi yoriingesini takip etmesi olarak karsimiza c¢ikmaktadir.
Boylece kiitlecekim kuvvetinin yerini uzayzaman geometrisi alir. Kiitle, uzayzaman

geometrisini belirler. Bu geometriden dolayi kiitlecekim etkisi meydana gelir.

Kiitlecekimin tarihi diger etkilesimlere gore cok eskilere dayanmaktadir. M.O.
4.yiizyi1lda yasamis olan Aristoteles kiitlesi biiyiik olan nesnelerin daha hizli, kiitlesi
kiiciik olan nesnelerin ise daha yavas diistiigiinii soylemistir. Fakat, 16.yiizyilda
Galileo Galilei farkli kiitleli cisimlerin yere ayni ivme ile diistiigiinii ortaya koyarak bu
varsayimui cliriitmiistiir. Hatta son yillarda yapilan calismalar Galileo’nin kiitlecekim

deneyini atomlar i¢in bile gergeklestirebilmislerdir (Asenbaum ve dig. 2020).

Daha sonra Isaac Newton 1687 yilinda iki kiitle arasindaki bu ¢ekimi ' =
G™32 ile verilen ters kare yasasiyla ifade etmistir. Burada F' kuvvet, mq,m;
cisimlerin kiitleleri, G evrensel kiitlecekim orant1 sabiti, r ise cisimlerin kiitle
merkezleri arasindaki uzakliktir. Bu yasa, her nesnenin uzakliklarmin kareleri ile
ters orantili ve kiitlelerinin ¢carpimiyla dogru orantili olan bir kuvvet ile diger biitiin
nesneleri ¢ekebilecegini sdyler. Newton’un bu teorisi sadece diinya dl¢eginde degil

galaksiler arasi etkilesimlerin kabaca hesabinda bile kullanilabilen etkili bir yontemdir.
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Yiizyillardir gokbilimciler, gezegenlerin hareketlerini hesaplamada Newton teorisini
kullanarak biiyiik bir basar1 elde etmislerdir. Newton teorisinin bu basarisi basitliginde
gizlidir. Newton teorisinde zaman mutlak bir kavram olarak diisiiniiliir. Yani; gdzlem-
ciden gozlemciye degismez, biitiin gézlemcilerin ortak bir zamam ol¢tiigii diisiiniiliir.
Newton teorisi oldukca kullanigli olmasina karsin, 1900 lii yillarin baslarinda ortaya
cikan bir takim sorunlar1 aciklamakta yetersiz kalmistir. Bu olaylar1 asagidaki gibi

siralayabiliriz:

e Einstein’ 1n 1905 yilinda yayinladig: 6zel gorelilik kuramina gore hic bir bilgi 151k
hizindan daha hizli iletilemez. Fakat Newton’un kiitlecekim teorisine baktigimizda,
cisimlerden birinin konumunda bir degisiklik yapildiginda sonsuz bir hizla digerini
etkilemesi gerektigi yani 6zel gorelilige aykir bir sekilde 151k hizindan daha hizl bir
sekilde kuvvet etkisinin hissedildigi goriiliir. Ciinkii Newton’un ¢ekim yasasinda
zaman kavrami yoktur. Isik hizinin boglukta sabit oldugu, 1887 yilinda Albert
A. Michelson ve Edward W. Morley tarafindan yapilan deneylerin dnciiliigiinde
defalarca ol¢iimlerden sonra gozlemlenmisti. Bu gdzlem Maxwell denklemleriyle
uyum icindeydi. Ayrica, 1905 yilinda yaymlanan Einstein’in Ozel Goérelilik
teorisinin temel postiilastydi. Bunun sonucu olarak Ozel Gorelilik teorisinde
Lorentz simetrisi ortaya ¢cikarmistir ve bu Lorentz simetrisi Maxwell denklemlerine
basartyla uygulanmistir.  Fakat; Lorentz doniisiimlerinin Newton denklemine

uygulanamamasi en biiyiik sorunlardan biriydi.

e Merkiir gezegenindeki Newton teorisinin 6ngordiigii eliptik yoriingelerden sap-
malar yaparak, periheliyon presesyonu denilen hareketi yapmasinin sebebini tam

olarak aciklayamaz.

e Yildiz, diinya gibi ¢ok biiyiik kiitleli cisimlerden uzaklagsan bir 1g1n1n veya fotonun

kirmiziya kaymasi gerceg8ini tam olarak agiklayamaz.

e Yine yildiz gibi biiyiik kiitleli cisimlerin etrafindan gecen foton demetinin yildiza
dogru cekilerek egrilmis bir yol izlemesini dogru bir sekilde agiklayamaz.
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Bu nedenle bu olaylar1 da aciklayabilecek yeni kiitlecekim (gravitasyon)
teorisi arayislari ortaya ¢cikmustir. Einstein’in 1915 yilinda yayinlanan kiitlecekim
teorisi bu sorunlar1 ortadan kaldirmistir. Bu teori Genel Relativite (GR) veya Genel
Gorelilik olarak bilinir. Genel Gorelilik teorisine gore kiitlegcekim veya gravitasyon,
maddenin bulundugu ortamda ve zamanda yani uzayzamanda olusturdugu biikiilmeden
kaynaklanir. Kiitlecekim artik bir kuvvet degil uzayzaman egrili§inin sonucu olarak

karsimiza cikar. Einstein’ 1n bu teorisi;

e Giines gibi biiylik kiitleli cisimlerin yakinindan gecen bir 151k demetinin bu
kiitlelerden etkilenip, kiitlelelere dogru ¢ekilmis bir yol izleyece8ini tam olarak
aciklayabildi. Bu gozlem 1919 yilinda giines tutulmasi sirasinda Arthur Eddington

tarafindan yapildi.

e Evrenin sabit kalamayacagimi ve siirekli genisleyecegini acgiklayabiliyordu. Bu

gozlem 1929 yilinda E. Hubble tarafindan yapildi (Hubble 1929).

e Bir yildiz veya gezegenin cekiminden uzaklasan bir 1s181in kirmiz1 renge dogru
kaymas1 bagka bir ifadeyle enerjisinin azalmasi gerektigini ongoriiyordu. Bu
gercek 1959 yilinda, yeryiiziindeki bir laboratuvardan gonderilen gamma 1sinlariyla

gozlemlendi (Pound ve Rebka 1959).

e Giinesin kiitlecekimi nedeniyle Diinya’dan Veniis gezegenine gonderilen bir radar
sinyalinin, gidis ve doniis siireleri arasinda bir gecikme olmasini 6ngorityordu. Yine

bu durumun gozlemi yapildi (Shapiro ve dig. 1971).

o Akilli telefonlar gokyiiziindeki uydularin GPS mekanizmasini kullanir. Einstein’in
Kiitlecekim teorisine gore, bu uydulardaki saatler yerdeki saatlere gore daha hizli
calisir. Yani kiitlecekimin daha fazla oldugu konumda, zaman daha yavas akar. Iste
bu yiizden akilli telefonlarda Kiitlecekim teorisinin 6ngordiigii diizeltmeler her an
stirekli yapilarak diinya yiizeyi ile uydu arasinda konum ve zamandaki sapmalar

ortadan kaldirilmaktadir.



e Kiitlecekim (gravitasyon) dalgalarinin varlig1 yine teorinin 6nemli ongoriilerinden
biriydi. Ivmelenen elektrik yiiklerinin elektromanyetik dalga yaymasi gibi, ivmele-
nen kiitleler de uzayda gravitasyonel dalgalara yol acar. Fakat bu dalgalarin enerjisi,
gozlemlenmesi ¢ok zor olacak kadar kiigiiktiir. Yaklasik 1,3 milyar y1l once giinesin
kiitlesinin 60 kat1 kiitleye sahip iki karadeligin ¢arpismasiyla olusan gravitasyonel
dalgalarin bugiine kadar siiren yolculuklart 2016 yilinda diinyadaki laboratuvar
ortamindan gecerken biraktif1 izlerle Abbott ve dig. (2016a,b) caligmalariyla

acikliga kavusmustur.

e Uzay-zamanda kara delik denilen cok biiyiik kiitleli ve ¢ok kiigiik hacime sahip,
icindeki kiitlecekimden 1s181n bile kurtulamayacagi cisimlerin varligin1 6ngoriiy-
ordu. Kara deliklerin dogrudan gozlemi 2019 yilinda Event Horizon teleskobu

tarafindan gozlemlenmistir .

Kiitlecekim hakkinda bilinen tiim diisiinceler Albert Einstein ile birlikte
degismistir.  Einstein’in bu teorisi, evren hakkindaki diisiincelerimizi tamamen
degistirmis ve gravitasyonel etkilesimlerle baglantili diger olaylar hakkinda bize
bilgi veren bir gravitasyon teorisi olmustur. Genel Gorelilik, Newton teorisinin
aksine kiitlecekimin bir geometri etkisi oldugunu, yani gezegen ve galaksiler gibi
daha biiylik yapidaki yildizlarin uzayi biikmesiyle meydana gelen egrilik sonucu
cisimlerin birbirine dogru cekildiklerini sdyler. Bu olay dogrudan enerji miktari
ve madde ile ilgilidir. Matematiksel olarak bu iligki Einstein alan denklemleri ile
gosterilir. uzayzamanin gravitasyonel davranisini belirleyen bu alan denklemleri bir
eylem (action) ilkesinden varyasyon hesabiyla tiiretilebilir. Bu eylem fonksiyoneli
Einstein tarafindan R Ricci egrilik skalariyla orantili olarak onerilmistir. Buradan
elde edilen alan denklemlerinin yukaridaki saydigimiz Newton teorisinin problemlerini
daha hassas bir sekilde agikladigi goriilmiistiir. Einstein Alan Denklemlerinin ilk
tam ¢oziimii 1916 yilinda Karl Schwarzschild tarafindan yapilmistir. Ayrica zaman
kavrami artik genel gorelilikte mutlak bir kavram degildir. Zaman kiitlecekim
alanindaki konuma baghdir ve birlikte uzayzaman kavramini olustururlar. Einstein’in
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bu teorisi Newton’un aciklayamadigi durumlari agiklamig ve ilerleyen yillarda yapilan
deneylerde dogrulanmistir. Dahasi iki kara deligin birlesmesiyle olusan ve 11 Subat
2016 da gozlemlenen gravitasyonel dalga Genel Goreliligin bir tahminiydi. Ayrica

kara deliklerin varlig1 genel gorelilik ile tahmin edilmisti.

Einstein teorisi pek ¢cok gozlemle basarili olsa bile kozmoloji, astrofizik ve
kuantum alan teorisi gibi konularda bazi problemlere sahiptir. Bu problemlerin basinda
Hubble teleskobunun gozlemledigi evrenin ivmeli bir sekilde genislemesi durumu
gelmektedir (Albrecht ve Steinhardt 1982, Guth 1981, Linde 1982, Starobinsky 1980).
Einstein Genel Gorelilik Teorisi bu genislemeyi, evrenin baglangicindan itibaren
aciklayabilen bir teori degildir. Bu nedenle karanlik enerji (dark energy) kavram
ortaya atilarak Amanullah ve dig. (2010), Knop ve dig. (2003), Perlmutter ve
dig. (1999), Riess ve dig. (1998), Schwarz ve dig. (2016), Weinberg ve dig.

(2013), bu gozlemi aciklamaya caligan ¢ok cesitli teoriler ortaya atilmistir.

Yine astrofiziksel olarak biiyiik Slceklerde veya galaksiler 6lgeginde ortaya
cikan Einstein’in teorisinin agiklayamadigi bir diger kavram ise karanlik madde (dark
matter) kavramidir ( Baer ve dig. (2015), Overduin ve Wesson (2004)). Karanlik
madde kavrami sOyle aciklanabilir: Galaksilerin parlakliklar1 yani gozlemlenebilen
madde miktar1 merkezden uzaklastik¢a azalmaktadir. Oyleyse galaksilerin yoriingesel
donme hizlar1 merkezinden uzaklastikca azalmalidir. Fakat gozlemler bu donme
hizlarmin azalmadigini bunun yerine neredeyse sabit kaldigim1 ortaya cikarmustir.
Bu durumu acgiklamak i¢in ise galaksilere dagilmig, ne oldugu bilinmeyen fazladan
maddenin (karanlik maddenin) varliina ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu problemler o kadar
onemlidir ki, gozlemler evrenin sadece %4 iiniin bildigimiz atomlari iceren maddeden
olustugunu geriye kalan kisminin %76 sinin karanlik enerji ve %20 lik kisminin

karanlik maddeye karsilik gelmesi gerektigini soylemektedir.

Diger taraftan kuantum alan teorisi ve Genel Relativite Teorisini birlestirmenin
yani; 1073%m biiyiikliigiindeki Planck ol¢eginde (limitinde) Gravitasyon Teorisinin

ne olacag1 sorusunun cevabr merak edilmektedir (Brill ve Wesson 1970). Ornegin;
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Biiyiik Patlama (Big Bang) teorilerinde evrenin Planck ol¢eginden daha kiigiik bir
duruma ¢okmesi s6z konusu olabilir. Bundan sonraki asamada ne olur sorusunun
cevabr merak uyandirmaktadir. Diger bir 6rnek olarak Gravitasyonel ¢okme durumu
diisiiniilebilir. Ornegin bir y1ldizin gravitasyonel olarak ¢okiip kara delige doniigsmesi
olay1, maddesel parcaciklarin birbirine cok yakin olmasina yol acarak bizi Planck
Olcegindeki durumu anlamaya zorlar. Yine kuantum alan teorisinin biiyiik 6l¢eklerdeki
limiti gravitasyonla uyum i¢inde olmalidir ( Sotiriou 2007). Bu sorulara cevap bulmak

icin yeni gravitasyon teorisi arayiglar siirmektedir.

Giines sistemi Olgegi ile birlikte, galaksiler dl¢eginde basarili bir kiitlecekim
teorisi bulmak i¢in alan denklemlerinin madde kismina karanlik madde pargacig1 gibi
yeni kozmik alanlar veya parcaciklar eklemek yerine, gravitasyon kismini degistirme
diisiincesi en iyi alternatif yollardan biridir. Bu nedenle, bu problemlerde gravitasyonel
alan denklemlerindeki gravitasyon kismim degistirerek ¢oziim aranabilir. Ik modifiye
gravitasyon teorisi Onerisini gravitasyonel alan denklemlerine A sabiti ekleyerek,
Einstein ortaya atmistir. Her ne kadar o zaman i¢in evrenin statik oldugu diisiiniilse ve
statik kozmolojik ¢coziimler bulmak icin bu sabit kullanilsa da bugiin bu sabit evrenin
ivmelenerek genislemesini aciklamak i¢in kullanilan en etkili yontemlerden biridir.
Dahas1 Einstein, gravitasyon teorisinin elektromanyetik teoriyi de kapsayacak sekilde
calismalar vardi. Giintimiize kadar Einstein’in teorisini modifiye etmek i¢in pek ¢ok
teori Onerildi. Bu teorilerden son yillarda en ¢ok calisilan biri ise f(R) teorisidir.
Bu teori sadece R Ricci egrilik skalarindan olugan Einstein teorisinin, f(R) yani
Ricci skalariin herhangi bir fonksiyoneli olacak sekilde genellestirilmesinden olusur
( Allemandi ve dig. 2004, Capozziello 2002, Capozziello ve dig. 2003b, Capozziello
ve dig. 2004, Capozziello ve dig. 2006, Capozziello ve dig. 2007a, Capozziello ve
dig. 2003a, Carroll ve dig. 2004, Cognola ve dig. 2005, Kerner 1982, Nojiri ve
Odintsov 2003, Nojiri ve Odintsov 2004, Starobinsky 1980). Bunu yaparken giines
sistemi 6l¢eginde Einstein teorisinin bagarilarin1 kaybetmeyen ve analitik olan bir f(R)

fonksiyoneli bulunmalidir. Bu nedenle genel bir f(R) fonksiyoneliyle baglayip bu



teorinin ¢oziimlerini arastirmak onemlidir.

f(R) gravitasyon teorisinin fiziksel ¢6ztimlerini aragtirmanin yollarindan birisi
uzay-zaman metriginin simetrilerini kullanmaktir. Bu simetriler arasinda, uzay-zaman
metriginin Noether simetrisini kullanmak ilgin¢ ve giincel yaklagimlarindan birisidir (
Capozziello ve Lambiase 2000, Capozziello ve dig. 2007b, Capozziello ve Ritis 1993,
Capozziello ve dig. 1996). Yani metrigin simetrisi olarak Noether Simetrisi kullanilir
ve bu simetriye uygun f(R) gravitasyon teorisi aranir. Metrik uyumlu f(R) gravita-
syon teorisi i¢cin kozmolojik ¢coziimler Noether simetrisi kullanilarak Capozziello ve
De Felice (2008), Vakili (2008) makalelerinde incelenmistir. Yine metrik uyumlu
olmayan teoriler, yani Palatini yaklagimi kullanilarak diisiiniilen f(R) teorilerinin
Noether simetrisinin varliginda kozmolojik ¢oziimleri ise Roshan ve Shojai (2008)
calismasinda bulunabilir. f(R) gravitasyon teorisinin Noether simetrisinin varliginda

kiiresel simetrik ¢coziimleri ise Capozziello ve dig. (2007c) ¢alismasinda verilmistir.

Son yillardaki karanlik madde Baer ve dig. (2015), Overduin ve Wesson
(2004) ve karanlik enerji Amanullah ve dig. (2010), Knop ve dig. (2003), Perlmutter
ve dig. (1999), Riess ve dig. (1998), Schwarz ve dig. (2016), Weinberg ve dig.
(2013) problemi ile ilgili yapilan bu astrofiziksel gozlemler Einstein’in Kiitlecekim
teorisinin biiyiik dlceklerde modifiye edilmesi gerektigini gdstermektedir. Bu nedenle
elektromanyetik alanlarin varliginda kullanilan Einstein-Maxwell teorisinin de bu
gozlemleri aciklayabilmesi icin modifiye edilmesi gerekir (Adak ve dig. 2017, Bamba
ve dig. 2008, Bamba ve Odintsov 2008, Baykal ve Dereli 2015, Campanelli ve
dig. 2008, Dereli ve Sert 2011a, Dereli ve Sert 2011b, Drummond ve Hathrell 1980,
Mazzitelli ve Spedalieri 1995, Sert 2012, Sert 2013, Sert 2016, Sert 2017, Sert ve
Adak 2019, Turner ve Shojai 1988). Ozellikle notron yildizlari ve quark yildizlari gibi
cok fazla enerji yogunluguna, basinca ve elektromanyetik alanlara sahip olaganiistii
astrofiziksel durumlari agiklayabilmek icin gravitasyonel ve elektromanyetik alanlarin
Y (R) F?-formunda ¢iftlenimli oldugu yeni etkilesim tiirleri 6nerilebilir. Bu olaZaniistii

kosullar ortadan kalktiginda bu teori minimal Einstein-Maxwell teoriye doniisiir.



Bu tez ¢alismasinda Y (R)F?-formunda giftlenimli gravitasyon modelinin
¢Oziimlerini, genel bir ¢oziim bulma teknigi olan Noether simetrisi yaklasimiyla
bulmaya calisacagiz. Bu c¢oziimlerin gozlemlerle tutarli olup olmadigina bakacagiz.

Bu ¢oziimlerin matematiksel ve fiziksel sonuglarini inceleyecegiz.



2. EINSTEIN’IN GRAVITASYON TEORISI

Genel gorelilik teorisi geometrik bir teoridir. Bu nedenle Genel Gorelilik teorisini
anlamak icin diferansiyel geometrik kavramlara ihtiya¢ duyulur. Bu tezde gravitasy-
onel modeller diferansiyel geometrik kavramlarin dig cebiri kullanilarak diferansiyel
formlar aracilifiyla incelenecektir. Kullandigimiz notasyon ve tanimlarin daha detayl
aciklamalar1 Dereli (1984), Flanders (1963), Thring (1997), Dereli ve dig. (1995),
Dereli ve dig. (1996), Adak ve Sert (2005), Adak ve dig. (2006), Trautman (1972),
Cartan (1923), Sert (2005) caligmalarinda bulunabilir. Bu dis cebir islemlerini bir
M manifoldu iizerinde yapiyoruz. Burada M manifoldu, bir dizi harita tarafindan
koordinatlara doniistiiriilen ve koordinatlarla ifade edilebilen, {izerinde doniistimlerin,

vektorlerin, tensorlerin tanimlanmasina imkan saglayan topolojik bir uzaydir.

Daha teknik olarak, eger bir topolojik uzay kiimesi, elemani olan her bir
nokta etrafinda, lokal olarak n-boyutlu kartezyen uzay olan R™ gibi goriiniiyorsa bu
stirekli uzay kiimesi bir manifold yapis1 kazanir. Bagka bir ifadeyle boyutu n olan bir
manifoldun her bir noktas1 n-boyutlu bir R” uzayina homomorfik olan bir komsuluga
sahiptir. Buradaki homomorfizm ise bir topolojik uzaydan bagka bir topolojik uzaya
stirekli ve tersi olan bir gonderimdir. Bir boyutta dogru ve daire manifold yapisi
olusturur. Fakat, birbirini kesen ¢izgiler bire-bir gonderim olusturmadig1 i¢in manifold
degildir. ki boyutta ise diizlem, kiire, torus gibi sekiller manifold 6rnekleridir. Ayrica,
herhangi sayida bagimsiz degiskenlerle siirekli bir gsekilde parametrize edilebilen
noktalar kiimesi de manifold yapisi olusturur. Ornegin, Klasik Mekanikte bir
parcacigin faz uzayi ii¢c konum ve iic momentumdan olusan 6 boyutlu bir manifold
yapist olusturur. Buradaki gonderime harita veya koordinat sistemi denir. Ayrica,
uzayzamandaki noktalar1 koordinatlar yardimiyla tanimlayabiliriz. Bu tezde 4-boyutlu

bir uzayzaman manifoldu diisiinecegiz.

M manifoldu iizerindeki bir m noktas: etrafinda bir U acik komsuluk kiimesi

diisiinelim. Bu m noktasini, olusturulan bu haritada koordinat fonksiyonlarini {z*}
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ile ifade edebiliriz. Bu U ag¢igim1 R" in bir alt kiimesi olan V' agigina gonderen
bire-bir ve iizerine bir f(z#) gonderimi bulabiliriz. Yine bu m noktasini bagka bir
{y"} koordinat fonksiyonlarin1 kullanarak ifade edebiliriz. Burada {y"} den {z/}
ye bire-bir ve tersi olan bir doniisiim bulabiliriz. Benzer sekilde f(y*) den f(z*)
ye bire-bir ve tersi olan bir doniisiim bulabilirsek bu topolojik uzay bir manifold
yapist kazanir. Bu manifold iizerindeki bir p noktasindan gecen egrilerin tegetinin
olusturdugu uzaya 7,,(M) tanjant uzay: denir ve bu uzayin baz vektorleri {%} ile
gosterilir. Bu tanjant uzaymin duali de {dz"} baz ko-vektdrlerinden olusan Ty (M)
ile gosterilen kotanjant uzayi olarak isimlendirilir. Dahast {X,} ile ifade edilen
ortanormal bazlar1 tanjant uzayindaki baz vektor alanlarini ortonormal yapacak sekilde
X, = ha”a% ile tanimlanir. Benzer diisiinceyle e ile gosterilen ortanormal kobazlar1
veya ko-cerceveleri de dual uzayda baz ko-vektor alanlarini ortonormal yapacak
sekilde e = h®,dz" olarak tanimlanir. Ayrica e lar, ortanormal 1-formlar olarak

da isimlendirilmektedir.

Uzayzamandaki X, X, gibi iki ortanormal baz vektoriiniin i¢ carpimi
9(Xa, Xp) = Nap, a,b,---=0,1,2,3 (2.1)

Minkowski diiz uzayzaman metrigini verir ve bu Minkowski metrigi

-1 0 0 0
0 1 00

nab — 0 0 1 0 (2'2)
0 0 01

ile verilen K(-1,1,1,1) kosegen elemanlarina sahip olan bir matristir. Bdylece bu
carpim (0,2) tipi simetrik ¢ ile gosterilen bir metrik tensore karsilik gelir. M

manifoldu iizerindeki bir (p, ¢) tipi tensor

T*(M) x .T*(M) x T(M) x ..T(M) = R (2.3)

(. i . i
g g

p kez q kez

ile verilir. Burada x tensorel ¢arpimi gosterir. A bir p form olmak iizere A € AP(M)
yani p formlar1 uzaymin bir elemani olan bu tensor
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1

A= HAmuzmupdxm A oA\ dxt? 2.4)

olarak dz* 1-formlar ve A, uz..ui, Dilegenler cinsinden ifade edilebilir. Dig cebirde

tanimlanan dig tiirev

d: AP(M)— AP (M) (2.5)
bir p-formu p + 1-forma gotiiriir. Benzer sekilde i¢ carpim operatorii de

10 AP(M) — AP7H(M) (2.6)

p-formu p — 1-forma haritalar.

Yine diferansiyel form notasyonunda hodge star operatorii
x: AP(M) — A*P(M) (2.7)
p-formu 4 — p forma yansitan bir iglem olarak tanimlanir.
x] = V123 (2.8)

ise yonlendirilmis hacim elemanidir. Dis cebirdeki bu islemler asagidaki 6zelliklere

sahiptir:

1. tof =0

2. 146" =00

3. laly = —lplg

4. e* N1, A =pA

5. tbANB) =1, ANB+ (—1)PANB
6. d(A+ B)=dA+dB
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7. d(dA) =0
8. dAANB)=dAANB+ (-1)PANdB
9. AN*B = B A *A

10. 1o A=x(ANe,)

Burada A bir p-form, B ise bir g-formdur. Genel Goreliligin ¢ikis noktasini
olusturan Onemli bir nicelik olan Levi-Civita Baglantis1 w?,, tensorlerin paralel
tasinmasinda kullanilir ve metrik tensorden tiiretilebilir. Uzayzamanin diiz oldugu
kartezyen koordinatlarda bu baglanti bilesenleri sifir olmaktadir. Fakat, egrisel
koordinatlarda baglant1 sifirdan farkli olmaktadir. Bir tensoriin dig tiirevinin Lorentz
doniisiimii altinda invaryant olmadi81 ortaya ¢ikmuistir. Burada baglanti terimleri
Levi-Civita baglantisindan daha fazlasi olarak metrikle iligkili olmayan bilesenlere
sahip olabilir. Bu tam baglanti 1-formunu A“, ile gosterelim. Lorentz doniisiimii
altinda invaryant kalacak sekilde tiirev islemi olan kovaryant dis tiirev iglemi bir (p, q)

tipi tensor i¢in, dig tiirevine ilave baglanti terimleri eklenerek

by--b by-b b ba--b
DBal"'ap ! / = dBar--ap ! 4 + A 1c /\ Ba1--.apc 2 1 + cte

_Acal A Bcaz-“apblmbq -t (29)
seklinde tanimlanir. Burada tam baglanti 1-formun Lorentz doniistimii
Ny = %NS L7 + L L (2.10)

olarak tanimlanirsa yukaridaki kovaryant dig tiirevin Lorentz doniisiimii tensorel bir
yapiya sahip olur. Bu ilave terimler diiz kartezyen koordinatlarda sifirken egrisel
koordinatlarda sifirdan farkli olur. Bu A, baglantisini I, ile gosterilen ii¢ bilesenli

baglant1 temsilleriyle de ifade edebiliriz.

Aab = Fabcec (2.11)

13



A, baglantisinin simetrik kismi Metrik Gradyant veya Nonmetricity tensorii olarak
bilinir ve

1

1
Qab = é(Aab + Ap) = —§D77ab (2.12)

ile tanimlanir. Bu tensoriin sifir olmast ise baglantinin antisimetrik olmasina yol acar.
Yani Ay, = —Ay veya [ype = —Tpee is€ Qup = 0 olur. Bu durumdaki baglantiya

metrik uyumlu baglant1 denir.

Bir bagka geometrik tensor olarak ortonormal ko-gerceve 1-formlarinin ko-

varyant dig tiirevine
T® := De® = de® + A"y A e’ (2.13)

burulma tensorii ya da torsion denir. Burulmanin olmadig1 uzay-zamanda 7' = 0 olur.

Bu ise;
de® + Ay A eb = de® +T%. A e =0 (2.14)

oldugu anlamina gelir. Bu esitlikten A%, bilesenleri ¢oziilebilir. Buna da burulmasiz

ve nonmetricity icermeyen w,;, Levi-Civita baglantis1 denir.
1
Wap = E[Lbd6a — todep + (Lapde.)e’] (2.15)

Levi-Civita baglantisina karsilik gelen T abe baglant1 temsilleri ise yukaridaki ifade ¢,

ile i¢c carpim yapilarak

1
Fabk = §[Lkbd6a — L]mdeb —+ (Labd€k>] (216)

olarak ifade edilir. Simdi de burulmali uzayzaman geometrilerinde e® ortonormal
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bazinin ikinci kovaryant dig tiirevine bakalim.

D?¢® = D(De) = D(T%)
= dT+ AW AT?
= d(de® + A% N e’) + A% A (de® + AP A e)
= d*e" +dANy AN e’ — Ay Ade’ + A% Ade® + A% AN A el
= dAY A’ + AL AN A E°
= (dA"y A +A" AAS) Aeb

= R%(A) A€ (2.17)

oldugu gosterilebilir. Goriildiigii gibi ortonormal ko-gerceve 1- formunun iki kere

kovaryant dis tiirevi alindiginda uzay-zamanin egriligiyle iligkili
Rab(A) = dA% + A% N A (2.18)

egrilik tensorli 2-formunu elde edilir. (2.17) denklemine Bianchi 6zdegligi denir.

Burulmanin sifirdan farkli olmast durumunda buradaki A%, baglantisini
Aab = w“b + Kab (219)

olarak yazabiliriz. Burada K%, ko-burulma tensoriidiir (veya baglant1 1-formudur) ve
K% A €® = T olacak sekilde T dan tiiretilebilir. Eger K%, ko-burulma baglantis

sifir ise Levi-Civita baglantisindan olusan egrilik tensorii 2- formu
R%(w) = dw® + w A w (2.20)

seklinde tanimlanir. Egrilik 2-formu R,; ve Burulma 2-formu 7' ortonormal 1-fromlar

cinsinden
1 cd
Rab = éf%ab,cd6 (221)
1
o= e (2.22)

olarak yazilabilir.
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Einstein’in gravitasyon teorisi gravitasyon alanindaki yiiksiiz bir test
parcaciginin jeodezigini belirleyen alan denklemleriyle ifade edilir. Bu alan denklem-
leri Einstein-Hilbert Lagrangiani olarak bilinen bir Lagrange 4-formunun manifold iiz-

erinden integrali olan bir eylem (action) integralinden varyasyon ilkesiyle tiiretilebilir.
I[e*, W) = / (L+ Ly + A AT (2.23)
M

Burada L gravitasyonel Lagrange 4-formunu, L,, ise madde Lagrange 4-formunu
ifade eder. 7 burulma tensorii 2-formu, A, ise burulmasiz uzayzaman geometrisine
kisitlayan bir Lagrange carpani 2-formudur. Bu teorinin alan denklemleri varyasyon

hesabiyla tiiretilir. Burada gravitasyonel lagrangian olarak

1 ) 1
Lp-n =550 (W) Ax(eq ANe”) = galirl (2.24)

ile verilen Einstein-Hilbert Lagrange 4-formu olarak alinir. Burada R%; egrilik tensorii,

k2 gravitasyonel sabit ve R ise egrilik skalaridir. (2.23) eyleminin varyasyonu

alindiginda

a 1 b c 5Lm a 1 c b a
51:/M[5e A g Bl) A e+ S2) = 8%y A =T Awegle+ 00 AT

elde edilir. Bu eylemin ortonormal referans ko-gerceve varyasyonu
G, = K7, (2.25)

ile ifade edilen Einstein alan denklemlerini verir. Burada

0Ly,

T den

1
G, = —§Rb0(w) A *k€gpe Ta (2.26)

dir. Burada 7, (2.26) ile tamimlanan maddesel kismin enerji-momentum tensoriidiir.

Baglant1 varyasyonu ve \, varyasyonu ise
T¢ =0 (2.27)

oldugunu verir.
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2.1 Einstein-Maxwell Teorisi

Elektromanyetik alanlarin varhigi da diisiiniildiiglinde Einstein gravitasyon
teorisi yerine Einstein-Maxwell teorisi kullanilir. Bu teoride L ile verilen onceki
Einstein-Hilbert Lagrange 4-formunu simdi Einstein-Maxwell Lagrange 4-formu ile

degistiririz.

1 1
Lig-n = 55 R A x(e A e’) — SF A*F 4 A AT (2.28)

Burada R, egrilik tensorii, /' elektromanyetik tensor ve A\, ise 7% = 0 burulmasiz
durumlarin1 veren Lagrange carpamidir. Bu Lagrange 4-formunun varyasyonlari

aliarak
1Rbc/\* 1( FAxF —F N+ F)+ (2.29)
— 5 .9 €abc = S \la - la Ta .
252 9
gravitasyonel alan denklemi ve

d(+F) =0, dF =0 (2.30)

elektromanyetik alan denklemleri bulunur. (2.30) denklemleri boslukta Maxwell

denklemleri olarak bilinir.
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3. ELEKTROMANYETIK ALANLARIN GRAVITASYONA
MINIMAL OLMAYAN BAGLANMASI

Bilindigi gibi Einstein-Maxwell teorisi minimal bir teoridir. Yani R egrilik skalar
ile F' A\ «F Maxwell tensorii ayri terimlerin toplami olarak Lagrangian da bulunacak
sekilde yazilan bir teoridir. Bu teoriyi minimal olmayacak sekilde genisletmenin bir
yolu egrilik tensorii ve Maxwell tensoriiniin tensorel ¢arpimindan olusan Y (R) F' A F
terimleri teoriye ekleyerek yapilabilir. Bu tiir baglanmalar ilk olarak 1971 yilinda
Prasanna tarafindan ortaya atildi (Prasanna 1971). Yine bu teori daha sonra 1976
yilinda fiziksel bir nicelik olan elektrik yiikii ile geometrik bir ifade olan egrilik tensorii
arasinda nasil bir iligki oldugunu 6grenebilmek ve bununla ilgili daha fazla ipuglar
elde edebilmek amaciyla Horndeski tarafindan analiz edildi (Horndeski 1976). Bu
baglanma terimlerinin egri uzayzaman arka planinda QED deki etkin foton eylemi-
nin 1-loop vakum-polarizasyonundan elde edilebileceginin gosterilmesi bu terimleri

onemli kilmaktadir (Drummond ve Hathrell 1980).

3.1 Y(R)F? Modelinin Alan Denklemlerinin Bulunmasi

Minimal olmayan baglanmali bir model olan asagidaki Y (R)F? tiirli terim
iceren eylem integralinin varyasyonunu alarak gravitasyonel ve elektromanyetik alan

denklemlerini tiiretelim.

1
](ea,wf;,A):/ (2B 1= Y(R)F AxF + 24N T + Ly + M AT (3.1)
M

Burada L,, madde Lagrange 4-formu, A elektromanyetik potansiyel 1-formu, .J

elektromanyetik akim 3-formudur. (3.1) ifadesinde integralin i¢i

1
L=(55R*1=Y(R)FAF +24NJ+ Ly + XA AT) (3.2)

modelin lagrangianini ifade eder. (3.2) Lagrange 4-formunun terim terim varyasy-
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onunu alalim. Ilk olarak R 1 in varsyonu ile baglayalim.

d(Rx1) = 0Rx1+Rix1

1
= 5(LbaRab) x 1+ Rd(geabcde“b"’d)
' 1
= 0(1)taRY® % 1+ 140(0a) R™ % 1 + 16 (R™) % 1 + RZ4eabcd5e“ A el
: !
= 20(13)R® % 1+ 14o0(R™) % 1 + 56“356@6(1 A ehed (3.3)

(3.3) denkleminin ikinci terimi igin t4(1,0(R?) % 1) = 0 ve 1,(6(R?®) * ¢,) = 0

esitliklerinden faydalanilir.
S(R*1) =26(15%) A teR* %1 — §(R™®) % ey + 0e® AR ¥ e (3.4)

(3.4) denkleminin birinci terimi igin d(¢e) = 6(d5) = 0 esitligini, ikinci terim i¢in de

R® = Dw® ifadesini yerine koydugumuzda
d(R*1) = —=210e° A 1R %1 — (5(Dw“b) % €py + 0" N R x e, (3.5)

ifadesi elde edilir. (3.5) denkleminin ilk terimi icin ¢;(5e¢ A 1. R® x 1) = 0 esitliginden

elde ettigimiz 1,0¢¢ A . R® * 1 = §e° A xR, ifadesi yerine koyulur.
I(R*1)=—=20e° A xR, — DSw™ A xep, + 0€® A R * e,. (3.6)

Son olarak (3.6) denklemindeki ikinci terim igin mod(d) = D(6w® A *ep,) = 0
esitligini de kullanarak 6(R = 1) elde edilir

J(Rx1) = —20e°AN*R.— Sw® A D(xep,) + de® A R * e,. (3.7)

Ikinci olarak Y (R)F A xF teriminin varyasyonunu alma islemi ile devam edelim. Bu

varyasyonu alirken d(a A ) = dax A 58 + 08 A xav — 0€* N\ [Laae A %3 — a A g * (]
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0zdesligini hatirlayalim. Burada a p-form, /3 ise 4-p formdur.

S(Y(RYFA*F) = 6(Y(R)F)A*F +0F A(Y(R)F

8" A [1a(Y(R)F)) A*F — Y (R)F A tg % F]

= JY(R)FAN*F+Y(R)0F NxF +0F Nx(Y(R)F)
—0e* A 1o Y(R)F)) AN*F — Y (R)F A 14 * F|

= %5RF AN*F +20F A(Y(R)F)
—8e" A [1a(Y(R)F)) A*F — Y (R)F A tg % F]

= Yr6(15oaR™)F A %F 4 2Y (R)(6dA) A +F
—0e* A 1o Y(R)F)) AN*F — Y (R)F A 14 * F|

= Yr6(tp)taRF A *F + Yripd(1a) R F N+ F
+Yrtpad (R™)F A *F + 2Y (R)dOA A *F

—5¢" A [ta(Y(R)F)) A*F — Y(R)F A 1 * F]| (3.8)

(3.8) ifadesinde ilk terim i¢in d(2Y (R)d0A A xF') = 0 denkleminden elde ettigimiz

esitligi yerine yazalim

S(Y(RYF A*F) = 2YRd(1)R* AN F A *F + Yripa0(R®)F A %F
—0e* A [ta Y(R)F)) AN*F — Y (R)F A 14 % F
+0AN2d(Yg * F) (3.9)
= 2YR0(1s)e A LeR* A F' A %F + Yrtpad(R©P)F A xF

=0 A [La(Y(R)F)) AN*F — Y (R)F A 14 % F]

YA A 2d(Yr* F). (3.10)
(3.10) ifadesindeki birinci terimin yerine &(t5e) = d(0;) = 0 denkleminden
elde ettigimiz esitligi; ikinci terimin yerine de y(Yrto0R® A F A xF) = 0

ve D(Yrta0w®ia(AF A xF)) = 0 denklemlerinden elde ettigimiz ifadeyi yerine
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yazdigimizda
S(Y(R)F AxF) = 2Ygup0e® A teRP AN F A*F — 6w™ A (DYgtay(F A *F))
—0e* A [tu Y(R)F)) AN*F — Y (R)F A 14 * F|
+0A N 2d(Yr * F) (3.11)
esitligi bulunur. Son olarak da (3.11) esitligindeki birinci terimin yerine ¢,(Yzt,de A
teR* A F A *F) = 0 denkleminden elde ettigimiz esitligi yazalim.
S(Y(R)F A¥F) = 6 2Ypte R A 1y(F A %F) — 6w™ A (DYgiay(F A %F))
+OAN2d(Yr % F) — 0e® A [to(Y(R)F)) A *F

“Y(R)F A tq % F] (3.12)

Simdi de 2A A J ve A\, A T* terimlerinin varyasyonlarini alalim

S(2ANJT) = 6AN2J (3.13)

A AT = SN AT+ Xy AT (3.14)
= A AT+ Xy AS(de® +w™ A ey) (3.15)

= N AT+ 8¢ A DAy + 0w™ A Xy A €. (3.16)

Elde etti§imiz biitiin bu terimlerin varyasyonlarini toplayalim.

6L = 0e* A (=2% Ry + Rxe® — 2YptoR® A 14(F A\ %F)
H1a(Y(R)F)) A+F — Y(R)F A tg % F + D),)
+ow® A (=D % epy + DYRtap(F A xF) 4+ Xy A €p)

JAN(=2d(Yr* F)+2J) (3.17)
e varyasyonun katsayisi sifira esitlenince

—2%x R, + Rxe® = 2Ygio RO A 1y(F A *F) — 1,(Y(R)F)) A *F
+Y(R)F A g F — D), (3.18)
21



gravitasyonel alan denklemi elde edilir. Denklemin sol tarafinin —35 R™ A s€qp

ifadesine esit oldugunu gosterelim.
_lec N *k€ape = _lec fegf N *€gpe
9 4 g
1
= —ZRbégfegf A Lo % €qp (3.19)

Ayrica egf A ic * €qp terimi bir formlarin yildizi olarak yazmak miimkiindiir. Bunu
gostermek icin agagidaki i¢ ¢arpim esitligini kullanalim.

Lc(egf A xeqp) = 5cgef A *€qp — (5({69 A *eqp + €55 A Le * Eqp

egf Nlc ¥ €qy = Lc(—(Sgég x 1+ 555g x 1) — 5§ef A *eqp + 5f69 A *€45(3.20)

elde edilir. Burada e/ A xey, = e/ A 1y * e, dir. Bu terimi agsagidaki i¢ carpim islemi

yoluyla sadece bir formlar cinsinden yazabiliriz.

(e Axey) = (55 A ke, — el Ay * e,
Lbég*l = 5{:/\*6a—€f/\Lb*6a
el Ny xe, = 6g A *e, — (5({ A *ep (3.21)

Buldugumuz bu esitligi (3.27) de yerine koyalim. Boylece e, A ¢, * €4, ifadesini

1-formlarin yildiz1 olarak asagidaki gibi buluruz.

egf Nlec*€qp = —(55(5(’; *ec—l—(5g5l{ * e, — (525{: * eq + 0907 x ey

+6767 % eq — 0169 % ¢ (3.22)

(3.22) esitligini (3.19) de yerine yazdigimizda

1 1
_inC N *€gpe = _Z(_Rbc,ba * €c + Rbc,ab * € — RbC,Cb * €q t+ Rbcvca * €
+Rbc,bc * ey — Rbc,ac * eb)
1
= _Z<_2Rbc,ba * €. + 2Rbc,bc * €q + 2Rbcaca * Gb)
1
_ _Z(_4Rbc’ba * €.+ 2R e % €,)

1
be be
= R 7ba>l<€c—§R be ¥ €q

1
= xR, — §R * € (3.23)
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bu iki ifadenin esitliginin ispatin1 tamamlamis oluruz. Simdi de Yzt R® A 1(F' A *F')

terimine goz atalim.

1 1
Yrta RO A 1y(F A%F) = YgrioR' A Lb(éanemn A *QFM@’“Z)
1
= Yrt RPN Lb(ZanFklem" A xeM)

1
= YRLaRb/\Lb(ZanFklemn/\Ll*ek) (3.24)

u(em™ A xe¥) = 0 ifadesindeki i¢c carpim dagitilirsa, buradaki €™ A 1; * e* terimi

digerleri cinsinden asagidaki gibi yazilir.

e Ay xed = 0™ A xef — §Me™ A xef

SR 5 1 — 5 K 1 (3.25)
Bunu (3.24) de yerine koyalim.

1
Yrta RPN 1y(F A ¥F) = ibeaRb At Fp F™ 5 1

1
= §YRLaRb A F, F™ x e,

1
= SYFunF™" % R, (3.26)

Bir diger denklem olarak (3.17) denkleminde w® varyasyonunun katsayisini sifira

esitleyelim.
AaNey =D xepy — DYgigy(F N *F) (3.27)
Burada D x ey, = T A epq. dir. Riemannsal yiizeyde 7° = 0 dir. Dolayisiyla (3.27)
A ANey = —DYgie(F A*F) (3.28)
esitli§ine doniisiir.

Sy = —DYptap(F A #F) (3.29)

23



tanim1 yapalim. Bu denklemden )\, y1 ¢ozmek icin denklemi antisimetrik hale

getirmemiz ve i¢ ¢arpim kullanmamiz gerekir.
%()\a Ney—XpANe) = Zap
A Nepy— A ANe, = 224
P A ey + Mtlen — A A ey — Mpile, = 20T

—2a + 4N, — PN ANe, — Ny = 205,

Ay = 28 + PN A ey

Buldugumuz bu A, y1 i¢ ¢carpim * ile carpalim.

AN, = 2%+ YN A g — Phpie,
1
Lb A /\b = ibabgab

(3.31) ifadesini (3.30) de yerine yazdigimizda
1
Ao = 205+ ELbCEbC A €q

elde edilir. (3.32) ifadesinin kovaryant tiirevini alalim.

1
DX, = —2D"DYgig(F N +F) — §D(LbCDYRLbC(F A*F)) A eq
1 1
= —2D"DYgia(F A *F) — §D(LbCD(§YRanFm" * €pe))
b 1 be YR mn
= —2D’DYgtaw(F N xF) — §D(L (D(7anF ) * €pe
Y,
+7RanFm”D % €pe))

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

Burada D ey, = T* Aegy. dir. Riemann geometrisinde 7% = 0 oldugundan D ey, = 0

dir. Diger taraftan D(%anF ) 1-form oldugundan iki kez i¢ ¢arpim yapildiginda

D(:**D(3YgFmn F™)) = 0 olur. Dolayistyla (3.33) ifadesi
DXy = —2D’DYgig(F A +F)
Y,
— oD DTRLamenan 1

= —D’D(YRFpn F™) A xeq
24
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olarak elde edilir.

Boylece bu D), y1 gravitasyonel alan denkleminde yerine yazarak

1 1
—@Rbc A *€qpe = QY(LGF AN*F — F Nig % F)
1

+ 5 YR Fpn ™ 5 Ry
1
+§D[LbD(YRanFm”)] A *eqp (3.35)

ile verilen modelin Lagrangian 4-formundan elde edilen gravitasyon alan denklemleri

bulunmus olur. Ayrica elektromanyetik alan denklemleri ise
dxYF)=0, dFF =0 (3.36)

ile verilmisti. Bu denklemler belirli bir metrik ve elektromanyetik alan
diistiniilerek hesaplandiginda oldukga karisik ve non-lineerdir terimler icermektedir.
5D D(YRF F™)] A e, terimi denklemin yiiksek mertebeden tiirevler igermesine

yol acan bir terimdir. Bu terimden kurtulmak i¢in
YrFp F™" = —— (3.37)

kisit kosulunu kullanalim. Bu kosul yukaridaki gravitasyonel alan denkleminin izi ile
de tutarl bir kogsuldur. Ayrica bu kosul yine gravitasyonel alan denkleminin kovaryant
dis tiirevi alinarak da ulasilabilecek onemli bir denklemdir. Bdylece gravitasyonel

alana ve Maxwell alanina ait denklemler:

1T e 1
—%R N *€gpe = §Y(LGF AN*xF — F A Lg * F) (338)
1
+§YRanFm” * R,
d(+xYF) =0 (3.39)

Bu denklemlerin kiiresel simetrik statik ¢oziimleri Dereli ve Sert 2011b, Sert 2012,
Sert 2013, Sert 2016 makalelerinde, kozmolojik ¢oziimleri ise Sert (2019), Sert ve
Adak 2019 makalelerinde bulunabilir. Burada bu denklemleri ¢6zmek i¢in alternatif

bir yol olarak Emmy Noether’in ortaya koydugu asagidaki teoremi kullanacagiz.
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3.2 Noether Teoremi

1918 yilinda Emmy Noether tarafindan verilen Noether teoremi asagidaki gibi

ifade edilebilir.

Teorem: ) manifoldu iizerinde bir X vektor alaninin Lie tiirevi; yani, bu
vektor alam1 dogrultusundaki tiirevi £x ve Lagrangian fonksiyonu L(r, ¢'(r), ¢ (1))

olsun. Eger

LxL =0 (3.40)
ise
Yo = o a[f (3.41)
aq/z

fonksiyonu bir hareket sabitidir. Burada o' ler simetriyi belirleyen konfigiirasyon
uzayina bagh keyfi fonksiyonlardir. X vektor alan1 bu Lagrangianin bir simetrisine
kargilik gelir ve Yy ile verilen korunumlu bir niceligin varligin gosterir. Burada L nin
konfigurasyon uzay1 Q = {q'} ise, bunun tanjant uzay1 7Q = {q’, ¢'*} olur ve sonsuz
kiiciik nokta dontisiimii (point transformation) () iizerindeki simetriyi veren genel bir
vektor alani ile temsil edilebilir. Bu vektor alam

0 .0

X=a -+ o : 3.42
a(Q)gqﬁa (Q)aq,, (3.42)
olarak alinir. Burada ¢’ = % dir. Boylece Noether korunumlu yiikii
. OL 0L
LxL=a' . " - = 343
xL = a'(q) o7 +a"(q) o7 (3.43)

denkleminden tiiretilebilir.
Ispat: Bu teorem Euler-Lagrange denklemleri kullanilarak ispatlanabilir. Bu
ispata gecmeden Once Euler-Lagrange denklemlerini hatirlayalim.

A= " L(rq(r), ¢ (r))dr (3.44)

C

eylem fonksiyoneli olsun. Eglem fonksiyonellerinin duragan yoriingelerini bulmak
icin 04 = 0 kosulu kullanilir. § varyasyon operatoriinii gostermektedir. Eylem
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fonksiyonelinin varyasyonunu alirsak

A = 6 / " L(r.q(r), ¢ (r)dr

o

oL oL 0
= 2+ —0q + — - 4
/TO (8 or + 34 0q + a/éq)dr 0 (3.45)

denklemi elde edilir. ilk terimde integrali hesapladiktan sonra, belirli bir r degeri i¢in

0r = 0 olma 6zelligini kullanabiliriz. Buradan hareketle

0A = / (—5(] + —5q> dr =0 (3.46)

olur. Varyasyon ile tiirevin yer degistirme 6zelliginden dolay1

dq d
60 =9 (dr) dr((SQ) (3.47)

olarak ifade edilebilir. d¢' = d%(éq) ifadesini tam tiirev kullanarak asagidaki gibi

oL, d (0L oL
ot =0 (1)~ i (o) (49

(3.48) esitligi (3.46) denkleminde yerine yazilirsa

oL oL L.
o= Lot (o) o G

yazilabiliriz

"roL d (0L 0
- o2 d n_ () 4
[, [ - () or + Gpatime.
Sinirlarda varyasyon dq(ry) = dq(r1) = 0 dir. Dolayisiyla
d (0L oL
i ()5 o

elde edilir. (3.50) denklemine Euler-Lagrange denklemi denir.

Simdi (3.50) Euler-Lagrange denklemini o ile ¢arpinca

,d (0L ,OL
— 51
“ar (w) “og =" G20

zdaL

& D ifadesi tam tiirev kullanarak

olarak yazilir. «

- 3.52
dr oq't (9q’Z dr 0q" ( )
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yeniden yazilabilir. (3.52) esitligini (3.51) denkleminde yerine koyarsak

d 0L da' OL 0L
—la'— | — - — o' — = 3.53
dr <a 8q”) dr 0q" “ aq* 0 (3.53)
elde edilir. Son olarak (3.53) esitligi diizenlendiginde
d . OL 0L  do' OL
— o' | =a'— . 3.54
dr <a 8q”) “ aq" * dr 0q" (3-54)

olarak bulunur. (3.54) denkleminin sol tarafi tam tiirev oldugu i¢in integrale yerlestir-

ildiginde, parantez i¢indeki ifade bir sabite esit olacak sekilde

o aq =2 (3.55)
haline gelir ve buna hareket sabiti denir, sag tarafi da %‘f = o/ olmak iizere
0L ,; OL
— '— =LxL 3.56
op T g T (3.56)

Lie tiirevini verir. Dolayisiyla (3.54) denkleminde sol tarafta parantezin ici sabit ise,

sag tarafta Lie tiirevinin sifir oldugu agiktir, yani Lx L = 0 dir.
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4. NOETHER TEOREMININ MINIMAL OLMAYAN
GRAVITASYON MODELINE UYGULANMASI

4.1 Noether Teoreminin Y (R) F? Modeline Uygulanmasi

Asagida elektromanyetik alanlarin gravitasyona minimal olmayan baglan-

masinin eylemi verilmistir:
I/ R*l—Y(R)F/\*F 4.1)
B 2k2 . '

(4.1) eyleminin varyasyonunun alinmasi ve alan denklemlerin elde edilmesini yukarida
incelemistik. Bu alan denklemlerine asagidaki kiiresel simetrik, statik uzayzaman
metrigi i¢in ¢oziimlere bakacagiz.

1
A(r)

ds* = —A(r)dt* + dr* 4+ B(r)df® + B(r) sin® 6d>. (4.2)

Metrigin kiiresel simetriye sahip olmasi, metrik fonksiyonlarinin 6, ¢ gibi koordinat-
lardan bagimsiz olmasi ve metrigin agisal kisminda zaman koordinatinin bulunmamasi
olarak karsimiza ¢ikar. Genel gorelilikte Einstein alan denklemlerinin bu metrik icin
¢oziimleri Schwarzchild ¢oziimleri olarak bilinir. Kara delikler, yildizlar, gezegenler
gibi astrofiziksel nesneler donme hareketine sahiptirler. Klasik fizikte donme hareketi
kiiresel simetrik olma Ozelligini bozmaz. Ancak gorelilik teorisinde zaman bir
koordinattir ve metrigin acgisal kisminda karsimiza c¢ikar boylece kiiresel simetri
bozulur. Bu durumda metrigin kiiresel simetrik yapis1t bozulur. Bu nedenle, donme
hareketinin oldugu durumlarda Kerr metrigi, Kerr—Newman metrigi, Kerr—Schild
metrigi gibi donen simetriye sahip metrikler kullanmak gerekir. Yine de bu kompakt
donen nesnelerin temel diizeyde niceliksel yapilari hakkinda ongoriiler elde etmek
icin kiiresel simetrik oldugunu diisiinmek iyi bir yaklasimdir. Ayrica burada metrigin
statik olmasi, metrik fonksiyonu olan A(r) nin zaman koordinati olan ¢ den bagimsiz
olmasi anlamina gelir. Buradaki B(r) fonksiyonu metrigin dairesel yondeki bilesenini
belirleyen fonksiyondur ve ¢ember durumu i¢in B(r) = 72 olur.
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Yukaridaki (4.2) metrigi icin 6nce R*® egrilik iki formlar1 hesaplanir, sonra
R = 14, R bagmus1 yardimyla R*® mn iki defa i¢ ¢arpim almarak Ricci skalari

hesaplanir.

2AB" 2A'B' AB? 2
—~ +=. (4.3)

_ //_
R=-4 B B +232 B

Bu kiiresel simetrik statik metrik i¢in asagida verilen non-minimal gravitasyon mod-
eline Noether Teoremi kullanilarak ¢oziimler arastirilacaktir. Burada verilen hesaplar
Sert ve Celiktas (2020) makalesinde yaymlanmigtir. (4.1) minimal olmayan modelin
eyleminde R Ricci skalarinin i¢indeki ikinci mertebeden tiirevler Noether teoreminin
uygulanmasina izin vermez. Bu nedenle bu terimlerden kismi integrasyon yoluyla
kurtulmak i¢in \ Lagrange carpani ile A(R — R) terimi ekleyerek asagidaki eylem

kullanilacaktir.
R _
I:/[2—/462*1—Y(R)F/\*F—>\(R—R)*1 . 4.4)

(4.4) ifadesinde ikinci tiirevler Noether simetrisini bulmay1 zorlastirir. Bu nedenle bu

terimlerden kurtulmak i¢in R egrilik skalar1

_ 2AB"
— R — A" —
R=R iE

4.5)
R olarak yeniden ifade edilebilir. (4.4) eyleminin \ ya gore varyasyonu alindiginda
N=—(R—-R)=0

elde edilir. Burada R = R oldugu kolaylikla gériiliir. Aym sekilde (4.4) denkleminin

R ye gore varyasyonu alindiginda
1
5R<ﬁ *1+Yr(R)p?x1—A%1)=0 (4.6)
K

bulunur ve (4.6) denkleminden A\ nin

1 /
A= g5+ Ya(R)§™. 4.7)

30



oldugu agiktir. Varyasyan alma islemlerinde elde edilen R = R ve (4.7) ifadeleri (4.4)

eyleminde yerine yazildiktan sonra integralin ici

R 1 ) 2AB"
(4.8)

lagrangianina doniisiir. Burada Y ( R) keyfi bir fonksiyondur. Yz(R)F AxF terimindeki
yiiksek mertebeden tiirevler Noether yaklasiminmi zorlastirir. Ancak alan denklemlerin
izini alarak elde ettigimiz asagidaki denklem
Yr(R)F A *xF = b 4.9)
2kK2
enerji-momentum tensoriiniin korunumuna karsilik gelir ve Lagrangiandaki yiiksek
mertebeden tiirevleri ortadan kaldirir. Burada ' = d A ile verilir ve A elektromanyetik

potansiyel 1-form olarak
A = (r)dt (4.10)

seklinde sadece elektriksel potansiyel bilesenine sahip oldugunu varsayalim. Bu

durumda Maxwell tensorii 2-formu sadece elektriksel bilesene sahiptir.
F=¢(r)et N = ¢/ (r)dt Adr (4.11)

(4.8) lagrangianinda gerekli diizenlemeler yapildiktan sonra yeni lagrangian

AB? A'B" BR P
=555 + o T 50 + BY (R)¢"” + —

K2

4.12)

olarak bulunur. Bu lagrangianin konfigiirasyon uzay1 ¢ = {A, B, ¢, R} ve tan-

jant uzay1 Tq = {A, A", B,B',¢,¢', R, R’} olarak alimir. Noether Teoremi, bir

lagrangianin
0 0
X =a;— — 4.13
o) B + q; Y (4.13)
ile verilen bir X vektor alanina gore Lie tiirevi alinip sifira esitlenirse
LxL(q',q") = XL(¢',q") =0 (4.14)
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X in bir simetri oldugunu ve bu simetriye karsilik gelen

S = oL (4.15)
aq/z

olarak verilen bir korunumlu niceligin oldugunu sdyler. Bu modelin korunumlu

niceligini bulmak i¢in konfigiirasyon uzay: ile verilen bu lagrangianin Lie tiirevi

alindiginda

X7 NG T T Bhe T MR

, 0L oL oL oL

+a1ﬂ+a;@+aga—¢,+aﬁlﬁ (416)
B/2 _AB/Q R )
= cugeap +eo (g g Y O)
-B ) B’ AB A
+a42BY (R)¢ =0 (4.17)

elde edilir. Burada «; = «;(A, B, ¢, R) oldugundan dolay1 o, tiirevlerini alirken zincir

kurali uygulanmalidir

O/—aalA/_{_%B/_‘_%

60@ ,
LA 0B D¢ e

oR

¢+ (4.18)

o/ tiirevlerini agik bir sekilde (4.16) lagrangianinda yerine yazdigimizda

B/Q _AB/2
ExL = 1 +Ck2( 1t

- o Y R 12

2k%2B 2k2B2  2K2 +Y(R)¢ >
—-B 2

+aoy <ﬁ + BYR(R>¢ )

6041 ’ 8&1 ’ 80./1 ’ 8@1 , B’
+(6AA+aBB+ 8¢¢+8RR .

K

80@ ’ 8(1/2 ’ 0@2 ’ 8a2 , AB’ 24
+(6AA T N P 8RR) <ﬁ+ /@)

(9063 ’ (9053 , 8@3 , 80(3 / ;)
+ (G S+ S S v (e —0 @9

elde edilir. Noether teoreminden dolay1 elde edilen polinom sifir olmalidir. Bundan

dolay1 buradaki her bir lineer bagimsiz terimin katsayisi sifira esitlenir. Eger
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konfigiirasyon uzayimin boyutu n ise simetri ¢ziimlerini veren 1 + n(n + 1)/2 kismi
diferansiyel denklem elde edilir. Bu calismada konfigiirasyon uzaymin boyutu 4
oldugundan 11 denklem elde edildi. Fakat bunlardan ikisi birbirinin aynis1 ¢iktigindan

lineer bagimsiz denklemler asagidaki 10 denkleme doniisiir.

(051 OéQA 8061 8062 A

25 e top Tapp ~ Y (4.20)
asY (R) + au BYr(R) +2%33Y(R) _ 4.21)
Jda; 1 Oas 1 A Oas
gu ~ o I 2 2L IV py(R) = 422
202t oo T rap Y = 0 (4.22)
8041 6062 A 8042 .
8A+5AE+GB = 0, (4.23)
Jaz 1 9% pypy — g (4.24)
0o K2 0A - '
dag  Odan A
IR + 9REB 0, (4.25)
80&2 . 80@ . 80&3 .
So=0, S2=0. SEBY(R) = 0, (4.26)
asR+o4B = 0. 4.27)

R nin keyfi bir fonksiyonu olan Y'(R) i¢in (4.20-4.27) denklemlerinin bir ¢6ziim

kiimesi

al(A,B)z%, ax(B) =0, az(d)=cs, au(B, 6, R)=0  (4.28)

olarak bulunur. Burada c; ve c; keyfi sabitlerdir. Ayrica bulunan o; ler (4.13) de yerine

koyuldugunda X vektor alani

C1 8 C1 8 8
= —— — 4.29
JBOA 2B oA T “og (4.29)
olarak bulunur ve (4.15) hareket sabiti
261 ’
Yp=— + 2¢c0BY (R)¢ (4.30)
K

olarak elde edilir.
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4.2 Euler-Lagrange Denklemleri
Metrik fonksiyonlarimi ve minimal olmayan fonksiyonlarini belirleyebilmek
icin

i<8L) B oL
dr " 0q" dgt

(4.31)

esitlifiyle verilen Euler-Lagrange denklemlerini kullanalim. Burada L yerine bu

modelin Lagrangiani olan (4.32)

_ AB®” A'B' BR

2
2
~ 2Kk2B K2 2K2 + BY (R)¢" +

K2

(4.32)

ifadesi ve ¢' yerine de sirastyla konfigiirasyon uzayinin elemanlar1 ¢ = A, B, ¢, R

uygulandiginda
f—: - % = 0 (4.33)
AJ,BB/ n Ag// B ,;1}1;;2 + A"+ ? —Y(R)¢?k* = 0 (4.34)
LBy () = 0 @35)
Yr(R)$? = 2%2 (4.36)

diferansiyel denklemlerini elde ederiz. (4.33) ve (4.35) denklemlerini sirasiyla

¢oziildiigiinde
B(r) = by (r + b)?, Y(R)¢ = = 4.37)

elde edilir. Burada ¢ kaynagin elektrik yiikiine karsilik gelen bir integrasyon sabitidir.
Ayrica (4.34) denkleminin 7 ye gore tiirevi alindiginda (4.36) kosulu bulunabilir. Bunu
gostermek icin (4.3) esitliginin tiirevi alinip bazi diizenlemeler yapildiginda

QANB/ A/B/Q AB/B// 2B/

YV
dR =—-A 5 + 252 + 2 22

(4.38)
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bulunur. (4.34) denkleminde R yerine (4.3) Ricci skalar1 ve ¢’ yerine (4.37)

denkleminin ¢dztimiinden buldugumuz ¢’ = —Byq( 9

koyulursa
6]2/‘62 _ A//B2 AB/2

Y(R) 2 4

+ B (4.39)

elde edilir. (4.39) denkleminin tiirevi alindi§inda

A/// A//B/ A/B/2 AB/B// B/2

2 2
dY = —— — - — 4.40
¢k > T B Tap TTap B (440)
bulunur. (4.38) ve (4.40) denklemleri esitlendiginde
1
Yr(R)¢? = — 4.41
r(R)9 52 (4.41)

oldugu goriiliir. Dolayisiyla (4.36) denkleminin aslinda (4.34) nin tiirevine karsilik

geldigi goriiliir. Boylece bu modeli tarifleyen ii¢ diferansiyel denkleme sahip oluruz.

Kiiresel simetriyi saglamak icin B = r? alarak, Dereli ve Sert 2011b, Sert
2012, Sert 2013, Sert 2016 calismalarda incelenen modelin alan denklemlerinden elde

edilmis diferansiyel denkleme doniistiigiinii buluruz.

AT 1-A

5 o kY (R)¢* =0. (4.42)

Boylelikle bu iki metotun, yani Noether simetrisi metodu ve alan denklemlerine ¢oziim
bulma metodunun aym (4.42) diferansiyel denklemini verdigi gosterilmistir. (4.37)
deklemi de diisiiniilerek bu denklemin ¢6ziimii bulunabilir. Noether simetrisine gére

bu modelin (4.30) korunumlu yiikiiniin
2
o = — + 2qcy (4.43)
K

oldugu ortaya cikar. Buradan korunumlu niceligin, elektromanyetik alan varligindaki
bu gravitasyonel sistemin ¢ elektrik yiikii ile gravitasyonel baglanma sabiti olan ~? yi
icerdigi goriiliir.

Simdi de £, = q’i(g—(fi) — L formiilii ile enerji fonksiyonu hesaplandiginda.
_ BR AB? A'B

2k2 + 2k2B + K2
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+ BY (R)¢"* — 2

K2

Ly (4.44)



ifadesi bulunur. (4.44) enerji fonksiyonu tanimina (4.3) esitligi yazildiginda denklemin

sifira esit oldugu bulunur.

4.3 Baz1 Yeni Coziimler

(4.42) diferansiyel denkleminin c¢oziimlerini elde edebilmek icin iki yontem
kullanilabilir. Birincisi minimal olmayan belirli bir Y (R) fonksiyonuyla baglanir ve
sonra A(r) fonksiyonu bulunur. Ikinci yontem ise literatiirde Reissner-Nordstrom
¢Oziimii olarak bilinen c¢oziime, olas1 diizeltme terimlerini iceren asimptotik olarak
diiz olan geometrileri secerek baglanir ve buradan baglanmanin siddetini belirleyen
lagrangiandaki Y ( R) fonksiyonu belirlenir. Bu ¢alismada ikinci yontem kullanilmugtir.
Ik ¢6ziim olarak Yukawa-tipi diizeltme terimi iceren asagidaki metrik fonksiyonunu
g6z Oniine alalim:

oM ¢ e "
Ar)=1-—=+ 5 —a—

(4.45)

r
bu metrik i¢in diger bilinmeyen fonksiyonlar olan elektriksel potansiyel fonksiyonu ve

non-minimal fonksiyon

o(r) = q_ w , (4.46)
r qr
2/,.2

Y(r) = 8’/ . (4.47)

4¢? — a(r + 2)%e
olarak elde edilir. Bu metrik fonksiyonu i¢in Ricci skalart R = —%; hesaplanarak
tersi alindifinda » = 2W (x) bulunur. Boylece R cinsinden (4.47) minimal olmayan
fonksiyonu asagidaki gibi yeniden ifade edilebilir

_ 8(]2//‘{/2
o 4g? — AW (x) + 1)2e 2V (@)

Y (R) (4.48)

r = /15 olmak iizere W (z) Lambert fonksiyonudur.

Ikinci metrik fonksiyon olarak, baska bir Yukawa-tipi diizeltme terimli ve
asimptotik olarak diiz olan asagidaki metrik fonksiyonu alinirsa

2M P 4 6 .
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asagidaki ¢oztimler elde edilir

a(r® 4 6r? +18r + 24)e™"
or) = -4 Ly (4.50)
r qr
8¢2/K?
Y = i 4.51
() 4% — a(r* + 4r3 + 1212 + 24r 4+ 24)e~" “.51)
(4.49) metrik fonksiyonu icin Ricci skalart R = ae™" ve z = }% olmak iizere ters

fonksiyonu r = [nx kullanilarak (4.51) minimal olmayan fonksiyon R cinsinden
B 8 q2 / /12
4q? — (In*x + Andx + 12002z + 24Inz + 24)R

Y(R) (4.52)

olarak tekrardan yazilir. Boylece yeni minimal olmayan modeller ve bunlara karsilik

gelen ¢oziimler elde edilmis olur.

4.4 Coziimlerin Baz1 Termodinamik Ozellikleri

Dev bir yildizin hayal edilemeyecek kadar kiiciik bir noktaya sikistirilmasi
sonucu tekillik olusur. Tekillik uzay ve zamanin biikiilmesinin sonsuza gittigi
noktadir. Ciplak bir tekillik ise yildizin ¢oktiigii fakat olay ufkunun onun etrafim
cevrelemedigi, dolayisiyla tekilligin acik oldugu kuramsal bir senaryodur. Olay ufku
kara deligin siniridir.  Bu sinir 15181n kiitlecekimden kacamayacagi yiizeyi belirler.
Yukaridaki (4.45) ve (4.49) metrik fonksiyonlari, parametre se¢imlerine bagli bir veya
iki olay ufku olan ya da hi¢ ufku olmayan bir kara delie ait c¢iplak bir tekilligini
tanimlayabilirler. Bir olay ufkuna sahip kara delikler i¢in = 7}, oldugu veya iki olay
ufkuna sahip olan karadelikler icin disardakinin » = r;, oldugu durumlarda Hawking

sicakligl

A'(rp)
47

T —

(4.53)

ile tanimlanir. (4.45) ve (4.49) metrik fonksiyonlar1 icin sicakli§i hesapladigimizda

sirastyla
2) oM 2¢°
AnT, = a<r§f ) - (4.54)
The h Th Th
a(r3 +4r2 + 107y, + 12 2M  24?
tr, = WAL 0N 1), 2M 20 (4.55)
The h Th Th
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bulunabilir. Sekil 2.1 de bu minimal olmayan model ve Reissner-Nordstrom durumu

icin olay ufkunun yaricapi 7, oldugu durumda sicaklifin degisimi gosterilmisgtir.

Entropi, bir sistemdeki diizensizligin ol¢iisiidiir ve S harfiyle gosterilir. Ka-
radelikler sifirdan farkli bir entropiye sahiptirler. Ornegin; bir madde kara deligin
icine diistiigiinde kendisini ve ¢evresini icine alan sistemin toplam entropisi artar ki
bu da termodinamigin ikinci yasasini korudugunu gosterir. Ayrica, bir maddenin
sicakligin1 1°C' degistirmek i¢in gerekli olan 1s1 miktarina 1s1 kapasitesi denir. Kara

deligin entropisi olay ufkuyla belirlenen yiizey alaniyla
S = nr} (4.56)

olarak tanmimlanir. Bu entropiyi kullanarak 1s1 kapasitesi

aS
C=T (8_T)q (4.57)

formiiliinden elde edilir. Yukaridaki iki metrik fonksiyon i¢in 1s1 kapasitesi hesap-
landiginda sirasiyla

2mr2 ((ri — ¢®)e™ + a(ry, + 1))
(3¢ —ri)ern —a(r? 4+ 3r, +3)

2mr? ((r2 — ¢?)e™ + a(r} + 3r2 + 61, + 6))
(3¢> —ri)em — a(ry + 3ry +9r2 + 18r, + 18)

Ch

(4.58)

Cy (4.59)

elde edilir.

Is1 kapasitesi bir kara deligin faz gecis noktalar1 ve termal kararlilik noktalari
hakkinda bilgi verir. Kararlilik noktas1 yerel minimum noktasidir, yani enerjinin
minimum oldugu noktadir. Is1 kapasitesi kararli bir kara delik icin pozitif ve sonlu
olmalidir. Negatif bir deger kararsizlif1 gosterir. Is1 kapasitesi negatiften pozitife
gecerken, kara delik kararsiz bir halden kararli bir hale gecer. Bu gecisler faz gecisidir.
Burada faz gecisi ya maddenin kendi fiziksel 6zelliklerinin degismesi ya da maddenin
icinde bulundugu sistemin fiziksel 6zelliklerinin degismesi olarak karsimiza ¢ikabilir.
Is1 kapasitesinin sifir oldugu noktalar Tip-1 kararsizligini verir ve 1s1 kapasitesinin
sonsuza gittigi noktalar ise bir kara delik i¢in ikinci dereceden faz gecisine karsilik

38



gelen Tip-2 kararsizlik noktalaridir. Ayrica Sekil 2.2 de minimal olmayan modelde
Reissner-Nordstrom ¢oziimii i¢in olay ufku yaricapt 7, degerine karsilik gelen 1s1
kapasitesi farkli araliklarda ¢izdirilmistir ve incelendiginde bu kararsizlik noktalari
acikca goriilmektedir. ¢ parametresi ¢ = 0,4 alindiginda kararli bir kara delik icin
Resisner-Nordstrom ¢6ziimiinden sapmay1 ifade eden minimal olmayan a parame-
tresininin A; ¢oziimiinde a = 0, 16 ve A, ¢oziimiinde a = 0, 026 gibi tist sinir1 oldugu
bulunur. Dahasi a parametresi 0 dan iist sinira artarken Tip-2 kararsizlik noktalar1 0, 7
den 0 a azalir. Ayrica elektrik yiikii arttikca a parametresinin iist sinirlar1 daha yiiksek

degerlere cikabilir.
Diger taraftan M Kkiitleli ve ¢ elektrik potansiyeli olan donmeyen bir kara delik
icin termodinamigin birinci yasasi

dM = TdS + ¢dq (4.60)

olarak almir. Bu yasa duragan bir karadeligin sahip oldugu maddedeki sonsuz
kiictik bir degisimin sicaklik, entropi ve elektrik yiikiindeki degisim arasindaki iligkiyi

gosterir.

Eistein-Maxwell teorisindeki Reissner-Nordstrom kara deligi icin birinci

yasadaki M kiitlesi
M =2TS + ¢Q (4.61)

Smarr formiili Smarr 1973 ile ifade edilebilir. Smarr formiilii bir kara deligin kiitlesini
¢ elektromanyetik potansiyeli, () elektrik yiikii gibi diger geometrik ve dinamik
parametrelere baglayan iligkidir. Literatiirde Smarr formiilii ¢esitli boyutlarda ve

teorilerdeki karadelikler i¢in elde edilmistir. Bu ¢aligsmalardan bazilar1 sunlardir:

o Keyfi boyutlarda donen kara delikler ( Modak 2012, Myers ve Perry 1986),
e Einstein-Maxwell-dilaton kara delikler ( Liu ve dig. 2015),

e 3-boyutlu gravitasyondaki kara delik ( Liang ve dig. 2017),
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e Lineer olmayan elektrodinamiklerde yiiklii kara delikler ( Balart ve Fernando 2017).

Benzer sekilde statik AdS kara delikleri icin Smarr formiiliiniin geometrik
bir sekilde tiiretilisi gosterilmigtir ( Kastor ve dig. 2009). Yiikli kara delikler
icin genellestirilmig bir Smarr formiilii bir 6lcekleme kanunundan elde edilmistir
( Diaz-Alonso ve Rubiera-Garcia 2013). Bir P-V terimi iceren lineer olmayan
elektrodinamikdeki kara deliklerin Smarr formiilii ve termodinamikleri incelenmistir

( Azreg-Anou 2015a, Azreg-Anou 2015b).

Ayrica, bu Smarr bagintis1 Einstein-Maxwell modelini modifiye eden diger
gravitasyon modelleri i¢in de tiiretilebilir. Bu durumda 7 enerji-momentum tensoriiniin
izinin integrali olan Komar integralinden asagidaki gibi tiiretilmistir ( Balart ve

Fernando 2017, Breton 2005, Komar 1959, Mazhari 2019).
1
M =2TS+ qp — 3 / TdV (4.62)

Burada 7, G, = %7, gravitasyonel alan denkleminden elde edilen enerji-momentum
tensOriiniin izidir ve alanlar tarafindan yapilan "is yogunlugu (work density)" ile
baglantihdir ( Hayward 1998). Minimal Eistein-Maxwell durumunda, Maxwell
enerji-momentum tensoriiniin izi sifir oldugundan (4.62) bagintis1 kendiliginden
saglanir. Eistein-Maxwell teorisinin aksine minimal olmayan Y ( R) I’ baglanmasi sifir
olmayan bir enerji-momentum tensorii izine yol acar. Bu izi denklemin sol tarafindan

da hesaplayabiliriz:

1
e Ganen. (4.63)
8T

Burada 2 = 87 alind1 ve

-1
GaNe® = e A (—R" A *eqp)
—1 be a
= — R ANe* A, *eupe
= _Rbc N *€gpe

= —Rx1 (4.64)
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elde edilir. Dolayisiyla

1 R 1 4 A 2
- _ A// U -
T 87T*(G net) = &7 87r[ + r +T2

(A—1)]. (4.65)

(4.45) ve (4.49) metrik fonksiyonlarinin Smarr formuliinii saglayip saglamadiklarini
incelemek i¢in bu diizeltme terimini kiiresel simetrik statik bir metrik i¢in hesaplay-

alim.

-
—dV = )4 4.66
/‘/2 V 167r/ R(r)4mr? (4.66)

— Z/[ r? A" —d4r A" —2(A — 1)]dr (4.67)

00 2 A\ '/
_ _%/ KTQA) +(7~A)’—1} dr (4.68)

L[, rA r2 Al
= -3 nggo( 5t rA—r)—( 5 T rpA — rh)} (4.69)
M R A(re)
= 3 + 1 3 (4.70)

Gortildiigii gibi kiitle parametresine ve metrik fonksiyonunun tiirevine baglidir. Daha

sonra olay ufkunda (4.46) elektrik potansiyeli

—r A
b = / Edr =2 _ aw 4.71)

4qry,
olarak hesaplanir. Boylece (4.62) Smarr formiiliinde yerine yazilarak buradan elde

edilen kiitle
@ +ri—ae™
27“]1

M — (4.72)

olarak bulunur ve bu kiitle metrik fonksiyonunun olay ufkunda sifir olmasindan yani;

oM @ e
Ar)y=1-"24L 2

=0 (4.73)

denkleminden elde edilen kiitleye esittir. (4.62) Smarr formiilii, yukaridaki

hesaplara benzer olarak (4.49) ile verilen ikinci ¢6ziim i¢in de saglanir ve kiitle

@ +ri—a(r?+4r, +6)e ™
2Th

M =

(4.74)

olarak bulunur. Bu sonuclar Sert ve Celiktas (2020) makalesiyle yayina
doniistiiriilmiigstiir.

41



0.4

n

105 1 15 2 a=01

-0.44

()

0.4+

-044

(b)

Sekil 4.1: Hawking sicaklifinin olay ufkuna gore grafigi, ¢ = 0,4 alinmigtir, kesikli ¢izgi
Reissner-Nordstrom durumu ve diiz ¢izgi minimal olmayan modeldir.
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a3 o a3

(@ Cifor0<r, <15 (b) Cyfor0 <7, <1.5

a o

TTT02 03 | 04

T2’ 03 04
AT BT
024 0.2
04 04
(c) Cifor0<r, <05 (d) Cyfor0 <7, <0.5

Sekil 4.2: Is1 kapasitesinin olay ufku yarigapina gore grafigi, ¢ = 0,4 alinmistir,
kesikli ¢cizgi Reissner-Nordstrom durumuna and diiz ¢izgi minimal olmayan
durumuna karsilik gelir.
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5. MINIMAL OLMAYAN Y (R)F? GRAVITASYONUNDA
ANIZOTROPIK YILDIZLAR

Kompakt yildizlar siddetli gravitasyonel ve elektromagnetik alanlari nedeniyle gravita-
syon teorilerini test etmek i¢in kullanilan en iyi kaynaklardir. Bu yildizlar cogunlukla
izotropik olarak diisiiniiliirler. Fakat farkli radyal ve tegetsel bilesenlere sahip ani-
zotropik basin¢larin varligindaki anizotropik yildizlari incelemek i¢in dnemli nedenler

vardir. Bu nedenlerden bazilarini goyle siralayabiliriz:

o Kiiresel simetrik yildizlarin anizotropisi arttikca daha kararli olacaklarina (icine

cokmeyeceklerine) dair ¢aligmalar vardir.
e Anizotropi yildizlarin donme hareketinden kaynaklanabilir.

e Anizotropik durumlar yildizlarin merkezine yakin bolgelerde yiiksek basing ne-

deniyle daha gercekgidir.

Bunlarla birlikte elektrik yiikii de kompakt yildizlardaki kararlilig1 arttiric1 etki
yapar. Bu nedenle yiiklii anizotropik yildizlarin ¢6ziimleri minimal Eistein-Maxwell
teori kullanilarak incelenebilir. Fakat bu model son zamanlarda karanlik madde ve
karanlik enerji gibi problemleri acgiklayamadigi icin modifiye edilmelidir. Boylece
asagidaki eylem ile verilen minimal olmayan Einstein-Maxwell teoriye anizotropik
yildizlar icin ¢dziimler aranacaktir.

1 2
[(ea,wab,A) = /M<%R*1_EOY(R)F/\*F+EA/\J

+ L+ X ATY (5.1)

Burada ¢, boslugun dielektrik sabiti ve c 1s1k hizidir. Daha 6nceki boliimlerden farkl
olarak boyut analizi yardimiyla buradaki fonksiyonlarin birimlerini ortaya ¢ikarmak
icin €y ve ¢ yi kullandik. J yildizin i¢ kismindaki elektrik yiikiinii belirleyen
elektromanyetik akim 3- formudur. Burada verilen hesaplar Sert ve dig. (2018)

makalesinde yaymlanmistir. Madde lagrangianin ko-frame varyasyonu asagidaki
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enerji momentum 3-formunu verir.

o OLp,
=
@ Oev

= (pc2 + pi)ug ¥ U+ Py * eq + (Pr — Pr)vg * v (5.2)

u = %" zamansal 1-form, v = §.e® uzaysal 1-formdur. Ko-gerceve varyasyonu

asagidaki modifiye edilmis Einstein denklemini verir.

1
_Q_Rbc Axe® = Y (1°F ANxF — F A" % F) 4+ gYrFpn F™ % R
K

+eo D[ty d(YrEpn F™)] A e + 7™ | (5.3)
Elektromanyetik 1-formu olan A ya gore varyasyon

dvE) = L (5.4)

C€o
modifiye edilmis Maxwell denklemini verir. Maxwell 2-formu F' = dA ile verilir ve

dF = 0 homojen Maxwell denklemini saglar.
k
YrFpn B = —— (5.5)
K

kosulu altinda bu denklemler oldukga basit bir hal alir ve yiiksek mertebeden tiirevler

ortadan kalkar. Burada k boyutsuz, keyfi bir reel sabittir.

5.1 Kiiresel Simetrik, Statik, Anizotropik Coziimler

Bu ¢alismada anizotrop yildizlarimin Y (R) F?-formunda gravitasyonel mod-
elinin ¢oziimlerini asagidaki statik kiiresel simetrik metrigi ve sadece F(r) elektrik

alana sahip elektromanyetik tensor 2-formunu kullanarak arastiracagiz.

ds* = — f2(r)dt* + g*(r)dr?® + r*d6* + r*sin(0)*d¢* (5.6)

F = E(r)e' né.

Kaynagin elektrik akim yogunlugu ise sadece p.(r) elektrik akim yogunlugu bilege-
nine sahip olacak sekilde

J = pe(r)et Ne* A e = p.gr?sinfdr A df A de (5.7)
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olarak alalim. V hacmi ve OV sinin iizerinde Stokes teoremi yardimiyla ve (5.4)

Maxwell denkleminden

1
q(r) == —/ J = 60/ d(xYF) = eo/ «YF = 4megr®’Y E . (5.8)
cJv v v
oldugu bulunur. Gravitasyonel alan denklemleri yukaridaki metrik ve Maxwell tensorii
icin asagidaki diferansiyel denklemlere doniisiir.

1/2 21
<ggr " gg2r2 ) - VB

Al

1 2f/ 92 _ 1 ) f/ /

~ (= — YE?4+ = . (5.10

K < fg?r * g*r? @ T g? 610
1 f// f/g/ f/ g/ 5 k f/ g/
- — 2 ) = YE?+ |- 5.11
K (ng fg? * fo*r g3 @ T fo?r  g3r  g*r? oGl

Gravitasyonel alan denkleminin kovaryant dis tiirevi alinarak elde edilen korunum

denklemi de hesaba katilmalidir.

/ 2
T 2 o

f r

Bu denklem enerji-momentum tensoriiniin korunumu denklemi olarak bilinir. Yildizin

460YE2

(5.12)

icindeki maddeyi ifade eden denklemin, lineer durum denklemi oldugunu varsaya-

ca8iz. Yani radyal basing enerji yogunlugu ile lineer olarak degigsmektedir.
Dy = wp02 (5.13)

Burada w orant1 sabitidir. Yukaridaki metrik ve elektromanyetik alan i¢in metrik kosulu

dy  k

Z- T .14
dR  2eykE?’ (5.14)

haline gelir. Burada R egrilik skalari

B 2 f// f/ 2f/ gz -1
=g (_7+ fa  fr v gr o g2 ) G

olarak elde edilir.
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5.2 Konformal Simetri

Bu (5.6) metriginin bir parametreli konformal grup hareketi simetrisinin var-

lifinda ¢oziimlere bakacagiz. Bu simetri

Po
Legoy = ——8a 5.16
¢8ab () b (5.16)

ifadesinden tiiretilir. Burada L¢gq, bu yildizin i¢ metriginin £ vektor alanina gore Lie
tiirevi ve ¢ keyfi bir sabittir. Yildizlarin i¢ kismindaki gravitasyonel alan bu simetri

kullanilarak tariflenebilir.

Bu simetriyi saglayan f?(r) metrik fonksiyonu
fA(r) = a*r? (5.17)

olarak elde edilir. Yine bu simetriyi saglayan keyfi ¢*(r) metrik fonksiyonu

3

=— 5.18
T o (5.18)

g*(r)

Mak (2004) den esinlenilmistir. Burada b and « keyfi reel sabitlerdir. Bu metrik
fonksiyonu orjinde, yani » = 0 da diizgiindiir (regular) ve o« > 2 i¢in tekil olmayan

(diizgiin) egrilik skalarina sahiptir.
R = —b(a+2)r* 2 (5.19)

(5.8)-(5.12) denklemlerinin ¢6ziimii olarak diger bilinmeyen fonksiyonlar

(k+1)2—br*(a—2)]

plr) = 3k (w + 1) ’ (5:20)
brof(k+ (e —2) — X] (k+1)(1 —w)
= 5.21
pi(r) 3kr?(w + 1) 3kr?(w+1) 7 (5:21)
3k(w+1)(a?—4)
2w(k +1) Xore VT ex
E*(r) = — 22
(r) 3kegcor?(w + 1) { * dw(k +1) ’ (5:22)
b _ 3k(w+1)(a?—4)
TO[ aX
Y(’T’) = Cp |:1 + m s (523)
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olarak elde edilir. Burada X
X =kw(a+4)+ a3k —2w) —2(w+3). (5.24)

olarak tamimlanmistir ve anizotropik basing p, = wpc? ifadesiyle verilir. R(r)

fonksiyonunun tersi (5.19) denkleminden r ¢ekilerek bulunur.

_R V-2
= |—0= 5.25
il o
Buradan da bu minimalligi bozan Y fonksiyonu asagidaki gibi bulunur
ae2) 73k(w+1))ga274)
bX —R N\ °
Y(R) = 1 . 5.26
(R) =co |1+ 1705 (ab+2b) ] (5.26)
Boylece bu minimal olmayan gravitasyon modeli
_ 3k(w+1)}§a2 —4)
1 bX —R a2 °
L = —Rx1- 1 FAxF
T T ((a+2)b) *
+2ANJT + Ly + A AT (5.27)
ve bu modele karsilik gelen yildizin i¢ kisminin geometrisi
3
ds? = —a*r’cdt* + ———dr* + r?d0? (5.28)
14 bre
metrigiyle ifade edilir. Yine yildizin i¢indeki Maxwell tensorii 2-formu
_ ) p (5.29)

 AmwegYr2
ifadesi ve (4.27) denklemi kullanilarak yildizin elektrik yiikiiniin radyal yaricapa bagh

ifadesi

1— 3k(w+1)(a?—4)

_ 32nm%eqw(k + 1)r? N Xbre ax
B 3k(w+1) dw(k + 1)

(r) (5.30)

olarak elde edilir. Y1ldizin diginda ise bu model R = 0 olan Einstein-Maxwell teoriye

doniisiir.

1
L:FR*l—eoF/\*F—i—ZA/\J—i—Lm—l—)\a/\T“. (5.31)
K
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Bu modele karsilik gelen Reissner-Nordstrom ¢oziimii ise

2GM Q> O\,
dr
cry,  (4m)%eor?

+r2dQ? (5.32)

2GM KkQ?

Ay, (4m)2eor?

ds? —(1-

out —

)dt? + (1 —

olarak ifade edilir.

5.3 Siireklilik ve Simir Kosullar

Yildizin gravitasyonel potansiyeli yildizin i¢ ve dis kisimlarini ayiran
yilizeyinde siirekli olmalidir. Yildizin yiizeyinde yildizin i¢ ¢oziimii ile disaridaki

bosluk ¢oziimiinii esleyerek

2GM KkQ?
ri = 11— 5.33
@7 Ay, (4m)2eor’ (5.33)
3 2GM Q2 O\
= 1— . 5.34
1+ brg ( c2ry, (471')2607’2) (5-34)

kosullar1 elde edilir. Bu denklemlerden yildizin i¢ geometrisinin metrik fonksiyon-

larindaki a ve b sabitleri ¢oziiliirse

_2rf —6G M,/ + 36Q%/(4T)%€o

24« )
Ty

b (5.35)

o L+bry
3r}

a (5.36)

olarak bulunur. Yildizin sinirinda ve dis kisminda madde olmadigindan radyal basing

sifir olacaktir, p,.(r,) = wc?p(ry,) = 0, buradan b parametresi

2

olarak elde edilir. Burada %k parametresinin araligin1 radyal basincin pozitif olma
kosulunu kullanarak belirleyebiliriz. Bununla birlikte w nin da araligini belirlememiz
gerekir. Burada w = ‘2%" ifadesi ses hizi olarak tanimlanir. Madde i¢inde ses hizi
negatif olmadig1 icin ve normal madde icinde ses hizimin ¢? 151k hizinin karesinden
daha biiyiikk olmamas1 gerektigi i¢cin w parametresinin aralifi 0 < w < 1 olarak
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alinmalidir. Bu aralikta (5.21) ile verilen p,(r) nin ikinci kismi negatif olamadigi igin

ilk kisimdan asagidaki esitsizligi elde ederiz.
(k+1)(a—2)—X >0 (5.38)
pi(r) fonksiyonunu minimum yapan w = 1 i¢in esitsizlik
31—Fk)(a+2)>0 (5.39)

haline gelir. Tegetsel basincinin negatif olmamasi i¢in £ < 1 olmalidir. Diger yandan

toplam elektrik yiikiiniin reel degerli bir fonksiyon olmasi i¢in

2X
M et a2 = (5.40)

olmalidir. Buradan k& > % bulunur. Sonugta £ parametresinin araligi

2
k<1 (5.41)
0

elde edilir.

Siireklilik sinir kosulundan dolay1 yildizin i¢ kismindaki elektrik yiikii ¢(r),
yildizin dig kismindaki toplam () yiikiine esit olmalidir. Yani ¢(r,) = @ esitliginde
(5.37) yerine yazildiginda

1_3k(w+1)(a2—4)

32m2eqw(k + 1)r} 2X aX
2 0 b
= 5.42
@) 3r(w+1) * dw(k +1)(a —2) (542)
bulunur. (5.35) ve (5.37) ifadelerini esitledigimizde yildizin toplam kiitlesi
3k(w+1)(a2—4)
—3\ & 2rp(k + 1 2X T e
Mo (eZ3) e ekt D T (5.43)
a—2) 3G 3G(w+1) dw(k +1)(a —2)
elde edilir.
Anizotropik yildizin maddesel kiitlesi
K2 (™, a(k + 1)ryc?
m= = dr = : 5.44
2G J, " T 3G Dat 1) .49
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olarak hesaplanir. Yine yildizin yiizeysel gravitasyonel kirmiziya kaymasi

1
Z = —1 (5.45)
f(ry)
tanimindan
-2
Lo 3le=2 (5.46)
Qo

olarak hesaplanir. Bu kirmiziya kayma formiiliinden gordiigiimiiz gibi Gravitasyonel
kirmiziya kayma w ve k parametrelerinden bagimsizdir. Kirmiziya kaymanin iist siniri
olan maksimum kirmiziya kayma miktar1 « — oo limitinden z — 0,732 olarak
bulunabilir. Boylece yiizeyden kaynaklanan kirmiziya kayma aralifi1 0 < z < 0,732
olarak bulunur. Ayrica o = 3 ise z = 0 olur. Buradan g6zlemsel deneylerlerle uyumlu
bir model i¢in v > 3 olmasi gerektigi goriilebilir. Y (R) F? modelinde (5.46) bagintist
kullanilarak gozlemlerle Ortiisen yiizeysel gravitasyonel kirmiziya kaymayr verecek
o parametresi belirlenebilir. Bu sonuglar daha detayl olarak Sert ve dig. (2018)

makalesinde yaymlanmaistir.
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6. RF? TURU BAGLANMA TERIMLERI iCIN KARARLILIK
ANALIZI

Bu boliimde oncelikle RE™? tiirli baglanma terimleri igin kararlilik analizi
incelenecektir. Daha sonra bu g¢alismalar minimal olmayan Y (R)FEF? baglaniml
caligmalara uygulanacaktir. Bu yeni terimlerin bilinen temel ¢éziimlerden ne kadar

uzaklastig1 tartisilacaktir.

Jiménez ve dig. (2013) makalesinde en fazla ikinci mertebeden tiirevler iceren,
boylelikle ghost terimleri igcermeyen bir Lagrangian olarak asagidaki model ele

alinmustir.

11 1
L=3R~ JFuF" + 5 (RE,F"™ — AR F' F's & Ryuas P F*) - (6.1)

Bu modeli diferansiyel form notasyonuyla tekrar yazalim
L= %R*l—%F/\*F—f—RabF“b/\*FnLZRa/\F“/\*F+RF/\*F (6.2)
Biz daha genel olarak
L= %R x1— %F A*F + ¢ RypF® A %F + coRy AN F* A %F 4 csRF A xF (6.3)

lagrangiam ile baslayip ¢y = 1, ¢ = 2, ¢3 = 1 alarak yukaridaki lagrangian
elde edebiliriz. Burada R x 1, ' A xF, Ry F® A xF, Ry, A F® A F ve RF A +F
terimleri Horndeski terimleri olarak bilinir. Bu modelin kararlilik analizi Jiménez ve
dig. (2013) makalesinde bulunabilir. Bu ¢alismaya benzer olarak minimal olmayan
Y (R)F? baglanma terimi igeren, asagida verilen lagrangian igin kararlilik analizine

bakacagiz.
L=R*x1-Y(R)F AxF (6.4)
Bu model i¢in alan denklemleri

1 1
—@Rbc A *€qpe = 5Y(LaF AN*F — F A% F) (6.5)
1

5 YREunF™" 5 R,
d(+YF) =0, AF =0  (6.6)
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olarak daha once elde edilmisti.

6.1 Kozmolojik FLRW Metrigi Arkaplaminda Kararhhk Analizi

IIk olarak FLRW metriginde Horndeski terimlerinin kararhiligma bakalim.
Ozellikle evrendeki madde ve radyasyonun baskin oldugu evrenin sonraki safhasinda
elektromanyetik etkiler gravitasyondan daha baskin oldugu icin F' Maxwell alaninin
geometri iizerindeki geri etkileri ihmal edilecektir. Sadece gravitasyonun bu Horndeski
terimleri tizerine etkileri diisiiniilecek ve bu etkiler FLRW metrigi arkaplaninda ele
almacaktir. Yani eylemdeki gravitasyonel kismin ihmal edildigi Maxwell alaninin

baskin oldugu asagidaki efektif lagrangian durumunda kararliliga bakilacaktir.
L= —%F A*F 4 ¢ RpgF® AN xF + coRy A F* ANxF + csRE ANxF (6.7)
Burada FLRW metrigini
ds’ = a*(t)(—e* @ e’ +e' @e' + e @e? 4+ * @ e?) (6.8)

olarak alalim. Bu metrigin egrilik skalarin1 hesaplarsak R = GGLSH elde ederiz. 4-hiz
vektorii u® yardimiyla bir gozlemciye baglh elektrik ve manyetik alanlar sirasiyla

asagidaki gibi tamimlanir.
E =1, F = u"F = u,F* = u,F®e, = Fue’ (6.9)

Burada zamansal bir vektor olarak u* = (—1,0,0,0) alimr. Buradan Minkowski
metrigi ile u, = (1,0,0,0) olur. Yani u® vektoriiniin sadece sifirinci bilegeni sifirdan
farklidir.  F,;, antisimetrik oldugu icin sadece Fyu’e’ ifadesi sifirdan farkli olur.
Boylece £, = Fy bileseni yoktur. Yani elektrik alan £ = Fyu’e’ = E;e’ dir. Aymi

sekilde manyetik alan

1 1 1
B=1,*xF =u,"*F = u,® * éFbcebC = éuanczaéebcklekl (6.10)
1
= §ukacebcklel (61 1)
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olarak hesaplanir. Yani B = B;e! dir. Bu vektorlerle Faraday tensorii olarak da bilinen
elektromanyetik tensorii yazalim.

1 1

Bu elektromanyetik tensorii bilesenleri cinsinden acik¢a yazmak istersek

1
Fo= 3 e (6.13)
F = Eie" + Ee” + E3e® + B1e®® + Bye! + Bye'? (6.14)
oldugu goriiliir. F' tensoriinii 2 ile i¢ carpim yaparsak F'* 1-formu
a 1 a b 1 i a 1 a cd
Fe = éE A upe’ — §Eie Au® — §Bcudz *e (6.15)

elde ederiz. Yine ['* tensoriinii ¢° ile i¢ carpim yaparsak F° O-fromunu elde ederiz.

1 1 1
Fab — B ub — 5E” At — §Bcude“’”d (6.16)

Yukaridaki ifadeleri (6.7) modelindeki her bir terimi hesaplamak i¢in kul-
lanalim. Tlk terim,

1 1 , ,

ikinci terim,
FPRyy AxF = 2(F"Roy A %F 4 FPRogap A ¥F + F®Rog A *F + F2 Ry A xF

+FBRi3 AN *F + F»Ry3 A *F)
.. .2 .2
= 2 [—El (—% + a—4> M4 B3a—4el2 + ...
a a a

AN—=E1e* + Eye'® — Ese' + Bse® + B! 4 Bye™)
a a? ; a? ;
a
ticlincii terim,

2F“ ARy A*F = 2(FOANRyA*F +F' AR A*F + F* A Ry + F> A Ry A xF)
.. 4.2 ) 4.. 42 )
- Kg—“—i) EE—(—Z+i4) BiB’}*l (6.19)
a

a
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ve son terim
RF A+F = 6—(—~E'E; + B'B;)
a

bulunur. Bulunan bu terimler (6.7) de yerine koyularak integral icinde yazildiginda

1 4.. .2 ) . -2 )
S = ——/ 1—2a5— 420, L Y BB — (1-20, % — 24,5 ) B'B;| * 16.20)
2 a3 at a3 at

Burada a1 = —2¢; + 8¢y — 6¢3, ag = 2¢1 — 4cy, a3 = —4cy + 6c3, as =
2cy — 4cy alinmustir. Isigin yayilma hizi ¢, bdyle bir eylemde B B; katsayisinin — E° E;

katsayisina orani ile bulunur.

. .2
1— 2a1% — 2&2%

= G )
1-— 2%% + 2a4%7

2
s

(6.21)

Burada en genel ikinci mertebeden diferansiyel denklemlere yol acan eylem icin ¢; =

¢y = c3 = 1 alimirsa

1 42\ A 4a?\
S:__/ 14+ 2 Ve~ (1422 -2 Bip,| «1 (6.22)
2 a* ad  at

eylem fonksiyoneli elde edilir. Bu eylem Hubble parametresi H = % ve yavaslama

parametresi ¢ = —% olmak iizere (6.22)

2 2
S = —1/ T pip (1Y gig | (6.23)
2 a? a?

ifadesine doniisii. Bu durumda c, 151810 ilerleme hizi B'B; katsayisimn E‘Ej;

katsayisina oranidir.

9 1 — 4qH?

= 24

Boylece ¢, 151k hizinin ¢, < 1 olmasi i¢in ¢ yavaglama parametresinin ¢ > —1 olmasi

gerekir.
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Bu analizden goriilecegi gibi REF' A *F' teriminden yaranlanarak Y (R)F A xF

terimi ic¢in kararlilik durumuna bakabiliriz. RF' A xF' terimi
RF A *F = 6%(—15’& + B'By) (6.25)
oldugundan Y (R)F' A = F terimi de benzer sekilde
Y(R)F A*F = Y(%)(—E’Ei + B'B)) (6.26)

haline gelir. Yine manyetik kismin katsayisinin elektrik kismin katsayisina oranina
bakarsak 151k hizinin ¢; = 1 oldugu goriiliir. Bylece Y (R) F' A * F tiirii teorilerin etkin
(efektif) durumda FLRW arkaplani kullanildiginda kararlilifinda bir sorun olmadig:

anlagilir.

6.2 Schwarzschild Arkaplaninda Kararhhk Analizi

Bu boliimde kiiresel simetrik, yiiksiiz ve donmeyen M, kiitleli bir cismin
disindaki gravitasyonel alanini goéz Oniine alacagiz. Bu durum Schwarzschild metrigi

ile asagidaki gibi tariflenir.

2
ds? = (1 - E) ar - - 246 rsin?0dg 6.27)
T — s

Burada Ry = 2G'M,, kara deligin olay ufku ile belirlenen Schwarzschild yarigapidir.

(6.27) metrigi icin ortonormal ko-cergeve 1-formlari

/ s 1 :
e =1/1— RTdt, el = ——dr, de® =rdf, e =rsinfdp (6.28)
1— &

T

aliir. Bu ortonormal 1-fromlarin dig tiirevi

R, 1/ R,
de® = ——=——¢'%  del =0, de? =—4/1— —e'?
2r2, /1 — & " "
1 R. .. cotf
de® =~y 1= 2eld 4 2 (6.29)
T T T
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olarak elde edilir. Buradan (6.27) metrigi i¢in baglant1 1-formlarin1 hesaplarsak

R, 1 1 /. R,
wo = —og———¢", wig = =11 — =2,
2r* 1 _ R r r

1 R 4 cot 6
Wi = —— 1—76, Wa3 = —

el (6.30)

ve diger baglanti 1-formlarini sifir olarak buluruz.

(6.30) baglant1 1-formlar1 kullanilarak egrilik bilesenleri asagidaki gibi hesa-

planir
R, Ry Ry
Ry = —5601, Ry = 27‘3602’ Ros = 973 e
RS Rs RS
Ry = —2—73612, Ry = 53 ", Ros = 3623- (6.31)

(6.27) metrigi icin Ricci skaleri hesaplandiginda R = 0 bulunur. Boylece eylem
S = / BF A *F + F®Ryy A «F (6.32)
seklinde olmalidir. Burada elektromanyetik tensor (6.14) deki gibi alinabilir.
F = Ee” + Epe” + E3e™ + Bie? + Bye® + Bse'”. (6.33)
(6.33) deki elektromanyetik tensoriin Hodge yildizimi alirsak
«F = —F1e? 4+ Fye'® — Fye'? + B 4 Bye® + Bse®. (6.34)

elde edilir. Bu iki tensOriin dis carpini alirsak modelin eylemindeki ilk terimi

hesaplariz.

FAxF = —E\E'— FEyE*— FE3FE® + BiB' + ByB?> + B3B?  (6.35)

= B;B'— E,E" (6.36)

Yine (6.33) elektromanyetik tensorde i¢ carpim yardimiyla asagidaki 1-fromlar

PF = F'= —Eje' — Eye® — Ese, (6.37)
F = F'= —Ee® + Bse? — Bye?, (6.38)
PF = F? = —Fye” — Bye! + Be? (6.39)
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buluruz. Yine i¢ carpim yardiyla elektromanyetik tensoriin bilesenleri

MF = FUl'=_—F, »MF=F%2=_F, »F=r%=_F,

Y

HF = F?=B;, PMF=F’=-B, WPF=F?®=B (640

olarak bulunur. Bu ifadeleri kullanarak modelin eylemindeki ikinci terimi asagidaki

gibi hesaplariz.

FPRyx F = 2(F" Ry AN*F 4 F2Rygy A *F + F®Rog A xF + F2 Ry A +F

+FBRig A *F + FPRys A *F)

RS 01 RS 02 RS 03 RS 12 RS 13 RS 23
= 2 Elﬁe —E22—7‘3€ _E32_7“3€ —332—7036 +B22—r36 +Blﬁe
/\(—E1623 + E2613 - E3€12 + 33603 + Blem + BQ@OZ)
2R, Ry
= -3 EiE'x1+ E(EQEQ + E3E%) * 1
2R, Ry
+— BB %1 — F(BQBQ + B3B?) x 1 (6.41)

Buldugumuz bu sonuglar1 (6.32) eyleminde yerine koydugumuzda asagidaki

eylem integralini elde ederiz.
1
S = 3 / (B E' 4 B(EyE? + EsE?) — aB B' — B(ByB% + B3B*)] * 1 (6.42)

Burada o ve 8

4R,

a=1+ (6.43)
r
2R,

f=1-"3 (6.44)

seklindedir. Burada hayalet alanlarin olmamasi i¢in o > 0 ve 5 > 0 olmalidir. Bu

durum ise

4R,

~1< 75

<2 (6.45)

esitsizligine gotiiriir. Yine burada yaptigimiz Schwarzchild metrigine benzer sonuglar,
Reissner-Nordstrom metrigi arkaplani i¢in de elde edilebilir.
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Minimal olmayan Y (R)F A xF tirii baglanma igeren modellerde de
Schwarzchild ve Reissner-Nordstrom arkaplaninda Ricci egrilik skalar1 R = 0 oldugu
icin bu minimal olmayan fonksiyon Y (R) sabit olur. Bu durumda yine 1g1k hizi ¢ = 1

olarak bulunur. Boylece bu modellerin kararli oldugu bulunur.
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7. SONUC VE ONERILER

Bu tezde elektromanyetik alanlarin gravitasyona minimal olmayan baglanmalarim
iceren modeller incelenmistir. Ilk olarak Noether simetrisi yaklagimi kullanilarak, bu
modellere karsilik gelen simetri ve korunumlu nicelikler elde edilmistir. Daha sonra
bu modellerin Euler-Lagrange denklemlerini veren noktasal (point like) lagrangiani
elde edilerek, bu lagrangianin, modelin alan denklemleriyle ayni1 Euler-Lagrange
denklemlerini verdigi gosterilmistir. Daha sonra bu modele iki yeni karadelik ¢oziimii
onerilmistir. Bu ¢coziimlerin fiziksel ve termodinamik 6zellikleri incelenerek sonuclari
ayrintili olarak verilmistir. Ikinci olarak, bu modelin anizotropik yildizlara uygulan-
masina bakilarak, anizotropik bir enerji-momentum tensoriine sahip yildiz i¢in kiiresel
simetrik, statik ¢oziimler elde edilmistir. Bu ¢oziimlere karsilik gelen yildizlarin
kiitleleri, elektrik yiikleri ve yaricaplar arasindaki iligki incelenmigtir. Son olarak bu
modelin bazi bilinen FLRW, Schwarzchild gibi temel ¢coziimler arkaplaninda karalilik

analizi incelenmis ve bu yeni terimlerin kararlili1 engellemedigi ortaya ¢ikarilmistir.
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