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OZET

POZITIF LINEER OPERATORLER VE HEMEN HEMEN
YAKINSAKLIK

Bu tez bes bolimden olugmaktadir. Ik bolim giris kismina ayrilmustir.
Ikinci bolimde, temel tamim ve kavramlar verilmistir. Ugiincii bsliimde,
klasik Bohman-Korovkin yaklagim teoremleri ve ispatlari verilmistir.
Ayrica buna iliskin bazi 6rnekler incelenmistir. Dérdiincii bslimde, hemen
hemen yakinsaklik metodu kullanilarak gelistirilen Korovkin tipli yaklasim
teoremleri incelenmistir. Besinci boliimde, ii¢iincii ve dordiincii bsliimde
verilen yaklagim operatorleri i¢in siireklilik modiilii yardimiyla yaklasim

hiz1 incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Korovkin Teoremi, pozitif lineer operatorler,
Hemen Hemen Yakinsaklik Yontemi.
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SUMMARY

ALMOST CONVERGENCE AND POSITIVE LINEAR
OPERATORS

This thesis consists of five chapters. The first chapter has been devoted to
the introduction. The second chapter, the basic definitions and consepts
have been recalled. The third chapter, classic Bohman-Korovkin
approximation theorems and proofs have been given. Moreover, examples
concerning these theorems have also been analysed. The fourth chapter,
developed with the use of almost convergence method Korovkin type
approximation theorem has also been analysed. In the final chapter, the rate
of convergence with the help of continuous module has been examined for

approximation operators given in chapter third and fourth.

Keywords: Korovkin Theorem, positive linear operators, almost

convergence.
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1.GIRIS

Klasik Yaklasim Teorisi, 1885 yilinda Alman Matematik¢i Karl Weierstrass’in sonlu
aralikta stirekli olan her fonksiyona bu aralikta yakinsayan bir polinomun olacagini

ispat etmesiyle baglamistir. Birgok matematik¢i bunun ispatim1 farkli sekilde ele

almistir.  Ornegin Bernstein 1912 yilinda Bernstein polinomlarinin  C [O,l]

uzayindaki fonksiyonlara diizgiin yakinsadigini ispatlamistir. Daha sonralar1 pozitif

lineer operatoér dizilerinin yaklasim o6zellikleri tizerine calisilmistir. Dolayisiyla

(L" )neN dizisinin siirekli bir fonksiyona diizgiin yakinsak olmasi i¢in gerekli sartlar

nelerdir sorusu akla gelmektedir. Bu sorunun cevabini {i¢ matematik¢i Popoviciu
(1951), Bohman (1952) ve Korovkin (1953) birbirinden bagimsiz olarak
bulmuslardir. Bu sonuglar birgok matematik¢inin bu yaklasimlar: farkli uzaylara
genisletmesine kaynak saglamistir. Boylelikle Yaklagim Teorisi’nin 6zel bir dali olan

Korovkin tipi Yaklasim Teorisi ortaya ¢ikmistir.

Kompakt bir aralikta siirekli fonksiyonlarin yaklasim hakkindaki klasik Korovkin
teoremi, bir pozitif lineer operatér dizisinin birim operatére yakinsayip
yakinsamayacagina iligkin sartlar1 belirler. Siireksizlik noktalarinda ise, bu
operatérlerin genellikle fonksiyonun sag ve sol limitlerinin aritmetik ortalamaya
yakinsadigi goriiliir. Fakat siireksizlik noktalarinda yakinsak olmayan Hermit-Fejer
yaklasim operatorleri gibi operatrlerde vardir Bojanic ve Cheng (1983). Boyle
durumlarda yakinsaklik kaybini gidermek igin Cesaro tipi toplanabilme metotlarin
kullanmak yarar saglar Bojanic ve Khan (1992). Fejer, Cesaro metodunun siirekli
periyodik fonksiyonlarin Fourier serisini yakinsak yapmada etkili oldugunu

gostermistir.

Klasik Korovkin teoremindeki pozitif lineer operatér dizisinin birim operatore
yakinsamamasi durumunda ilk yontem olarak hemen hemen yakinsaklik metodunun
kullanimi1 diigtiniilmiistiir. Bununla ilgili ¢alismalar King ve Swetits (1970),

Mohapatra (1977) tarafindan yapilmistir.



Bu tezde, oncelikle Klasik Bohman-Korovkin teoremleri ve ispatlar1 incelenmistir.
Daha sonra King ve Swetits (1970), Mohapatra (1977) tarafindan hemen hemen
yakinsaklik kullanilarak verilen Korovkin tipli yaklagim teoremleri ve ispat teknikleri
incelenmistir. Son olarak stireklilik modiilii yardimiyla yaklasim oranlarinin

hesaplanma teknikleri incelenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR
Bu bolimde, ihtiyag duyulacak tanim ve temel kavramlardan sdz edilecektir.

Tanmm 2.1 X bostan farkli bir kiime, F reel veya kompleks sayilarin bir cismi

olsun.

+: XxX > X
o FxX—>X

fonksiyonlar1 asagidaki 6zellikleri sagliyorsa, X kiimesine F cismi tizerinde bir lineer

uzay (vektor uzay1) denir.
Vx,y,ze X ve L, ue F igin
i x+y=y+x,
ii. (x+y)+z:x+(y+z),
iii. =~ x+6=x olacak sekilde bir § € X" vardur.
iv. VxelX igin x+(-x)=0 olacak sekilde bir (-x)e X vardur.
v. lx=x,
vii A(x+y)=Ax+ Ay,
vii.  (A+p)x=Ax+pux,
A(ux)=(Ap)x., Kreyzing (1978).
Tanimm 2.2 X ve Y fonksiyon uzaylari olmak iizere L:X — Y, doniisiimiine
operator denir.

e Her />0 fonksiyonu i¢in L(f)>0 ise L operatdriine “pozitif operator”
denir.

e Va,feK ve Vf,geXigin Llaf+pBg)=al(f)+LL(g) ise L
operatoriine lineer operatér denir.

Yukarida verilen iki 6zelligi saglayan L operat6riine “lineer pozitif operator” denir.

Kreyzing (1978).



Ozellikler.

i —f<0=L(-f)=-L(f)<0
seklindedir.
iil.  Lineer pozitif operatdrler monoton artandir.

f < g olsun. Budurumda L(f)< L(g) oldugunu gosterelim.

f<g=g-f>0=L(g)-L(f)>0= L(g) > L(f)

elde edilir.
iii. L lineer pozitif operatdr olmak iizere
IL(H= L(fD
gerceklenir. Bunun i¢in
~L(fP= LN < L(fD

oldugunu gostermeliyiz.
|71 7 <|f]= LD < L) < L £
=-L(fP<LNH=L(fD

= LN <L fD

elde edilir.

Tammm 2.3 X kompleks veya reel vektor uzayi olmak iizere ” ” : X = R fonksiyonu

1)

asagidaki ozellikleri sagliyorsa bu fonksiyona X iizerinde bir norm ve (X ,|

ikilisine de normlu uzay denir. Vx,y e X ve A€ F olsun.



i |x|=0ex=6
i A =[]

iii. e+ <[] + ]

Tanim 2.4 X bostan farkli bir kiime ve d:XxX — R fonksiyonu, asagidaki

ozellikleri sagliyorsa bu fonksiyona X iizerinde bir metrik ve (X ,d ) ikilisine de

metrik uzay denir. Vx,y e X olsun.
i d(xy)=0cx=y,
ii. d(xy)=d(y.x),

d(x,y)<d(x,z)+d(z,y) Kreyzing (1978).

Tamm 2.5 (X,d) metrik uzay ve (x,) bu uzayda bir dizi olsun. V&>0 igin
m,n > n, oldugunda d(x,,x,)<é& olacak sekilde bir n=n, (&) varsa (x,) dizisine

Cauchy dizisi denir.

Tamm 2.6 (X,d) metrik uzay ve (x,) bu uzayda bir dizi ve xe X olsun. V& >0
igin n>n, oldugunda d(x,,x) <& olacak sekilde bir n=n, (&) varsa (x,) dizisine

yakinsaktir denir.

Tanim 2.7 (X ,d) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi X’ in bir elemanina

yakinsiyorsa (X ,d ) ’ye tam metrik uzay denir Kreyzing (1978).

Tanim 2.8 Tam ve normlu bir lineer uzaya Banach uzay: denir.



Tammm 2.9 X ve Y fonksiyon uzaylari olmak {izere L: X — Y, lineer bir operatdr

olsun.
[2(Ol, = &-171,

olacak sekilde K >0 reel sayisi var ise L ’ye sinirli operator denir.

Tamm 2.10 X ve Y fonksiyon uzaylar1 olmak tizere L: X — Y, bir operator olsun.

[£(A) }
L|,_, =sup A, 20

olsun. ”L” _,y ifadesine L operatdriiniin normu denir.

Tanmm 2.11 XcR ve f: X >R ve x,€X olsun. £)0 verilsin. Eger |x—x0|<5
kosulunu saglayan Vxe X igin | f)-f (x0)|<8 olacak sekilde & =6(g))0 sayisi
bulunabiliyorsa f fonksiyonu x, noktasinda stireklidir denir. f, VxeX igin

stirekli ise f stireklidir denir. Kreyzing (1978).

Tanimm 2.12 X cR ve f:X — R fonksiyon ile £)0 verilsin. Eger Ix—zl(é' sartini

saglayan Vx,ze X icin & =J(g))0 sayist bulunabiliyorsa f fonksiyonu X ’de
diizgiin siireklidir denir. Kreyzing (1978).

Teorem 2.13 f:[a,b]—> R fonksiyonu siirekli ise bu f fonksiyonu [a,b]

araliginda diizgiin stireklidir.

Tamm 2.14 X cR f:X — R bir fonksiyon olsun. Vx € X igin |f(x)|<M olacak

sekilde bir M >0 sayis1 varise f fonksiyonuna sinirli fonksiyon denir.

Tanim 2.15 Q={y = (y"p)’y :NxN—>K,(p,n) > y(n,p)=y,,} seklinde tanimhi Q

climlesi “¢ift diziler uzayt” olarak adlandirilir.



Tanim 2.16 yeQ dizisi ve &£>0 sayis1 verilsin. Va>n, ve VpeN igin
‘ Vo= al(s kosulunu saglayan bir n, € n,(&) sayisi bulunabiliyorsa y =(y,,) dizisi a

sayisina p indisine gore diizgiin yakinsaktir denir.

Hemen belirtmeliyiz ki, p indisine gdre diizgiin yakinsak y =(y,,) dizisinin diizgiin
sinirli olmasi gerekmez.

Bu durumu gosteren bir érnek verelim.

| p, n=0, peR
= 0, diger durumda

seklinde tamimli (y,,) dizisini ele alalim.

limy, =0 (Vpe N%),

Suplynp’ = .
(n,peNo)

Tanmm 2.17 x =(x,) reel terimli bir dizi olsun.

1

1 n
T —
pn n

+p-1
Z *y
=p

=~

seklinde tamimh (¢,,) ¢ift dizisi bir a € R sayisina p indisine gore diizgiin yakinsak

ise (x,) dizisi a sayisina hemen hemen yakinsaktir denir. Lorentz (1948).

Teorem 2.18 a) Yakinsak her dizi hemen hemen yakinsaktir.

b) Hemen hemen yakinsak her dizi sinirlidir.

Ispat.

a) x =(x,) yaknsak bir dizi olsun. O halde

Ve >0 verildiginde 3N e N’ 3 Vk > N igin |x, —q] <% kalir. Burada Vn, € N i¢in



2(N+1)
i, +1

&
. &

olacak sekilde bir N segilirse Vp e N° ve n>n, igin

1 n+p n+p n+p
—Z(xk~a) Z(xk—a) <~—Z|xk—a|
+1 =5
[ —(n+p—p+1)£/2,p2N
= " n+p
n+12|xk —a|+Tk;H|xk —da

g/2,p=N

IA

1 1
m(N—p+1)2”x||w +m(n+p—N)8/2,

(P(N

<&
oldugu goriiliir.
Boylece x = (xk) dizisinin hemen hemen yakinsak bir dizi olur. Simdi hemen hemen
yakinsak oldugu halde yakinsak olmayan bir dizi 6rnegi verelim.
x=(x,)=(0,1,0,1,0,...) dizisinin yakinsak olmadig1 aciktir. Simdi bu dizinin

hemen hemen yakinsak oldugunu gésterelim.

nep 1+ (=1)" 14 (=1)""
DX =X X FeH X, , = b ————
k=p 2 2

=%(n+1+(—1)” oot (1)"P)

[=((=1)" +..4(=1)""7)

I ifadesi igin



-lL,n+p tek O,n+p tek
p ¢ift

=
p tek {O,n+p cifi Ln+p ift

n+p
Ll Ll 188 Ll 11
2 n+l n+l 2 n+l;5 n+l 2 2 n+l

n+p 1
=—2. % 5’(71 — ), p ye gore diizgiin.
Boylece (xk) = (1= 0,1, O,...) dizisinin hemen hemen yakinsak oldugu goriiliir.
b) Simdi hemen hemen yakinsak her dizinin sinirli oldugunu gésterelim.

x € (x, ) hemen hemen yakinsak bir dizi olsun. O halde 3ae K Ve >0 3n, eN° >

Vnz=n,
1 n+p
— ) x,—al<e=1
n+1 k=p
olur. Vp e N° igin
p+ng+1 p+ny+l
A DI W
k=p k=p+1
p+ng+1 pny+l
= Z (x, —a)— Z (x, —a)+a
k=p k=p+1

<(p+ny+1)—p+l+n,+1+d

=2n0+3+|a|

elde edilir. Boylece (x,) dizisinin simirl oldugu goriiliir.



3. KLASIK BOHMAN-KOROVKIN TEOREMI

Teorem 3.1 L, :C[a,b]— Cla,b] ile tanimli lineer pozitif operatorlerin bir dizisi

olsun. Bu durumda asagidaki 6nermeler denktir.

a) Vf e Cla,b] igin lim||L,f = /], =0

b) f(t)=t i=0,1,2 olmak iizere Iim“L"f,. - f

Clap] — 0 [2], [12].

Burada C[a,b], [a,b] aralig1 lizerinde tanimli reel degerli siirekli fonksiyonlarin

vektor uzayini gostermek iizere

|7

. = su X
Cla,b] xe[ag]lf( )l

normuna gore bir Banach uzayi olur.

ispat.

a = b o6nermesinin dogrulugunu gosterelim.
Vi=0,1,2 i¢in f,(tr)=¢" ile verilen fonksiyonlar, C [a,b] uzayinin elemani oldugu
icin ispat agiktir.
b = a Onermesinin dogrulugunu gésterelim.
feCla,b] alalim. f siirekli oldugundan Veg)0 icin 36 vardir > |t—x|(5

kosulunu saglayan Vx,f €[a,b] igin | foO-f (x)l(s vardir. Simdi |t —x| >0 igin

_ )2
t x>1:>(t X)

s = 5

elde edilir. f sinirli oldugundan

|f O - f@|<|fO+|f(0)|<2M,-1<2M, (’;—x)

elde edilir. O halde Vx,t € C[a,b] igin

|f()-fx)|<e+2M, U :Sj‘)z

10



gergeklenir. L, lineer pozitif operatorii son bulunan esitsizlige uygulanirsa,

L(f0-f&x<L, (8+2M « 5’“) x]

L(f®-fx);

L L, ((—x)5x)

Mf 2
=gL (;x)+ 25_§{Ln (t°;x)
=2xL (t;x)+x"L,(1;x)}
M,
=L, (s; x)+2 {Ln(t ;%)
=2xL (t;x)+ L, (x*;x)) £ 2x°}
M,
=L (1; x)+2 L{(L,(%:0)-%)
—2x(L,(t;x)—x)+x* (L,(1;x)—1)}
=e+¢e(L,(Lx)- 1)+2 LI (P =)
=2x(L,(t;x)—x)+x* (L, (1;x)—1)}
M
s£+€|L”(1;x)—1|+2§—2f{|L”(12;x)—x2|
—2|x||L"(t;x)—x|+|x2||L"(l;x)—l|}

(1.1)

bulunur.
L{f0)-f®)x)<e
Boylece
L, (£ @©);%) = £ ()] =|L, (£ (0):%) = L, (£ (x); x) + L, (f (x); %) = £ (%)
<|L, (F@3%) = L,(f 0|+ £ || L, (1 ) 1]
<L, (lFO-f@)sx)+|f@)||L, (Lx)-1]

11



Bu son esitsizligin her iki tarafinin supremumu alinarak norma gegilirse ve (1.1)

esitsizligi de dikkate alinirsa

L.fi= £]+]

IL.f - flse+H(|L,f - £]+] L1~ 1)

elde edilir. Burada

M,
2x|,2 = maks
5" asxsb

M,
H = maks{e,2—-maks
o

asx<b

le}
seklindedir. Boylece & keyfi oldugunda yeterince kiigiik se¢ilirse
lim||L,f - f]=0

elde edilir.

Ornek 3.1 C [O,l] ={f|f :[O,l] — R, stirekli fonksiyon} lineer uzayi i¢in,
S k n k (n-k)
B”(f;X):Zf - X (l_x)

k=0 n k
seklinde tanimli olan Bernstein operatoriiniin Korovkin Teoremi’nin sartlarini
sagladigini gosteriniz.
Coziim.

B (Izx)= Zl.(:jx" 1-x)"9 =(x+(1-x))" =1
k=0
B (1;x)=1

bulunur. O halde,

lim|B,1-1|=0
oldugu agiktir.
B (m):i(fj " |t a-xes
n\"2 e A k

~k  n! _
= ___—__xk (1 _x)(n k)

o n(n—k)k!

12



_N k n(n—1)! k(1 _ (k)
_kzz(;n(n—k)!k(k—l)!x (=)

p C (” _l)x(k—l)(l _x)(n—k)
i\ k-1

L(n-1 (n-1)
=x (x+1-x)
i\ k-1

= x(x+1-x)""

=x " Py
B (#tx)=x
oldugundan
li’r’n rggéclsw" (t;x)— xl =0 li)r)n”anl —f]” =0
elde edilir.

B (*;x)= i(:_i](gxk (1=-x)"™

n 2 —_1\!
= k_ n(n 1) J xk (1 _ x)(n—lc)
=2 (= k) k(k —1)!

=~

n _1\!
E (n 1) . xk (1 _ x)(n—k)
n

(n—k)l(k—1)!

k=0

n — — '
.l C W G| PO
S n (n-Bk-D!

" k-1 (n-1)!

ke (n—k)
PPN TR LAY

—N!
(n 1) 2 xk (1 _ x)(n—k)

+ n l—
S (n—-k)\(k-1)!

— S k-1 (n_l)(n_z)! xk(l_x)(n—k)
T =)k —T)(k—2)!

(n—1)!

N n l——
k=0 n (I’l—k)!(k—l)!

xk (1 _ x)(n—k)

13



_ }’l—l xzi(n;z)!x(k—2)(l_x)(n—k)
n in (n—k)!(k-2)!

+lx e (n _l)' x(k—l)(l _ x)(n—k)
n & (n-k)l(k-1)!

n—1 ,3 (n-2)! (k=2) (n—k)
= 1—
n Z;(n—k)!(k—Z)!x (=3

= 1 - e (n-1)! (k-l)(l_x)(n—k)
n i (m=k)l(k-1)!

n—-1 ,< - (k=2) (n—k)
=—X X 1-
z[“j (-x)

L [”"1]x<k-'>(1—x)<"-“

n—1 n-1\) x
B" (tz,X) — 2 l(n 2) +Z l(n 1) _ x2 +Z
n n n n

esitligi gergeklenir. O halde,

lim maks

n  0<x<1

B,(*;x)-x’|=0 & lim||B, £, - £,]| =0

elde edilir. Boylece Korovkin Teoremi’nin hipotezleri gergeklenir.

Ornek 3.2 C [O,r] uzayinda

5,(/5%) —e"’*Zf[n)(”,f,)

seklinde tanimli olan Szasz Operatéri’niin Korovkin Teoremi’nin sartlarini

sagladigini gosteriniz.
Coziim.

S,, (l;x) = —n\'z ( —nv nx -
k=0

bulunur. O halde,

14



oldugu agiktir.

oldugundan

lim|S,1-1|=0

= Xe
k=1
o k
—n\'z
k=1
= x.e—ll.\'ell.\’ — x

hmmakslS (t;x)— x| O<:>11m” f—fl||=0

n  0<x<r

elde edilir.

esitligi gergeklenir. O halde,

lim maks

n  0<x<r

elde edilir.

S, x)=e"™Y.

(%)

k=0

S, (%) -x’| =0 < lim||S, £, - £,]| =0

15



Simdi periyodik fonksiyonlar i¢in verilen Korovkin tipli teoremi verelim.

Teorem 3.2 Burada C [O,27r]:{ flf :[0,27:]—>R, ve 2z periyotlu fonksiyon}

vektor uzayi olup

|7]]=maks|f o)

xe[0,27]
normuna gore Banach uzayidir. Korovkin (1953).

L, :C[0,27] = C[0,27] lineer pozitif operatérlerin bir dizisi olsun. Bu durumda

asagidaki 6nermeler denktir.

L"f_f“C[O,Zir] =0,

b) f,(t) =1, f,(t) =sint, f;(t) =cost olmak lizere 11m

|Lnfr f||([027r]

Ispat. a=>b gergeklendigi aciktir. Ciinkii verilen fonksiyonlar C [0,27[] uzayinin

elemanidir.

Simdi 5= a oldugunu gosterelim. f e C[0,27] alalim. f siirekli oldugundan
Ve)d igin 36 vardir > |t—x|(5 kosulunu saglayan Vx,ze[0,27] igin

|/ (6)— f(x)|(¢ vardir. Simdi |t —x|> S i¢in

2
:>t—le:>@21
o 1)

elde edilir. f , [0, 27r] araliginda sinirli oldugundan

lfO-f@)|<|fO)+]fx)|<2M,
gerceklenir.

x€(t—9,2m+t—7J] araligini alalim. Bu araliin boyu 2z olup

-0 <x—t<2x -0 esitsizliginden |x — t| < ¢ bulunur.

16



lx —t| <0J igin lf(x) - f(t)l <& oldugu biliniyor. Simdi -6 <x-t<27—-J aralig

3 z(x—t)
sin T
I<—<
, 0

sin” —

ele alinirsa,

esitsizligi gergeklenir. O halde Vx,7 € C[0,27] i¢in

it
|f(x)—f(t)|<g+2MfM
' o

sin® =

elde edilir. Bu son esitsizligin her iki tarafina L, lineer pozitif operatér uygulanirsa,

M =
fé. L, (sin2 (x—tj,xj
sin® — =
2

1—cos2 bt
Mf 2
=gL (I;x)+2 L 5 ;

L(f(x)-f@®;x) < &L, (1;x)+2

sin® =
2

M, 1
=gL (I;x)+2 55 (L,(I;x)—cosxL,(cost; x)
sin’ ) 2

—sinxL, (sint;x) 1)

Mf 1
=¢L (Lx)+2 5 [ L (lix)=1
Sinz(E)

—cosx(L,(cost;x)—cosx)
—sinx(L, (sin#;x)—sinx)]

Buradan ifadenin sag tarafinin supremumu alinip, norma gegilir ve b hipotezi dikkate
alinirsa, Korovkin Teoremi’ndeki benzer diisiince kullamilarak Vf e C[0,27] igin

lim

n—»o

Lf-f || =0 elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.
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4. HEMEN HEMEN YAKINSAKLIK YONTEMIi iLE KOROVKIN TIiPLi
YAKLASIM TEOREMLERI

Klasik Korovkin Teoremi’ndeki (Ln) lineer pozitif operatér dizisinin / birim

operatoriine yakinsamamasi durumunda “ne yapilabilir?” sorusu akla gelir. Bu
noktada ilk yontem olarak 1970 yilinda King ve Swetits tarafindan hemen hemen
yakinsaklik metodu kullanilarak yaklasim teoremleri gelistirilmistir. Bu boliimde

makaledeki teoremler ve ispat teknikleri incelenmistir.

Teorem 4.1 L, :C[a,b] - C[a,b] lineer pozitif operatorlerin bir dizisi olsun. Bu

durumda asagidaki 6nermeler denktir.

a) VfeC(la,b] icin li'IIthpn(f)—f” =0 , (p’ye gore diizgiin).

Cla,b]

b) f,(t)=t" i=0,1,2 olmak iizere lim”t,m f)-1 =0, (p’ye gore diizgiin).

Cla,b]

Burada,

D L)

p

tpn =

J

I |~

p+
olarak alinacaktir. [11]

Ispat. a = bagiktur.

b=>a oldugunu gosterelim. feC[a,b] alalim. f siirekli bir fonksiyon
oldugundan V)0 i¢in 35 vardir > |t—x|(5 kosulunu saglayan Vx,7e[a,b] igin

|f(x) — f(t)l(g vardir. Simdi lt - x| >0 igin

t—x (r=x)

=5—2>1 —=2>]
5 4

elde edilir. f sinirh oldugundan,

- rl<lr @) +rofs2m, S

gerceklenir. O halde Vx,7 € C[a,b] i¢in

18



F()- f0]<2M, (x;f)z +e

elde edilir.

Bu son esitsizlige L, lineer pozitif operatorii uygulanirsa,

L@ -f©)x <L,eM, %w %)

Simdi esitsizligin her iki tarafinda toplam alimir ve uygun matematiksel islemler

yardimi ile

2
sX)<t,, (ZMI (x52t) + ngj

pn
M,
=t,,(&; x)+25 t, ((x—1)5x)

M,
F o (&;)F1+ 2 (z‘ . (& ;X) — 2xt,m (t;x)

+x2tpn LGx)F 2x2)

Y, ((t,,(1*;x) = x7)
5 ml3X)—x

= &(t,,1;x)~

—2x(t,,(t;X) = %)+ x> (1, (1, x) - 1))

pn

;%) - 1\+g+2 (ltp"(t :x)— x|

—2x ’t tx)— xl +x° Itp" (I;x)— 1[)

pn

oldugu goriiliir. Simdi esitsizligin sag tarafinin maksimumu alinirsa,

M, M,
H =maks{e, 25—maks|2x| 2—- maks‘ ’} olmak tizere

Itpnt = t” ¥ ||tp"1 - 1”)

L, (SO - f@x) <&, 1-1|+e+H(, > -2 -
oldugu goriiliir.

Tekrar hipotez b’yi kullanirsak ve | f (x)| < M, oldugu dikkate alinirsa

19



[t (F @52 = F )| <[t (F©O3) =1, ()| +| £ @[, (12 2) 1]
[ (f @) - f ()| <6

elde edilir. Burada esitsizligin sol tarafinin xe[a,b] icin supremumu alinirsa &

keyfi oldugundan

lim“tp" f-f ” =0 (p’ye gore diizgiin).

gerceklenir.

Simdi asagidaki ornek Klasik Korovkin Teoremi olan Teorem 3.1°i gerceklemez

ancak King ve Swetits tarafindan verilen Teorem 4.1°i gergekler.

Ornek 4.1

(L,), Teorem 3.1°deki hipotezleri gergekleyen ve C[a,b] tlizerinde tanimli lineer

pozitif operatorlerin bir dizisi olsun. 7 , operatérii

n

T,(fix)= (% +u, ) L,(f3%)

olacak sekilde tanimlansin. Burada,

u, =(1,0,1,0,...) seklinde olsun. Dikkat edilirse (u") dizisi klasik olarak yakinsak

degil ancak % degerine hemen hemen yakinsaktir. Dolayisiyla T, lineer pozitif

operatdrii Klasik Korovkin Teoremi hipotezlerini gergeklemez.

T =£+u L

n n—n

=7

n n-—n

T =£+u L (f;x)—)§+§

Simdi periyodik fonksiyonlar uzayi igin verilen Klasik Korovkin teoreminin hemen
hemen yakinsaklik yontemi kullanilarak gelistirilmis hali olan asagidaki teoremi

inceleyelim.
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Teorem 4.2 L, :C[0,27] — C[0,27] lineer pozitif operatorlerin bir dizisi olsun. Bu

durumda asagidaki 6nermeler denktir.

a) Vf e(C[0,2r] igin hm‘

Fpd = F ” =0, (p ye gore diizgiin).

C[0,27]
b) f,(¥)=0,f,(t)=sint, f;(t) =cost olmak iizere hm“tp" fi—f ”

C[o, 27!]

(p ye gore diizgiin). King ve Swetits (1970).

Ispat. a = b aciktir.

b= a oldugu gosterilsin. f e C[0,27] alinsin.. f siirekli oldugundan V)0 igin

36 vardir > It—x|(§ kosulunu saglayan Vx,z €[0,27] i¢in I f)-f (t)l(g vardir.
Simdi |t —x| >0 igin

_ _ )2
:>—t5x21:>—(t ) 51

elde edilir. f, [O, 27r] araliginda sinirli oldugundan

o) - F0)<2M,

gerceklenir. x € (t— 6,27 +1—§] araligini alalim. Bu araligin boyu 27 olup
-0<x—tL2x-0

esitsizliginden lx - t| <6 bulunur. |x - t| <o igin l fx)-f (t)] <& oldugu

bilinmektedir.

Simdi 6 < x—t <27 —t araligini ele alalim. Burada

sin’ (x_tj

A2/

sin® 4
2

1<

esitsizligi gergeklenir. O halde Vx,z € C[0,27] i¢in
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sin’ (xT—t)
f@)-f)ss+2M, ———+

sin® —
2

elde edilir. Bu son esitsizligin her iki tarafina L, lineer pozitif operatorii uygulanirsa

M . x—t
L(fx)-f(0)|;x)<eL,(l;x)+2—~ sk, (smz (TJ;x]

sin? =

elde edilir. Bu son esitsizligin her iki tarafinda toplama gecilirse

- ( 2(x—t] J
5trm sin —2— 5 X
sin® —
2

1—cos? x4
M, 2
;x)<¢t, (1;x)+2—

f
pn ] S
sin? = 2
2

L (| ()= F@O)sx) S et (1) +2

tpn('f(x)_f(t)

X

1, ()= F@)];x) <et,,(1;x)+2

sin® =

M 1
S » . ;
5o ((5 (1-(cost.cos x +sint.sin x))),xJ

gerceklenir. Bu son esitsizligi takiben,

L, (f ()~ f()

1 .
;x)<t, (g;x)+2—2L_t | —(1-cost.cosx—sint.sin x);x
’ sin? 2 "\2

Mf :
(g;x) 1+ 5 (tp" (I;x)—cosxt , (cost; x)
sin” 5

= tpn

—sinx?,, (sinZ;x)F 1)

= g(t,m (Lx)- 1) +e+ Mf§ (f,,,, (1,x)—1-cosxt,, (cost; x)—cosx

. 2
Sin” —
2

—sinxt, (sint;x) —sin x)
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= g(tp" (Lx)-1)+&+ Mf5 ((tzm (Lx)- 1) —cosx(t[m (cost;x)-cosx)
sin® —

—sin x(t,m (sinf;x)—sin x))
M
< 8Itp" (Lx) —ll +e+ f5 (|t[m(l;x) —ll—cosx|tp” (cost;x) —cosx'
sin® —
2

—sin x’t,m (sint;x)—sin x|)

oldugu gortiliir. Esitsizligin sag tarafindaki ifadenin maksimumu alinarak

H = maks{e, Mf5 maks|2x|, Mf5 maks | x> |}
Sil’l2 o asxsb sin2 o a<x<h
2 2
olmak tizere,
L (| = F ) %) <11+ + H (Jf,1-1]
+ ”t,m cosf —cos t“ - ”t[m sin# —sin t”)

esitsizligi gergeklenir. b hipotezi nedeniyle

;x)sg

M VIGRNE))

elde edilir. Boylece lf (x)] < M, oldugu dikkate alinirsa
|tp,, (f@);x)- f(x)l <t, (|f(t) - f(x)l;x) + |f(x)|"tpn (1:x)- 1|
I, (f@x)— f(x)| <&

bulunur. Burada esitsizligin sol tarafinin x € [a,b] i¢cin supremumu alinirsa & keyfi

oldugundan lim”t‘lm f-f “ =0, (p'ye gore diizgiin) oldugu goriiliir.
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5. YAKINSAKLIK ORANI

Mohapatra (1977) yilinda siireklilik modiilii yardimiyla Teorem 4.1 ve Teorem

4.2°deki lineer pozitif operatorlerin yaklagim orani hesaplanmustir.

Bu bolimde oncelikle stireklilik modiiliiniin tanimi ve 6zellikleri hatirlatilmistir.

Daha sonra s6z konusu makale, teorem ve ispat teknikleri agisindan incelenmistir.

Tanmm 5.1 feC [a,b] olsun. f fonksiyonun “ sireklilik modiilii” w(f;5) ile

gosterilir ve

w(f;6) = Isulpalf )- f(x)

1 —x|<

seklinde tanimlidir. Burada & pozitif bir sabittir.

Stireklilik modiilii asagidaki 6zellikleri gergekler. Altomore ve Campiti (1914).

Ozellikler

i w(f;6)=0

il. 6, <3, =>w(f;6)<w(f;5)
iii. w(f+g;6)<w(f;0)+w(g;0)
iv. w(f;md) <mw(f;5)

V. IIZ]] , A ’nin tam deZerini gostermek iizere herhangi bir )0 sayis1
W(f3A8) < (1+[ADw(£36)
vio w(fl—x) 2|70~ £

vii. | £ (1) - f(x)| s(l’%xlﬂjw( 736)
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ispat.

i. w(f,6)=0 oldugu agiktir.

5 <6, ise |r-x|<4,

i, r— x| <0, kiimesi tarafindan kapsanir. Dolayisiyla
supremum 6zelliginden w( f,6,)<w(f,5,) bulunur.

iii. w( f+g;5)=1§ulgaf(f +8) O~ (f+2) ()|

(F+2)O—(f+2)@)|=|f (1) +2()- £ (x)-2(x)|
<[ ()1 (%)) +|g (1)~ (x)
<w(f8)+w(g:9)
. [(—x|<mé=x-ms<t<x+ms

th+m5:>|h|S5

w(f;m8)=sup f(x+mh)—f(x)|

<8

m=1
=sup|>,
lhl<é [i=0

f(x+(k+1)h)—f(x+kh)‘

m-1

<sup Y | £ (x+(k+1) k)~ f (x+Kh)|

<5 k=0
=w(f;6)+w(f;6)+...
=mw(f;0)

v. [A]sA<[A]+1<4+1

w(f;48) <w(f3([A]+1)8) < ([A]+1)w(f;6)
<(A+1)w(f30)

i WUl = sup |70 6] 210~ £ )

t-x|ss
elde edilir.

lf(t)—f(x)|Sw(f;@.é‘js(lt%ﬁ+ljw(f;5)

vii.
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seklindedir.

Simdi Klasik Korovkin Teoremi’ndeki operatorler igin yaklasim oranini veren

teoremi ifade ve ispat edelim.

Teorem 5.2 L :Cla,b] - Clc,d], [a,b] c[c,d] olmak lizere lineer pozitif operator

dizisi olsun. Eger f € C[a,b] ve x€[c,d] ise
|L,(f32) = £ )| < | £ || L, (.0) = 1]+ (L, (%) + L, x)w(f 5 1, (x))
esitsizligi gerceklenir. Burada

Ha(¥) =L, (¢ = x)";%)

seklindedir. Swetits (1979), Korovkin (1953).

Ispat. w(f;8)= sup | fO-f (x)| alalim. Siireklilik modiiliiniin 6zelliginden,

ll—xls 5

t—x|)

lf()~ f)|<w(f;
yazilir. Buradan

|f(t)—f(x)|SW(f;|t5_—xl5,,)

n

o)

|L,(f3%) = £ ()| <|L, (f 0 %) = L, (£ (x); )| +] £ )| | L, L) -]

elde edilir.

L,(1;x)—1|

<L(f@O-f@))x)+| /()]

<L, {(1 +|t;—x|}xj w(f36,)+|f(®)||L,1:x)-1]

n

:(L,,a;xm,,[";x';x]]w(f;a,a+|f<x>||f:,,<1;x>—1|

7

Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanilirsa,
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Lt %) < (L, | - 502 (L, (%5 %))

= 11, I, (%)

elde edilir. O halde
|L,(f5x) - f(x)| < W(f;@,)[L,, (1;x) +% L, (I;X)J+|f(X)|IL,, 1x)-]]

gerceklenir. &, = u,(x) segilirse

L, (1) =1+ (L, (x) + /L, (1)) w( 5 4, (x))

|L,(f3:x)— f(x)| <] f ()|

oldugu goriiliir.

Ornek 5.1 C [O,r] uzayinda

s, =3 (4]

seklinde tanimli olan Szasz Operatorii’niin R =+/r +1 olmak iizere
1
S (fi:x)—f(x)<Rw| f,—
S, (/%)= 1 () (f Fn]
sartin1 sagladigini gosteriniz.

Coziim.

S, (f3%)-f(x)|=

o ({2

o0
< e—nx Z

k=0

k!

f[ﬁj—f(x)

n

S | =

&)@ :
<e™y =i w(f;5)(—nk)%

k=0
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o158 st

k=0

(7)-

S

alinmak tizere

Il
—
%)
—
NN
=
~—~—
|
e
ezl
~~
?
=
~—
+
><I\)
2]
~~
&
=
~—'
~—
NN
Q
(=}

_ [zj/
n (2.2)

(2.1) ve (2.2) ile sart saglanir.

Simdi Teorem 4.1°deki lineer pozitif operatorler igin yaklasim oranini verelim.
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Teorem 5.3 L, :C[a,b] - C[a,b] lineer pozitif operatdrlerin bir dizisi olsun.

Her bir p,ne N i¢in p,n=1,2,... igin
|7 =t 1AM =1+ 11
esitsizligi elde edilir. Burada
H, =1, (@ =275
seklindedir. Mohapatra (1977).
ispat.

x,te [a,b] ve 0 pozitif bir say1 olmak tizere |t - x| >0 iken

FO-f@|<w(f;

t—xl)=w[f;|t%sxléjs[l+|t?7x|)w(f;5)

gl w(f;6)
<1+ ,

gerceklenir.
Esitsizligin her iki tarafina L, lineer pozitif operator uygularsak,
2
[F =]
62

L,,(lf(l‘)—f(X)I;X)SL,,[W(f;5)+ W(fﬁ)}

oldugu goriiliir. Her iki tarafin toplamlarim alirsak,

|2

|r—x
52

L ()~ F(%) ;x)St,,,,[W(f;5)+ W(f;c?)J

2-
X

2
;x)”

=1, (w(f;é');x)+(w(f;§)Jtpn (lt—x

[=X

tpn (

<t,, (w(f;6);x)+( p
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w(f;0
=t, (w(f30); x)+( (f )J'u”"
H,, >0 oldugundan x, =& alalim.

—w(f: ), (1) + W(f ),

t (| ;X )<(t,,,,(1 x)+;;”" )W(f ;6)

elde edilir.
G0 = 1, (F @):)| | £ ¥) =1, (F ()3 + [t (F @) =1, (£ (2); )|
=[f@1=1,, G|+ |1, (FO) = £(x):x)
<|f@|[t-1,,@Gx)|+1,, (£ - f@)];:x)
= [ @11, 0|+, @x) +Dw(w,,)
£ =t,, PO < | el =1 e+ 2,

Bu ise ispat1 tamamlar.

Teorem 5.4 L, :C[0,27] — C[0,27] ile taniml lineer pozitif operatdrlerin bir dizisi
olsun. Her bir p,ne N i¢in p,n=1,2,... i¢in

[t f = A< U2 =1+ et 141
esitsizligi elde edilir.

Burada

r—x
=1t (sin’ (T) 5%)

lu pm

seklindedir. Mohapatra (1977).
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Ispat. xe(t-6,27+t-5] aralgm alalm. Bu araliin boyu 27

-0 <x—t<27 -9 esitsizliginden |x = t| < ¢ bulunur.

|x—1| <& igin | f(x)— f(1)| < & oldugunu biliyoruz.

Simdi —6 <x—t <27 —¢J araligini ele alalim.

. [ x—t
o x—t 2x-6 o [ %=1, & sm( 2 j
—(——( =>sin| — [(sin—=> —————<%<1
22 2 2

sin —
2

o

sin — sin —
2

If— | sin(lt;xlj 5 sin(t_xj s
If(t)—f(x)ISw(f;sin[TxD=w f;—sin; < 1+—§— w(f;sinaj

IA

sin’ (E_—xj
1+—2 w(f;sing—]

()
F0-rel<| 1+ ——2— w( f;sinaj

Her bir p,n=1,2,... igin ¢, pozitif ve lineer bir operatdrdiir.

[r =

sinz[ J
L, (lf(f)—f(x) ;X)SL,, W(f;Sing)+—-2—w(f;sing)

sin® =

oldugu goriiliir. Her iki tarafin toplamlarini alirsak,

[r=~

sinz[ 5 ] 5
;x)Stlm w(f;sing)+—5w(f;sin5)

sin’® =

L (SO = f(x)

31
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. 0
;8in—
ain 0 ). W(f 2) [ Jt—x]
=1, |w f,sm; ;X +—5tp” sin > ;X
sin® —
2
t_
- (sin2 M;x)
2

w(f;sinéj
B s 0 2) ,
=1,,|w f,smE X |+———u,,

sin®? =
2

. 0
[ s w(f;smEJ
&l w(f;sm;j;x]+—

sin? =
2

H,, >0 oldufundan x, = sing alalim.

s w(f;singj
= w(f;sinzjtp” (l;x)+—2,ui"

pn

- (|f(t)—f(x)l;x) S[tp,, (Lx)+ z!’"z ]w(f;sing)

pn

elde edilir.
|01, (F @) )| < | £ ) =1, (L )3 )|+ [t (F @) =1, (£ (3); )
=[S @|[L=1,, x| +]t,, (FO) - f£(x):)
<|f@|1-1,, G|+, |FO - f(x)];x)
=|f 1=, 0|+, (%) + Dw(w,)

s =<1 Mt =1+ [ 1)

Bu ise ispat1 tamamlar.
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