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OZET
A - TOPLANABILME VE POZITIiF LINEER OPERATORLER

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Ik béliim giris kismina ayrilmistir.

Ikinci boliimde, temel tanim ve kavramlar tanitilip bunlara iliskin bilinen

bazt sonucglar hatrlatilmistir.  Uglincii  boliimde, C[a, b],Czﬂ ve

C ( K) uzaylarinda tanimli lineer pozitif operator dizileri i¢in Korovkin tipli

teoremler incelenmistir. Dordiincli boliimde , toplam silireci metodu
kullanilarak gelistirilen korovkin tipli yaklasim teoremleri incelenmistir.
Besinci boliimde, dordiincii boliimde verilen teoremler i¢in yaklasimin

orani hesaplanmistir.

Anahtar Kelimeler: Korovkin Teoremi, pozitif lineer operatorler,
A -toplanabilme



SUMMARY

A - SUMMABILITY AND POSITIVE LINEAR OPERATORS

This thesis consists of five chapters. The first chapter has been devoted to
the introduction. In chapter two, the basic definitions and consepts have ben
recalled and some results concerning these concepts have also considered.

In chapter three, we obtain Korovkin type approximation theorems for

linear positive operators on C[a,b],C,.,and C(K). In chapter four,

Korovkin type approximation theorems developed with the help of
summation process has been analysed. In the final chapter, the rate of

convergence has been examined for theorems given in chapter four.

Keywords: Korovkin Theorem, positive linear operators, A -

Summabiltiy.
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1.GIRIS
Klasik Yaklasim Teorisi, Alman matematik¢i Karl Weierstrass’in sonlu

aralikta stirekli olan her fonksiyona bu aralikta yakinsayan bir polinom olacagini ispat

etmesiyle baslamistir. Bir¢ok matematik¢i bunun ispatin1 farkli sekilde ele almustir.

Ornegin Bernstein polinomlarinin C[O, 1] uzayindaki fonksiyonlara diizgiin yakinsadigini

ispatlamistir. Daha sonralar1 lineer pozitif operator dizilerinin yaklagim 6zellikleri iizerine

galisilnustir. Dolayisiyla (L, )ne‘ dizisinin siirekli bir fonksiyona diizgiin yakinsak olmasi

icin gerekli sartlar nelerdir sorusu akla gelmektedir. Bu sorunun cevabini iki matematikgi
Bohman (1952) ve Korovkin (1953) birbirinden bagimsiz olarak bulmuslardir. Bu
sonuclar bircok matematik¢inin bu yaklasimlar1 farkli uzaylara genisletmesine kaynak
saglamistir. Boylelikle Yaklasim Teorisi’nin 6zel bir dali olan Korovkin Tipi Yaklagim

Teorisi ortaya ¢ikmustir.

Kompakt bir aralikta siirekli fonksiyonlarin yaklagimi hakkindaki klasik Korovkin
Teoremi, bir lineer pozitif operatdor dizisinin birim operatdre yakinsayip
yakinsamayacagina iliskin sartlar1 belirler. Burada pozitif lineer operatdr dizisinin birim
operatore yaklasmamasi durumunda yakimsaklik kaybini gidermek igin Cesaro tipli
toplanabilme metotlarin1 kullanmak yarar saglar (Bojanic ve Khan 1992). Fejer, Cesaro
metodunun siirekli periyodik fonksiyonlarin Fourier serisini yakinsak yapmada etkili

oldugunu gostermistir.

Yaklagim Teorisi’nde son zamanlarda matris toplanabilme metodu kullanilarak lineer
pozitif operatdr dizilerinin yakinsakligi c¢alisilmaktadir. Bu tezde 1983 yilinda T.
Nishishiraho tarafindan bir matris toplanabilme yOntemi kullanilarak gelistirilen

Korovkin tipli yaklagim teoremleri incelenmistir.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR
Bu boliimde ihtiya¢ duyacagimiz temel tanim ve kavramlari verecegiz.
2.1. Lineer Pozitif Operatorler

Tamm 2.1.1. X bostan farkli bir kiime, F reel veya kompleks sayilarin bir

cismi olsun.
+: XxX > X
. FxX > X

fonksiyonlar1 asagidaki 6zellikleri sagliyorsa, X kiimesine F cismi Uzerinde bir

lineer uzay (vektor uzay1) denir.

VX, ¥,ze X ve Va,beF icin
L) X+y=y+X,
L) (x+y)+z=x+(y+2),
L,) x+6=0+Xx olacak sekilde &€ X vardur,
L,) ¥xe X igin x+(—x)=(—x)+x=0 olacak sekilde bir —x e X vardr,
L) 1.x=x,
Ls) a(x+y)=ax+ay,
L,) (a+b)x=ax+bx,

L;) a(bx)=(ab)x.

Tamim 2.1.2. Vektor uzaylari tizerinde tanimli doniisiimlere operator denir.



Tammm 2.1.3. X ve Y aym cisim tzerinde iki linecer uzay olmak uzere

L: X —Y operatorii verilmis olsun. Eger,
Vx,yeX ve Va,beF icinL(ax+by)=al(x)+b.L(y)

sartlar1 saglaniyorsa L' ye lineer operator denir Maddox[14].
Tammm 2.1.4. X, Y vektor uzaylar1 ve L:X —Y lineer operator olsun. L
operatorinln x noktasindaki degeri L( f; X) =g (X) seklinde gosterilir.

X uzaymndan alman her f >0 fonksiyonu icin L(f)>0ise L operatoriine
pozitif operator denir.

Tanim 2.1.3 ve Tanim 2.1.4°1 saglayan L operatoriine lineer pozitif operator

denir.

Teorem 2.1.5. X,Y vektor uzaylari, L: X —Y lineer pozitif operator olsun. Bu

taktirde,

a) L operatorii monoton artandir.

b) |L(F)|<L(f])

kosullar1 saglanir.
Ispat

a) f <g olsun.
f<g=9g-f>0 =L(g)-L(f)>0=L(g)>L(f)
elde edilir. Boylece L operatdriinii monoton artandir.
b) —L(| f |) <L(f)< L(| f |) oldugunu gosterirsek istenilen elde edilir.
—| f|< f <|[f|= L[ f)<L(f)<L(f]

—=—L(f)<L(f)<L(f]



:>|L(f)|£L(|f|)

Tamm 2.1.6. X kompleks veya reel vektér uzay: olmak tzere || |: X —O
fonksiyonu asagidaki 6zellikleri sagliyorsa bu fonksiyona X (izerinde bir norm

ve (X|| ||) ikilisine de normlu uzay denir. Wx,y e X ve 1 F olsun.
N,) [X|=0<=x=6,
N) [Ax]|=|A].|].

Na) [x+yl <X +]v]-

Tamm 2.1.7. X bostan farkli bir kiime ve d: X x X —[] fonksiyonu, agagidaki
ozellikleri sagliyorsa bu fonksiyona X uzerinde bir metrik ve (X , d) ikilisine de

metrik uzay denir. Vvx,y,z e X olsun.
M,) d(xy)=0=x=y,

M,) d(x,y)=d(y,x)

M,) d(x,y)<d(x,z)+d(z,y) [14].

Tamm 2.1.8. (X,d) metrik uzay ve (x,) bu uzayda bir dizi olsun. V& >0 icin

m,n>n, oldugunda d(x,,X,)<& olacak sekilde bir n=ny(¢) varsa (x,)

dizisine Cauchy dizisi denir.

Tamm 2.1.9. (X,d) metrik uzay ve (x,) bu uzayda bir dizi ve xe X olsun.
Ve>0 icin n>n, oldugunda d(x,Xx)<e olacak sekilde bir n=n,(¢) varsa

(Xn) dizisine yakinsaktir denir.

Tanimm 2.1.10. (X , d) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi X' in bir elemanina

yakinstyorsa (X , d) ’ye tam metrik uzay denir. [14].



Tamim 2.1.11. Tam ve normlu bir lineer uzaya Banach uzayi denir.

Tamm 2.1.12. (X,d,) ve (Y,d,) iki metrik uzay ve f:X —Y bir fonksiyon

ae X olsun. Ve>0 sayist igin dl(x,a)<5 oldugunda dz(f(x),f(a))<g
olacak sekilde 36 >0 sayis1 varsa f fonksiyonu a noktasinda siireklidir denir.
Eger, f fonksiyonu Wxe X igin sirekli ise f ‘ye X uzayinda siireklidir,

kisaca streklidir denir.
2.2. Temel Toplanabilme Kavramlari

Bu kisimda tezde ihtiya¢ duyacagimiz matris toplanabilme metodundan ve

buna iliskin bazi sonuglardan sz edece@iz. Oncelikle matris toplanabilme

metodunu hatirlatacagiz sonra da A - toplanabilme kavramu ile ilgili baz1 bilgiler

verecegiz.

Tamm 2.2.1.  A=(a,),k,n=123,... sonsuz matris ve bir x=(x,) dizisi
verilsin. Reel ya da kompleks terimli x dizisinin “A—donlszim “ dizisi

AX = (( AX), ) ile gosterilir. Ayrica

(AX) = Z a, X,
k=1

seklinde tanimlanir. (Burada her bir n igin seri yakinsak kabul edilmektedir.)
Eger,

lim(Ax) =L

n—o0

kosulu gergekleniyorsa X dizisi L degerine “A—toplanabilir” denir. Eger her

yakinsak (x,) dizisi icin limx, =L oldugunda lim(Ax) =L kosulu

Nn—o0 nN—oo

saglaniyorsa A reguler matris adimi alir [14], [5].



A:(ank) matrisinin regiiler olmasi asagidaki Silverman-Toeplitz Teoremi ile

karakterize edilir.

Teorem 2.2.2. Bir A= (a11k )matrisinin regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

i)supi|ank|<oo ,

n k=1
if) Her k icin a, :Iirfnank =0,
i) lim> a, =1
n—ow k=1
kosullarinin saglanmasidir [5],[ 14].
Bell[2], ve Steiglitz[22] Tanim 2.2.1° deki diisiinceyi kullanarak A=(ahk)
matrisi yerine A = {A(”)} :{ fq”)} matris dizisini alarak daha genel olan asagidaki
tanimi1 vermislerdir.
Tamm 2.2.3. A :={A(")}={aﬁj”)}, k, j=1,2,3,... sonsuz matrislerin bir dizisi

olmak tizere, verilen bir x=(x; ) dizisi igin

IimZaﬁj")xj =L, (n ’ye gore diizgiin)

k—o0 =1

kosulu gergekleniyorsa (xj) dizisi L degerine “A —toplanabilir < denir [2],

[22].

Eger Vnell icin A™ =A ise A —toplanabilme klasik matris toplanabilmeyi

Verir.

| birim matris olmak tizere, Vnell icin A™ =1 ise A — toplanabilme klasik

yakinsakliga indirgenir.



2.3. Sureklilik Moduli

Bu kisimda 4. Boliimde yakinsaklik orani olarak adlandirilan hesaplamay1

yaparken kullanilacak olan siireklilik modiilii kavrami ve 6zellikleri verilecektir.

Tamm 2.3.1. f eC[a,b] olsun. f fonksiyonunun streklilik modiili w( f,5)

seklinde gosterime sahip olup

w(f,8)= sup [f(x)—f(t)

xe[ab] [x-tl<s

seklinde tanimlidir Altimore[1].

Teorem 2.3.2. Siireklilik modiilii asagidaki 6zellikleri saglar.
(i) w( f,5)=0

i)  5<8=w(f5)<w(f,s)

(iii) w(f+g,8)<w(f,5)+w(g,0)

(iv) w( f,ms)=mw(f,s)

v)  2eRicin w(f,A8)<(A+1)w(f,5)

(vi) w( f.jt=x)=|f (t)—f(x)

(vii) ‘f(t)—f(x)‘s(%ﬂ}w(f,é)

Ispat.
(1) W( f,o ) >0 oldugu agiktir.
(i) 0,<0, Iise |t — X| <9, |t - X| <0, kiimesi tarafindan kapsanir.

Dolayistyla supremum ozelliginden W( f ,51) < W( f ,52) bulunur.

(iii) W(f +g,5)§w(f,5)+w(g,5) oldugu aciktir.



(iv) w(f,ms)= sup
t-xj<m.5

t,xe[a,b]

f(t)- (%)

w( f;m8)=sup|f(x+mh)-f(x)

[hj<s

=sup
[hj<s
hefa b]

Z[f (x+(k+1)h)- f (x+kh)]

k=0

m-1 ‘

swpf‘f (x+(k+1)h)-f (x+kh)‘

<5 k=0
<w(f;8)+w(f;8)+..+w(f;5)
=mw( f;5)

(v) Ael icin [ A< A<M +1<a+1
= w( f;25)<w(f;(]4]+1)5)

(A1) 1:0)
<(A+1).w(f;9)

(vi) w( fit—x])=sup [f(t)=f(x)|z|f(t)-f(x)
elde edilir.

(i) [f(t)—f(x) sw(f;@.é}s[%ﬂ}w( f;0)

seklindedir.



3. KOROVKIN TEOREMLERI

Bu boliimde yaklasimlar teorisinde onemli bir yeri olan 1953’te Korovkin[10]

tarafindan verilen yaklasim teoremlerini ve bu teoremlerin ispatlarini verecegiz.

Burada kullanilan C[a,b] uzay1 [a,b] araliginda tanimli reel degerli siirekli

fonksiyonlar uzayi olup
[Flegesy = 300 | (x)
normuna gore Banach Uzay1’dir.

Teorem 3.1. L, :C[a,b] —C[a,b] lineer pozitif operatdrlerin dizisi olsun.
f.(t)=t', i=0,12 olmak tizere asagidaki 5nermeler denktir.

(i) vf eC[a,b]icin Iir5n||l_nf - f||C[a'b] =0.

(i) tim[L, (f,)- f;]|=0 [20].

Ispat. Yeterliligin ispat1 agiktir. Ciinkii, Vf eC[a, b] icin esitlik saglandigina
gore f,(t)=1,f,(t)=t, f,(t)=t> ile verilen fonksiyonlar C[a,b] uzaymnm
eleman1 oldugundan istenen esitlik saglanir.

Simdi gerekliligin ispatina gegelim.
f eC[a,b]oldugundan Ve>0 igin |t—X| <0 kosulunu saglayan Vt,x igin

| f(t)—f (X)| < ¢ olacak sekilde 35(&) vardir dyle ki

2
t—x>5 ise @zlz(t_x) >1

olur. Buradan,

2

[£(t)— £ (0] <|f (1)) 4] (x)] < 2™, <2Mf%



elde edilir. Buna gore tim [J -de

oldugu goriiliir.

Bulunan son esitsizlige L, lineer pozitif operatdri uygulanirsa,

L

f(t)-f (x)‘;x)<L{g+2Mf (t;;()z ;x]

2M,

L (| ()= fF(x)]:x) <L, (LX) + '52 Ln((t—x)z;x)

=L, (Lx)+ 2M, {Ln (t%:x) = 2xL, (t:x)+ XL, (% x)}

52

=el, (Lx)+ 2;/? {(Ln (tz;x)—xz)

=2 (L, (%) = x)+x* (L, (% x)—1)}

=e+e(L, (Lx)-1)+ Zg/lzf {(Ln (tz;x)—xz)

—2x( L, (%) —x) +x* (L, (LX) —1)}

<e+ell, (l;X)—l|+22‘/|—2f{

2|

L, (t;x) = X|+[x*

L, (:L X) _1‘}

oM,
<e+e|L1-1+ = (

%f—xﬂ—ZMﬂJ—ﬂhbﬂﬂ#—m)

elde edilir. Burada n — oo igin limit alinirsa

I_n(|f(t)—f(x)|;x)<g (3.1)

10



bulunur. Simdi de
IL.f-f|= SFE]‘L"“ (t);%) - f (x)|>0,(n—>)

oldugunu gosterelim.

L (F(00) 1 O0f=[L (£ 036) L, (F ()L, (F ()~ ()

< (110 £ () (9 (5001
<L (1101 (0 ) 1 ()

esitsizligi gerceklenir.

Hipotez ve (3.1) nedeniyle Vvf eCl[a,b] igin lim sup |L, (f(t);x)— f (x)|=0
" xefab]

xe[a,b

oldugu goriiliir.

Ornek 3.2. C[O,l] deki Bernstein operatoriiniin Korovkin teoreminin sartlarin

sagladigini gosteriniz.

Cozuim. C[0,1] de verilen Bernstein Operatorii

oo

seklinde tanimli olup,

B, (L x)

Il
It

1(:} X (1-x)"" =(x+(1-x))" =1

bulunur. O halde Iirfn||Bn1—]J| =0 oldugu agiktir.

11



. _ n E n k _ n—-k
Bn(t,x)_g‘bn(ka (1-x)
n k n' Kk n-k
= — 1—
kz:ln k!(n—k)'x (1=x)
_ n-1 (n—l)' Xk+l (l—X)nikil
k=ok!(n—k—1)!
= x((l—x)+x)n*1
=X
oldugundan
limmaks|B, (tx)-x/=0
elde edilir.

v L (n—l)!
e A Py T

X (1~ x)”fk

n-2 (n —1)! K2 n2-k N1l (n _1)! K+l n-1-k
= 1- N e L
DT T T MR oy s vl i

esitligi gergeklenir. O halde,

limmaks|B, (tz; x) - xz‘ =0 oldugu goriiliir.

n 0<x<1

12



Ornek 3.3. C[0,r]” de verilen Szasz Operatdriiniin Korovkin

sartlarii sagladigini gosteriniz.

Cozim. C[0,r]’ de verilen Szasz Operatorii

S (f:%) = e‘”*Zf(n]( ;‘I)k

seklinde taniml1 olup

(L =e”XZ _e’”XeX_l
= k!

bulunur. O halde Iirfn”Snl—l” =0 oldugu agiktir.

X

oldugundan limmaks

n  0<x<r

S, (t;x)—x| =0 elde edilir.

Teoreminin



esitligi gergeklenir. O halde, limmaks

n  0<x<r

S, (%) =x’| =0 elde edilir.

Simdi periyodik fonksiyonlar uzayinda verilen Korovkin tipli yaklasim teoremi

verelim.

Teorem 3.4. C[O, 27[], 27 periyotlu siirekli fonksiyonlar uzay1 ve lineer pozitif
operatorlerin dizisi L,:C[0,27] —>C[0,2z] olsun. Bu taktirde asagidaki

onermeler denktir.

(i) v eClab]igin lim|L,  —f|,,,. =0.

(i) f,(t)=1, f,(t)=sint, f,(t)=cost icin Iipw|||_nfi—fi||:o,
Ispat. Yeterliligin ispat: agiktir. Vf EC[O, 27[] icin esitlik saglandigina gore

f.(t)=1, f,(t)=sint, f,(t)=cost ile verilen fonksiyonlar icin de istenen esitlik
saglanir.

Simdi gerekliligin ispatina gegelim.

f siirekli oldugundan Ve >0 igin 36 >0 vardir dyle ki |X—t| <0 kosulunu

saglayan VX igin

[f(x)-f(t)<e 3.2)

14



gerceklenir. f,[0 de smirli oldugundan

[F(x)—f (1) <|f(x)|+|f (1) <2™m, (3.3)
elde edilir.
Simdi X €(t—J,27+t—45] araligini alalim.
t—0<XSt-0+21=>-0<X-1<27-06

olur. Son olarak 6 < Xx—t <27 —9 araligimi alalim.

o Xx-—t o .0 . x—t
—<—< 7——>=58In—<SIh——
2 2 2 2 2

2 >1 (3.4)

elde edilir. Dolayisiyla (3.2) , (3.3) ve (3.4) ifadeleri nedeniyle,

‘f(x)— f (t)‘<g+2Mf.1

sin” - (35)
<e+2M,. 5
sin® —
2

bulunur. Bu son esitsizlige L, lineer pozitif operatorii uygulanirsa,

|Ln(f;x)— f (x)|£ L, (|f(t)— f (x)|;x)+|f (x)|.|Ln (1;x)—1|

<el, (Lx)+2M,.L, Z_x [+] f (x).

L, (Lx)-1 (3.6)

15



oldugu goriiliir.

Sinz(x—tjzl—cos(x—t)

2 2

ve siniis ve cosiniis fonksiyonlar1 27 periyotlu

oldugundan sin(x+2kz)=sin(x) ve cos(x+2kz)=cos(x)esitlikleri saglanr.

Simdi (3.5) esitsizliginde x =2kz + X yazarsak,

sin? (x+2kz —t)
| (x+2kz)—f(t)<e+2M 1<c+2M,. 2 ve

sinzé
2

Xe(t—5,27z+t—5]
X+27ze(27r+t—5,47r+t—5]
X+47ze(47rt—5,67r+t—5]

X+2Kr e (2kr +t-5,(2k +2) r+t -5 ]

oldugundan (t -0,2r+1 —5] kisitlanmasinda g¢alismak yeterlidir. Simdi (3.6)

! 3 L, (sinzw;x]
sin? =~ 2
2

#[ OOl ()4

esitsizligini tekrar ele alalim.

L, (f;x)- f(x)|<el, (Lx)+2M,.

2

1 L(l COS X.COSt —sin x.sint
n
sin® —

<ot () om, Ly (1 COOREUSNASI 1 (1)

<el, (LX) +2M, %{%[Ln (L x)—cos x.L, (cost; x)—sin x.L, (sint; x)]}

sin? =

N — oo i¢in limit alinirsa, ¢ keyfi oldugundan
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lim||L, f — £ =0

nN—o0

elde edilir.

Simdi ¢ift degiskenli lineer pozitif operator dizileri i¢in Klasik Korovkin

Teoremini verelim.

Burada |=[a,b],J=[c,d] ve K=1xJ olmak tizere C(K) vektdr uzay:

ise K tizerinde tanimli siirekli fonksiyonlarin uzay ile gosterilecektir. Bu uzay

tizerindeki norm ise
[f]= sup |f(xy)
(x,y)eK
seklinde tanimlidir.

Teorem 35. {L,} ,C(K) danC(K) uzayma tamml pozitif lineer operator

dizisi olsun. Eger,

limsup|L, (Lx,y)-1=0,
n X,y

limsup|L, (t;x,y)— X =0,
n X,y

limsup|L, (7;x,y)—-y|=0
y

Ny

ve

limsup
n X,y

L, (+7%%y)—(x*+ yz)‘ =0
kosullar1 gerceklenirse, her f e C(K) icin

limsup
n X,y

L, (f(t.z)ixy)-f(x y)\=o

saglanir.

Ispat f €C(K) alalm. O halde V& >0 igin 35(&) vardir > |[(x,y)—(t,z)| <5
kosulu saglandiginda

17



‘ f(t.7)—(x, y)‘ <g
esitsizligi saglanir.

(xy)-(t7)]

ley)=(t o))z 6 = 1=y

elde edilir. Ayrica f fonksiyonu sinirli oldugundan
[f(tr)-f(xy)<2M,
esitsizligi saglanir. Dolayisiyla

(1) +(y=r)

[f(tr)-f(xy)<2M,. =

elde edilir. O halde tim [J kimesinde

[F ()= (x y)\sg+z.Mf,(X—t)2;(v—f)2

esitsizligi gergeklenir.
2M,

‘f (t,7)—f(x y)‘Sng =2

.[x2 +y?=2(xt+yr)+t? +72]

esitsizliginin her iki tarafina L lineer pozitif operatoriini uygularsak,

L (F©)) L vy <ol )+ 2 [(€ 1y L (1)

52
—2xL, (%, y) = 2y.L (rix y) +L, (1 + 7%, Y)]

olur. Bu esitsizligi diizenlersek

18



‘Ln (f(to)ixy)-L(f(xy)x y)‘ <el,(Lxy) +22/|—2f.[(x2 +y*). (L (Lxy)-1)
-2x(L, (% y)—x) =2y.(L, (z: %, y) - y) +(Ln (t°+2%xy)— (X" + yz))}
elde edilir. O halde esitsizligin son hali
L (F (o) y) =L (F(xy)ixy)

L, (L x, Y)‘+ 25sz [(X2 + yz)- L. (Lx, y)—l‘ +2xL, (6%, y) - X

L, (+7% %, y) = (% +y2)H

<eé.

2yl (mx )=y
seklinde olup burada n — o igin limit alinirsa,
‘Ln(f(t,r);x,y)—Ln(f(x,y);x,y)‘Sg (3.7)
esitsizligi bulunur.

L (£ (e)iy) = ey <l (7 (L)) L (F (e y)iy)

L (F 0y y) = ooy +|f ()L (L y)-Y
esitsizligi gergeklenir. (3.7) nedeniyle
L(fo)ixy)-f(xy)<e
elde edilir. ¢ yeterince keyfi oldugundan,

limsup
n X,y

L (F (L)% y)= F(xy)|=0
bulunur.

Teorem 3.6. A::(A(“))z{a,(q”)}terimleri negatif olmayan reel terimli sonsuz

reguler matris, L, ,C*(DZ) den C*(Dz) ye lineer pozitif oprerator dizisi,

fo(u,v)=1 f,(u,v)=cosu, f,(u,v)=sinu, f;(u,v)=cosv, f,(u,v)=sinv

19



olsun. Bu taktirde asagidaki 6nermeler denktir.

(i) vf, (u,v)eC(0?) igin lim

n—oo

L, (f)- fiH:O'

(i) lim

n—o0

L,(f)-f|=o0.

Ispat. Yeter sartin ispat1 asikardir. Simdi gerek sartin ispatina gegelim.

vfeC” (D 2) , | ve J 27 uzunlugunda kapali araliklar olsun. (X, y)e I xJ

olmak Uzere f  siirekli oldugundan Ve>0 igin 35(5) vardir

E) |u—x| <9, |v—y| <0 oldugunda

[f(uv)-f(xy)<e (5.1)

seklindedir. Diger yandan vf e C” (D 2) oldugundan

[ (uv)—f(xy)<2|f] (5.2)
esitsizligi saglanir.Simdi 27 boyundaki (X—5,27z+x—5] ve(y—5,27z+ y—5]
araliklan diisiinelim.

5<x—u<27r—5:>é<ﬂ
2 2

()
—2>1
sinztaj
2

=

ve benzer islemlerle

sinz(y_vj
sin2( j
2

elde edilir. V(u,v)e(x—6,27+x—-8]x(y—6,2z+y—4] icin
20



2| f]

[ (uv)—f(xy)<e+ 5 »(u,v) (5.3)
f02
sin“| —
)
bulunur. Burada
Cafu=x) . (y-V
@(u,v)=sin (—2 j+sm (—2 )
:%[2—cosu.cosx—sin X.8inU —Cos y.cosv —sin y.sinv] (5.4)
seklindedir. (5.4)’ e L, lineer pozitif operatdrii uygulanirsa,
Ln((p;x,y):%[ZLn(fo;x,y)—cosx.Ln(fl;x,y)—sinx.Ln(f3;x,y) 55)

—cosy.L, (f;xy)-siny.L (f;xy)]

elde edilir. Simdi (5.3)’e L, lineer pozitif operator uygulanirsa,

L ((Fxy) = F Oey)) e+ (a4 F]) [ (forx )= fo(x y)H%Ln(w:xl Y)

saglanir. Bu esitsizlikte (5.5) esitligini kullanirsak

L ((Fixy)= T (uy) < e+||f||+% L ((fxy)- (%)

L, ((fx )= f,(xy))

sin’

ETmp—

N

+‘Ln ((fyxy)— f5(x, y))‘+ L, ((fixy)—f, (%, y))‘} (5.6)

yazilabilir. Bu esitsizligin supremumu alinirsa
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[ f =< e+ Bt fo = fol+b = il +L fo = ol L fo = Fof + L Fu = o)

bulunur. Burada

2| 1|
ﬂnz(éj
2

dir. Boylece elde edilen son esitsizlikte N — oo i¢in limit alinirsa istenen sonug

B=c+|f|+

elde edilir.
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4. TOPLANABILME VE KOROVKIN TiPLIi TEOREMLER

Bu bolimde Nishishiraho[17] tarafindan A-Toplanabilme metodu kullanilarak

gelistirilen Korovkin tipli yaklagim teoremleri ve bu teoremlerin ispatlar

incelenmistir.

Tamm 4.1. A :{A(“)}:{aﬁj"’}, k,j=12,3,... reel terimli sonsuz matris dizisi
olmak tizere, her j icin L, :C[a, b] —>C[a, b] lineer pozitif operator olsun. Eger
her f eC[a,b] igin {Lj(f)}dizisi f fonksiyonuna A—Toplanabilir ise yani her

f eC[a,b] icin

lim

k—>0

Za(“’L H =0, (n ‘ye gore diizgiin)
kosulu gergekleniyorsa {Lj} dizisine “A —toplamsireci‘ ad1 verilir.

L, , C[a,b] uzaym C[a,b] uzaymna déniistiiren her bir n,k €[] igin

J )

L; (1) <o (4.1)

>al
j=1

kosulunu saglayan lineer pozitif operatdrlerin bir dizisi olsun. Bu durumda her

bir n,k el ve vf eC[a,b] icin
B (f;x)= zaﬁ)L (F():x) , k=123,..

ile taniml1 operatorii ele alalim.

(n) _
G

<supZa‘”)L (‘f (t)): )

Xe a. b] j=1
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< sup 3" allL (|

xe[ab j=1

<| | sup Za(”)L (Lx)

Xeab

<|f]|8" @)
elde edilir. Burada (4.1) kosulu nedeniyle B operatoru her bir n,k i¢in anlamh
olup B™(f)eB[a,b]olur.

Simdi [17]’deki toplam siireci yardimiyla gelistirilen Korovkin tipli teoremleri

ve bu teoremlerin ispatlarini verelim.

Teorem 4.2. A:z(A(”)):(aﬁj”))terimleri negatif olmayan reel terimli sonsuz

matrislerin bir dizisi olsun. L, , C[a,b] den C[a,b] ye déniisiim yapan ve (4.1)
kosulunu saglayan lineer pozitif oprerator dizisi, f,(t)=t',i=0,12 olsun. Bu

taktirde asagidaki onermeler denktir.

(i) Vi eC[a, b] icin IikaBlﬁ”)f - fH =0, (n’ye gore diizgiin ).
(ii) IikaBlE") (f)-f, H =0, (n’ye gore diizgiin ).

Ispat. Yeterliligin ispati aciktir. Ciinkii, Vf eC[a, b] icin esitlik saglandigina
gore f,(t)=1,f,(t)=t, f,(t)=t> ile verilen fonksiyonlar C[a,b] uzaymnm

elemani oldugundan istenen esitlik saglanir. Simdi gereklilik kismini

ispatlayalim.

vf eC[a,b] alalim. O halde Ve >0 igin [t—x| <& iken Vt,x icin

[f(t)-f(x)|<e
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|2

. t=Xx
yazilir ve |t - X| >0 ise |—2 >1olacagindan ve f simirli oldugundan
1)

t—x)2

(0= (0] <] 0} ] (] s2m, L2

oldugu goriiliir. Bu durumda tiim [J *de

‘f(t)—f(x)‘<g+2|\/|f,(t;_;()2

olur. Bé”) lineer pozitif operatdr oldugundan

B (F (1) x)— f (X)| <[BM(F (1)) = BO (F(x); )] +[B& (£ (x); %) = £ (X))

<BM ([T @) - F () +]F [ [B" (LX) -1

<B" [8+2|\/| (5) xJ+|f(x)| B{” (15 %) 1)

=B (Lx)+ 2(';"* B [(t—x)z;x}+|f(x)|.\|3§")(1;x)—q

2M
=B (LX) + — [Bé") (1% %) -2xB" (t;x)+ X* B (1 x)]

52

+| £ (0].[B" @ %) -1

elde edilir. Bulunan son esitsizlikte k —oo i¢in limit alimirsa, ¢ keyfi

oldugundan,
vf eC[ab] icin IirEnHBlﬁ”) . —fH (n'ye gore diizgiin)
oldugu goriiliir.

Simdi ¢ift degiskenli fonksiyonlar igin Teorem 3.5 ‘te verilen Klasik
Korovkin Teoreminin toplam stireci kullanilarak gelistirilmis hali olan asagidaki
teoremi ve bu teoremin ispatini inceleyelim.

25



Teorem 4.3. A= ( ) al((J terimleri negatif olmayan reel terimli sonsuz

matrislerin bir dizisi olsun. L;:C(K)—C(K) olmak tzere (4.1) kosulunu

saglayan lineer pozitif opreratdrlerin bir dizisi olsun.

Bu taktirde n’ye gore diizgiin olarak

Ilmsup
Y

B (L, (Lx,y))-1=0
(

limsup B (L, (t;x,y))- ‘

X,y

I|msup
X,y

(
y Blf”)(L (t*+7%x, y))

(”)(Ln T X, y)) ‘ 0

kosullar1 gergeklenirse, Vf € C ( K) icin

Ilmsup
X,y

B™ ( f(t.7);x, y)— f(x, y)‘ =0, (n’ye gore diizgiin )

dir.

fspat. f eC(K) alahm. Ve>O0igin 35(&)vardir > ||(X, y)—(t,z')||<5
kosulunu saglandiginda
1f(tr)-(xy)<e

elde edilir. Buradan

[c<y)-(to)]

)~ )20

(ot (y=r)
52

oldugu goriiliir. Ayrica f fonksiyonu sinirli oldugundan

|f(t,r)—f(x,y)|£2M

esitsizligi saglanir. O halde
26



(x=t)" +(y-7)’
52

|f(tr)-f(xy)|<2M;,.

gerceklenir, dolayisiyla tiim [0 klmesinde

|f(to)-f(x y)\sg+2.|\/|f,(x‘t)z;(Y—T)2

esitsizligi saglanir.

2M
[f(tr)-f(xy)<e+ §2f .[x2+y2 —2(xt+ yr)+t2+z'2]

esitsizliginin her iki tarafina B" lineer pozitif operatériinii uygularsak,

Béﬂ)(Ln (f(t.7):x, y))_BIEn) (Ln (f(xy)ix y))‘ SaE’qfn)(Ln(l;X, y))

ng .[(x2 +y°)B" (L, (Lxy)) 2xBP (L, (%, y)) —2y.BP (L, (7%, ¥))

+BM (Ln (t2 +720X, y))}

+

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik diizenlenirse,

B (L, (f(6.7)%y)) =B (L (F (6 ¥)i%y))| <2BO (L, (LX)

20 4y B (L (59) 1) 25 (B0 (1 (%))

-2y.(B™ (L. (%, ¥))-) +(Bé"’(|-n(t2 +7X, y))‘(X2 +y2))}

bulunur. Dolayisiyla esitsizligin son hali

80 (L (7)) B (L, (£ (9)559)

B™ (L, (Lx,y)) + 2g/|2f .{(x2 +y?).

<e&.

B (L, (L, y))—l‘

+[2x[.

B (L, (1% y) | +[24].

B (L, (t:x )~
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+2y].

B (L, (zix,y) - y] +[BO (L, (€ + 21 y))—(x2+y2)}

olur. Burada k — oo igin limit alinirsa,

B™ (Ln (f(t7);x y))— B (Ln (f(xy)ix, y))‘ <¢ (4.2)

esitsizligi bulunur. Bu taktirde

Bk(”)(Ln(f (tz)ixy))-f(x y)‘g

—+

8 (1 (1 (12 %) -8 (L (1))
BO (L, (F(xy)ix )= f (%)

B (L, (Lxy)) -

+ £ (%),

gerceklenir. (4.2) nedeniyle bu son esitsizlik

Bk(n>(Ln(f (t,7);x, y))— f(x, y)‘<g
halini alir. ¢ >0 keyfi olduguna gore,

limsup
k X,y

B (|_n ( f(t.7);x y))— f(x, y)‘ =0,(n'ye gore dizgin)

bulunur.
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5. YAKINSAKLIK ORANI

Daha onceki bolimlerde L, ( f) fonksiyon dizisinin f fonksiyonuna belirli

kosullar altinda yakinsamasina iliskin teoremleri incelemistik. Burada

L, ( f;x)— f (X) farki sifira yakinsayan bir fonksiyon dizisi olarak g6z onune
almabilir. |L, (f;x)—f(X)|<p, esitsizliginde S, -0 olacak sekilde kiigtilen
B, dizisi bulunabiliyorsa g, nin sifira yaklasim hizi Ln(f)’in f e yaklasim

hizin1 degerlendirmemize yardimei olur.

Bu boliimde [11] ve [20] kaynaklart incelenmistir ve siireklilik modiilii

kullanilarak bulunan yaklasim oranlarina dair olan teoremler verilmistir.

Teorem5.1. L, :C[a,b]—>C[c,d], ([c,d]<=[a,b]) lineer pozitif operatorlerin

dizisi olsun. xe[c,d] ise

L (%)= (0] <] £ ()

L, (1;x)—1‘+[Ln (Lx)+4/L, (1;x)}.w(f;an(x))
esitsizligi gerceklenir. Burada o (X) =L, ((t - X)2 ; X) seklindedir.
Ispat Streklilik modiltiniin 6zelliginden
[t—x| [t —x|
f(t)—f <w| f;——0 || 1+—— |w(f;0
r0-r0o<uf 16505 )< 1 o
saglanir. Burada esitsizlige L, lineer pozitif operatorii uygulanirsa,

L (F50) = £ (0] (F(0)= 1 ()i

L, (f(x);x)-f (x)‘

<L,

f(t)-f (x)‘;x)+‘f (x)|.

L, (Lx)-1

SW(f;d).{Ln(l;x)vLM}r [ ()L ()Y

bulunur. Bu esitsizligin sag tarafina Cauchy-Schwartz esitsizligi uygulanirsa,
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[l [ ]

o

L (1)~ F (0] <w(F:6) | L, (1)

#1001 (L)Y

elde edilir. O halde «,(x)= [Ln ((t —X)2 ; X)}% alinirsa,

Ln(f?x)—f(X)\<w(f;a).[Ln(l;x)+“n(X) Ln(l;X)}

5
H ()L (%)Y

0 =, alinirsa,

L, (f:x)—f (%) <w(f ;oen(x)).[Ln (Lx)+4L, (1;x)}+‘f (x)|-

L, (%)~
bulunur. Bu ise aranan sonugctur.

Teorem 5.2. L, :C[0,27]—C[0,27] pozitif lineer operatorlerin bir dizisi ve

vf eC[O, 27z] olsun. Bu taktirde

L= f <] L @) =g+ wis ) L 1)+

esitsizligi gerceklenir. Burada

drr.

Ispat x e [O, 272'] alalim ve t e R"olsun.

§<|t—x|£7r:>|t—x|<7r.sin@
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seklinde olup

£ (t)—f (x)|<w(ft—x])= W('t%;)q.éj

elde edilir.
£ (t)=f(x) s{ug—jsinz(@ﬂw( f;0)

oldugu goriilir. Bu ise [t—x|<& ve t—X|>J oldugunda k eZ olmak Uzere

|t + 2k — X| <0 esitsizliginin saglandigini gosterir. Dolayisiyla tiim [] ’de

| (t)—f () s{ug—jsinz(@ﬂw( f;0)

esitsizligi gergeklenir. Bu esitsizlikte her iki tarafa L, operatorii uygulanirsa,

bulunur. Burada g, >0 ve &=y, alinirsa;
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L (F (0 (00| {1, @) 42} w( P14 ) + £ (0L, (1)1

L@+ OOl @)Y

< W( M )
elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Burada dikkat edilmelidir ki n — o i¢in g, — 0 oldugundan

L (f (0:%)-f (9]0
dir, bu da ispat1 tamamlar.

Simdi [20]de verilen teoremi inceleyelim.

Teorem 5.3. A::(A(")):(aﬁj”))terimleri negatif olmayan reel terimli sonsuz

matrislerin bir dizisi olsun. L :C[a,b] > C[a,b] (4.1) kosulunu saglayan lineer

pozitif opreratorlerin dizisi olsun. Bu taktirde
[B" ()=t <8O @ -1+ wied). B @+
esitsizligi gergeklenir. Burada
() =B t-x)?
dir.

Ispat. Siireklilik modiiliiniin dzelliginden

[£(t)-f(x)|< W( f ;@.5} S[l+%].w( f;0)
oldugunu biliyoruz.
B (£ )30 — F (%) <[BO (£ (£):) = BM (£ 3]+ B (F 005 ) — £ (X))

<B™ (|0 - f():x)+| 9B -1
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<B" (HEFTXEJ.w(f,a);x} £ (0)].[B" @) -1

<B" £1+(t_x) J.w( f ,5);x]+| f(0)].[B" @ -1

o

<w(f,5)| B (1)+ B§”>[—(t5§ ) ;x}]+|f(x)|.‘8§”)(1)—1‘

=w(f,s5)|B" W)+ B." ((t—x)2 ; x)}+| f(%)|B" @ -1

elde edilir. Burada

5=u" = \/Blﬁn) ((t — x)2 ; x)

alinirsa,

oldugu gorullr. Bu da ispat1 tamamlar.

B ()~ f]| <w(s")

B" (1) +]” +f]B" @
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