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OZET

CEVRIMICI DESTEK VEKTOR MAKINELERI TABANLI MODEL
ONGORULU DENETIM
YUKSEK LISANS TEZI
MERVE TOPALOGLU
PAMUKKALE UNIVERSITESI FEN BiLIMLERI ENSTITUSU

ELEKTRIK-ELEKTRONIK MUHENDISLiGi ANABILIiM DALI
(TEZ DANISMANI: PROF.DR. SERDAR IPLIiKCI)
DENIZLi, AGUSTOS - 2014

Tez ¢alismasinda, destek vektor makinelerinin (SVM) ¢evrimigi egitimi
i¢in Onerilmis bir yontem olan ¢evrimici destek vektor baglanimi algoritmasiyla,
destek vektorii yapilarina dayali bir denetim yontemi olan daha dnceden dnerilmis
Destek Vektér Makineleri Tabanli Model Ongériilii Denetim (SVM-Tabanl
MPC) yontemini birlestiren ¢evrimi¢ci SVM-Tabanli MPC yontemi hem dogrusal
sistemlere hem de dogrusal olmayan sistemlere uygulanmistir. Bu yontem,
denetimi yapilacak sistemin bos bir modeliyle baslayarak modelleme ve denetim
siireglerini paralel olarak yapmaktadir. Benzetim sonuglari, ¢evrimi¢i SVM-
Tabanlt MPC yonteminin, hem dogrusal sistemlerin hem de dogrusal olmayan
sistemlerin denetiminde oldukga iyi bir basarimi oldugunu géstermistir.

ANAHTAR KELIMELER: model éngériilii denetim; destek vektdr makineleri;
modelleme ve tahmin



ABSTRACT

ONLINE SUPPORT VECTOR MACHINES BASED MODEL
PREDICTIVE CONTROL
MSC THESIS
MERVE TOPALOGLU
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

ELECTRICAL AND ELECTRONICS ENGINEERING
(SUPERVISOR: PROF.DR. SERDAR iPLIiKCi)
DENIZLi, AUGUST 2014

In this thesis, an online support vector machines (SVM) training method,
referred to as online support vector regression algorithm, previously proposed
support vector machines-based model predictive control (SVM-Based MPC)
architecture, combines online SVM-based MPC method has been applied to both
linear systems and nonlinear systems. Starting with an initially empty SVM model
of the unknown plant, the proposed online SVM-based MPC method performs the
modelling and control tasks simultaneously. The simulation results on both linear
systems and nonlinear systems have revealed that the proposed method provides
an excellent control quality.

KEYWORDS: model predictive control; support vector machines; modelling and
prediction
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1. GIRIS

Teorisi oldukg¢a saglam bir zemine oturan Genellestirilmis Ongériilii Denetim
(Clarke ve dig. 1987) (Generalized Predictive Control-GPC) yontemi Model Tabanli
Ongoriilii Denetim (Model-Based Predictive Control-MPC) teknikleri smifina
dahildir. MPC teknikleri yaklagik 30 yildir agik-cevrim kararsiz sistemlerin ve
parametreleri veya Olii zamanlar1 zamanla degisen (Clarke ve Mohtadi 1989)
sistemlerin denetiminde dayanikli bir yontem olduklarini ispat ederek endiistriyel
stireclerin (Richalet 1993) denetiminin yaninda kimyadan havaciliga kadar degisik
alanlarda da kullanilmiglardir (Qin ve Badgwell 2003).

Literatiirdeki ilk MPC tekniginin (Richalet ve dig. 1978) onerilmesinden
sonra gelistirilen pek ¢cok MPC ydntemlerinin igerisinde belkide en yaygin olani
GPC’dir (Clarke ve dig. 1987). Yine de tiim MPC teknikleri ayni fikre dayanir:
Denetimi yapilacak sistemin modelini kullanarak elde edilen ileri yonelik tahmine
dayanarak, her bir ornekleme aninda, sonlu-ufuklu agik-¢evrimli bir en iyileme
problemi ¢oziilerek bir dizi denetim isareti elde edilir ve dizinin ilk eleman1 sisteme
uygulanir. Model tabanli tekniklerde denetimi yapilacak sistemin modeli ¢ok dnemli
rol oynadigindan pek ¢ok dogrusal olmayan modelleme yontemleri uzunca zamandir
kullanilmaktadir. Son zamanlarda islemsel zeka alanindaki hizli gelismelere paralel
olarak, GPC dongiisiinde kullanilacak modelin elde edilmesinde yapay sinir aglart,
bulanik sistemler, hibrit sistemler ve genetik algoritmalar (Martinez ve dig. 1998)

gibi esnek bilgi islem araglarindan yararlanilmistir.

Baglanim problemini cozerek dogrusal-olmayan sistemlerin
modellenmesinde kullanilabilen diger bir ara¢ ise Destek Vektor Makineleridir
(SVM) (Vapnik 1995, Vapnik 1998*"). Istatiksel Ogrenme Kurami ve Yapisal Riski
En Aza Indirme Ilkesi’ne dayanan SVM algoritmalar1 herhangi bir siniflandirma
veya baglanim problemini yerel minimumlara takilmadan c¢o6zebilir. Global
minimumun bulunmasi, siniflandirma veya baglanim probleminin bir Karesel

Programlama (Quadratic Programming-QP) problemine doniistiiriilerek ¢oziilmesiyle



saglanir. Son on yilda, SVM tabanli algoritmalar ¢ok hizli bir sekilde gelismis pek
¢ok alana uygulanmistir (Cristianini ve Taylor 2000).

Bu tezin amaci, cevrimi¢i SVM-Tabanli MPC yontemini hem dogrusal
sistemlere hem de dogrusal olmayan sistemlere uygulayarak sunmaktir. Tezin ikinci
boliimiinde, kisitsiz optimizasyon, li¢lincii boliimiinde kisitli optimizasyon, dordiincii
boliimiinde destek vektor makineleri, besinci boliimde cevrimici destek vektor
makineleri anlatilmistir. Altinc1 boliimde ise, SVM-Tabanli MPC yapis1 RBF
cekirdegi icin formiilize edilmistir, dogrusal ve dogrusal olmayan sistemler icin ayri

ayr1 benzetim sonuglart verilmistir.



2. KISITSIZ OPTIMIZASYON

Herhangi bir kisit icermeyen optimizasyon problemleridir. Alt boliimlerde,
problemin tanimi ve optimizasyon probleminin ¢dziimii i¢in kullanilan yontemler

anlatilmistir.

2.1  Bir-boyutlu Dogrusal-olmayan Niimerik Optimizasyon

Bir-boyutlu dogrusal-olmayan niimerik optimizasyon asagida standart bigimi
verilen problemdeki gibi tek bir degiskenden olusan bir fonksiyonun en aza

indirgenmesini amagclar.

2.1.1 Problemin Tanimi

Bir-boyutlu dogrusal-olmayan niimerik optimizasyon probleminin standart

bigimi denklem (2.1)’de gdsterilmistir.

min f (x)

xt < x < x (2.1)

Burada x tasarim degiskenidir. x tasarim degiskeni belirtilen aralikta dyle bir
secilmelidir ki, f(x) fonksiyonu en kii¢lik degerini alsin. Bu problemi ¢dzmek igin

eldeki araglara baglh olarak ¢esitli yaklagimlar vardr.

Ik yaklasim analitik yaklasimdir. Buna gore f(x) fonksiyonunun bir yerel
minimumu, f(x) fonksiyonunun tiirevinin alinip sifira esitleyerek elde edilen
denklemi ¢ozerek f(x) fonksiyonunun ekstramum noktalarini yani minimum ve
maksimum noktalarint bulup, ardindan da bu noktalart f(x) fonksiyonunun ikinci
tiirevinde yerine koyarak bulunan noktanin minimum ya da maksimum noktasi
oldugu belirlenebilir. Bu ¢6ziim matematiksel olarak su sekilde ifade edilebilir:

f'(x*) = 0 denklemini saglayan herhangi bir x* ekstramum noktas1 f''(x*) > 0
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sartint  da sagliyorsa, 0 zaman x* noktasi f(x) fonksiyonunun bir yerel
minimumudur. Bu yaklasimdaki ilk sorun bulunan yerel minimumun belirlenen
aralikta olmayabilecegidir. Analitik yaklasimdaki diger bir sorun ise, f(x)
fonksiyonunun ekstramum noktalarini bulurken karsilasilan bir sorundur. f'(x*) = 0
denklemi her zaman analitik yolla ¢dziilemeyebilir. Ornegin f(x) = xe™ + cos x
gibi bir fonksiyonun ekstramum noktalarini bulurken f'(x) = e ™ — xe™ —sinx =

0 denkleminin analitik olarak ¢oziilmesi gerekir ki bu miimkiin degildir.

Gorildiigii gibi analitik yaklasimin ise yaramadigi problemlerle karsilagsmak
miimkiindiir. Ozellikle pek c¢ok gercek diinya problemi analitik ydntemle
coziilememektedir. Bu nedenle, analitik yontemlere alternatif olarak nilimerik
yontemler gelistirilmistir. Analitik olarak ¢dziilemeyen bir optimizasyon problemi
igin literatiirde ¢ok ¢esitli niimerik yontemler Onerilmistir. Bu yontemlerden en

yaygin kullanilanlar alt kisimlarda anlatilmistir.

2.1.2 Dolayh Yontemler

Bu yontemler, minimumu dolayli olarak yani fonksiyonunun tiirevinin sifira

esit oldugu noktalar1 bulmaya ¢alisirlar.

2.1.2.1 Newton-Raphson Yontemi

Bir fonksiyonun minimum noktasini bulmak i¢in kullanilan Newton-Raphson
yontemi dolaylr bir yontemdir. Ayrica Newton-Raphson yontemi minimumu
bulunacak olan amag fonksiyonu f(x)’in birinci ve ikinci tlirevine ihtiyag duymakta

olup asagidaki 6zelliklere sahiptir:

e Geometrik bir temele sahiptir.
e Dogrusal olarak agilmis Taylor serilerini kullanir.
o Ilteratiftir.

e Karesel olarak yakinsar.



Newton-Raphson yontemi, amag¢ fonksiyonu f(x)’in minimum noktasinin

of (%)

= f "(x) =0 sartin1 saglamasi gerektiginden hareketle, bu sarti saglayan

noktalar1 bulmaya caligir. Dolayisiyla optimizasyon problemi f'(x) = 0 seklinde bir
kok bulma problemine dontismiis olur. Newton-Raphson yontemi, f'(x) =0
seklindeki problemi ¢6zmek i¢in birinci dereceden Taylor agilimini kullanir. Bu

acilima gore herhangi bir x;, degeri i¢in esitlik (2.2) yazilabilir.

[+ Axg) = f/(xp) + 7 (o) Axy (2.2)

Buradan f’(xk + Ax;) = 0 yapilarak Ax;, cekilirse, esitlik (2.3) elde edilir.

)
()

Axy = (2.3)

Newton-Raphson yontemi ¢ozlime iteratif yolla yaklasir, yani her adimda
asagidaki gibi bir algoritmay1 kullanarak ¢éziime yaklagsmaya g¢alisir (Yang ve dig.
2005).

Newton-Raphson Algoritmasi

i.  Baslangig olarak bir x, belirle.

)
()

. Xgy4q < xx + Axy kurali ile giincelle.

. Ax, = degisimini hesapla.

iv. Eger f’(xk+Axk) =0 sartt saglaniyorsa algoritmay1

sonlandir, saglanmiyorsa Adim 2’ye git.

Buradaki giincellemenin etkin olabilmesi i¢in f”(xk) ’in sifir olmamasi

gerekir. Ama f’(x) fonksiyonunun diiz oldugu yerlerde Ax; degisiminin biiyik,
dik oldugu yerlerde de kiigiik olmas1 kag¢inilmazdir. Newton-Raphson ydnteminin
etkin olabilmesi i¢in iterasyonlarin diiz yerlerden yani efimin ¢ok kii¢iik oldugu

yerlerden kaginmasi gerekir. Bu ise metodun en ciddi problemidir.



2.1.2.2 likiye Bolme Yontemi

Ikiye bolme yontemi de, Newton-Rapson ydntemi gibi dolayli bir yéntemdir,
yani amag¢ fonksiyonu f(x)’in tiirevinin sifira esit oldugu noktayr bulmaya calisir.
Bu yontemdeki niimerik teknik, bir fonksiyonun bir kokiiniin bir pozitif ve bir negatif
degeri arasinda kaldig1 diisiincesine dayanmaktadir. Bulunan ¢6ziim aslinda,
fonksiyonun sifirinin da i¢inde bulundugu araliktir. Nihai ¢6ziim bu araligin toleransi
cok kiiciik tutularak bulunur. Bu bir kok bulma algoritmasi oldugundan,
optimizasyon sirasinda minimize edilecek fonksiyonun tlirevine uygulanir. Boylece,
ama¢ fonksiyonunun minimumunun bulunmasi, tiirevin sifirtnin  bulunmasina
indirgenmis olur. lkiye bdlme yontemini dogrudan amag¢ fonksiyonunun

minimumunun bulunmasina uygulamak da miimkiindiir.

Metodu baglatmak i¢in x, Ve x; gibi iki baslangi¢ noktasina ihtiya¢ vardir.

f’(x)’in bu noktalardaki degerleri zit isaretli olmalidir. Bu durumda bu iki nokta
arasinda en az bir sifirin bulundugu varsayilir. Her bir iterasyon sirasinda,
sinirlarinda x, ve x;, noktalariin bulundugu aralik ikiye boliiniir 6yle ki kalan
kismin u¢ noktalar1 yine zit isaretlidir, yani kok hala kalan kisimdadir. Bu iteratif

teknik asagidaki algoritma ile ifade edilebilir (Yang ve dig. 2005).
ITkiye Bélme Algoritmast

I Baslangig olarak x, ve x;, degerlerini belirle 6yle ki x, < x;, olsun.
. xp=x,+ xb;—x“ noktasini hesapla.
ii. Eger f’(xk) =0 veya (x,—2x,)<10"* sarti saglamyorsa

algoritmay1 sonlandir, saglanmiyorsa ve eger f’(xk) f’(xa) > 0 sart1

saglaniyor ise X, < Xj yap, saglanmiyorsa x; < x; Yyap.

iv. Adim 2’ye git.

2.1.3 Dogrudan Yontemler

Bu yontemler minimumu dogrudan bulurlar, en yaygin kullanilan yontem

olan Altin Bélme Yontemi alt boliimde anlatilmistir.



2.1.3.1 Altin Bolme Yontemi

Altin bolme yontemi aralik daraltma yontemleri i¢inde en cazip olanidir. Bu
yontem aralig1 uglardan ayni oranda daraltir. Aralik uglari altin oran denilen 0.61803
orani ile daraltmaktadir. Bu oran estetik ve matematikte ¢ok onemli bir yere sahiptir.
Bu yontemin uygulanmasi kolaydir. Cilinkii minimize edilecek fonksiyonun sekil ve
stireklilik 6zelliklerinden bagimsiz olarak ¢alisir. En 6nemlisi de, ¢6ziime belli bir

toleransla ulagsmak icin gerekli iterasyon sayis1 6nceden tahmin edilebilir.

Altin-Oran Algoritmast

Sinirlarin alt (x4, ) ve tist (x5 ) degerlerini belirle.

(Ax)on degerini belirle.

T = 0.38197

(Ax)son

Xust—Xalt

Tolerans=¢ =

Iterasyon sayisi= N = —2.0781In¢
k<1

Asagidaki degerleri hesapla:

x; < (1= Dxge + txyse, f1 = f(x1)
Xy & (1= Dxyse + X, f2 = f(x2)

Eger k < N sart1 saglantyorsa,

ve eger f, < f; sart1 saglaniyorsa,
Xalt < X1, X1 < X2, f1 < [

Xz < Txqit + (1 = Dxyse, f < f(x2)
k<k+1

Adim 2’ye git.

ve eger f; < f, sart1 saglaniyorsa,

Xyst < X2, X2 < X1, f2 < f1



Xy & Ty + (1 = Dxgre, f1 < f(x1)
k<k+1

Adim 2’ye git.

2.1.4 Bir-boyutlu Niimerik Optimizasyonun Onemi

Bir-boyutlu niimerik optimizasyon, ¢ok boyutlu niimerik optimizasyon
probleminin ¢6ziimii esnasinda adim-araliginin belirlenmesinde kullanilir. Cok-
boyutlu niimerik optimizasyon probleminde genel giincelleme kurali daha sonra da

goriilecegi gibi esitlik (2.4)’te verilmistir.

X1 = X + 5P (2.4)

Burada p arama yoniinii, S de adim-araligim1 gostermektedir. Bu problemde
giincelleme yapilirken Once uygun bir arama yonii belirlenir. Arama yoni
belirlendikten sonra, uygun bir adim aralifinin se¢imi artik bir-boyutlu bir niimerik

optimizasyon problemine doniismiistiir.

2.2 Cok-boyutlu Dogrusal-olmayan Niimerik Optimizasyon

Cok boyutlu dogrusal-olmayan niimerik optimizasyon asagida standart bi¢cimi
verilen problemdeki gibi birden fazla degiskenden olusan bir fonksiyonun en aza

indirgenmesini amaglar.

2.2.1 Problemin Tanimi

Cok-boyutlu dogrusal-olmayan niimerik optimizasyon probleminin standart

bicimi esitlik (2.5)’te gdsterilmistir.

min  f(xq, x5, ..., %) (2.5)

X1,X2,0Xn



l u
X Sx < Xx;

Burada x4, x3, ..., x,, tasarim degiskenleridir. Asagidaki vektor notasyonu ile

bu optimizasyon problemi daha sade bir sekilde yazilabilir.

X1
x=|"7 (2.6)
le
Boylece,
min f(x)

(2.7)

2.2.2 Genel Giincelleme Kural

Cok-boyutlu dogrusal-olmayan optimizasyon problemini niimerik olarak
¢ozerken tasarim degiskenlerinden olusan x vektorii her iterasyonda esitlik (2.8)’deki

genel giincelleme kuraliyla giincellenir.

X1 = X + 5P (2.8)

Burada p arama yonii, s de adim araligidir. Her adimda, uygun arama yonii
bulunduktan sonra bir de uygun bir adim araligi bulunur. Adim araliginin bulunmasi
tipik bir bir-boyutlu optimizasyon problemidir. Arama yoniiniin bulunmasi ise bir

sonraki alt kisimda goriilecegi gibi baz1 matematiksel temellere dayanmaktadir.



2.2.3 Matematiksel Temeller

2.2.3.1 Gradyan, Hessian ve Jacobian Matrisleri

Bu alt-kisimda, ¢ok degiskenli bir fonksiyonun belli bir noktada degerinin
azalmasi i¢in degiskenlerin hangi yonde degistirilmesi konusu ele alinmstir. ilk
olarak f(x) gibi bir-degiskenli problemi ele alalim. Tasarim degiskenindeki
degisimlere bagli olarak bu fonksiyondaki degisimi analiz edebilmek icin birinci ve

ikinci tiirevlere ihtiyag¢ vardir. Bir-degiskenli bir fonksiyonun birinci tiirevi,

WACIN f+Mx)—f(x) . Af(x)
— = |lim = lim ——

dx Ax—0 Ax Ax—~0 Ax (2.9)
seklindeyken, ikinci tlirevi esitlik (2.10)’daki gibidir.
d
d*fx) _d (df(X)> . 2D (2.10)
dx? dx\ dx Ax—>0  Ax

Burada, A(.) notasyonu sonlu/Gnemli bir degisimi gosterirken, d(.) ve 6(.)

notasyonlari diferansiyel/kii¢iik degisimleri gostermektedir.

Simdi de, benzer sekilde, f(xq, x5, ..., x,) gibi n-degiskenli bir fonksiyonu ele
alalm. Artik kismi tiirevler s6z konusu olmaktadir. n-degiskenli bir fonksiyonun

birinci mertebeden kismi tiirevleri,

Of (%1, %2, on) Xp) lim flxy + Axq, X9, o, Xp) — f (X1, Xg, ooy Xp)

axl Ax1—>0 Ax1
Of (xq, X2, e, Xp) _ im flxg, x5 + 8%y, 0, x5) — f (X1, X5, on)y X))

axZ Ax,—0 AXZ (211)
af (xq, %2, ., Xp) lim fle, 0, o, X + Axy) — f(X1, Xg, ooy X))

0xy, Axp—0 Axy,

10



f (x4, %5, ..., x,) fonksiyonundaki degisim degiskenlerdeki degisimlerden
kaynaklanir. Cebir konularindan da bilindigi gibi f (x4, x5, ..., x,) fonksiyonundaki
degisim x; ’deki diferansiyel degisim dx;, x,’deki diferansiyel degisim dx, ve bu
sekilde devam ederken en sonunda x,,’deki diferansiyel degisim dx,, nin bir sonucu

olarak denklem (2.12)’deki gibidir.

af(xlr-XZ) !xn) dx + af(xli-XZ’ !xn)
0x4q ! dx,

N f (X1, %2, ey Xn) . (2.12)

n
0x,

[, Xz, s x0) =

dixy + -

Bir degiskenli fonksiyonun tiirevi o fonksiyonun belli bir noktadaki egimi ile
iliskiliydi. Cok-degiskenli bir f(xq, x5, ..., x,) fonksiyonunun egimi ise Gradyan

vektorii ile gosterilir. f(xq, x5, ..., X,) fonksiyonunun gradyani esitlik (2.13)’teki
gibidir.

[Of (%1, X2, «n )y X))
dxq

Of (x1, %2, vy Xp)

Vf Gy xa ) = | o, (2.13)

Of (x1, %2, o, Xp)
dx,

Gradyan vektoriiniin en 6nemli 6zelligi, herhangi bir noktadaki Gradyan

vektoriiniin, o fonksiyonun en biiylik artim yoniinii gdstermesidir.

Cok-degiskenli bir fonksiyonun Hessian matrisi esitlik (2.14)’te
gorilmektedir.

11



V2f(x1, %, v, Xp)

[02f (X1, X2, ) Xp)  O2f (1, Xp, eor) X)) 0% f (1, Xp ey X))
dx? 0x,0x, 0x,0x,
0% f(xq, Xpy i, X)) 02f(x1, %5, e\ Xp) 0% f (xq, Xy, our\ Xy)
= dx,0%, 9x2 dx,0%, (2.14)

0% f Cer, X, e, xn) 0% f (1, Xz, o0 Xn) 0% f Cxr, Xz, e Xn)

0x,0x, 0x,0x, ox2

Ileriki konularda sik¢a karsilacak olan Jacobian matrisi ise n-degiskenli N

adet fonksiyon igin esitlik (2.15)’teki gibidir.

](x1I x21 "'Ixn)

(0f1(x1, %2, oo, X)) 0f1(x1, X2, «r, Xp) 0f1(x1, X9, ey Xp) T
0x4 0x, 0x,,
0fa(X1, X2, o, Xn)  0f2(%1, X2, .00, Xp) 0f2(x1, X3, ., Xp)
= 0x, dx, 0xy, (2.15)

afN(xlixZ' ) xn) afN(xp X2y wey xn) afN(xlerJ ey xn)
0x, 0x, dxy,

2.2.3.2 Taylor Teoremi ve Taylor A¢ilimi

Belli bir x;, noktasinda bu fonksiyon f(x;) degerini almaktadir. Bu x
noktasinda kiigiik bir Ax; degisimi ile bu fonksiyonun azalmasini saglamak i¢in
fonksiyonun bu noktada nasil davrandigini analiz etmek gerekmektedir. Bu analiz
icin Taylor ac¢ilim1 uygun bir aragtir. Buna gore, fonksiyon bir x; noktasinda f(x;)
degerini almaktayken xj, + Ax, noktasinda hangi degeri alacagi asagidaki gibi

Taylor agilimi ile belirlenebilir.

d 1 d2
f O + Dxg) = fog) + %‘Axk 1d°f(x)

2 dx?

(Ax)? + h.o.t (2.16)

Bu acgilimda genellikle {i¢iincli veya daha yiiksek dereceden terimler ihmal

edilir ve bu duruma gore ya birinci tiirevli ya da hem birinci hem de ikinci tiirevli
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terimler kullanilir. Dolayisiyla, Taylor agilimi yaklasik olarak denklem (2.17)’deki
gibi yazilir.

1d?
f(xk+Axk)~f(xk)+& Axy + 5 df(z)

- (Axy)? (2.17)

Buradan Af(xi) = f(xx + Axy) — f(x) farki denklem (2.18)’deki gibi
bulunur.

f( ) 1d2f(x)

Af () = fok + i) = f i) = === |8y + 53— | (Ax)? (2.18)

Burada esitligin sag tarafindaki ilk terim birinci dereceden degisim, ikinci

terim ise ikinci dereceden degisim olarak adlandirilmaktadir.

Simdi de c¢ok-degiskenli bir fonksiyonun Taylor a¢ilimini yazalim. Cok-
degiskenli fonksiyonun (x; = Xy, Xy = Xpk, .., X = Xpk) noktasindaki degeri
bilindiginde,  fonksiyonun — (x; = X35 + AXqk, X3 = X + AXop, o) Xy = Xpge +
Axy;,) noktasindaki degerini yaklasik olarak bulmak i¢in Taylor serileri kullanigh bir
yontemdir. Cok-degiskenli bir fonksiyonun Taylor agilimi esitlik (2.19)’daki gibidir.

[ 1k + Dxqp, Xop + BxXogy ooy Xng + Bxpg) = f X1k, X2pes oo s Xnie) +

af(x1:x2:---:xn) af(x1:x2:---:xn) Ve af(xlrxz’---’xn)
—axl Axlk + —axz Aka + + —axn A.X'nk +
1 0% (x1,X2,.0Xn) 2 1 92 f(x1,X2,.0Xn)
2 o (Axq)” + 2 dxm AxqAxyy + -+
lazf(xl,xz ..... Xn) 102 f(%1,%X2,.0%Xn) (219)
2 —axlax AxlkAxnk + - —ax26x1 szkAxlk + -+
1 0% f(x1,X,0Xn) 102f(x1,X2,%n)
2 —axzax AkaAxnk + e+ 2 —axnax1 AxnkAxlk + -+
%—a f(xgicg""'x”) (Axpp)? + hoo.t
Bu acilim, vektor notasyonu ile esitlik (2.20)’deki gibi ifade edilebilir.
T 1 Ty2
fXpe + 8x) = f(xp) + [VAx)] A% + > [Ax, "V f (X )AXy + hoo.t (2.20)
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X1k Axqg
X
Xk = ?k Axk = Ax;'Zk (221)

Xnk Axnk

2.2.3.3 Inis Yonii

Belli bir x;, noktasinda ¢ok-degiskenli bir fonksiyonun degerinin ¢ok kiiglik
bir Ax;, degisimi ile azalmasi i¢in gerekli kosula inis yonii kosulu ve bu kosulu
saglayan degisim miktarina da inis yonii denmektedir. inis yonii, fonksiyon X,
noktasindayken hangi yonde ¢ok kiicilik bir ilerleme yapilmali ki fonksiyonun degeri
azalsin sorusuna cevap vermektedir. Simdi inis yonii sartin1 bulalim. flerleme miktari
|Ax, || ¢ok kii¢iik oldugundan, Taylor agiliminda sadece birinci-dereceden terimler

alinip digerleri ihmal edilebilir.

Xy + 8%p) = fF(xp) + [V (xp)]TAx (2.22)

X, noktasindaki Ax;, degisimi ile fonksiyonun degerinin azalmasi, yani
f(xp + Axy) < f(x}) sartin1 saglamasi isteniyor. Taylor yaklasikligi kullanilirsa bu
sart esitlik (2.23)’e doniisecektir.

Xy + Axp) = f(xp) + [VA(x)]T DX < f(X) (2.23)

Gerekli sadelestirmeler yapildiktan sonra asagidaki gibi Inis Yonii Sart: elde

edilir.

[Vf(x)]"Ax, < 0 (2.24)

2.2.4 Optimallik icin Analitik Kosullar

Analitik kosullar, kisitsiz problem i¢in optimum ¢oziimiin bulunmasinda

kullanilacak olan gerek ve yeter kosullardir. Esitlik (2.25)’teki problemi ele alalim.

14



(2.25)

x* noktas1 bu problem icin bir ¢dziim aday1r olsun. x* noktasinin bir yerel

minimum olmasi i¢in esitlik (2.26)’daki sart1 saglamasi gerekiyordu.

VX € S oyle ki ||x* — x| < e - f(X*) < f(X) (2.26)

Burada § notasyonu x!<x<x“ kosulunun saglandifi bédlgeyi
gostermektedir. Benzer sekilde, eger bir X* noktasi asagidaki sart1 saglarsa bu nokta

kesin yerel minimumdur.

VXESvex #X oyleki||x" —x|| <e- f(x") < f(X) (2.27)

Bir fonksiyonun bir yerel minimuma sahipken hi¢ global minimumu
olmamast miimkiindiir. Hatta, bir fonksiyonun ne yerel ne de global minimumu
olmayabilir, her ikisi birden olabilir, birden fazla yerel minimumu olabilir. Bir
noktanin optimumlugunu belirlemek i¢in gerekli daha pratik kosullara ihtiyag¢ vardir.
Bunlar elde etmek i¢in f(X) fonksiyonunun birinci ve ikinci dereceden tiirevlerinin

mevcut ve x* noktasi civarinda siirekli oldugunu varsayacagiz.

2.2.4.1 Birinci-dereceden Kosullar

Varsayalim ki x* noktast f(x) fonksiyonunun yerel minimumu olsun.

Fonksiyonunun x* noktasi civarindaki birinci dereceden Taylor acilimi esitlik
(2.28)’deki gibidir.

f&x*+p) = f&x)+[Vf&)]'p (2.28)

Burada p herhangi bir vektoriidiir ve bir ilerleme yoniinii gostermektedir.
Burada Vf(x*) = 0 oldugu gosterilecektir. Eger x* bir yerel minimum ise bu

noktada artik olurlu bir inig yonii bulunamaz, yani miimkiin olan tim p ilerleme
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yonleri i¢in [Vf(x*)]Tp = 0 olmaktadir. Bu durumda x* noktas1 bir yerel minimum
ise esitlik (2.29)’u saglamaktadir ki bu kosullara birinci-dereceden/gerek kosullar adi

verilmektedir.

Vf(x) =0 (2.29)

Bu kosullar1 saglayan noktaya duragan nokta (stationary point) denir.
Birinci-dereceden denmesinin sebebi ise kosullarda birinci dereceden tiirevlerin
bulunmasidir. Sadece gerek sartlar optimum noktanin bulunmasina yetmeyebilir.
Gerek sart denmesinin sebebi, X* noktasinin bir yerel minimum olabilmesi igin
saglanmas1 gereken sartlar oldugu i¢indir. Birinci dereceden kosullarin saglanmasi,
X" noktasinin bir yerel minimum olmasma yetmez, ¢iinkii bu kosullar yerel
minimumun yanisira yerel maksimum veya bir semer noktasi da saglayabilir. Yerel

minimumlar ancak ikinci dereceden kosullarin saglanmasiyla digerlerinden ayirt

edilebilir.

2.2.4.2 Ikinci-dereceden Kosullar

Ikinci-dereceden kosullar ¢ogunlukla yeter kosullar olarak bilinir. Tekrar

Taylor agilimini ele alalim. Bu kez ikinci dereceden yaklasikliklar kullanilacaktir.

1
f&+p) = fE)+ [V p+ EPTVZf x*)p (2.30)

Eger x* noktas1 gerek sarti (Vf(x*) = 0) sagliyorsa, esitligin sag tarafindaki
ikinci terim sifir olur esitlik (2.31)’deki gibi ifade edilir.

FO+p) = )+ 5 pTTFOP (2.31)

Bu durumda x* noktasindan herhangi bir p yoniinde ilerledigimizde
fonksiyondaki degisim Af (x*) esitlik (2.32)’deki gibi olmalidir.
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VF&) = 2TV () (2.32)

x* noktasinin yerel minimum olmasi i¢in Af (x*)’1n sifirdan biiyiik veya sifira
esit olmasi goz Oniine alinirsa, esitlik (2.33)’deki sart elde edilir ki bu da ikinci-

dereceden/yeter kosul olmaktadir.

VA& = 2TV )p 2 0 (2.33)

Yeter kosulun saglanmasi i¢in V2f(x*) matrisinin pozitif yar1 taniml1 olmasi
gerekir. Benzer sekilde, bir X* noktasinin kesin yerel minimum olmasi i¢in V£ (x*) =
0 olmali ve V?f(x*) Hessian matrisi pozitif tammli olmalidir. V2f(x*) Hessian
matrisinin pozitif tanimli olmasi i¢in asagidaki {i¢ segenekten birini saglamasi

yeterlidir.

e Vpicinp’V2f(x*)p > 0 olmali veya
e V2f(x*) matrisinin tiim 6zdegerleri pozitif olmali veya
e V2f(x*) matrisinin kendisi de dahil olmak iizere tiim alt-kare-

matrislerinin determinantlar1 pozitif olmali.

2.2.5 Gradyan Yontemler

Gradyan yontemler, kisitsiz optimizasyon problemini, minimumu bulunacak
fonksiyonun tiirev bilgisini kullanarak ¢ézmeye calisirlar. Bunun i¢in de asagidaki

gibi Taylor agilimindan yararlanirlar.

f(Xk + AXk) = f(Xk) + [Vf(xk)]TAXk + % [Axk]TVZf(Xk)AXk + h.o.t (234)

Burada V£ (x,) gradyan terimi birinci-dereceden, V2f(x,) terimi de ikinci

dereceden tiirev bilgisi igerir.
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2.2.5.1 Birinci-dereceden Yontemler

Birinci dereceden yontemler Taylor aciliminda sadece birinci-dereceden tiirev
bilgisini kullandiklar1 i¢in bu ismi almiglardir. Bu yontemleri uygulamak icin
fonksiyonun sadece Gradyan vektoriinii bilmek yeterlidir. Bu alt kisimda birinci

dereceden yontemlerin baslicalari ele alinmistir.

2.2.5.1.1 Dik-Inis (Steepest-Descent SD) Yéntemi

Bir fonksiyonun bir noktadaki Gradyat vektdriiniin, fonksiyonun o noktadaki
en bilyiik artim yoniinii gdsterdigi daha once belirtilmisti. Dik-Inis yontemi de
buradan hareketle, her adimda Gradyan vektoriiniin ters yoniinde hareket ederek

fonksiyonu azaltma ilkesine dayanmaktadir (Yang ve dig. 2005).
Dik-Inis Algoritmas:

I.  Bir baglangic noktasi (Xy) ve maksimum iterasyon sayist (Nyqy)
belirle.
Sonlandirma kriterleri i¢in &, €, Ve &5 degerlerini belirle.

k<0

ii.  Xj noktasindaki gradyan vektoriinii V£ (x;) hesapla.
Ilerleme yonii olarak p, = —Vf(X;) sec.
Bir boyutlu optimizasyon ile f(x; + sipx) degerini minimum yapan
adim aralig1 (s) bul.
Xp+1 = Xg + SkPpr kurali ile giincellemeyi yap.

k<k+1

ili.  Asagidaki sartlardan herhangi biri saglaniyorsa algoritmayi bitir,
saglamiyorsa Adim 2’ye git.

Cl: k > N maksimum iterasyon sayisina ulasildi.
C2: |Af| = |f Xp+1) — f(Xx)| < & fonksiyon degismiyor.
C3: |Ax| = |Xp4+1 — Xk | < & nokta degismiyor.

C4: ||Vf (Xks1) |l < €3 algoritma yerel minimuma yakinsadi.
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Dik-inis yontemi hafizasizdir. Onceki ilerleme yonlerini dikkate almaz ki bu

da algoritmanin yerel minimuma daha fazla adimda yakinsamasina yol acar. Bu

algoritmaya alternatif olarak bir Onceki yonii de dikkate alan Conjuge-Gradient

yontemi Onerilmistir.

2.2.5.1.2 Conjugate-Gradient Yontemi

Dik-Inis algoritmasinin degistirilmis bir seklidir. Arama yonii Hessian

matrisine gore esleniktir. n degiskenli bir karesel problemi n’den daha az iterasyonda

cozer (Yang ve dig. 2005).

Conjugate-Gradient Algoritmast

Bir baglangi¢c noktasi (X,) ve maksimum iterasyon sayist (Npqx)
belirle.

Sonlandirma kriterleri i¢in €1, &, Ve €3 degerlerini belirle.

k<0

x;, noktasindaki gradyan vektoriinii V£ (x;) hesapla.

Eger k = 0 ise ilerleme yOnii olarak p, = —Vf(X}) seg.

Eger k # 0 ise ilerleme yonii olarak p;, = —Vf (X)) + BPr—1 Se€s.

T
Burada § = VT‘; O’: :"kix g"i)) seklindedir.

Bir boyutlu optimizasyon ile f(x, + sipx) degerini minimum yapan
adim aralig1 (sy) bul.
Xp+1 = Xg + SkPr kurali ile giincelleme yap.

k<k+1

Asagidaki sartlardan herhangi biri saglaniyorsa algoritmay: bitir,
saglamiyorsa Adim 2’ye git.

Cl: k > N maksimum iterasyon sayisina ulasildi.
C2: |Af| = |f Xk41) — f(xx)| < & fonksiyon degismiyor.
C3: |Ax| = |Xk4+1 — Xi| < & nokta degismiyor.

C4: ||Vf (Xk41) |l < €3 algoritma yerel minimuma yakinsadi.
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2.2.6 ikinci-dereceden Yontemler-Newton Yontemi

Ikinci-dereceden yontemler, Taylor agiliminda hem birinci hem de ikinci
dereceden tiirev bilgisini kullanirlar. Bu yontemleri uygulamak igin fonksiyonun
gradyan vektoriiniin yanisira Hessian matrisini de kullanmak gerekir. Bu alt kisimda

ikinci-dereceden yontemlerin baslicalari ele alinmistir.

2.2.6.1 Newton Yontemi

Newton yontemi, K. iterasyonda, bir x; noktasindayken uygun ilerleme yonii
olan p; yoniinii bulurken asagidaki gibi ikinci dereceden Taylor yaklasikligini

kullanir.

1
f @i+ i) = £ + [V @] P + 5 [Pl V2 (i) (2.35)

Bu yaklagiklikla f(x, + px) fonksiyonu karesel bir fonksiyonla temsil
edilmektedir. f(xy + px) fonksiyonunu p, vektoriine gore optimize etmek igin

pi’ya gore tiirevi alinip sifira esitlenirse esitlik (2.36) elde edilir.

of Xk + Pr)

"= Vf (i) + V2 (xi)pic = 0 (2.36)
Pk

Boylece, Newton yonteminde K. iterasyondaki ilerleme yonii py, esitlik

(2.37)’deki dogrusal denklem sisteminin ¢oziimiinden elde edilir.

V2 f(x1)Pxr = —Vf (X)) (2.37)

Bu denklem sisteminin ¢dziimiinden bulunan Newton yonii her seferinde
f Xy + pr) fonksiyonunu minimize etmeye ¢alisir. Bu yaklasim, X, noktasindaki
ikinci dereceden Taylor acilimma dayanir. X, noktasindaki bu ac¢ilim dogrusal
olmayan f(x, + px) fonksiyonunu ne kadar iyi temsil ederse, bulunan p; yoni o

kadar uygun bir yon olacaktir.

20



2.2.6.2 Degistirilmis Newton Yontemi

Dejenere durumlar disinda Newton yontemi karesel bir yakinsama hizina
sahiptir. Eger Newton yontemi yakinsarsa bu yakinsama duragan noktaya olur.
Ancak Newton yontemi bu haliyle nadiren kullanilir. Yontemi daha giivenilir ve
islemsel olarak daha az karmasik yapmak i¢in bazi modifikasyonlar yapilmistir.
Newton yoOntemi yakinsamayabilir veya yakinsasa bile bu bir yerel minimum
olmayabilir. Newton yoOnteminin yakinsamasini ve hatta mevcut ise bir yerel
minimuma yakinsamasini garanti etmek icin bazi ilave stratejiler isin igine katilabilir.
Bunun igin benimsenen yaklasim ise VZf(x,)px = —Vf(x,) denkleminin
¢Oziimiinden bulunan p, yoniinii genel giincelleme kurali ile X, ,; = Xy + SKPxk
icinde kullanmaktir ki burada s, adim arahig1 f(Xp4q1) < f(X) olacak sekilde
secilir. Klasik Newton yonteminde adim araligi her zaman s, = 1 olmaktadir ve

fonksiyonun azalmasini garanti etmemektedir.

Klasik Newton yonteminde ilerleme yoni s, > 0 olmak tlizere f(x; +
SkPr) < f(Xy) olacak sekilde secilir. Bu ancak pj ’'nin bir inis yonii olmasiyla
miimkiin olabilir, yani [Vf(X;)]"px < 0 olmalidir. Bu inis y6niiniin, Newton
yonteminde nasil garanti edilebilecegini bulmak i¢in klasik Newton yontemindeki
ilerleme yoniiniin p, = —[V2f(x,)]"1Vf (X)) oldugunu hatirlayalim. Eger pj, inis

yonii olacaksa denklem (2.38) sart1 saglanmalidir.

V&))" pr = —[VfF &I [V f ()] V(i) < 0 (2.38)
veya bagka bir ifadeyle,
[V &I [V?f ()] Vf (i) > 0 (2.39)

sart1 saglanmalidir. Bu inis yonii sart1 ancak ve ancak [V?f(x,)]~! matrisinin
pozitif tanimli olmastyla miimkiindiir. V2 f (X;) matrisinin pozitif tanimli olmasi sart1
[V2f (x,)]"px < 0 sartindan daha kuvvetli bir sarttir. Bunu daha iyi agiklamak icin

Taylor a¢ilimina geri donelim:
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1
f&p +pi) = f(x) + [V P + 3 [pk]TVZf(Xk)Pk (2.40)

Newton formiilii bu karesel program seklindeki bu yaklasikligin p;’ya gore
tiirevinin alip sifira esitlenmesinden bulunmustu. Karesel bir fonksiyonun bir
minimuma sahip olabilmesi igin V2f (x) matrisinin pozitif tanimli olmas1 gerekir.
Eger V2f(Xx)) matrisi pozitif tamimli ise minimum noktas1 tiirevin sifira
esitlenmesinden bulunabilir. Eger V2 f (x;,) matrisi pozitif taniml1 degilse, bu karesel

fonksiyonun bir minimumu olmaz.

Iterasyon sirasinda V2 f (x,,) matrisi pozitif tanimli olmazsa bu matrisi uygun
bir pozitif tanimli matris ile degistirmek en ¢ok basvurulan yollardan biridir. Bu
sekilde ilerleme yoOniiniin inis yonii olmasi garanti edilir. Bu ilerleme yonii, amag
fonksiyonunun f(x) karesel yaklasikligin minimize edilmesi yoniindedir. V2f (x},)
matrisi her zaman simetrik bir matristir ve simetrik matrislerin 6zdegerleri her zaman

reeldir. Eger V2 (x,,) matrisi pozitif tanimli bir matris ise,

V2f(x,) = LDLT (2.41)

seklinde faktorlere ayrilabilir ki burada D matrisi diagonali reel sayilardan

olusan bir matristir.

Eger V2f(x,) matrisi pozitif tamml degilse o zaman D matrisinin
diagonalinde d;; < 0 seklinde negatif bir eleman olacaktir. Bu durumda d;; pozitif

elemanla yer degistirir. D matrisindeki bu degisiklik, V2 f (x;) matrisinde

sz(xk) — sz(xk) +E (242)

seklinde bir degisiklige kars1 diismektedir ki burada E matrisi diagonal bir

matristir. Artik faktorizasyon

V2f(x;) + E = LDLT (2.43)

haline gelir ve inis yoni
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[LDL"]p; = —Vf (%) (2.44)
denkleminin ¢oziilmesiyle bulunur.

Eger V2f (X)) matrisi pozitif taniml degilse kullamilabilecek baska bir
yontem ise Birim Matris Ekleme yontemidir. Bu matrise uygun bir ekleme yapilarak
V2f(xy) + pl matrisinin pozitif tammli olmasi saglamr. V2f(x,) matrisinin
ozdegerleri {A4,1,,...,A,} ve bunlara karsi diisen Ozvektorler de {vy,v;,...,v,}

olsun. Bu durumda, V2f(x;)v; = 4;v; oldugundan,

[V2f (i) + ullvg = VA (xp)V; + v = 49 + pvg = (4 + wv; (2.45)

yazilabilir ve goriilecegi gibi [V2f(x;) + pl] matrisinin 6zdegerleri (A; + )
seklinde olup 6zvektdrleri V2f(x;) matrisinin 6zvektorleriyle aymdir. [V2f(x;) +
uI] matrisi, tim i’ler igin (4; + u) > 0 olacak sekilde u degeri arttirilarak pozitif
taniml1 hale getirilebilir. Béylece [V2f (X)) + ul] matrisi pozitif tanimli olur ve tersi

alinabilir.

Bir A simetrik kare matrisin pozitif tanimli olup olmadigin1 yani A = LDLT
seklinde faktorlere ayrilip ayrilamayacagini belirlemek i¢in Cholesky Faktorizasyonu
ad1 verilen bir yontem kullanilmaktadir. Bu yonteme gore, bir A simetrik kare matrisi
pozitif tanimliysa A = LDL seklinde yazilabilmelidir ki burada L bir alt iiggen
matris, D ise diagonal elemanlari kesin pozitif olan diagonal bir matristir. Pozitif
tanimli  simetrik bir matrisin bu gosterilimine LDLT faktorizasyonu denir. D

matrisinin diagonal elemanlar1 kesin pozitif oldugundan,

A = LDL" = LD*°DSLT = LL = RR” (2.46)

seklinde yazilabilir, burada L genel alt iiggen ve R genel iist {iggen matristir.
Bu faktorizasyon Cholesky Faktorizasyonu ve R matrisi Cholesky Faktorii olarak
adlandirtlir. R matrisi, A matrisinin karekokii gibi goriilebilir. Cholesky faktorleri,

asagidaki gibi eleman-eleman eslesme yapilarak bulunabilir.
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Ay Qi2 - Qp 1 1 T2 - Tin
az1 Q2 - Gan| _ |T21 T22 T22 = T2n (2.47)
aTLTL rnl T'nz b T'nn

an1  An2

[lk satirlarin ilk elemanlar1 asagidaki gibi eslenirse

a1 =1 (2.48)

1711 elemani bulunuri ardindan ilk satirlar

Q12 = 7111712, 413 = 1117135 - Q1n = 711710 (2-49)

seklinde eslenerek R matrisinin ilk satir1 bulunur. r,, elemaninin bulunmasi

i¢in 17, = 157 oldugundan

Ay =Th + 15 (2.50)

denkleminden yararlanilir ve ardindan ikinci satirdaki elemanlar eslenerek R
matrisinin ikinci satir1 bulunur ve bu isleme R matrisinin tamami bulunana kadar

devam edilir.
Degistirilmis Newton Algoritmasi

i.  Bir baslangi¢c noktasi (x,) ve maksimum iterasyon sayist ( Npqy)
belirle.
Sonlandirma kriterleri i¢in €1, €, Ve €3 degerlerini belirle.

k<0

ii. X, noktasindaki gradyan vektoriinii V£ (x,) hesapla.
X, noktasindaki Hessian matrisini V?f(x;) hesapla.
Eger Hessian matrisi pozitif tanimliysa ilerleme yonii olarak
Pr = —[VAf (X )] V(X)) ses.
Eger Hessian matrisi pozitif tanimli degilse o zaman uygun bir matris
ilavesi ile onu pozitif tanimli hale getir ve ilerleme yonii olarak
Pr = —[V2f (X)) + ul] 7'V f () seg.
24



Bir boyutlu optimizasyon ile f(x, + siPpx) degerini minimum yapan
adim aralig1 (s;) bul.

X1 = Xi + SkPr kurali ile glincelleme yap. k < k + 1

iii.  Asagidaki sartlardan herhangi biri saglaniyorsa algoritmayi bitir,
saglamiyorsa Adim 2’ye git.
C1: k > N maksimum iterasyon sayisina ulasildi.
C2: |Af| = |f Xg+1) — f(Xx)| < & fonksiyon degismiyor.
C3: |Ax| = |Xk4+1 — Xx| < &, nokta degismiyor.

Ca: |IVf (Xr4+1)|l < &5 algoritma yerel minimuma yakinsadi.

2.2.6.3 Newton-benzeri Yontemler

Bu yontemler gercekte Newton yoOntemi olmamakla birlikte ¢oziime
yakinlastikca Newton yoOntemine benzediklerinden dolayr bu ismi almislardir. Bu
yontemlere Degisken Metrik Yontemler (Variable Metric Methods-VMM) adi da
verilmektedir. Ciinkii ilerleme yoniiniin bulunmasinda kullanilan ve baslangicta
genellikle birim matris seklinde segilen matris (metrik) biiyiikliigii her adimda
giincellenir ve yerel minimuma yaklastikca bu metrik Hessian matrisine benzemeye
baslar ve dolayisiyla da yontem Newton yontemine benzemeye baglar. VMM
yontemleri ¢oziime yaklastikga Newton yontemine benzediklerinden bunlara quasi-
Newton veya Newton-like yontemler de denmektedir. Conjugate Gradient yonteminin
Dik-Inis yonteminden iistiinliigii, bir ©nceki iterasyondaki yoniin de dikkate
alinmasindan kaynaklaniyordu. VMM yontemlerinde ise ge¢miste kullanilan biitlin
yonlere ait bilgi metrik adi verilen n X n’lik bir matriste tutulmaktadir. Arama
yOniiniin bulunmasinda kullanilan bu matris her iterasyonda giincellenmektedir. Bu
matris i¢in baslangi¢ olarak simetrik, pozitif tanimli bir matris atanir. Bu genellikle
birim matristir. Yontemin yakinsamasi i¢in matrisin her iterasyonda bu 6zelligini

korumas1 gerekir.
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2.2.6.3.1 Davidson-Fletcher-Powell (DFP) Yontemi

Bu yontemde, ¢Oziime ulasildiginda metrik Hessian matrisinin tersi olur

(Nocedal ve Wright 1999).

DFP Algoritmasi

Bir baglangi¢ noktasi (x,), maksimum iterasyon sayisi (Nyq,) Ve
metrik’in ilk degerini M, belirle.
Sonlandirma kriterleri i¢in &1, €, Ve €3 degerlerini belirle.

k<0

Adim 2: x;, noktasindaki gradyan vektoriinii V£ (x;) hesapla.

Eger M matrisi pozitif tanimli ise ilerleme yonii olarak p;, =
~M,Vf (xy) seg.

Eger M, matrisi pozitif tanimli degil ise o zaman uygun bir matris
ilavesi ile onu pozitif tanimli hale getir ve ilerleme yonii olarak
Pr = —[My + WI]VF(xy) ses.

Bir boyutlu optimizasyon ile f(x; + sipx) degerini minimum yapan
adim aralig1 (s) bul.

Xp+1 = Xg + SkPr kurali ile giincelleme yap.

AX = sppr Ve y = Vf(Xy41) — Vf(Xg) olmak tizere metriki My, =

Ax[Ax]T  [Mgyl[Mgyl” ) .
M, + ATyl VT Mgyl seklinde giincelle, k < k + 1

Asagidaki sartlardan herhangi biri saglaniyorsa algoritmay: bitir,
saglamiyorsa Adim 2’ye git.

Cl: k > N maksimum iterasyon sayisina ulasildi.

C2: |Af| = |f Xk4+1) — f(xx)| < &; fonksiyon degismiyor.

C3: |AX| = |Xp41 — Xk| < &, fonksiyon degismiyor.

C4: ||Vf (Xk41) |l < €3 algoritma yerel minimuma yakinsadi.

2.2.6.3.2 Broydon-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS) Yoéntemi

VMM yontemlerinin en popiler olanidir. DFP’den farki metrigin

giincellenmesi seklidir. DFP’de metrik Hessian matrisinin tersine yakinsarken,
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BFGS’de Hessian matrisinin kendisine yakinsar. BFGS daha dogrudan bir

yontemdir. Bu matris i¢in baglangi¢ olarak simetrik, pozitif tanimli bir matris atanir.

Bu genellikle birim matristir. Yontemin yakinsamasi i¢in matrisin her iterasyonda bu

Ozelligini korumasi gerekir. Cozlime ulasildiginda ise bu matris Hessian matrisine

esit olur (Nocedal ve Wright 1999).

BFEGS Algoritmasi

Adim 1: Bir baslangi¢c noktasi (X,) ve maksimum iterasyon sayisi
(Npax) ve metrik’in ilk degerini M,, belirle.
Sonlandirma kriterleri i¢in &1, &, Ve €3 degerlerini belirle.

k<0

Adim 2: x;, noktasindaki gradyan vektortinii V£ (x;) hesapla.

Eger M, matrisi pozitif tanimli ise ilerleme yonii olarak pj =
~M; ' VF (%) seg.

Eger M, matrisi pozitif tanimli degilse o zaman uygun bir matris
ilavesi ile onu pozitif tanimli hale getir ve ilerleme yonii olarak
Pr = —[My + ul]7'VF(xy) seg.

Bir boyutlu optimizasyon ile f(x; + sipx) degerini minimum yapan
adim araligini (s;,) bul.

X411 = Xk + SiPr kurali ile gilincelleme yap.

AX = sipr Ve y = Vf(Xg41) — Vf(Xg) olmak tizere metriki My, =

yyT | VIV x)]T
kT yTax [V (xi)]TPr

k<k+1

seklinde giincelle.

Adim 3: Asagidaki sartlardan herhangi biri saglaniyorsa algoritmayi
bitir, saglamiyorsa Adim 2’ye git.

C1: k > N maksimum iterasyon sayisina ulasildi.

C2: |Af| = |f Xk41) — f(xXx)| < & fonksiyon degismiyor.

C3: |Ax| = |Xp41 — Xi| < &, fonksiyon degismiyor.

Ca: |IVf (Xi4+1)|l < &5 algoritma yerel minimuma yakinsadi.

27



2.2.6.4 Ikinci-dereceden Yaklasik Yontemler

Bu yontemler, sadece birinci dereceden tiirev bilgisi kullanarak Hessian
matrisini belli bir yaklasiklikla elde edip ikinci dereceden bir yakinsama saglamaya
caligirlar. Eger minimize edilecek f(x) fonksiyonu belli sayida karelerin toplami

seklindeyse, yani

N

FO0 = €200 + 300+ + ef (0 = ) eF(x) = e (W)e(x) (251)

i=1
Burada e(x) =[e;(x) ey(X) .. ey(X)]T seklinde bir vektdrdiir, bu
durumda £ (x) fonksiyonunun Gradyan vektoriiniin j*¢* elemani esitlik (2.52)’deki

gibi olmalidir.

N
_ofx _ dey (X)
W00 = 5m =2 ) e =5 (252)
k=1
Buna gore Gradyan vektori esitlik (2.53)’teki gibi ifade edilir.
VF(x) = 2]" (x)e(x) (2.53)
Burada J(x) matrisi asagidaki gibi Jacobian matrisidir.
[0e;(x)  0deq(x) dey (X))
0x, ox,  0xy
dey(x)  dey(x) de,(X)
J&X) =] ox, ox, T 0x, (2.54)
den(x) den(x)  dey(X)
| 0x; ox,  0x, |
Benzer sekilde Hessian matrisinin ¢ j"¢t elemam esitlik (2.55)te

gosterilmistir.
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2FX) aek(x)aek(x) 92e, (%)
ZZ{ —+4e }

2
[VE£ GOl = ox; 10x; ] ox; k(%) 0x;0x; (2.55)
Jacobian matrisi kullanilarak,
V2 f(x) = 2] ()] (%) + 25(x) (2.56)

seklinde yazilabilir ki burada S(x) matrisinin i"¢!j¢t eleman1 esitlik (2.57)

ile verilmektedir.

~ 9%ex(x)
[SC];; = 1 ()52 ox, (2.57)

&
Il

Eger S(x) matrisinin elemanlarinin yeterince kiigiik oldugu varsayilirsa, o

zaman Hessian matrisi esitlik (2.58) gibi yazilabilir.

V() = 2JT () (x) (2.58)

Buradan goriilecegi gibi ikinci-dereceden tiirev bilgisi iceren Hessian matrisi,
birinci dereceden tiirev bilgisi igeren Jacobian matrisi yardimiyla belli bir hata ile

bulunabilir.

2.2.6.4.1 Gauss-Newton (GN) Yontemi

Hatirlanacagi gibi Newton yonteminde ilerleme yoni
pr = —[V2f(x )] 1Vf(x,) seklindeydi. Eger bu yonii bulmak igin gerekli
biiytiklikkleri Jacobian matrisi karsiliklar1 kullanilirsa esitlik (2.59)’daki gibi bir
ilerleme yonii bulunur. Bu yonii kullanan yonteme Gauss-Newton yoéntemi denir

(Nocedal ve Wright 1999).

—[V2f(x)] 7V (%)
= —[2)T (x)J(x) 17 2) T (xp) e (xg)

(2.59)
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= [T I x)] T () e(x)

Ancak bu yontem pratikte ¢ok fazla tercih edilmez. Ciinkii uygulama
sirasinda her iterasyonda J7 (x;)J (X)) matrisinin tersinin alinabiliyor olmas1 gerekir.
Ancak zaman zaman bu matris tekil olabilmektedir ki bu durumda bu yontem
uygulanamaz hale gelir. Bu durumu ortadan kaldirmak i¢in Levenberg-Marquardt

(LM) yontemi Onerilmistir.

2.2.6.4.2 Levenberg-Marquardt (LM) Yontemi

Gauss-Newton yonteminde karsilagilabilecek bir problem J7(x;)]J (X))
matrisinin tersinin olmamasidir. O yiizden, bu matrise J7 (x;)J (X)) + ugI matrisi
pozitif tanimli olacak sekilde bir p;I terimi ilave edilir ki bu durumda ilerleme yonii

esitlik (2.60)’daki gibi Levenberg-Marquardt (LM) yoniine doniisiir.

V2f(xy) = LDLT (2.60)

Burada dikkat edilirse Levenberg-Marquardt yoniindeki p;, biyiikligii her
iterasyonda degismektedir. p; biylikliigliniin ayarlanmas1 asagidaki Levenberg-

Marquardt algoritmasi igerisinde gerceklestirilir (Nocedal ve Wright 1999).
Levenberg-Marquardt Algoritmast

i. Bir baslangic noktasi (Xxy), Ho baslangic degeri ve maksimum
iterasyon sayist (N,q,) belirle.
u degerinin degisimi i¢in pgeq; > 0, Umax V€ Umin Delirle.
Sonlandirma kriterleri i¢in &1, €, Ve €3 degerlerini belirle.

k<0

ii.  Xj noktasindaki fonksiyon degerini f(X;), hata vektoriini e(xy) ve
Jacobian matrisini J(x;) hesapla.

iii. Aday ilerleme yonii z, = —[J7 (x,)J(Xx) + eIl 77 (x) e(xx)
Eger f(Xy + zx) < f(Xy) ise giincelle: py < Z Ve py < fy/Pscar

Adim 5’e git.
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iv.  f(Xp +zZ) > f(xg)ise
Hi < Uk HUscar Yap.
Eger ur < Umax V€ Umin < Ui 1s€ Adim 3’e git, aksi halde Adim 5’e
git.
V. AdmS5S:k<k+1
vi. Adimm 6: Asagidaki sartlardan herhangi biri saglaniyorsa algoritmay1
bitir, saglanmiyorsa Adim 2’ye git.
C1: k > N maksimum iterasyon sayisina ulasildi.
C2: |Af| = |f Xk41) — f(xx)| < & fonksiyon degismiyor.
C3: |Ax| = |Xp4+1 — Xk | < &, fonksiyon degismiyor.

C4: ||IVf (Xk41)|l < &3 algoritma yerel minimuma yakinsadi.

Bu algoritmadan da goriilecegi gibi fonksiyonu azaltan uygun bir ilerleme
yonii bulundugunda p,, biiyiikliigii azaltilarak pj ilerleme yonii Gauss-Newton
yoniine dontigiir ki bu durumda yakinsama hizlanir. Diger taraftan, fonksiyonu
azaltan uygun bir ilerleme yOniiniin bulunmamasi halinde, y; degeri fonksiyonu
azaltan uygun bir ilerleme yonii bulunana kadar artirilir ve boylece py, ilerleme yonii
Dik-inis yoniine benzemeye benzemeye baslar ki bu durumda yakinsamanimn
yavaglamasi1 pahasima da olsa fonksiyonun azalmasi saglanmaya calisilir. Sonug
olarak, LM algoritmasi, yavas ama giivenilir Dik-Inis yonii ile hizli ama az giivenilir
Gauss-Newton yonii arasinda uygun bir gegis saglar. Bu da LM algoritmasinin en

giiclii yanidir.
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3. KISITLI OPTIMIiZASYON

Kisith  optimizasyonda, kisitlayict  fonksiyonlar optimum  ¢dziimiin
bulunmasinda onemli rol oynarlar. Kisitli optimizasyon problemleri, kisitlayicinin
tipine bagl olarak; esitlik kisitlayici ve esitsizlik kisitlayici olmak iizere ikiye ayrilir
ve her iki durum i¢in farkli yaklagimlar optimum ¢6ziimii elde etmek icin kullanilir.
Optimum ¢6ziimiin bulunmasi ise bir sonraki alt kisimda goriilecegi gibi bazi

matematiksel temellere dayanmaktadir.

3.1 Matematiksel Temeller

3.1.1 Null ve Range Uzaylari

A matrisi m < n olmak tizere m X n boyutlu bir matris olsun. A matrisinin

bos uzay1 (null space) N (A) ile gosterilir ve asagidaki gibi tanimlanir:

N(A) ={p e R"Ap = 0} (3.1)

Burada O sifirlardan olusan n X 1 boyutlu bir vektordiir. Bir matrisin bos
uzayl, 0 matrisin tiim satirlarina dik olan vektdrlerden olusan bir kiimedir. Ax = b
seklindeki kisitlara sahip bir problemde bos-uzay tiim olurlu (feasible) yonleri temsil
eder. V'(A) uzaymdaki iki vektoriin dogrusal kombinasyonu yine V' (A) iginde bir
vektor olacakir, yani N (A) uzayr R" uzayinin bir alt uzayidir. N (A) uzaymnin
boyutu n — rank(A) seklindedir. A matrisi tam-satir-rankina sahipse o zaman N (A)

uzayinin boyutu n — m olur.

Diger bir uzay da Range uzayidir. Bu uzay, A matrisinin siitunlar1 tarafindan
taranmaktadir, yani, A matrisinin Range uzayi onun siitunlarinin dogrusal bir

kombinasyonudur. AT matrisinin range uzay: asagidaki gibi tanimlanmaktadur:
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R(AT) ={qe R q=ATA, A€eR™} (3.2)

Range uzaymin boyutu ile AT matrisinin ranki aynidir ve ayn1 zamanda A
matrisinin rankina esittir. N'(A) ile R(AT) arasinda 6nemli bir iliski vardir: Bir
matrisin bos uzayr ile transpozunun range uzayi birbirine diktir. Bu ifadeyi
dogrulamak igin, q € R(AT) vektorii herhangi bir A € R™ icin q = ATA seklinde
yazilabilir. Yani, p € NV (A) ve q € R(AT) olmak iizere, asagidaki gibi yazilabilir:

q=ATA-q" =ATA->q'p=2TAp=0 (3.3)

Daha da o6nemlisi, A matrisinin bos uzayi ile transpozunun range uzayi
birbirine dik olduklarindan ve boyutlarinin toplami n —rank(A) + rank(A) =n
oldugundan x € R" seklindeki herhangi bir vektor, p bos uzay bileseni ve q da range

uzay bileseni olmak {izere,

X=p+q (3.4)

seklinde yazilabilir. A matrisi, A = aT seklinde 1 x 2 boyutlu bir vektdr
olmak iizere, bu iki uzayin dikligi geometrik olarak Sekil 3-1’deki gibi gosterilebilir
(Iplik¢i 2013). Burada dikkat edilirse, a vektorii bos uzaya diktir ve herhangi bir

range-uzay vektorii Aa seklinde ifade edilebilir.

N(A) R(AT)

Sekil 3-1: Bos uzay ve Range uzayin birbirine dikligi

Vektorleri, m X n boyutlu bir A matrisinin bos uzayinda gostermek igin
asagidaki gibi n X r boyutlu bir Z bos uzay matrisi tanimlayalim:
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AZ=0 (3.5)

Burada O sifirladan olusan m X r boyutlu bir matristir. Bu durumda, V'(A)
uzayindaki tim vektorler Z bos uzay matrisinin siitunlarinin  dogrusal bir
kombinasyonudur. Z bos uzay matrisinin gosterimi tek degildir. Eger A matrisi tam
satir rankina sahipse (rank(4) = m), o zaman AZ = 0 sartin1 saglayan ve ranki
n — m olan herhangi bir n X r boyutlu bir matris bos uzay matrisi olabilir. Z bos
uzay matrisinin siitun sayist r en az n — m olmalidir. r = n — m durumunda Z’nin
stitunlart dogrusal bagimsiz olur ve Z bos uzay matrisi V' (A) uzaymin bir baz

matrisi olur. V"(A) uzay1 su sekilde ifade edilebilir:

N(A) ={p:p=Zv,vER"} (3.6)

Boylece,

N(A) = R(Z) (3.7)

yazilabilir. Bu bize olurlu yonlerin bulunmasinda pratiklik saglar. Ornegin,
eger bir X noktas1 AX = b kisitlarin1 saglayan olurlu bir nokta ise, o zaman diger tim

olurlu noktalar asagidaki gibi yazilabilir.

Xx=X+Zv,vER" (3.8)

3.1.2 Dogrusal Kisitlarin Gosterilimi

Burada amag, olurlu bir noktadan, baska bir olurlu noktaya kolayca hareket
edebilmek icin kisitlarin uygun bir formda yazilabilmesidir. Kisitlar, degiskenler
arasindaki iligkileri belirlerler, 6rnegin bir degiskeni degistirdigimizde, olurluluk
kosullar1 geregi diger degiskenlerin de uygun sekilde degistirilmesi gerekebilir.
Kisitlarin bir koordinat sistemi ile gdsterilmesi daha kolaydir, boylece degiskenler
arasi iliskilerin dikkate alinmasi ve olurlu noktalar arasindaki gecisler daha kolay

hale gelir.
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Genel durumda kisitlar esitlik ya da esitsizlik bigimindedir. Dogrusal kisitli
herhangi bir problem, asagidaki bicimde yazilabilir:

min f(x)
X
Kisitlar:alx=b; i€ ¢ (3.9)

alx>b, i€7

Burada hem esitlik hem de esitsizlik kisitlar1 goriilmektedir. € kiimesinin
elemanlar1 esitlik kisitlarinin indeksleri iken, J kiimesinin elemanlar1 esitsizlik
kisitlariin indekslerinden olugmaktadir. Biitlin olurlu noktalarin bulundugu “olurlu
bolge” § ile gosterilsin. Simdi olurlu bir nokta ve onun yakin komsulugundaki olurlu
noktalara daha yakidan bakalim. X gibi olurlu bir noktadan bu noktanin
yakinlarindaki baska bir olurlu noktaya hareket edildiginde fonksiyonun nasil
degistigini inceleyecegiz. Ilk olarak hareketin yoniine bakalim. Eger &
noktasindayken p yoniinde kii¢iik bir ilerleme yaptigimizda yine olurlu bir noktaya
geliyorsak, 0 zaman p yoniine “olurlu yon (feasible direction)” denir. Baska bir
deyisle, bir X noktasi tiim kisitlar1 saglayan (olurlu) bir nokta olmak lizere X+ p
noktasi da tiim kisitlar1 sagliyorsa, o zaman p vektoriine “olurlu yon” diyecegiz.
Matematiksel olarak, X €S iken X+ ap €S olacak sekilde kiigik bir «
bulunabiliyorsa, 0 zaman p olurlu bir yondiir. Béylece, olurlu bir yonden baska bir
olurlu yone ilerlemek olurlulugu korur. Pek ¢ok uygulamada her iterasyonda
olurlulugu korumak énemlidir. Ornegin, amag fonksiyonu sadece olurlu noktalarda
tanimlanmis olabilir veya problemin ¢oziimii sadece olurlu noktalarda pratik bir

anlama sahip olabilir.

Simdi, olurlu y&nleri, kisit vektdrler (a! ’ler) cinsinden yazmaya galisalim.
Olurlu yonii tek bir kisitlamayla karakterize etmekle baglayalim. Ozellikle %
noktasindayken yapilan kiigiik bir yer degistirme sonucu kisitlarin saglanmaya
devam etmesi igin gerekli kosullar1 belirleyelim. al x = b; gibi bir esitlik kisit1 igin

olurlu yén al (8 + ap) = b; gibi olmaldir, yani a p = 0 olmahdir.

Benzer sekilde, alx > b; gibi bir esitsizlik kisit1 igin olurlu yon al (R +

ap) = b; gibi olmaldir. Burada, aktif olmayan kisit (al X > b;) i¢in yeterince kiiciik
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a degerlerinde al (R + ap) = b; sarti zaten saglamir. Diger taraftan, aktif kisit
(a’® = b;) iginse, yeterince kiigiik a degerlerinde a! (R + ap) = b; sart1 ancak

alp = 0 ile saglanur.

Ozet olarak, £ gibi olurlu bir noktadaki olurlu yonii sadece esitlik kisitlar1 ve
bu noktadaki aktif esitsizlik kisitlar1 belirlemektedir. J kiimesi, X noktasinda aktif
olan esitsizlik kisitlarinin indekslerinden olusan kiime olmak {izere X noktasinda

olurlu p yonii denklem (3.10)’daki gibi tanimlanir.

alp=0i€cu’ (3.10)

Esitlik ve esitsizlik kisitli problemleri ayr1 ayri ele almak yararli olacaktir.
Standart bir esitlik kisitli problem denklem (3.11)’deki gibi olup olurlu yon sarti
Ap = 0 seklindedir.

min f(x)
* (3.11)
Kisitlar:Ax =b

Diger taraftan, standart bir esitsizlik kisitl problem denklem (3.12)’deki ifade

edilmektedir.

min f(x)
* (3.12)
Kisitlar:Ax > b

X gibi olurlu bir noktada aktif olmayan kisitlarin olurlu yonler tizerinde higbir
etkisi yoktur. A matrisi, & noktasinda aktif olan kisitlarin A martisinde karsilik gelen
satirlarindan olusan bir alt matris olsun. Boylece, X gibi olurlu noktada olurlu yon

sartt Ap > 0 sekline gelir.

Bir noktada aktif olmayan kisitlarin olurlu y6n ftizerinde hi¢ bir etkisi
olmadigindan, bu noktanin optimal olup olmadig: test edilirken bu kisitlar ihmal
edilebilir. Ozellikle optimum noktasinda hangi kisitin aktif oldugu bilinseydi aktif
olmayan kisitlar elenip aktif olanlar da sanki esitlik kisittymis gibi diigiiniilerek
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problem ele alinabilirdi. Esitsizlik kisith bir problemin bir ¢6ziimii aynt zamanda

aktif kisitlar tarafindan tanimlanan esitlik kisitli problemin de bir ¢oztimiidiir.

3.2 Kisith Problemler icin Optimallik Sartlar

Bu kisimda, asagidaki bigimdeki problemler ele alinacaktir.

mxin fx)
Kisitlar: g;(x) =0 i € ¢ (3.13)

gix)=0i€d

Burada ¢ esitlik kisitlarina iliskin indeks kiimesini, 7 de esitsizlik kisitlarina
iliskin indeks kiimesini gostermektedir. Amag¢ fonksiyonu f ve kisit fonksiyonlari
olan g;’lerin ikinci tiirevlerinin mevcut oldugu varsayilmigtir. Bu kisimda, kisith
optimizasyon probleminin ¢oziimii tarafindan saglanmasi gereken kosullar tizerinde
calisilacaktir. Kisitsiz durumda oldugu gibi sadece yerel ¢oziimler iizerinde
durulacak, global ¢6ziim aranmayacaktir. Ancak, olurlu bdlgenin ve f fonksiyonunun
konveks olmasit durumunda yerel ¢6ziimiin aym1 zamanda global ¢6ziim oldugu

unutulmamalidir.

Kisitsiz durumda optimallik kosullari, ama¢ fonksiyonunun yerel minimum
x"civarindaki davranigini incelememize imkan saglayan Taylor serisi yaklagikligi ile
elde edilmisti. Kisitsiz durumda, 6zellikle X* civarinda amag¢ fonksiyonunun degeri
azalmiyordu. Benzer bir yaklasim kisitli bir durumda da kullanilabilir. Taylor serisi
yaklagiklig1 ile, amag fonksiyonu f ve kisit fonksiyonlari olan g;’lerin x* civarindaki
davraniglar1 analiz edilebilir. Bu durumda x* civarindaki olurlu noktalarda amag

fonksiyonunun degerinin azalmamasi gerektigi sdylenebilir.

Burada optimallik kosullar1 asama asama ¢ikarilacaktir. Once dogrusal kisitli
problemler ele alinacak, ardindan dogrusal olmayan kisitli problemlere gegilecektir.
Her iki durumda da temel fikir ayn1 olmakla beraber dogrusal kisitli durumun analizi

daha kolaydir.
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Eger tim durumlar dogrusal ise, olurlu (feasible) hareketler tamamen olurlu
yonlerle karakterize edilebilirler. x* gibi bir minimum noktasinda f(x) amag
fonksiyonu i¢in olurlu bir inis yonii bulunamaz ve x*’daki tiim olurlu yonler igin
pTVf(x*) = 0 sarti saglamir. Birinci dereceden optimallik sarti da bunun bir
sonucudur. Eger dogrusal olmayan kisitlar varsa, o zaman olurlu yonler boyunca
X"’ yakin noktalarinda hareket etmek miimkiin olmayabilir. Bu durumda hareketler
olurlu yonler yerine olurlu egriler iizerinde olacaktir. Olurlu bir egri tizerindeki
hareketlerin analizi, olurlu bir yon {izerindeki hareketlerin analizinden daha
karmagiktir. Yine de temel fikir, X*’in yakin noktalarindaki olurlu noktalarda amag

fonksiyonunun degerinin azalmasidir.

3.2.1 Dogrusal Kisith Problemler icin Optimallik Sartlar

3.2.1.1 Dogrusal Esitlik Kisith Problemler icin Optimallik Sartlar:

Asagidaki dogrusal esitlik dogrusal problemi ele alalim:

min f(x)
(3.14)
Kisitlar:alx=b; i € ¢

Satirlar1 a! ’lerden olusan m X n’lik matrisi A ve elemanlar1 b;’lerden olusan
m X n’lik vektorii de b ile gosterelim. Boylece, kisitlart Ax = b seklinde gostermek

miimkiindiir. Bu problemde su varsayimlar yapilmaktadir:

1. Olurlu bolge iginde "' (x) mevcuttur.
2. A matrisinin satirlart dogrusal bagimsizdir.

3. Kisitlar tutarhidir.

Burada amag, kisith problemi kisitsiz probleme ¢evirmektir. AX = b seklinde
kisitlara sahip bir problem, kisitsiz bir probleme doniistiiriilebilir. Boylece kisitsiz

problem i¢in gelistirilen teori ve algoritmalar kisitl probleme de uygulanabilir.
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Ax = b seklinde dogrusal esitlik kisitlarina sahip bir problem esdeger bir
kisitsiz probleme doniistiiriilebilir. Varsayalim ki X olurlu bir nokta olsun yani
AR = b sart1 saglansin. Bu durumda bagka bir olurlu nokta X + p ile ifade edilebilir
Ki burada Ap = 0 olup olurlu bolge {x:x = X+ p,p € N (A)} seklindedir. Bu olurlu
bolgeyi bos uzay matrisi cinsinden de gostermek miimkiindiir. n X r boyutlu Z
matrisi, r = n — m olmak iizere A’nin bos uzay matrisi olsun. Z matrisi asagidaki

gibi r adet dogrusal bagimsiz bos vektorlerden olusan bir matristir.

Z=[nyn; .. n,] (3.15)

Burada i =1, ...,r i¢in An; = 0 seklindedir. Boylece olurlu bolge denklem
(3.16)daki gibi ifade edilebilir.

{xx=X+Zv,ve R"} (3.16)

Sonug olarak x’e iliskin dogrusal esitlik kisithh problem, Vv’e iliskin kisitsiz

probleme asagidaki gibi doniistiiriilebilir:

mvin O6(v) =fR+Zv) (3.17)

Burada @(.) fonksiyonu yeni amag fonksiyonu olup orjinal amag fonksiyonu
olan f(.) ’nin olurlu bolge tizerindeki izdiisimidir ve “indirgenmis fonksiyon
(reduced function)” olarak adlandirilir. Eger Z matrisi A’nin bos uzayi igin bir baz
matrisi ise, yani siitunlar1 baz vektorlerden olusuyorsa, o zaman @(.) fonksiyonunun
degisken sayis1 n — m olur. Dolayisiyla, kisitli problem sadece kisitsiza doniismez

ayni zamanda degisken sayis1 da azalir.

Optimallik kosullarin1 bulmak icin indirgenmis fonksiyonun gradyan

vektoriine ve Hessian matrisine ihtiya¢ vardir. Indirgenmis gradyan vektérii, zincir

kural1 ile denklem (3.18)’deki gibi ifade edilebilir.

apB(v)

) (3.18)

Vo(v) =
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= V,0(v)

_oxof
© Avox

=Z"V,f (%)
= 2TV, f(R+Zv)

=Z7TV,f (%)

Benzer sekilde indirgenmis Hessian matrisi de denklem (3.19)’daki gibidir.

V2Q(v) = V2f(R+ Zv) (3.19)

Eger x* noktas1 kisitli problemin bir ¢dziimii ise, o zaman X* = X + Zv"
esitligini saglayan her v* noktasi da indirgenmis kisitsiz problemin bir ¢oziimiidiir.

Boylece, v* noktasinda asagidaki gibi verilen optimallik kosullar saglanmis olur:

VO(v*) = 0 ve V2@(v*) pozitif tamuml (3.20)

Indirgenmis tiirev bilgilerini kullanarak birinci ve ikinci dereceden optimallik
kosullar1 elde edilebilir. Yerel minimumunu bulmak istedigimiz dogrusal esitlik

kisith probleme geri donersek:

mxin f(x)

(3.21)
Kisitlar:Ax=Db

Eger x* noktasi asagidaki yeter kosullart sagliyorsa, o zaman x* bir kesin

yerel minimumdur:

e AX*=D
e ZTVf(x*) =0

o ZTV?f(x*)Z matrisi pozitif tanimli

Burada Z matrisi A matrisinin bos uzay matrisidir (Iplik¢i 2013).
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3.2.1.1.1 Lagrangian Yaklasimi

dogrusal esitlik kisitli problemin ¢6ziim noktasinin saglamasi gereken birinci
dereceden kosulun elde edilmesi i¢in baska bir yaklagim da Lagrangian yaklasimidir.
Dogrusal esitlik kisitli problemin bir yerel minimumu x* ve A matrisinin de Z olsun.

Vf(x*) ifadesini bos uzay ve range uzay bilesenleriyle yazarsak:

VF(x*) =Zv* + ATA* (3.22)

Burada v* € R” ve A* € R™ seklindedir. Ifade iizerinden bazi islemlerden

sonra asagidaki esitlik bulunur.

VF(x*) = ATA* (3.23)

Yani, x* noktasindaki Gradyan vektorii, kisitlarin dogrusal kombinasyonudur.
A" vektorii de bu dogrusal kombinasyonun katsayilarindan olusur ve “Lagrange
carpanlar1 vektorii” olarak adlandirilir, i elemam i kisita kars1 diisen Lagrange
katsayisidir. Bu, birinci dereceden optimallik kosuludur ve onceden bulunan ile
esdegerdir. Optimallik kosullar1 Sekil 3-2’de gosterilmistir (Iplik¢i 2013). Burada
sadece a’x = b seklinde tek bir kisit vardir. Minimum noktas1 x*’daki Gradyan
vektori V f(x*), a vektoriine paraleldir ve dolayisiyla aralarinda V f(x*) = A*a
iligkisini saglayan bir A* vardir. Diger taraftan X gibi baska bir noktada Gradyan
vektorii a vektoriine paralel degildir ve Vf(X) = A1*a iliskisini saglayan bir A

bulunamaz dolayisiyla da X optimal bir nokta degildir.

TN

esdeger eg“ri?er /

Sekil 3-2: Birinci dereceden optimallik kosullar
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Indirgenmis gradyan sifirsa, yani ZTVf(x*) = 0 ise, 0 zaman Vf(x*) = ATA*
sartin1 saglayan bir A* vektorii bulunabilir. Bunun tersi de dogrudur, yani eger
Vf(x*) = ATA* sart1 saglamyorsa, o zaman indirgenmis gradyan sifir olur. Bdylece,
birinci dereceden optimallik kosullar1 esdeger bir sekilde denklem (3.24)’teki gibi

yazilabilir.

Z'Vf(x) =0 & Vf(x") = ATA (3.24)

Ancak, pratik agidan bu iki esdeger kosul arasinda bir fark vardir; eger belli
bir noktada indirgenmis gradyan sifir degilse, o zaman bu durum bir inis yoOnii
bulunmasinda kullanilabilir. Diger taraftan, eger bir noktada Lagrange ¢arpanlarinin

bulunmamasinin bir inis yonii bulunmasinda bir katkis1 yoktur.

Kisitl problemde optimum ¢6ziim bulunurken yapilan varsayim da A
matrisinin tam satir rankina sahip oldugudur, yani tiim satirlarinin dogrusal bagimsiz
olmasidir. Bu varsayima “regiilerlik varsayimi” denmektedir. Bu kisimda gelistirilen
yontemler, regiiler olmayan duruma da uyarlanabilir ama bu durumda Lagrange

carpanlar1 genellikle tek olmamaktadir.

3.2.1.2 Lagrange Carpanlar: ve Lagrange Fonksiyonu

Lagrange carpanlari, optimum noktasindaki gradyan vektoriinii, kisit matrisi
olan A matrisinin dogrusal bir kombinasyonu seklinde ifade ederler. Bu kisimda
ayrica, bu carpanlarin, amag¢ fonksiyonunun optimum degerinin veriye olan
duyarliligini ifade etmekte de kullanildig1 goriilecektir. Ayrica, bu kisimda, Lagrange
fonksiyonu tanmitilip bunun optimallik kosullarimin ifade edilmesinde nasil

kullanildig1 gosterilecektir.

Pek ¢ok uygulamada, elde sadece yaklasik veriler kullanilabilir durumda
olmaktadir. Olgiim hatalari, verilerdeki dalgalanmalar ve bilginin yetersiz olmasi
optimizasyon modelindeki belirsizlige katkida bulunan faktorlerdir. Kesin verilerin
elde bulunmamasi durumunda, en iyi tahminlerin kullanilmasindan bagka se¢enek

yoktur. Bir ¢6ziim bulundugunda, bir sonraki adim, bulunan ¢6ziimiin kalitesinin
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degerlendirilmesi olacaktir. Buradaki kritik soru sudur: bulunan ¢dziim verilerdeki
degisime ne kadar duyarlidir? Burada, kisitlarin sag tarafindaki verilerde kiigiik
degisimler yapilarak bu degisimlerin optimum ¢oziim iizerindeki etkileri ele

alinacaktir.

Asagidaki problemi ele alalim:

mxin fx)
(3.25)
Kisitlar:Ax =b

Burada, f(.) fonksiyonunun ikinci tiirevinin mevcut oldugu ve mxn A
matrisinin tam satir rankina sahip oldugu varsayilmaktadir. Ayrica, yerel minimum
noktasinin (x*) onceden bulundugu varsayilmistir. Simdi, kisitin sag tarafinda
bulunan b vektoriiniin b + 8 seklinde ¢ok kiiciikk bir miktar pertiibe edildigini
diistinelim. Amag fonksiyonun optimum degerinin bu degisimden nasil etkilendigini
inceleyelim. Eger 8 vektoriindeki degisimler yeterince kiiclikse, o zaman yeni
optimum noktasinin &nceki optimum noktasi X" ’a yakin bir yerlerde olacagini
soylemek yanlis olmaz. x* noktasinda ikinci dereceden kosullar saglandigi siirece
bunun dogrulugu ispatlanabilir. x*’a yakin bir nokta olan ve AX = b + & kisitin1

saglayan X noktasi i¢in Taylor serisi yaklagiklig1 kullanilabilir.

f® =fx)+E-x)Vf(E)
= f(x") + & —x)TATY
(3.26)
= f(x) + 872"

= f(x") + XLy 64

Ozellikle, eger X noktas1 pertiibe edilmis problemin bir optimum noktas: ise
bu esitlikler gecerlidir. Eger i™¢! kisitin sag tarafi &; kadar degisirse, o zaman amag
fonksiyonu yaklasik 6;A} kadar degisir. Yani, A}, i kisitin sag tarafindaki birim
degisime kars1 amag fonksiyonundaki degisimi gostermektedir. Bu yiizden Lagrange

carpanlarina “ikincil degiskenler (dual variables)” denmektedir.
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Optimallik kosullarina geri donersek, herhangi bir ¢ézliimiin olurlu olmasi
gerektiginden, bir yerel minimum noktasi (X*) asagidaki gibi m + n bilinmeyenli

m + n denklemin ¢éziimiidiir.

VFAx*)—ATA* =0
(3.27)
Ax*=Db

Bu denklem sistemi esasinda birinci dereceden optimallik kosullarinin baska
bir gosterilimidir. Bu kosullar1 kullanan Lagrange’nin yaklagimi ile, birinci
dereceden optimallik kosullarmm1 ifade etmek i¢in asagidaki Lagrange

fonksiyonundan yararlanilir.

LxH) =f(x) - Z A(aix = b)) (3.28)
i=1 .

= f(x) —AT(Ax—b)

Boylece birinci dereceden optimallik kosullart denklem (3.29)’daki gibi

yazilabilir.

V L(x*,A*) = 0 sonucunda Vf(x*) = ATA* elde edilir.

VL(x",A") =0 _){ VA L(x*,A*) = 0 sonucunda Ax* = b elde edilir.

(3.29)

Boylece, yerel minimum noktasinin, Lagrange fonksiyonunun bir duragan

noktas1 oldugu sdylenebilir.

3.2.1.3 Dogrusal Esitsizlik Kisith Problemler icin Optimallik Sartlar

Asagidaki problemi ele alalim:

min f(x)
* (3.30)
Kisitlar:Ax > b
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Burada A satirlart al seklindeki vektorler olan m x n boyutlu bir matristir.

Bu problemin olurlu bir ¢6ziimiiniin var oldugunu varsayiyoruz.

X" noktas1 yerel bir ¢oziim olsun. X* noktasinda aktif olmayan kisitlarin
¢Ozlimiiniin optimalligi tlizerinde hi¢c bir etkileri olmayacagindan bu kisitlar
cikartilabilir. A matrisi, A matrisinin aktif kisitlara denk diisen satirlarmndan olusan
bir matris, b ’de aym sekilde b vektdriniin aktif kisitlarma denk diisen
elemanlarindan olugan bir vektér olsun. O zaman Ax* =b yazlabilir. x*
noktasindan baska bir olurlu noktaya, p gibi olurlu bir inis yoniinde hareket ederek
ulagilabilir. X* noktasinda olurlu bir inis yonii i¢in kosul, Ap > 0 seklindedir.
Konuyu basitlestirmek i¢in regiilerlik varsaymmi yapiyoruz, yani A matrisinin

satirlarinin dogrusal bagimsiz oldugunu varsayiyoruz.

x"* noktasi esitsizlik kisitli problemin bir yerel ¢oziimii oldugundan ayni

zamanda asagidaki esitlik kisitli probleminde yerel ¢oziimiidiir.

min f(x)
(3.31)
Kisitlar:Ax = b

Z matrisi, A matrisinin bos uzay matrisi olsun. Esitlik kisitli problemin birinci

dereceden kosulu denklem (3.32)’deki gibidir.

Vfx) =ATA*=0 © ZTVf(x") =0 (3.32)

Burada A* aktif kisitlara denk diisen Lagrange carpanlar vektoriidiir. ikinci
dereceden gerek kosullar da ZTV?f(x*)Z matrisinin pozitif yar1 tammli olmasmi
gerektirir. Coéziim noktasinda A* > 0 olmalidir. Aksi halde A* vektoriiniin bazi
elemanlar1 negatif olur ve ¢oziim noktasinda hala olurlu bir inis yonii bulunabilir ki
bu da x*noktasinin yerel minimum oldugu varsayimi ile gelisir. O yiizden ¢6ziim

noktasinda A* > 0 kosullari saglanmalidur.

Birinci dereceden optimallik kosullarina bir de, aktif olmayan kisitlara denk

diisen Lagrange carpanlarinin sifir olarak tanimlayarak, farkli acidan bakalim. Bu
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durumda tiim kisitlara karst diisen m x 1 boyutlu bir A* vektorii olusturabiliriz.
Baoylece, VF(x*) = A*A* ve A* > 0 kosullari, V£ (x*) = ATA* ve A* > 0 kosullarina
esdegerdir, burada A matrisinin aktif olmayan kisitlara karsi diisen siitunlar1 sifir
Lagrange carpani ile carpilmaktadir. Aktif olmayan herhangi bir kisita karsi sifir
Lagrange carpani olmasi gerekliligi denklem (3.33)’le ifade edilebilir.

Ai(alx* —b;) =0, i=1,..,m (3.33)

Bu kosullar “tamamlayict gevseklik kosullar1 (complementary slackness
conditions)” olarak adlandirilir. Bu kosullara gore ya aktif kisit olmalidir (alx* —
b; = 0) ya da ona kars1 diisen Lagrange carpani sifir olmalidir (1; = 0). Bu ikisinden
en az biri saglanmalidir. Sadece birinin saglandig1 duruma (afx* — b; = 0 veya A; =
0) “kesin tamamlayicilik” denir. Bu durumda, aktif kisita karsi diisen Lagrange
carpanlart pozitifitir (A* > 0). Eger kesin tamamlayicilik sarti saglanmiyorsa, o
zaman bazi aktif kisitlarin Lagrange ¢arpanlart sifir olacaktir ki bu tip kisita dejenere
denmektedir. Dejenere durum, istenen bir durum degildir ¢iinkii algoritmanin

yavaglamasina hatta ¢okmesine bile yol acabilir.

Esitsizlik kisith problem ig¢in birinci ve ikinci dereceden gerek kosullar

asagidaki sekilde ozetlenebilir.

min f(x)
* (3.34)
Kisitlar:Ax > b

Eger x* noktas1 dogrusal esitsizlik kisitli problemin bir yerel minimumu ise o

zaman A" gibi bir Lagrange ¢arpanlar1 vektori i¢in asagidaki kosullar saglanir:

o Vf(x*) = ATA* veya esdeger olarak ZTVf(x*) = 0
e A'>0
e AT(AX* —b) =0

e ZTV2f(x*)Z matrisinin pozitif yari-tanimli
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Burada Z matrisi x* noktasinda aktif olan kisitlara kars1 diisen satirlardan

olusan matrisin bir bos uzay matrisidir.

Simdi de, bir duragan noktanin gergekten bir yerel minimum noktasi olmasini
garanti eden yeter kosullar1 elde etmek istiyoruz. Kolaylik olsun diye sadece Z
matrisinin A matrisinin bos uzay matrisi oldugu durumu ele alacagiz. Yeter kosul
olarak, esitlik kisith problemde oldugu gibi ZTV?f(x*)Z matrisinin pozitif taniml
olmas1 gerekecegi beklenmektedir. Dogrusal esitsizlik kisith problem igin yeter

kosullar su sekilde 6n teori ile yazilabilir.

min f(x)
* (3.35)
Kisitlar:Ax > b

Eger x* noktas1 asagidaki kosullar1 saglarsa o zaman bu nokta dogrusal

esitsizlik kisith problemin kesin yerel minimumudur.

e AX*>Db
o Vf(x*)=ATA*
e A'>0

e Kesin-tamamlayicilik kosulu saglaniyor.

o ZTV2f(x*)Z matrisi pozitif taniml

Bu 06n teoriyi, X* noktasinda herhangi bir olurlu yon boyunca amag
fonksiyonunun arttirdigin1 gostererek ispatlayabiliriz. Dikkat edilirse x* noktasi,
tizerinde aktif olan kisitlar icin tanimh {x: Ax = i)} kiimesi i¢in f(.) amag
fonksiyonunun kesin yerel minimumudur. O yiizden Ap = 0 kosulunu saglayan
herhangi bir p yoniinde ilerlendiginde f(.) ama¢ fonksiyonu artacaktir. Simdi de
Ap > 0 kosulunu saglayan herhangi bir p yoniinde ilerlemeyi ele alalim, ki burada
Ap’nin bazi elemanlar1 pozitif olsun. p yonii olurlu bolgenin i¢ine dogru bir yondiir.
Vf(x*) = ATA* = A*A* oldugundan p”Vf(x*) = pTATA* > 0 olur ve p yonii ayni
zamanda bir olurlu artma yonii olur. Boylece, Xx* noktasinda herhangi bir olurlu yon

boyunca ilerlendiginde amag fonksiyonunun degeri artar.
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Goruldugi gibi, aktif kisita iliskin Lagrange carpani eger pozitifse, o zaman
bu kisittan olurlu bdlgenin igine dogru yapilan kiiciik bir ilerlemede amag
fonksiyonunun degeri artar. Ancak, eger Lagrange carpami sifirsa, o zaman bu
kisittan olurlu bélgenin ig¢ine dogru yapilan kiiciik bir ilerlemede amag
fonksiyonunun degerinin artip artmayacagi birinci dereceden bilgi ile bilinemez. O
yiizden dejenere kisit durumunda, bir noktanin yerel minimumlugunu garanti etmek

icin Hessian matrisi lizerinde daha siki kosullarin saglanmasi gerekecektir.

Asagidaki dogrusal esitsizlik kisitli problemi ele alalim.

min f(x)
* (3.36)
Kisitlar:Ax > b

A, matrisi, A matrisinin x* noktasinda dejenere olmayan aktif kisitlara (yani
A; > 0 olanlar) kars: diisen satirlarindan olusan bir alt matris olsun. Z, matrisi de A,
matrisinin bos uzay1 igin bir baz matris olsun. Eger x* noktas1 asagidaki kosullari
saglarsa, o zaman bu nokta dogrusal esitsizlik kisitli problemin kesin yerel

minimumudur.

e AX*>Db
o Vf(x*) =AML
e A*>0

e MT(AX* —b) =0

o ZTV?f(x*)Z, matrisi pozitif tamiml
3.3 Duallik
Duallik (duality) kavrami hem dogrusal programlama hem de dogrusal
olmayan programlama problemlerinde karsimiza ¢ikmaktadir. Bir dogrusal olmayan

programlama problemine primal problem dersek, primal problem ile bunun duali

arasinda cok yakin iliskiler vardir (Iplik¢i 2013).
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e Eger primal problem bir minimizasyon problemi ise, duali de bir
maksimizasyon problemidir.

e Dual problemin duali yine primal problemdir.

o Zayif Duallik Problemi: Maksimizasyon probleminin olurlu bolge
icindeki bir ¢6ziimii, minimizasyon probleminin olurlu bolge i¢indeki
bir ¢oziimiiniin alt siniridir.

e Kuvvetli Duallik Teoremi: Eger birinin (primal veya dual) optimal
¢coziimi var ise otekinin de vardir. Bu optimum ¢ozlimler birbirine

esittir.

Primal problem ile dual problem arasindaki iligki hem teorik hem de islemsel
anlamda 6nemlidir. Ornegin dual problemi ¢dzmek daha kolay olabilir ve dual
problemin optimum ¢6ziimii biliniyorsa, primal problemin de optimum ¢dzimii
bulunabilir. Dual problemin optimum ¢6ziimiine iliskin iyi bir tahmin, primal
problemin optimum ¢6ziimiine iliskin iyi bir tahminde bulunmasina yardimei

olabilir.

Birinci dereceden optimallik kosullar1 sadece tasarim degiskenleri (x;’ler)
icin degil aym1 zamanda da Lagrange carpanlart (4;’ler) i¢in de yazilir. Lagrange
carpanlart dual degiskenlerdir. Eger optimum Lagrange c¢arpanlar1 Onceden
bilinebilirse, optimizasyon probleminin ¢6ziimii ¢ok kolaylasacaktir. Dolayisiyla,
optimum Lagrange carpanlarinin (4;’ler) kolayca hesaplanabilmesi olduk¢a faydali
olacaktir. Boylece soru su hale gelmektedir: Bilinmeyen tasarim degiskenlerinin
Lagrange carpanlari oldugu ve ¢dzliimiin A; ’lerden olustugu yeni bir dogrusal
olmayan programlama problemi tanimlayabilir miyiz? Diger bir soru da sudur:
Bulunan bu ¢o6ziim hangi sartlar altinda orjinal problemin ¢dziimiinde

kullanilmaktadir? Duallik teorisi bu sorulara cevap aramaktadir.

3.3.1 Oyunlar ve Min-Max Dualligi

P ve D isimli iki oyuncu arasinda gecen bir oyunda, P’nin elinde belli
stratejilerden olusan bir X kiimesi olsun. Benzer sekilde, D’nin elinde de Y gibi bir

stratejiler kiimesi olsun. Oyun basladiginda, P oyuncusu X kiimesinden x gibi bir
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strateji, D oyuncusu da Y kiimesinden y gibi bir strateji belirlesin. Sonra, her ikiside
sectikleri stratejiyi ayni anda agiklasinlar. Sonug olarak, P oyuncusu D oyuncusuna
F(x,y) miktarinda para 6desin. Bu oyunun ismi sifir toplamli oyun’dur, ¢iinkii

oyunculardan birinin kaybettigi miktar1 6teki kazanmaktadir.

Varsayalim ki hem P hem de D kazanglarint maksimize etmek i¢in akilci
stratejiler segcmekte olsunlar. Yine varsayalim ki oyuncular kazanglarint maksimum
yapacak stratejiyi belirlerken birbirlerinden etkilemiyor olsunlar. Boylece, her iki

oyuncu da en kotii durum senaryolarini optimize etmeye ¢alismaktadirlar.

Ik olarak P’yi ele alalim. Eger P, x € X stratejisini secerse, en kotii durumda

(D ¢ok zeki veya ¢ok sansli) D’ye ddeyecegi miktar,

F*(x) = max F (x,y)

(3.37)
olacaktir. Bu en kotii durum zararini minimize etmek igin P,
rxnel}r{lF (€9) (3.38)

seklindeki problemi ¢ozerek stratejiyi belirlemek zorundadir. Bu problem

esasinda bir min-max problemidir, ¢iinkii problem

min max F(x,y) (3.39)

XEX YEY
degerini aramaktadir.

Diger taraftan D rakibinden alacagi paranin miktarin1 maksimize etmek i¢in
calismaktadir. Eger y € Y stratejisini secerse, en kotii durumda (P ¢ok zeki veya ¢ok

sansl1) P’den alacagi miktar

F(y) =minF(x,y) (3.40)

olacaktir. D’nin optimal stratejisi en kotli durumda alacagi parayr maksimize

etmek oldugundan,
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max E®) (3.41)

problemini ¢6zmek zorundadir. Bu problem de bir min-max problemidir

¢linkdi,

max r){g}r{l F(x,y) (3.42)

degerini aramaktadir.

Her iki problem de birbirinin dualidir. P tarafindan ¢6ziilecek olan min-max
problemine primal problem, bu problemde minimize edilecek olan amag fonksiyonu
F*(x)’ye primal fonksiyon adi verilir. Benzer sekilde, D tarafindan ¢6ziilecek olan
max-min problemine dual problem, bu problemde maksimize edilecek olan amag

fonksiyonu F, (x)’ye dual fonksiyon adi verilmektedir.

Herhangi x € X ve y € Y igin

EQ)=minF(y) < Flxy) < r;lggF(x. y) =F"(x) (3.43)

yazilabilir ki buna Zayif Dualite Teoremi denmektedir, yani kisaca F,(y) <
F*(x). Zay1f dualitenin bir sonucu olarak max-min probleminin optimal ¢dziimiiniin,
min-max probleminin optimal degeri tarafindan tstten sinirlandirildigi séylenebilir.

Bagka bir deyisle
max minF(x,y) < I;lel)l(l max F(x,y) (3.44)

yeEY x€X

Kuvvetli Dualite Problemi: Kuvvetli dualite sart1 olan

min max F(x,y) = max min F(x,y) (3.45)

XEX YEY YEY x€eX
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sartin1 saglamasi ancak ve ancak F i¢in semer noktasi sartin1 saglayan
(x*,y*) ¢iftinin bulunmasiyla miimkiindiir. Diger taraftan, min — max = max —

min esitligi her zaman gergeklesmeyebilir.

3.3.2 Lagrange Dualligi

Min-max dualligi dogrusal olmayan programlama igin dual problemin
gelistirilmesinde bir temel teskil etmektedir. Anafikir su sekildedir: F gibi bir 6deme
fonksiyonu olan dyle bir oyun tanimlanmalidir ki boylece F fonksiyonuna gére min-
max probleminin ¢6ziimii ayni zamanda dogrusal olmayan minimizasyon
probleminin ¢dziimii olmalidir. Sonugta elde edilen max-min problemi de bunun
duali olur. Bunu gerceklestirmek i¢in cesitli yaklasimlar vardir. Burada Lagrange

yaklagimi ele alinacaktir. Asagidaki gibi dogrusal olmayan problemi ele alalim:

min f(x)
* (3.46)
Kisitlar:g(x) = 0

Burada x € X € R™ olup g(x) vektorii de problemdeki m adet esitsizlik
kisitlarina iliskin fonksiyonlarin olusturdugu m X 1 boyutlu bir vektordiir. Lagrange

ifadesi yazilirsa

L(x,A) =f(x)—ATg(x) (3.47)

Burada A € R™ ve A > 0. Birazdan goriilecegi gibi bu sekildeki bir dogrusal
olmayan optimizasyon problemi bir min-max problemine doniistiiriilebilir. Burada
Lagrange fonksiyonu olan £(x,A) min-max problemindeki F(x,y)’nin A € R™ ,

A > 0 seklindeki A da y’nin roliinii tistlenecektir.

Oncellikle primal amag fonksiyonunu tanimlayalim:

L7(x) = max L(x,2) (3.48)
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Bu fonksiyona, sabit x i¢in daha yakindan bakarsak:

£(x) = max{f () = ATg ()] (3.49)

yazilabilir. Eger g(x) = 0 ise ATg(x) ifadesi negatif olmayacaktir. Bu
durumda £*(x), ATg(x) ifadesi sifir oldugundan maksimum olacaktir. Bu 6rnegin
A = 0 ile miimkiin olabilir ki bu durumda da £*(x) = f(x) olur. Diger taraftan,
herhangi bir kisit i¢in g;(x) < 0 ise, bu kisita iligkin Lagrange c¢arpani olan A;
istenildigi kadar arttirilarak (diger ¢arpanlar sifir iken) Lagrange ifadesinin sinirsiz

bir sekilde artmasi saglanabilir. Bu yiizden

oo, diger

yazilabilir. Bu durumda min-max problemi,

min L£*(x) (3.51)

XEX

seklinde yazilabilir. £*(Xx) ’m sonsuz oldugu bdlgeler ihmal edilirse, bu

problem orjinal kisitli problemimiz haline gelir:

min f(x)
* (3.52)
Kisitlar:g(x) = 0

Boylece orjinal kisith dogrusal olmayan problem bir min-max problemi
seklinde yazilmis olur. Artik min-max dualitesi kullanilarak problem yazilabilir.

Herhangi bir A > 0 i¢in dual fonksiyon su sekilde yazilabilir:

L,(A) = l’)g‘lel)rfl L(x,21) (3.53)

Sonugta elde edilen max-min dual problemi su sekilde olacaktir:
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£.) = max min[f(x) - A" g(x)] (3.54)

Bu boliim boyunca kullanilacak olan kisitlarin esitsizlik kisitlar1 oldugu
varsayllmaktadir. Esitlik kisitlar1 i¢in bir zorluk yoktu. Eger kisitlardan herhangi
birinin mutlaka sifira esit olmasi gerekiyorsa o kisita iligkin A; lizerindeki kisit

(4; = 0) kaldirilir.

Zayif Duallik: Asagidaki gibi bir primal problemi ele alalim.

min f(X)
* (3.55)
Kisitlar:g(x) = 0

Bu problemin ¢oziimii x olsun. (X,A4) ¢ifti de bu probleme iliskin dual

problemin bir ¢6ziimii olsun. Bu durumda, f(X) — ATg(X) < f(x) yazilabilir.

Zayif Duallik Teoreminin bir sonucu olarak,

max £, (1) < min{f (x): g(x) = 0} (3.56)

yazilabilir ki bunun anlami sudur: primal probleminin ama¢ fonksiyonunun
optimum degeri dual problemin optimum degerine esit veya ondan biiyiiktiir.
Kuvvetli Duallik Teoremine gore; primal ve dual problemlerin optimum degerleri,
(x*,A") gibi bir noktanin tim x € X ve A > 0 degerleri i¢in L(x*,A) < L(x*,A") <

L(x,A") seklindeki semer noktasi sartin1 saglamasiyla birbirine esit olur.
Semer noktas1 sartini saglamasi garanti olan bir tip problem vardir ve bigimi

esitlik (3.57)’de verilmistir.

min f(x)
(3.57)
Kisitlar: g;(x) 2 0,i =1,...,m
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Burada f(x) konveks bir fonksiyondur ve her bir aaa konkav bir
fonksiyondur. Bu tiim problemlere konveks
verilmektedir.

programlama problemi adi

3.3.2.1 Karesel Programlama (Quadratic Programming-QP)

Karesel programlama problemi, amag¢ fonksiyonunun tasarim degiskenlerine

gore karesel (quadratic), kisitlarin ise dogrusal oldugu 6zel bir durumdur. Bir QP

probleminin genel bi¢imi denklem (3.58)’de gosterilmistir.

1
min f(x) = 5x"Hx + Gx
X 2
Kisitlar:Ax > B (3.58)

Cx=D

Burada x € R™ tasarim degiskenleri vektorii olup H,G,A ve B matrisleri
uygun boyutlardadir. Tasarim degiskenlerine gore karesel bir fonksiyonu her zaman

%XTHX + Gx bigimine getirmek miimkiindiir.

Karesel fonksiyonun bir 06zelligi de gradyan vektoriinin ve Hessian
matrisinin denklem (3.59)’daki gibi olmasidir.

Vf(x) =Hx+ G ve V>f(x) = H (3.59)
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4. DESTEK VEKTOR MAKINELERI

Destek vektor makineleri, istatiksel 6§renme teorisi ve yapisal riski en aza
indirme ilkesine dayanan, siniflandirma ve baglanim problemlerinin ¢6ziimii
amactyla Vapnik tarafindan ortaya atilmis bir 6grenme yontemidir. Destek vektor
makineleri herhangi bir smiflandirma ya da baglanim problemini, bir karesel

programlama problemine doniistiirerek yerel minimumlara takilmadan ¢ozerler.

4.1  Destek Vektor Makineleriyle Stmflandirma

Destek vektorii siniflandirmasinin  amaci yiiksek boyutlu uzaylarda iyi
Ogrenen ayirict diizlemlerin verimli ve hesaplanabilir bir bicimde tasarlanmasidir. Bu
boliimde simiflandirma problemlerine ¢6ziim getirmek {izere tasarlanmis ve bir¢ok
farkli alanda uygulamalar1 bulunan destek vektdr makineleri agiklanacaktir

(Cristianini ve Taylor 2000, Vapnik 1995, Vapnik 1998%).

4.1.1 Dogrusal Smiflandirma

Verilerin dogrusal olarak ayrildigi durumda dogrusal siniflandiricilar

kullanilmaktadir. Dogrusal siniflandirict yontemleri alt boliimlerde anlatilmaktadir.

4.1.1.1 En Biiyiik Marjinli Simiflandirici

t; € R" ve y; € {—1,+1} olmak iizere D,_pogrusal = {t;, y;}_, seklinde
verilen bir iki siifli dogrusal siniflandirma verisini ele alalim. Burada problem, bu
iki sinifl1 veriyi uygun bir ¢izgi ile birbirinden ayirmaktir. Kolaylik olmasi agisindan

giris uzaymnin boyutu iki olarak alinirsa, girig verileri Sekil 4-1’e benzer bir sekilde

olacaktir (Iplikgi 2013).
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Sekil 4-1: iki sinifli dogrusal siniflandirma verisi

Burada i¢i dolu yuvarlaklar +1 sinifi verileri, i¢i bos kareler —1 sinifi verileri
temsil etsin. Sekil 4-2’den de goriilecegi gibi bu iki sinifi birbirinden ayiran ¢ok
sayida “Karar Cizgisi (KC)” mevcuttur (Iplik¢i 2013).

Sekil 4-2: Mevcut karar ¢izgileri

Her bir karar ¢izgisi denklem (4.1)’deki gibi bir dogru denklemi ile ifade
edilebilir.

Wltl + W2t2 + b = 0 (41)

Burada w;’ler ve b terimleri karar ¢izgisini belirleyen katsayilardir. w? =

[w; w,] olmak tizere, bir karar ¢izgisi su sekilde de ifade edilebilir.

wit+b=(w,t)+b=0 (4.2)
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Burada, (, ) operatorii i¢ garpimi gostermektedir. Bu siniflandirma problemini
cozen ¢ok sayida karar ¢izgilerinden hangisinin se¢ilmesi uygundur? Siniflandirma
probleminde verilen verilerin giiriiltii oldugu yani 6l¢iim hatalar1 gibi verilere bir
takim bozucu etkilerin karismasi ihtimali goz Oniine alindiginda en uygun karar
cizgisinin smiflara olabildigince uzakta olmasi gerektigi goriiliir. Oyle bir karar
cizgisi bulunmalidir ki, bu ¢izgiye paralel olan sinir ¢izgileri arasindaki uzaklik m,
buna geometrik marjin denmektedir, en biiyiikk olsun. Sekil 4-3’te geometrik marjin
goriilmektedir (Iplik¢i 2013).

o © o, “wlt+b=+1
witth = —1  wWt+b=0

Sekil 4-3: Geometrik marjin

Boylece mevcut karar cizgileri arasindan en giivenli olani secilmis olur ki bu
karar ¢izgisine En Biiyiik Marjinli Simiflandirict (Maximum Margin Classifier -
MMC) adi1 verilmektedir. Bu karar ¢izgisini bulmak i¢in 6nce marjin biyiikligini

hesaplayalim. Pozitif taraftaki herhangi bir t* noktasinin w’t + b = 0 seklindeki bir

wltt+b

karar cizgisine olan Oklit uzaklig seklindedir, burada ||. || operatori ||w]|| =

lIwll
VwTw seklinde verilen Oklit normudur. Bir (w, b) cifti ile verilen bir karar cizgisi
a € R olmak iizere (aw, ab) seklinde Olgeklenirse bu karar ¢izgisi degismez ama t*
noktasinin aw”t + ab = 0 seklindeki karar ¢izgisine olan Oklit uzaklig1 degisir.
Ayni durum negatif taraftaki herhangi bir t™ noktasi i¢in de gegerlidir. Varsayalim
ki, pozitif taraftaki sinir ¢izgisi iizerindeki bir noktanin w't + b = 0 seklindeki karar
cizgisine olan Oklit uzakhig1 +1 ve negatif taraftaki siir cizgisi iizerindeki bir
noktanin ayni karar ¢izgisine olan Oklit uzaklig1 —1 olacak sekilde bir dlgeklenme

yapilmis olsun.
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witt +b = +1

(4.3)
wit+b=-1
Boylece geometrik marjin su sekilde bulunur.
<th+ + b) (th‘ + b)
m=|————|—-| —
llwl] llwll
1
= Wi [(wTt* +b) — (W't™ + b)]
(4.4)
1
=—(1-b—(-1-b
_ 2
lwll

Iki smifli smiflandirma problemini ¢ézen ve en biiyiik geometrik marjine
sahip siiflandiricinin bulunmasi problemi su sekilde ifade edilebilir: t; € R? ve
y; € {—1,+1} olmak iizere D,_pogrusal = {t;, v}, seklinde verilen bir iki smifl1
dogrusal siiflandirma verisi icin, w/t+ b = 0 seklinde &yle bir smiflandirict

bulunmalidir ki siniflandirict verileri hatasiz sekilde ayirmali yani, y; = +1 iken

wTlt; + b = +1 olmali, y; = —1 iken w't; + b < —1 olmali ve ayn1 zamanda ||_V1v||

geometrik marjini en bilyiikk olmalidir. Bu problem esitsizlik-kisith bir problem
olarak (4.5) esitligindeki gibi ifade edilebilir:

2
max —-
wb [|w||

KisswTt; +b > +1, y; = +1lise (4.5)
wit;+b<-1, y;,=-1lise

Aslinda — fonksiyonunu en biiyiik yapmak igin ||w]|| fonksiyonunu ya da

[Iwl
kolaylik olmasi agisindan %llwll2 fonksiyonunu en kiigiikk yapmak yeterlidir. Bu

durum dikkate alimir ve y; =+1 ve y; = —1 icin ayrn ayn yazilan kisitlar,

yi(wTt; + b) > +1 seklinde birlestirilirse, esitsizlik-kisitl bir problem su hale gelir:
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1
min = [|wl|?
wh 2 (4.6)
Kissywlt;+b>+1, i=1,..,N

Bu sekilde verilen problem esasinda bir Karesel Programlama problemidir.

Simdi bu primal formiilasyonun dualini elde etmek i¢in Lagrange ifadesini yazalim:

L(w,b,2) = f(x) — ATg(x)
1 N
= EWTW - Zﬂi[}’i(WTti +b) - 1]

1 N C (4.7)
=-wiw-— E Ay (wTt; +b) + E A
2 lyl l l

1 N N N
= EWTW — WT Z }{iyiti —-b Z }liyi + ZAL
i=1 i=1 i=1

Bu Lagrange ifadesinin birincil degiskenlere (w, b) gore tiirevi alinip, sifira

esitlenirse asagidaki esitlikler elde edilir.

N

dL(w,b,2)

w0 W= Z Ayit;
=

(4.8)
9L(w,b,3)

N
ETA 0 Ay =

Burada Lagrange c¢arpanlarinin A > 0 sartlarin1  saglamalar1  gerektigi

unutulmamalidir. Denklem (4.9)’da bulunan esitlikler Lagrange ifadesinde yerine

konuldugunda,

1 N N N
L(W) = EWTW - WT Z /‘{iyitl' —b Z /‘{l’yi + Z /‘Li
i=1 i=1 i=1

1 N (4.9)
=— EwTw + Z A
i=1

60



Mz

)

i=1j

l\.)lr—l

Lidjyiyiti e + Z A

1 i=1

Artik iki smifli siniflandirma probleminin dual formiilasyonunu su sekilde

yazabiliriz.

1 N N
m}inL()L) =EZZAL iyt g 2/1

i=1j=1
- (4.10)
KlS:Z/liyi =0
A=0

Bu formiilasyon da bir karesel programlama problemi seklindedir. Ayni
problemin karmasikligi, primal formiilasyonla ifade edilebildiginde giris uzaymnin
boyutu (n) ile orantili iken dual formiilasyonla ifade edildiginde veri sayisi (N) ile
orantili olmaktadir. Bu problemin ¢éziimiinden N adet negatif olmayan Lagrange
carpani (4;) elde edilir ama bunlardan bazilar sifirdir. A; > 0 seklinde sifir Lagrange
carpanina karsi diisen t; vektoriine destek vektorii denmektedir. Destek vektorleri
yi(wTt; + b) = 1 sartin1 saglarlar ve smir ¢izgilerinde yer alirlar. Primal uzayda
9(t) = wlt + b seklinde olan smiflandirici modeli, w = YN, A;y;t;esitligi ile dual
uzaydaki ifadesi su hale gelir (Vapnik 1998%):

Buradaki b terimi, tiim destek vektdrlerinin y;(w't; + b) =1 sartim
saglamasi gerekliligi kullanilarak bulunur. Onceden de belirtildigi gibi karesel
programlama probleminin ¢oziimiinden elde edilen N adet Lagrange carpanlarindan
bazilar1 sifirdir ve yukaridaki siniflandirict modelinde ¢ikisa bir katkisi yoktur.
Dolayisiyla, smiflandirict modelinde sadece destek vektorleri dikkate alinarak
P(t) = Yies Aivit: t + b seklinde daha seyrek bir model elde edilir, burada S kiimesi

sadece destek vektorlerinin indekslerinden olusan bir kiimedir ve bu modele destek
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vektdr modeli (support vector model-SVM model) denmektedir. w = YN, A;y;t;
esitliginden goriildigii gibi siniflandiricinin katsayilari  verilerin - dogrusal bir
kombinasyonudur. SVM modeli daha az sayida veri icermesi bakimindan seyrek bir
modeldir ¢ilinkii karar ¢izgisi sadece destek vektorleri tarafindan belirlenmektedir.
Geri kalan verilerin karar ¢izgisinde bir etkisi yoktur. z gibi bir test girisine kars1

SVM modelinin ¢ikisi denklem (4.12) ile hesaplanir.

y(z) = Z Ayitiz+b (4.12)
ics
Eger ¢ikis+1’den biiylikse +1 olarak, —1’den kiigiikse de —1 olarak kabul edilir. Bu

dogrusal SVM siniflandiricisinin geometrik yorumu asagidaki sekilde daha rahat

goriilebilir (Iplikgi 2013).

ta
A destek vektdrii
’irf L
. =06 _-""4
: 1 1,=0
A3=0 ~ N
:
I
1
Ae=0 . A\?=1.4 :{8=.0
Aao=0 ONUWTt D = 41
wit+b=—1 wit+b=0
|-

rtl

Sekil 4-4: Dogrusal SVM smiflandiricisinin geometrik yorumu

Sekil 4-4’ten de goriildiigii gibi destek vektorleri sinir ¢izgileri lizerindedir ve
onlara iliskin Lagrange katsayilari sifirdan biiyiiktiir. Destek vektorleri digindaki
diger verilere iliskin Lagrange katsayilar: sifirdir. Dolayisiyla SVM modelini sadece

destek vektorleriyle ifade etmek miimkiindiir.

4.1.1.2 Esnek Marjinli Siniflandirici

Goriildugi gibi iki smifli dogrusal bir siniflandirma problemi bir dogrusal
SVM modeli ile kolaylikla ¢oziilebilmektedir. Ancak, Sekil 4.5’te goriildigi gibi,

dogrusal olarak ayrilabilen verilerin bazilarinin karsi tarafa gectigi durumlar olabilir.
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Bu durumda bazi verilerin smir ¢izgileri arasinda kalmasi hatta yanlig

siniflandirilmasi pahasina da olsa hala dogrusal SVM simiflandiricisi kullanilabilir.

“wit+b=+1
wit+b=0
>ty

Sekil 4-5: Esnek marjinli siniflandiricinin kullanildigi durum

Sekil 4-5’ten de goriildiigi gibi, sinir ¢izgileri arasinda kalan verilerin bazilari
(tj gibi) dogru smiflandirilirken, bazilar1 da (t; gibi) yanhs simiflandirilabilmektedir
(Iplikgi 2013). Smmir ¢izgileri arasinda kalan verileri amag¢ fonksiyonu icerisinde
cezalandirmak yoluyla problemi deklem (4.13) seklinde ifade edebiliriz (Vapnik
1995, Vapnik 1998%).

1 C”
e
i=1

4.13
KlS:yi(WTti + b) >1- {Ti, i = 1, ,N ( )

€i>0' l=1,,N

Burada negatif olmayan ¢; biiyiikliigii t; verisi i¢in smiflandiricinin yaptigi
hata miktaridir ve gevsek degisken olarak adlandirilmaktadir. C biiyiikliigii ise hatlar
cezalandiran bir ceza parametresidir. Goriildiigii gibi, herhangi bir t; verisi igin
simiflandiricinin ¢; kadar hata yapmasina izin verilmektedir. Ancak bu hata amag
fonksiyonunda cezalandirilmaktadir. Bu yiizden siniflandiriciya Esnek Marjinli
Smiflandwrict adi verilmektedir. Primal formda bu sekilde verilen smiflandirma

problemini simdi dual forma doniistiirmek i¢in Lagrange ifadesini yazalim:
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N

N N
1
Lw,b,a,B)=-Ww+C ) &— ) aily(Wit;+b)—14+&]1— ) Bié;
RN 2

i=1

N N N N N
Z%WTW‘FCZEL'—Zai}’i(WTti‘l'b)"'zal za’lfl Z.Bifi (4.14)
i=1 i=1

i=1 i=1 i=1

N

=—w W+CZEL Z a;y;t; bZalyl+zal 2(%"‘31)5

i=1

Burada Lagrange carpanlar1 a; ve ;’lerdir. Bu Lagrange ifadesinin birincil

degiskenlere (w,b,&) gore tiirevi alinip sifira esitlenirse asagidaki esitlikler elde edilir.

N

d0L(w,b,a,B)

———=0 WZZaiyl'ti
i=1

ow
aL(w, b, a, B) i
ob .
i=1
0L(w,b,a, B)

¢, =0 C—(;+B)=0, i=1..,N

Burada Lagrange c¢arpanlarinin o, 8 = 0 sartlarin1 saglamalart gerektigi

unutulmamalidir.  Yukarida bulunan esitlikler Lagrange ifadesinde yerine

konuldugunda denklem (4.16) elde edilir.

N N N
L(aB)——w W+CZ§L Zaiyiti_bzaiyi+zai
i=1 i=1 i=1
Z(al + B
. (4.16)
1 .
= — EW w + Z a;
i=1
N N N
1
= _Ezz a;a;y;yit; t Z a;
i=1j=1 i=1
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Bu lagrange ifadesinin son satirindan da goriildiigii gibi, yerine koymalar
sonucunda B Lagrange c¢arpani ortadan kalkmistir. Boylece, iki sinifli siniflandirma

probleminin dual formiilasyonu denklem (4.17)’deki gibi yazilabilir.

1 N N N
moin L((X) = Ez alajyly]tthj - z a;
i=1j=1 i=1
: (4.17)
Kis: z a;y; =
i=1

Problem bu haliyle En Biiyik Marjinli Siniflandirict problemine ¢ok
benzemektedir. Bu da bir karesel programlama problemidir. En Biiylik Marjinli
Siniflandirict igin sdylenen tiim ifadeler Esnek Marjinli Siniflandirict igin de
gecerlidir. Benzer sekilde, Esnek Marjinli Siniflandiricinin - dual uzaydaki ifadesi

denklem (4.18)’deki gibidir.

() = Z ayitit+b (4.18)

iES

Aradaki tek fark, Esnek Marjinli Simiflandirici’da Lagrange c¢arpanlar
tizerinde 0 < a; < C seklinde bir iist sinir olmasidir. Bu siniflandiricinin geometrik

yorumu Sekil 4-6’da goriilmektedir (Iplik¢i 2013).

. a1=oifl=0
azksc.. ‘{2=0 &3=06<a=0
“\‘a5=0‘{5=0

<C. &<, ag=0. ;=0
~ g=U.4g
% “9:%§9>1 b
™ . ‘111:2: £11=0

@s<C. &=
o

@30=0, §4=0",
g -
ay,=0.&,=0 wt+b=+1

wit+h =21 wit+b=0
>0,

Sekil 4-6: Esnek marjinli sitniflandiricinin geometrik yorumu
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Sekil 4-6’da goriildiigii gibi, sinir gizgileri disinda kalan verilerin Lagrange
carpanlar1 (a;’ler) ve bu veriler i¢in siiflandiricinin yaptigr hatalar (&;’ler) sifirdir.
Sinir gizgilerinde yer alan destek vektdrlerinin Lagrange ¢arpanlari ceza teriminden
(C) kiigiikken bu veriler i¢in siniflandiricinin  yaptigi hatalar sifirdir. Sinir ¢izgileri
icinde yer alan verilerin Lagrange carpanlar1 ceza terimine esittir ancak dogru
smiflandirilan veri i¢in smiflandiricinin  yaptigi hata birden kiigiikken dogru

siiflandirilmayan veri i¢in siniflandiricinin yaptigi hata birden biiyiik olmaktadir.

4.1.2 Dogrusal Olmayan Siniflandirma

Verilerin dogrusal olarak ayrilamadigi pek c¢ok durumda artik dogrusal
smiflandiricilar ise yaramamaktadir. Bu durumda dogrusal olmayan siniflandiricilart
kullanmak gerekir. Oncelikle dogrusal olmayan siniflandirma problemini
tanimlayalm: ~ t; € R ve y; € {—1,+1} olmak iizere D,_pogrusal—olmayan =
{t;, ;3. seklinde verilen bir iki smifl1 dogrusal olmayan siniflandirma verisini ele
alalim. Burada problem, iki siifli veriyi uygun bir siniflandirict ile birbirinden
ayirmaktir. Kolaylik olmasi agisindan giris uzayinin boyutu iki olarak alinirsa, giris
verileri Sekil 4-7°ye benzer sekilde olacaktir. Burada i¢i dolu yuvarlaklar +1 sinifi

verileri, i¢i bos kareler de —1 smufi verileri temsil etsin (Iplikgi 2013).

Sekil 4-7: Iki sinifli dogrusal olmayan siniflandirma verisi

Sekil 4-8’den de goriilecegi bu iki sinifi birbirinden ayirmak i¢in dogrusal
olmayan bir “Karar Egrisi (KE)” gerekmektedir ki bu egriyi giris uzayinda elde

etmek olduke¢a zor bir istir.
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Sekil 4-8: iki sinifi birbirinden ayiran karar egrisi

Dogrusal olmayan siniflandirma problemini ¢dzen uygun bir egriyi giris
uzay1 yerine daha yiiksek boyutlu bir uzayda ¢6zmek daha kolay olabilir. Baska bir
deyisle, giris uzayindaki her bir veri noktasi, ¢(.) gibi uygun bir doniisiim
kullanilarak F ile gosterilen Oznitelik uzay1 (feature space) olarak adlandirilacak
daha yiiksek boyutlu bir uzaya tasindiginda daha kolay siniflandirilabilir bi¢ime hatta
dogrusal olarak ayrilabilir hale gelebilir (Vapnik 1998°). Bu durum Sekil 4-9°da daha
acik olarak goriilebilir (Iplikgi 2013).

tz ®() @3
t giris uzayi — 4+ oznitelik uzay
[ ]
e A O]
o * : . : . I(:n 0] L0
n * . o * o@E o0 ®6)  d@)
[ o L] @) + 5 O(e) D)
I:||:| 0 g i o@ © 'D‘n(:}, B IO
o o o * (I'_w'l_:|_: @ @) EE e D(e)
. - *Oem @) o)
» tl =';01
P2

Sekil 4-9: Giris uzayindan 6znitelik uzayina gecis

Oznitelik uzayinda simiflandirma isini yapan bu karar egrisi, m oznitelik
uzayinin boyutu olmak iizere denklem (4.19) gibi bir dogrusal bir denklem ile ifade

edilebilir.

wigp(t) = (w, d(1) =0 (4.19)

Burada w’ = [w; ...w,,] vektoriindeki w; ’ler karar egrisini belirleyen

katsayilardir, ¢(t) vektorii de oznitelik uzayinda ¢(t) = [¢p; P, ... $,,]T seklinde

m boyutlu bir vektordiir. Dikkat edilirse burada bir b terimi kullanilmamistir. Cilinki
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bu terim zaten Oznitelik i¢inde Ornegin ¢, = 1 alinarak model igerisinde yer

almaktadir.

Varsayalim ki giris uzayinda dogrusal olarak ayrilamayan veriler uygun bir
¢(.) doniisiimiiyle 6znitelik uzayma tasindiginda dogrusal olarak ayrilabilir hale
gelmis olsun. Bu durumda artik 6znitelik uzayinda dogrusal olan veriler, yine bu
uzayda tanimli dogrusal bir SVM siniflandiricist ile ayrilabilirler. Giris uzayindaki
her bir t; veri noktasi artik 6znitelik uzayinda ¢p(t;) seklinde bir veri noktasina
donlismistiir. Boylece bu smiflandirma probleminin &znitelik uzayindaki dual

formiilasyonu dogrudan denklem (4.20)’deki gibi yazilir.

N N N
1
mgn La) = EZ Z a;a;y;y; 9" (1) d(t;) — Z @i
i=1j=1 i=1
N (4.20)
KLS:Z a;y;i =0
i=1

0<a;<C, i=1,..,N

Problem bu haliyle dogrusal olarak ayrilabilen veriler i¢in kullanilan Esnek
Marjinli Simiflandiric1 problemine ¢ok benzemektedir. Oznitelik uzayinda bu
problemin ¢oziimiiyle elde edilecek olan SVM smiflandiricinin modeli de denklem

(4.21)’de goriilmektedir.

() = Z @y " (t)d(t;) (4.21)
ies

Gortldiigii gibi, aradaki tek fark amac fonksiyonundaki ve SVM modelindeki

tl-th i¢ carpmmi yerine Oznitelik uzayindaki ¢pT (ti)(l)(tj) i¢c carpimi gelmistir.
Dolayisiyla, 6znitelik uzayindaki q)T(tl-)q)(tj) i¢c carpimi bir sekilde bulunabilirse
dogrusal olmayan smiflandirma problemi de SVM yaklasimu ile ¢6ziilebilir. Dikkat
edilirse, bu ¢6ziim i¢in doniisim fonksiyonu olan ¢(.)’nin kendisinin dogrudan
bilinmesine gerek yoktur; onun yerine sadece ¢ (t;)(t;) i¢ carpimimnmn bilinmesi
yeterlidir. Bu noktada, ¢T(ti)¢(tj) i¢ ¢arpiminin bulunmasi igin Kernel (Cekirdek)

Fonksiyonu yaklagimi kullanilmaktadir. Kernel fonksiyonu oznitelik uzaymnda ig¢
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carpima denk diisen bir fonksiyondur ve Q(.) notasyonu ile gosterilir. Baska bir
deyisle, Oznitelik uzayinda ¢T(t)(t;) seklindeki i¢ arpim ifadesi kernel
fonksiyonu kullanilarak denklem (4.22) gibi ifade edilebilir.

d"(t)d(t) = Q(t;, ;) =Q;; (4.22)

Goriildugi gibi 6znitelik uzaymndaki i¢ c¢arpim kernel fonksiyonu ile
halledilmektedir ve dolayisiyla doniisiim fonksiyonu olan ¢(.)’nin kendisi yerine
uygun bir kernel fonsiyonunun bulunmasi SVM smiflandirici probleminin ¢oziilmesi
acisindan yeterlidir. Kernel fonksiyonu ile ¢(.) doniisiim fonksiyonu arasindaki
iligkiyi ifade etmek i¢in Q(ti, tj) =(1+ tl-th)2 seklinde tanimlanan ikinci dereceden
polinom kernel fonksiyonuna karsi diisen ¢(.) doniisiim fonksiyonunu bulalim.
Kolaylik olmast agisindan giris uzayinin boyutunun 2 oldugu durumu ele alalim, yani
t;tj € R*. Bu durumda, kernel fonksiyonu agilirsa, denklem (4.23) elde edilir

(Saunders ve dig. 1998).

Qtyty) =(1+ tith)Z

=1+ tizltjzl + 2t tj1 bty + tl?ztjz2 + 2t + 2t5t,

1
th
\/EtiltiZ (423)
=[1 t& V2tut, th 2ty V2t] t2,
V2t
| V2t;, |
= o7 (t)(t))
Burada dontlislim fonksiyonu

T . .
¢ =[1 t34 V2tut, t3 2ty V2t,|  seklindedir.  Buradan da
goriliiyor ki 2 boyutlu bir giris uzayindan ¢ (t) doniisiimiiyle 6 boyutlu bir 6znitelik

uzayina gegilebilmektedir.

Bir kernel fonksiyonunun t; ve t; gibi iki argiimam vardir ve kernel

fonksiyonu sezgisel olarak bu iki argiiman arasindaki benzerligi temsil eder.
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Ornegin, yukaridaki Q(ti,tj) =(1+ tith)2 seklindeki kernel fonksiyonunu ele
alalim. t; ve t; vektorleri birbirine ne kadar ¢ok benzerse fonksiyon o kadar biiytk,
ne kadar az benzerlerse o kadar kiiciilk degerler alir. Limit durumunda vektorler
birbirinin aynisi iken en biiylik degerini, vektorler birbirine dik iken de en kiigiik
degerini alir. Kernel yaklagimimin bir diger 6zelligi de argiimanlarinin niimerik
degerler almak zorunda olmamasidir. Yani niimerik degerler igeren t; ve t; vektorleri
yerine metin, dizi, dilsel etiket gibi baska baska bi¢imlerde giris verisi kullanilabilir

ki bu da SVM yaklasimlarinin ¢ok farkli alanlarda uygulanmasina olanak saglar.

Literatiirde 6nerilmis pek ¢ok kernel fonksiyonu vardir. Bunlardan bazilar su

sekildedir:

o d™ dereceden polinom kernel fonksiyonu: Q(t;,t;) = (1 + t/t;)?
seklinde olup kernel parametresi ayn1 zamanda da polinomun derecesi

olan d’dir.

||fi—fj||2
o Gauss kernel fonksiyonu: Q(t; t;) =e~ 2o seklinde olup kernel

parametresi ¢ ayn1 zamanda da genislik parametresi olarak
adlandirilmaktadir.
e Sigmoid kernel fonksiyonu: Q(ti,t]-) =tanh(ktl-th+9)d seklinde

olup kernel parametreleri k, 6 ve d’dir.

Giris uzayindan Oznitelik uzayina dontisimii saglayan ¢(t) doniisim
fonksiyonunun olabilmesi i¢in kernel fonksiyonunun saglanmasi gereken kosullara
Mercel Kosullar: ad1 verilmektedir. Bu kosullar ayn1 zamanda bir fonksiyonun kernel
fonksiyonu olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosullardir. Mercer teoreminde gore pozitif
yar1 tanimli her fonksiyon kernel fonksiyonudur. Bagka bir deyisle, denklem (4.24)

saglayan bir Q(,) fonksiyonu bir kernel fonksiyonudur.

Vi, t € R icin 0 < Q(t;, t;) = &7 (t)(t;) (4.24)

Siniflandirma problemine geri doniilirse, Oznitelik uzaymdaki dual

formiilasyon denklem (4.25) gibi yazilabilir.
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N N N
) 1
m&nL(a) =3 ' Z aia]-yl-ij(t, t]-) - Z a;
i=1j=1 =1
N (4.25)
Kis: Z a;yi =0
i=1
0<a; <C, i=1,..,N
Benzer sekilde SVM siniflandirict modeli de denklem (4.26) gibidir.
y® = Z a;y;Q(t t;) (4.26)

iES

4.2  Destek Vektor Makineleriyle Baglanim

t; € RR ve y; € R olmak iizere Dyso = {t;, i}, seklinde verilen birgok
girisli tek ¢ikisli (Multi Input Single Output) veriyi ele alalim. Baglanim problemi
olarak ele alinan problemde amag bu verilerin giris-¢ikis iligkisini uygun bir model
ile temsil etmektedir. SVM yaklasimi ile bu baglanim problemi c¢oziilebilir.
Siniflandirma problemine benzer sekilde, baglanim problemlerinin ¢ézlimiinde de
Oznitelik uzayinda dogrusal olan bir modelden yararlanilmaktadir. Bu model

denklem (4.27) ile verilmektedir.

) =wlidp®)+b (4.27)

Burada ¢ (.) smiflandirma probleminde oldugu gibi giris uzayindan 6znitelik
uzayina bir doniisiim fonksiyonudur. Goriildiigii gibi bu model giris uzayinda

dogrusal degildir ancak 6znitelik uzayinda dogrusaldir.
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4.2.1 e-Duyarsiz Destek Vektor Makineleriyle Baglanim

e-SVR algoritmasi, bu baglanim modeliyle modellenebilir. Baglanimda,
yaklasim yanilgis1 kullanilir. Uygulamada c¢esitli kayip islevleri bulunmaktadir.

Burada kullanilacak kayip islevi e-toleransh kayip islevidir.

= {° eger [y(t) — 9(O)] <
-

y(® —9(®)] —&, eger [y(®) —9(®)]| = ¢ (4.28)

Destek vektor makineleri ile baglanimin ana fikri sudur: Kestirim islevi
Y(t) ’nin etrafinda € yarigapli bir tiip veta band tanimlanir. Eger y(t) degeri €
tiipiiniin igerisinde yer alirsa kayip yok demektir. Bir diger deyisle tahmin edilen
y(t) ile olgiilen deger y(t) arasindaki fark €’dan az ise kayip sifirdir. Tiipiin diginda
yer alan diger tiim tahmin noktalar1 icin kayip, tahmin noktasi ile € yaricapinin
farkinin mutlak degerine esittir. e-SVR algoritmasi, baglanim modelini kullanarak bir

optimizasyon problemi olarak denklem (4.29)’daki gibi ifade eder.

N

1

in —wl , *

min ~w w+CZl(€L+5)
1=

Kis:y; —wipt)—b<e+&, i=1,..,N (4.29)
wipt)+b—y <e+&, i=1.,N

Ei'fl?k = 0 i= 1, ,N

L(w,b,§,¢, 6,8 11"

N N
1
=WIWHC ) (G +E) = ) Alet &=yt W) +b]
N =1 =1 N N

=Y Bl & —wWIOE) — byl = Y wEi— ) piE
=1 i=1 i=1

i

(4.30)

N N N
1
_ EwTw—wTZ(ﬁi — B () - szl(ﬁi +B7) +Zlyi(ﬁi —B7)

+bi(ﬁf - B +ifi(c_ﬁi —Mi)+ifi*(0—ﬂ?—ui‘)
i=1 i=1 i=1
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Denklem (4.30)’da Lagrange carpanlari §;, B;, u; ve u; ’lerdir. Bu Lagrange
ifadesinin birincil degiskenlere gore tiirevi alinip sifira esitlenirse denklem (4.31)

elde edilir.

0L(W,b, &8, B 1, 1)

ow

N
=0 w= ) (5~ B
i=1

N
aL(W, b; E) E*! B' B*' I'l" l'l*) _ *\ —
5 —0—>E Bi—BH=0

(4.31)

dL(w,b, & &, B, B 1 1)
9¢;

aL(W, b) EF f*l Bl B*’ I'l’ I“l'*)
=0->C—-fB'—u'=0i=1,..N
3¢ CeThimH=h

=0—>C—Bi—/li=0, i=1,...,N

Burada Lagrange c¢arpanlarmin f8, %, p, u* = 0 sartlarin1  saglamalari
gerektigi unutulmamalidir. Denklem (4.31)’de bulunan esitlikler Lagrange ifadesinde

yerine koyuldugunda,

M=

1 N
L(B,B) = —52

i=

N
B: = BB — B )T (t)d(t;) — 82(31’ + B7)
i=1

1

yi(Bi = Bi)

(4.32)
+

Mzm

[y

i=

elde edilir. Boylece, baglanim probleminin dual formiilasyonu denklem
(4.33)’teki gibi ifade edilebilir.

N N
1
min £(8,8) =5 > > (B~ BB~ 5 €)(t) + s;(ﬁi +B)

j=1

vi(B: = Bi)

Mz':'MZ

~
]
[

(4.33)
Kis: ) (8= 5) =0
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0<BuBi<C i=1,..,N
Bu bir karesel programlama (QP) problemidir ve bu problemin ¢éziimii ile

tim B;, B; elde edilir. w =Y~ (8; — B (t,) oldugu hatirlanirsa, seklinde olan
baglanim modeli artik dual formda denklem (4.34) gibi ifade edilir.

N
9O = ) (6= BT IS + b (4.34)
i=1

Ikincil formdaki baglanim modelinde gériilen ve 6znitelik uzayinda bir ic
carpim olan ¢7(t;)P(t) ifadesi doniisim fonksiyonuna karsi diisen kernel

fonksiyonu ile

¢T(t)d(V) = Q(t;, t) (4.35)

seklinde ifade edilebilecegi i¢in baglanim modeli denklem (4.36)’daki gibi

yazilabilir.

N
90 = ) (Bi—FQE, O +b (4.37)
i=1

QP probleminin ¢oziimiinden elde edilen f;,f5; degerleri, 8; = B; — i
seklinde tek bir degigken ile ifade edildiginde model denklem (4.37) gibi yazilir
(Vapnik 1995, Vapnik 1998%).

N
y =) 6,0t, ) +b (4.37)
2
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5. CEVRIMICI DESTEK VEKTOR BAGLANIMI

Destek vektor algoritmalari, egitim datalarinin tamaminin bir biitiin olarak
kullanilmasini zorunlu kilmaktadir. Cevrimi¢i zaman serileri benzeri data gruplari
icin bu tiir algoritmalar kullanilmamaktadir. Cevrimdisi algoritmalarla gelen her yeni
data i¢in algoritmanin bastan ¢alistirilip degerlerin elde edilmesi ise asir1 masraflidir.
Bundan dolay1 ¢evrimi¢i destek vektor baglanimi algoritmasina ihtiyag

duyulmaktadir.

5.1 Karush-Kuhn-Tucker Kosullar:

Lagrange ¢arpanlart 6;,6;,u;,u; ve { olmak ftizere, dual optimizasyon

problemi denklem (5.1)’deki gibidir (Parrella 2007).

=%ii Qu(B: = BB~ B7) - Zmz ﬁl)+ze(ﬂl+ﬁl

2(5;“5 ﬁl>+52(ﬁl )

& (5.1)
= > B~ O + i (B — €)

i=1

Kis: 6;, 6], u;,u;, (=0, i=1,..,N

Burada Q;; kernel fonksiyonu oldugunu belirtelim. Bu Lagrange ifadesinin

birincil degiskenlere gore tlirevi alinip sifira esitlenirse denklem (5.2)’deki esitlikler

elde edilir.
oL 1
D — (B: — BF — v _ 5. L
aB; - 2; Ql](ﬁl B)+e—yi+{—6+u;=0 (52)
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oL

N
1 * * *

a—ﬁi*=OQ—EZOQU(BL'—51')"'8"'3’1'—(—@ tu; =0
l=

8,6 20 6;6,=0 6B/ =0

u,u; 20 w(Bi—C0)=0 w(B—C)=0

KKT kosullarina gore, 5; ve ; degiskenlerinden en az bir tanesi sifirdan

farkli ve pozitif olmalidir. Bundan dolay1

0 =pi— B/ (5:3)

olacak sekilde 6; gibi bir katsayr tanimlarsak, 6; katsayisi §; ve B;’m her

ikisini de belirler. i. data t; i¢in,

N
h(t) =f(t) -y = Z Qijfj —yi+b (5.4)
i=1

seklinde bir h(t;) hata fonksiyonu tanimlarsak

( h(tl) =& 0, =—-C
h(tl) =g, —C< Hl- <0
—& < h(tl) <sg 91‘ =0 (55)
L h(tl) = —g, 0< Bi <C
h(tl) < -s Hl- =C

seklinde bir tablo oniimiize ¢ikar (Parrella 2007).
Egitim kiimesindeki herhangi bir egitim verisi t;, sahip oldugu 6; degerine

gore asagidaki ii¢c kiimeden birine aittir.

Hata kiimesi: E = {i||6;| = C}den
Destek vektérii kiimesi: S = {i|0 < |6;| < C}'den (5.6)

Kalan kiimesi: R = {i||6;| = 0}
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5.2  Artim Algoritmasi

Artim algoritmasi, egitim data setine yeni 6rnek eklendiginde egitilmis SVR
fonksiyonunu giincellemektedir. Yontem egitim kiimesi data grubunda bulunan
ornekler i¢in her adimda KKT kosullar1 saglandigindan emin olunarak yeni 6rnek
t. '’ye uygun 6, katsayisinin KKT kosullar1 saglanana kadar degistirilmesidir
(Parrella 2007).

5.2.1 Yeni Ornek Ekleme

Hata fonksiyonu denklem (5.4)’te belirtilmisti. Yeni bir ¢ 6rnegi eklendiginde
hata fonksiyonu, denklem (5.7)’deki gibi olacaktir.

N
R(t) = ) Q) + Qi — b’ —; (5.7)
j=1
AHi = 9{ - 91'
Ab=b"—b
(5.8)
N

j=1

N 1 0; = 0 bzelligi kullanilarak denklem (5.9) elde edilir.

N
=1

N N N
9i=0veec+zei’=0—>ZA9i+A9c=O—>ZA9i=—AGC (5.9)
i=1 i=1 i=1

Bu ti¢ kiime igerisinde sadece destek vektorii kiimesinde bulunan 6rnekler, 6;

degerini degistirebilir. Dolayisiyla sadece destek vektorii kiimesi ornekleri igin

denklem (5.10) yazilabilir.
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N
Z Q;jA0; + Ab = —Q;Af,, i € destek vektorleri kiimesi
j=1

(5.10)
z Agj = —QC
jes
Eger destek vektori kiimesi 6rneklerin indeksleri
S = {51,52,53, ..., Sn,} (5.11)

olarak tanimlanirsa denklem (5.10) martis formunda denklem (5.12) gibi

yazilabilir.

0 1 1 [ Ab 1 1

[1 Q5151 QslsN l A951 [ Qslc }

S | I il RO

ll Qstsl QSNSSNSJlAQSNSJ lQSNSCJ

. (5.12)

Ab [0 1 1 ]_ [ 1 1

A A R R I I i

1265, | [1 Qose + Qonond 10yl

R matrisi ve B vektorii denklem (5.13) ve denklem (5.14)’te tanitilmustir.

[0 1 1 ]‘1
S .13
PN
B, 1
el I e (5.14)
1B ] [0
[0, | 5
| Tl=BAg. =" A6, (5.15)
465, | |Bsy,,|



Coziim, denklem (5.15) gibi yazilabilir (Cauwenberghs ve Poggio 2001).
Destek vektorii kiimesi ornekleri i¢in h(t;) degerinin giincellenmesine gerek yoktur,

¢linkii her zaman bu deger |&|’a esittir.

Hata ve kalan kiimesinin 6rnekleri icin bu durum farklidir. Bu kiimedeki
ornekler h(t;) degerini degistirir. N = EUR = {nl, Ny, ... ,nNn} olacak sekilde bir N

vektorii tanimlayalim. (5.8) denklemi, matris formunda yazilirsa, (5.16)’daki

esitlikler elde edilir.
Ah(tnl) Ainc 0 1 1 r Ab
[ ; ] = l[ E ]lAB + |[1 Qnis, Qnysy, } A0s, ]
N A E : - S |
lAh(tnN )J lAQnNncJ ll QnNn51 QnanNSJ _AHSNSJ
(5.16)
[ Ah(tm) ] Ainc 0 1 1
| : | [ : [1 Qn151 insNS
: = : A6, + : : : BAG,
|~Ah(tnNn)J lAQnNnCJ ll Qnanl QnNnSNs-
BQue1 [0 1 - 1
: 1 nys nySy
y=[ ; +[5 ¢ L ¢ e ]B (5.17)
lAQnNnc_ ll Qnanl QnanNSJ
i Ah(tnl) ]
; = YA, (5.18)
_Ah(tnNn)J

B ’nin hesaplanmasiyla Af; ve Ab degerleri, y degerinin hesaplanmasiyla

Ah(t;) degeri giincellenir.

Destek vektorii kiimesinin bos oldugu durumda giincellemeler denklem

(5.19)’daki gibi olur.

Ab = A6, 519

AR(t;)) =Ab, i=1,..,N

Sonraki adim, egitim kiimesindeki her 6rnek i¢in A8, sinir1 belirlemektir.
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Sekil 5-1 destek vektorii kiimesi, kalan kiimesi ve hata kiimesinin hata

fonksiyonu h(t) ile arasindaki iliskiyi gostermektedir (Parrella 2007).

Sekil 5-1: Destek vektori kiimesi, kalan kiimesi ve hata kiimesi

Sekil 5-1’de her daire bir ornegi temsil etmektedir. Kirmizi daireler hata
kiimesi orneklerini, sar1 daireler destek vektorii kiimesi 6rneklerini ve yesil daireler

kalan kiimesi 6rnekleri gdstermektedir.

Yeni bir 6rnek (mavi daire) eklendiginde iki farkli durum ortaya ¢ikar. Ilk
durum; yeni 6rnegin hatasinin & degerinden kii¢iikk olmasi durumudur. Bu durumda
yeni ornek Sekil 5-2°de goriildiigli gibi kalan kiimesine eklenir, diger 6rneklerde

herhangi bir degisiklik yapilmaz (Parrella 2007).

hix)= &

@ n/n.[u—n
' hix}==E
®

/

Sekil 5-2: Yeni 6rnegin kalan kiimesine eklendigi durum

Ikinci durum ise, yeni &rnegin hatasinin & degerinden biiyiik oldugu

durumdur. Bu durumda yeni 6rnegin 6, veya h(t.) degeri, destek vektorii kiimesi ya
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da hata kiimesine ulasincaya kadar degistirilir. Yeni 6rnegi destek vektorii kiimesi ya
da hata kiimesine tasimadan Once tiim Ornekler en az farkla kiimelerini degistirene
kadar hareket ettirilir. Bir diger 6nemli nokta da tiim Ornekler yeni 6rnekle ayni
yonde hareket etmeyebilir. Destek vektorii kiimesindeki drnekler i¢in yonii B; degeri,

hata kiimesi ya da kalan kiimesindeki 6rnekler iginse y; degeri belirler.

5.2.1.1 Destek Vektorii Kiimesinden Hata Kiimesine Olan Hareket

t; ornegi destek vektorii kiimesinden hata kiimesine hareket ettirilirken; 6;
degeri 0 < |6;] < C iken |6;| = C; |h(t;))| = € iken |h(t;)| > € olur. Destek vektorii

kiimesi 6rnekleri i¢in glincelleme formiilleri esitlik (5.20)’de verilmistir.

AGL- = BiAgc

Af, = (C —6,)/B; veya (—C —6,)/B;

5.2.1.2 Destek Vektoru Kiimesinden Kalan Kiimesine Olan Hareket

t; ornegi destek vektorii kiimesinden kalan kiimesine hareket ettirilirken; 6;
degeri 0 < |6;| < C iken |6;] = 0; |h(t;)| = € iken |h(t;)| < € olur. Destek vektorii

kiimesi 6rnekleri i¢in glincelleme formiilleri esitlik (5.21)’de verilmistir.

Agi = BiAQC
Agc = _gi/Bi
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5.2.1.3 Hata Kiimesinden Destek Vektori Kiimesine Olan Hareket

t; Oornegi hata kiimesinden destek vektorii kiimesine hareket ettirilirken;
|h(t;)| > e iken |h(t;)| = € olur. Hata kiimesi 6rnekleri i¢in giincelleme formiilleri
esitlik (5.22)’de verilmistir.

Ah(t;) = y;A0,
A6, = Ah(t;)/yi (5.22)

A, = (=& — h(ty))/vi veya (e — h(t;))/v;

5.2.1.4 Kalan Kiimesinden Destek Vektorii Kiimesine Olan Hareket

t; ornegi kalan kiimesinden destek vektorii kiimesine hareket ettirilirken;
|h(t;)| < € iken |h(t;)| = € olur. Hata kiimesi 6rnekleri igin giincelleme formiilleri
esitlik (5.23)’te verilmistir.

Ah(t;) = y;A0,
A8 = Ah(t;)/v; (5.23)

AB; = (=& — h(t)/y; veya (e — h(t;)/v:

5.2.2 Algortima

5.2.2.1 Girisler ve Cikislar

Girisler;

e Egitim seti {t;,y;,i =1,..., N}
o Agirhklar 6;,i =1,..,N
e Esik degeri b

e Destek vektoru kiimesi, kalan kiimesi, hata kiimesi
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e Parametreler ¢, C ve Kernel parametreleri
e R matrisi

e Yeni ornek ¢ = (t., y.)

Egitim isleminin baslangicinda, Egitim kiimesi, destek vektorii kiimesi, kalan

kiimesi, hata kiimesi, R matrisi bos kiime; esik degeri ise sifir olarak belirlenir.
Cikislar;

e Yeni egitim kiimesi {t;, y;,i = 1,..., N + 1}

e Yeniagirhklar6;,i=1,..,N+1

e Yeni esik degeri b

e Yeni destek vektorii kiimesi, kalan kiimesi, hata kiimesi

e Yeni R matrisi

Cikislar, giris degerlerinin giincellenmis halini igerir.

5.2.2.2 Egitim Algoritmasi

1) Yeni ornegi (t., y.) egitim setine ekle
i 6,=0
i) f(t.) ve h(t.) degerlerini hesapla.
iv) h(t,) < eise
e Yeni Ornegi kalan kiimesine ekle ve ¢ik.
V) h(t;) degerini hesapla.
vi) Yeni 6rnek eklenmedigi siirece devam et.
e B ve y degerlerini giincelle.
e En kiigiik farklari hesapla (L1, L¢y, Lg, Lg, Lg)
e A6, = min(L¢y, Ly, Ls, Lg, Lg)
o L=1L,=2Li=3Ly=4Lg=5
o 0O.0;,b degerlerini giincelle.
e h(t;),i € E UR degerini giincelle.
» Durum1
*  Yeni 6rnegi destek vektori kiimesine ekle.
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* Yeni 6rnegi R matrisine ekle.

= Cik.
» Durum 2
* Yeni 6rnegi hata kiimesine ekle.
= Cik
» Durum 3
= g, =0ise
o | Ornegini, destek vektorii kiimesinden Kkalan

kiimesine tasi.
o | 6rnegini, R matrisinden sil.
= g, =|C]|ise
o | Ornegini destek vektorii kiimesinden hata
kiimesine tasi.
o | 6rnegini, R matrisinden sil.
» Durum 4
= | 6rnegini hata kiimesinden destek vektori kiimesine tasi.
= | 6rnegini R matrisine ekle.
» Durum5
» | 6rnegini kalan kiimesinden destek vektorii kiimesine tasi.

= | 6rnegini R matrisine ekle.

[k olarak, Cevrimigi Destek Vektdr Baglanimi yeni drnegin kalan kiimesine
yerlesip yerlesmeyecegini kontrol eder. Yeni 6rnek kalan kiimesine yerlesmezse, bir
dongii baslar ve bu dongii yeni ornek hata kiimesi ya da destek vektorii kiimesine

yerlesinceye kadar devam eder (Parrella 2007).

5.2.2.3 En Az Farkin Bulunmasi

Miimkiin olan tiim hareketleri analiz etmeden O©nce, hareket yoniinii
tanimlamak gerekir. Artim algoritmast igin yon, h(t.) degerinin ters isaretlisi alinir.

Cilinkii amag h(t.) degerini |&|’a ulasincaya kadar azaltmaktir.

Yon = sign(—h(t.)) (5.24)

84



5.2.2.3.1 L., Farki

Yeni Ornegin h(t.) degerinin ||’ ulastigi ve dolayisiyla destek vektorii

kiimesine eklendigi durumda hesaplanir.

i. ((6,>0)uU(B.=0nh(t,)<0)ise
o L= (_h(tc) —&)/Ye

ii.  Degilse
o Lg = (—h(t)+e)/ve

5.2.2.3.2 L., Farki

Yeni 6rnegin hata kiimesine olan uzakligini dlger.

i.  Yon >O0ise

o L,=—-6.+C
ii.  Degilse

o Lo,=-0.—-C

5.2.2.3.3 Lg Farki

Her bir destek vektorii kiimesi 6rneginin kalan kiimesine ya da hata kiimesine
olan uzakligmi hesaplar. Orneklerin yonii, yeni érnegin yonii ve B; degerine gore

degisir.

i. EgerYon xB; > 0ise
e Egerh(t,)) >0
= Egerf; <—C
o Lg,=(-6;—0)/B;
= Egerf; <0
o Ls,=-0;/B;
= Eger6; >0

o Lg, =YonXinf
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e Egerh(t) = —¢
= Egerf; <0
o Lg,=(-0;+C)/B;
= Egerf; >C
o Lg, =YonXxinf
ii. EgerYon xXB; <0ise
e Eger h(t;) > 0ise
= Egerf; < —-C
o L, =Yonxinf
= Egerf; <0
o Lg,=(-6;—C)/B;
= Eger6; > 0ise
o Ls,=-0;/B;
o Egerh(t) =¢
= Eger6; <O0ise
o Lg, =YonXxinf
= Egerf; <C
o Lg,=-6;/B;
= Eger0; >C
o Lg,=(=6;+C)/B;

5.2.2.3.4 Lg Farki

Hata kiimesindeki her bir 6rnegin destek vektorii kiimesine olan uzakligini

hesaplar. Orneklerin yonii, yeni drnegin yonii ve y; degerine gore degisir.

i. EgerYon xy; > 0ise
e Egerf; >0
» Egerh(t;) < —¢
o Lg = (=h(t) —&)/v
» Egerh(t;) = —¢

o Lg =YonXxinf
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e Eger6;, =—C
= Egerh(t;) <e
o Lg = (—h(t) +€)/v
= Egerh(t) >¢
o Lg =YonXxinf
ii. EgerYon Xxy; <O0ise
e Egerf; >0ise
= Eger h(t;) > —¢
o Lg = (—h(t) —9)/y;
» Egerh(t;) < —¢
o Lg, =Yonxinf
e Egerf, =—C
= Eger h(t;) > € ise
o Lg =(ht)+e)/y
= Egerh(t;) <e¢

o Lg, =Yonxinf

5.2.2.3.5 Lg Farki

Kalan kiimesindeki her bir 6rnegin destek vektorii kiimesine olan uzakligini

hesaplar. Orneklerin yonii, yeni drnegin yonii ve y; degerine gore degisir.

i. EgerYonxy; >0
e Egerh(t) < —¢
" Lg, = (—h(t) —€)/y;
e Eger h(t;) < +¢
" Lg, = (—h(t) +€)/v
e Diger durumlar
* Lg =Yon Xxinf
ii. EgerYonxy; <0
e Egerh(t)) >¢
* Lg, = (—h(t) +€)/v
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e Eger h(t;)) > —¢
= Lg, = (—h(t) -8/

5.2.2.4 R Matrisinin Etkin Olarak Hesaplanmasi

e

(5.14) denkleminde kullanilan R matrisi destek vektorii kiimesi degistiginde

giincellenmelidir (Ma ve dig. 2003).

-1
[0 1 1 ]
1 S151 518
R:I: O, Q:Nsi (5.25)
11 Qsys, Qsysn,]

R matrisini, ters matris hesaplamadan etkin bir sekilde giincelleyebiliriz.

destek vektorii kiimesindeki k. ornek tg, , destek vektorli kiimesinden ¢ikarildiginda,

Sk?

yeni R matrisi denklem (5.26)’daki gibi elde edilir.

I=[1-(k=1)(k+1)(Ns+ 1]

R, Ry (5.26)
Ry

Ryeni = RI,I -

Destek vektorii kiimesine yeni 6rnek eklendiginde, yeni R matrisi

0
: 1
Ryeni R 0 +V_i ?] [BT 1]
0 0 O
I[Q} 1| (5.27)
B=-R "
[QiSNSJ

Yi=0Qu+ [1 Qis, - Qist] B

seklinde elde edilebilir. B ve y; degerlerinin hesaplanmasi t; 6rneginin hata

kiimesinden kalan kiimesine gotiiriildiigiinde gecerlidir. t; ornegi destek vektorii
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kiimesine eklendiginde; B denklem (5.14)’e gore, y; ise denklem (5.17)’de

tanimlanan y’nin son elemani olarak elde edilebilir.

5.3  Azaltim Algoritmasi

Azalim algoritmasi, egitim kiimesindeki herhangi bir 6rnek silindiginde

kullanilmaktadir.

5.3.1 Giris ve Cikislar

Girigler;

e Egitim kiimesi {t;,y;,i = 1, ..., N}

e Agihklar6;,i=1,..,N

e Esik degeri b

e Destek vektori kiimesi, kalan kiimesi, hata kiimesi
o Parametreler ¢, C ve Kernel parametreleri

e R matrisi

e Silinecek 6rnegin indeksi (C)

Silinecek 6rnegin indeksi disindaki tiim girigler, artim algoritmasinin girisleri

ile aynidir.
Cikaslar;

e Yeni egitim kiimesi {t;, y;,i =1, ..., N + 1}

e Yeniagirhklar 6;,i=1,..,N+1

e Yeni esik degeri b

e Yeni destek vektorii kiimesi, hata kiimesi ve kalan kiimesi

e Yeni R matrisi

Cikaslar, giris degerlerinin gilincellenmis halini igerir.
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5.3.2 Algoritma

Eger c € kalan kiimesi

e Ornegi kalan kiimesinden sil.

e Omegi egitim setinden sil

e (ik

Eger c € destek vektoru kiimesi

Omegi destek vektorii kiimesinden sil.

Eger ¢ € hata kiimesi

Ornegi hata kiimesinden sil.

h(t;) degerini hesapla

¢ Ornegi silinmedigi siirece devam et.

B ve y degerlerini giincelle.
En az farklar1 hesapla. (L¢, Lg, Lg, Lg)
AG. = min(L¢, Lg, Lg, Lg)
Le=1Ls=2Lg=3Lg=4
6., 0;, b degerlerini giincelle.
h(t;),i € E U R degerini giincelle.
Durum 1
» Ornegi egitim setinden sil ve ¢ik.
Durum 2
= g, =0Iise
o 1 Ornegini destek vektorii kiimesinden kalan
kiimesine tas1
o 1 0rnegini R matrisinden sil.
= 0, =]C]|ise
o 1 Ornegini destek vektorii kiimesinden hata
kiimesine tas1

o 106rnegini R matrisinden sil.

Durum 3
= ] 6rnegini hata kiimesinden destek vektorii kiimesine tasi.

» [ 6rnegini R matrisine ekle.
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e Durum4
= | 6rnegini kalan kiimesinden destek vektorii kiimesine tasi.

= ] 6rnegini R matrisine ekle.

[k olarak, Cevrimici destek vektdr baglanim silinecek 6rnegin setini kontrol
eder. Eger drnek kalan kiimesinde ise silmek Kolaydir. Ornek kalan kiimesinde
degilse bir dongii baslar ve bu dongii silinecek 6rnek kalan kiimesine yerlesinceye

kadar yani 6. = 0 olana kadar devam eder (Parrella 2007).

5.3.3 En Az Farki Bulma

Ornek silme islemi boyunca, hareket yonii 8, degerine baghdur.

Yon = sign(—6,) (5.28)

Azaltim algoritmasinda L, ve L, farklar1 yerini L. farkina birakir.

5.3.3.1 L. Farki

L. fark1 6, degerinin 0’a olan uzakligini hesaplar.

L, = -0, (5.29)

Lg,Lg ve Lg farklar artim algortimasiyla aynidir. Tek fark hareket yoniiniin

0.’ye bagli olmasidir.
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6. CEVRIMICI DESTEK VEKTOR MAKINELERIYLE
GENELLESTIRILMiS ONGORULU DENETIM

6.1  Model Ongériilii Denetim

Dinamigi denklem (6.1)’deki gibi olan bir NARX (Nonlinear Auto-

Regressive eXogenous) modeliyle temsil edilen dogrusal-olmayan sistemi ele alalim.

Y = f(un' o Unnp Yy ’yn—ny) (61)

Burada u,, n zaman indeksi aninda sisteme uygulanan denetim isareti, y,, ise
sistemin buna karg1 diisen ¢ikisidir, n,, Ve n,, ise sirasiyla modelde yer alan gegmis
denetim isareti ve ¢ikig isareti sayilaridir. Bu arada dogrusal olmayan f’in

bilinmedigi varsayilmaktadir.

Sekil 6-1 MPC yapisinin denetim dongiisiinii gostermektedir, burada 3,
model c¢ikisimnin zaman indeksi anindaki degeri ve y ise sistem tarafindan takip

edilmesi istenen referans isaretidir (Iplik¢i 2006a’b).

i;n
———>| Bedel Fonk. | , Sistem
referans . " ‘ Yu
. : Mln' > J/n = f(li“ ""i‘uirﬂl ’yﬂkl "“’yufu )
isareti min J " '
. u

/ 2

SVM Modeli

Sekil 6-1: MPC dongiisii
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MPC vyapis1 iki temel elemandan olusmaktadir. ilki daha sonradan
tanimlanacak olan u aday denetim vektoriine karsi sistemin iiretecegi cevabi tahmin
etmede kullanilan sistem modelidir. Bunun yanisira, sistem modeli, MPC’nin Bedel
Fonksiyonu Minimizasyon (Cost Function Minimization - CFM) blogu i¢in gerekli
egitim bilgisinin elde edilmesinde kullanilir. CFM blogunun amaci denklem (6.2)’de
verilen basarim gostergesi J'nin aday denetim vektori U’ya gOre en aza

indirilmesidir.

-
Il
INg
/N
<N
S
z
|
<

Ny
2 2
n+j) + Z 2j(Auny)
=1

Ny 6.2
Sty
P9 P9y P

un+]+2 2 Un+j

j=1

Burada N; en kisa bedel ufku, N, en uzun bedel ufku, N,, denetim ufku, A

agirhik faktoriidiir ve Aty 158 Ay, j = Upyj — Upyj—q seklinde verilmistir.

CFM algoritmasinda, denklem (6.3)’te verilen aday denetim vektorii U'nun

elemanlari, denklem (6.4)’te verilen kurala gore giincellenir.

u= [un+1 Unt2 - un+Nu]T (6.3)
u<u+sp (6.4)

Burada p arama yonii ve S ise adim araligidir. Her bir drnekleme aninda,
denetim isareti ve sistem cikislar1 ilizerindeki kisitlamalar gbézoniine alinarak en
uygun arama yonil belirlendikten sonra, bu arama yoniine dayanarak en uygun adim
aralig1 belirlenir. Ardindan, denetim vektorii u giincellenerek vektoriin ilk elemamn

sisteme uygulanir.

En uygun arama yoniinii bulmak i¢in, optimizasyon kurami literatiiriinde
mevcut yontemler (Yang ve dig. 2005, Nocedal ve Wright 1999) kullanilir. CFM
algoritmasinda kullanilan optimizasyon teknigine bagli olarak, Taylor agiliminda

ikinci dereceye kadar olan egim bilgisine ihtiya¢ duyulabilir. Dik Inis (Gradient
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Descent (p = —g)) gibi birinci dereceden arama algoritmalar1 denklem (6.5)’te
verilen egitim vektoriiniin hesabini gerektirirken, Degistirilmis Newton Yontemi
(Modified Newton’s Method ( p=—H"!g)) gibi ikinci dereceden arama
algoritmalar1 ilave olarak denklem (6.6)’da verilen Hessian matrisinin hesabini

gerektirir.

T

IR (65)

Ju aun+1 aun+2 aun+Nu

%) %) %)
aun+1un+1 aun+1un+2 aun+1un+Nu
07 7 o 9
- W | Ont2Uns1 OUn2Un+2 aun+2un+Nu (66)
%) %) %)
_aun+Nuun+1 aun+Nuun+2 aun+Nuun+Nu_
Egim g’de, h'™' eleman denklem (6.7) ile verilmektedir.
o] N, 99 Ny,
- ~ Yn+j
=-2 Z Gt = Pnaf) 5+ 2 Z Ai(Btty ) (81,5 = Bnyj-1)
aun+h ! aun+h -
Jj=N, Jj=1
Ny,
1 u
+ Z Snjl — =t ; (6.7)
2\ s 15 0) o)

Burada §; ; Kronecker Delta fonksiyonudur. Benzer sekilde, Hessian matrisi

H’nin m™¢t, ¢! eleman1 da denklem (6.8)’deki gibidir.
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7] ayn+j ayn+j —9 d Yn+j

aun+mun+h ! aun+m aun+h : aun+mun+h
J=Ny J=Ny

(yn+j - yn+j)
Ny

+ Z 2(8m,j = 8m,j-1)(On,j = On,j-1)
=1

Ny
2u 2u
£ by | - + -
j=1

(un+j +/2—)—19)3 (%+19—un+j)

(6.8)

Denklem (6.7) ve (6.8)’den goriilecegi gibi, birinci dereceden terimler
A . 2.4 .
(%) ve ikinci dereceden terimler (&) her bir adimda pek ¢ok kez

OUnth OUn+mOUntn

hesaplanmaktadir. Elde edilen modele dayali olarak bu terimlerin hesabinin islemsel

yogunluk anlaminda MPC’nin uygulanabilirligi izerinde dogrudan etkisi vardir.

6.2  Cevrimici SVM-Tabanh MPC

Kontrol edilecek sistemin SVM modeli elde edildikten sonra, bu model, MPC
yaklagimi izlenerek alt bolimlerde verilen formiiller ve algoritma yoluyla Cevrimici

SVM-Tabanli MPC yapisinda kullanilabilir.

6.2.1 SVM Modelinden Egim Bilgisinin Elde Edilmesi

Su anki giris vektorii asagidaki bigimde yazilirsa,

T
Ch = [un “Un—ny Yn"" :Vn—ny] (69)

SVM modelinin buna kars1 diisen ¢ikist da denklem (6.10)’daki gibi ifade
edilebilir.

#SV

In = Z a;K(cn tj) + b (6.10)

j=1
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SVM-Tabanli MPC’de ¢ekirdek fonksiyonu olarak Radyal Tabanli Fonksiyon
(Radial Basis Function-RBF) kullanilmistir.

(ti—t) t: - tj)) (6.11)

Kij = K(tl,t]) = exp(— 20_2

Burada o genislik parametresidir. Eger dj,,, denklem (6.12)’de verildigi gibi

jmet destek vektorii t; ile su anki durum c, arasindaki Oklit uzaklig1 olarak

tanimlanirsa,

T

i "y (6.12)
2 2
= Z(tj,iﬂ —Up) + Z(tj,nu+i+1 — Yn-i)
i=0 i=1
Cekirdek fonksiyonu,

= I 6.13
K(Cn,tj) = exp _ﬁ ( . )

seklinde yeniden yazilabilir ve baglanim modeli denklem (6.14)’teki gibi

ifade edilir.

#sv i
P = Z a; exp (—%) +b (6.14)
=1

Artik, SVM baglanim modelini kullanarak denklem (6.15)’de verilen

formiillerle sistemin gelecekteki davranigini tahmin edebiliriz.

#SV

d:
Vnsk = Z a; exp <— ]'n+k> +b, k=N,,..,N, (6.15)

202

=1

Burada
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min(k,ny)

]n+k - Z (tnu+l+1 Yn+k 1) + z (tnu+1+1 yn+k l)

i=k+1 s

2 ) .

{( i+l T un+k—i) , k—N, <i ( )
i=0 [

(tj,i+1 - un+Nu)2'

Bu tanimlar kullanilarak, birinci-dereceden kismi tiirevler asagidaki gibi

bulunur:
d.
R #SV _Yn+tk
Ot _ za.anp< 557) (6.17)
Oupin & ! unin
j=1
Burada

d; d;
jntk jn+k
0 exp (_ 202 ) _ dexp <_ 202 )adj,n+k

Qun+n - 0dj n+k OUn+n
’ 6.18
_ 1 . _ Gintk\ 0d) sk (6.18)
202 P 202 ) Qupep

seklindedir ve

min(k,n,y)
0djn+i O0Vn+k-i
SIE =2 N i =i = 1
MUpen £ Jny i+l OUnip 1( l )
min(k,ny)
~ OVn+k—
+2 Yntk—i an+ hl61(k_l_1) (6 19)
e Up4+ .

Ny
_9 Z {(t] i+l un+k—i)' k—N, <i

(t] i+1 un+Nu)' k — Ny =i

ile verilir ki burada §;(.) Birim basamak fonksiyonudur. ikinci-dereceden

kismi tiirevler de su sekilde elde edilir:
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#SV 52 exp (_ d]'.n;k>

%P _ X 20 (6.20)
aun+haun+m =1 / aun+haun+m
burada
djn+k
92 exp (— é;Z )
aun+haun+m
d exp (— dj’n+k) 2
— 20° 0 dj,n+k
0dj n+k OUn+n0Untm
d;
2 _Yjn+k
+a EXp( 202 )adj,n+k 0dj ik
adjz,n+k Ounin OUnim
(6.21)
min(kny) ~
azdj.n+k _ OVn+k—i On+k—i .
T Onrk  _ 5,k —i—1)
OUp+nOUnim = Qunin OUnim
min(k,ny) X
0 yn+k—i
-2 Z tin +iviz——=06(k—i—-1)
=1 St aun+haun+m !
min(k,ny)
0°Vnak—
¥2 ) Pzt gy (k- i - 1)
=1 d n+haun+m

Artik, birinci ve ikinci dereceden terimler egim vektorii ve Hessian matrisinin

hesabinda kullanilabilir.

6.3 Cevrimici-SVM-Tabanh MPC Algoritmasi

Sekil 6-2’deki akis semasindan da goriildigli gibi Cevrimigi-SVM-Tabanli

MPC algoritmast bos bir model ile baslar (Iplikci 2006b). Modelin dogrulugu,

modelin bir 6nceki adimda irettigi bir-adim-sonrasi-tahmin-hatas1 ( OSAPE =

| vy, — 9, |) degerinin € degerinden kiigiik olup olmadigina bakilarak karar verilir. Her

iterasyonda, eger model dogru olarak kabul edilmigse o zaman SVM-Tabanli MPC

mekanizmasinin iirettigi denetim isareti sisteme uygulanir aksi halde sisteme, genligi

[Umin, Umax] araliginda, siiresi de [Toin, Tmax] araliginda rastgele degisen bir
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denetim isareti uygulanir. Sistemin uygulanan isarete olan cevabi dl¢iildiikten sonra,

bir sonraki adimda kullanilmak tizere modelin dogrulugu bu 6l¢iimle belirlenir. Eger

model dogru ise herhangi bir giincelleme yapilmaz. Aksi halde, yani model dogru

degilse, sistemin ¢ikis biiyiikligii ile yeni bir egitim verisi elde edilir ve artim

algoritmasiyla model giincellenir. Eger egitim verisi L’yi asarsa o zaman da azalim

algoritmasiyla en eski veri noktast egitim kiimesinden c¢ikarilir ve bdylece

algoritmanin miimkiin oldugunca en az miktarda hafiza kullanmas1 saglanir.

<b05 bir model ile hasl:>

model dogrumu?

SVM-Tabanh GPC ile bir denetim
isareti iiret ve sisteme uygula

rasgele penlik wve siireli  bir
denetim isareti iiret ve sisteme

uy gula
I

|

modelin - bir-adim-sonrasi-tahmin-
hatasmi (OSAPE) hesapla

model €dogn

model€eksik

!

= sistemin dlgiilen ¢ikasyle veni bir
egitim verisi iiret

= bu yeni veriyi kullanarak aromh
algoritmayla modeli giincelle

en eski egitim verisini
azalmmh
cikararak
giincelle

algoritmayla E
maodeli

Sekil 6-2: Cevrimigi-SVM-Tabanli MPC akis semasi
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6.4 Damitma Kolonu Sisteminin Cevrimici Destek Vektor Makineleri

Tabanh Model Ongériilii Denetimi

Damitma kolonu iki ya da daha fazla sivi karigimini, buharlasma noktalar1
farkindan yararlanarak ayirmak icin kullanilir. Ikili damitma kolonu, bir girdi
karigimina karsilik, ¢ikt1 olarak iki siviya ayirir. Hafif olan, diisiik kaynama noktali
iriin, damitilmig iirtin D olarak adlandirilirken; daha agir olan alt iiriin, B olarak

adlandirilir.

Alt iriin kalitesiyle damitilmig iirlin kalitesi arasinda iligski vardir. Birini
kontrol etmeye ¢alisirken digeri bozulabilir. ikisini birden kontrol etmek zor bir

islem oldugundan genelde iiriinlerden biri denetim i¢in segilir.

D ve B’nin istenen referans noktasina ulasabilmesi i¢in damitilmig iiriiniin
kolona geri doniis oran1 RR kontrol edilir. Sekil 6-3’te damitma kolonu sematik

olarak gosterilmistir.

Geri akma cihan

" X4
X

2 - —
Geri Damitilmis Uriin (D)

Akma

Oram

L
,U, (RR)

Zenginlestirme

B Bilgesi

s}
@
%]
T
E
o

i
‘ﬁ 1

I

L

Siyirma
Bilgesi

X34

X32 ["alt Crim (B)
Kazan

Sekil 6-3: Damitma kolonu sematik gdsterimi

Damitma kolonu dogrusal bir sistemdir ve matematiksel modeli asagidaki

gibidir (Hahn ve Edgar 2002):
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dxa 1

1
= V(Vaz2 — X41)

dt B ACond
dxA" 1 i
- = [Ly(Xai-1 = %a) =V ai = Yaisn)],  i=2,..,16
dt ATray
dxA’17 1
T Arrer [FXA,Feed + LiXg16 — LaXa17 = V(Ya17 — yA,lS)] (6.22)
dxy 1 ]
== [Lo(Xai-1 — %4) = VYai — Yai+1)] i=18,..,31
dt ATray
dxA 32 1
= Loxp31 — (F—D)x43, =V
dt Aroboiter [ 2X4,31 4,32 )’A,32]
Ek denklemler;
V == Ll + D
LZ = F + Ll
Ly (6.23)
RR = D
_ Ya(l—x,)
4B (A —ya)xa

Burada;

Acona: Geri akma cihazinda tutulan molar birikim
Arrqy: Bolgelerdeki molar birikim

ARgepoiter: Kazanda tutulan molar birikim

F: Besleme molar akis hizi

D: Damitilmis {liriin molar akis hizi

B: Alt iiriin molar akis hiz1

L,: Zenginlestirme bolgesindeki sivinin molar akis hizi
L,: Styirma bolgesindeki sivinin molar akis hizi

V. Buhar molar akis hiz1

RR: Geri akma orani
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4 p: Uguculuk
Xai: A bilesiminin i. bolgedeki s1vi mol kesri

Ya,i: A bilesiminin i. bolgedeki buhar mol kesridir.

Denetim siirecinin amaci, uygun denetim isaretleriyle (u(t) = RR, geri akma
orani) sistem cikisini (y(t) = x;(t), damitilmis {irlin molar akis hiz1 veya y(t) =
X3,(t), alt Grlin molar akis hizi) referans isaretine miimkiin oldugunca yakin
tutmaktir. Benzetimlerde, denetim isaretinin genligi u,,;,, = 0 V€ Uy,q, = 5 arasinda
tutulmus, denetim isaretinin siiresi iS€ Tpyin = Tmax = 1 S olarak sabit alimmustir.
Basarim gostergesi denklem (6.2)’deki parametrelerden N, =10, N, =2 ve
j=1,..,N;igin 4; = 0.0001 olarak se¢ilmistir. Benzetimlerde sistemin diferansiyel
denklemleri 0.1 sn sabit zaman araligina sahip 4. dereceden Runge Kutta teknigi ile
¢oziilmiigtiir. MPC algoritmasinin uygulandigi her bir 6rnekleme aninda, en iyi
arama yonii Degistirilmis Newton algoritmasiyla bulunmustur. Benzetimlerde o = 3
ve C = 1000 olarak sabit tutulmustur. Ayrica ¢evrimi¢i SVM-Tabanli MPC
yonteminin 6l¢iim giiriiltiilerine karsi dayanikliligini test etmek i¢in sistemin ¢ikigina
dlciilen biiyiikliige sifir ortalama degerli Gauss giiriiltii eklenmistir. Olgiilen isaretin
genliginin eklenen giiriiltiiniin genligine oran1 (SNR) 40 dB olup bu oran denklem

(6.24) ile verilmistir.

2
SNR = 10logy, (%) dB (6.24)

v

Burada o ve o sirasiyla 6lgiilen isaretin ve eklenen giiriiltiiniin degisinti

degerleridir.

Damitilmis iirlin molar akis hiz1 i¢in basamak referans isareti ve giiriiltiisiiz
durum i¢in elde edilen benzetim sonuglar1 Sekil 6-4’te verilmistir. Bu benzetimde

e = 0.01 se¢ilmistir.
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Darmitilrig Uriin Malar Akis Hiz)
o=3 =0.01 Destek Wektor Sayis=10

yrefit), yit)
[
=] 00

’ 1 1 1 1
] 500 1000 1500 2000 2500 3000
Laman (s)

D 1 1 1 1 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
Laman (s)
£ . . . . .
&
=z 0t f
o 00
E D 1 1 1 1 1
i 0 500 1000 1500 2000 2600 3000
Zaman (s)

Sekil 6-4: Damitilmis {irlin molar akis hiz1 i¢in basamak referans igareti ve
giiriiltiisiiz durum

Alt tirtin molar akis hiz1 i¢in basamak referans isareti ve giiriiltlisiiz durum

icin elde edilen benzetim sonuglar1 Sekil 6-5’te verilmistir.

Alt Uriin Malar Akig Hizi
o=3 =001 Destek Wektdr Sayisi=7

=
e

yref(t), yit)

= .

- 1 1
1500 2000 2500 3000

1 1
0 500 1000
Zaman (s)
5 T T T T T
El
1] 500 1000 1500 2000 2500 3000
Laman (s)
% _ 10 T T T T T
w
5 5 - ! ]
T
a 0 1 1 1 1 1
= 0 500 1000 1500 2000 2500 3000
Laman (s)

Sekil 6-5: Alt {irtin molar akig hiz1 igin basamak referans isareti ve giiriiltiisiiz durum
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Sekillerden de goriilecegi gibi, g¢evrimi¢i SVM-Tabanli MPC denetim
mekanizmasinda baslangigta bos olan SVM modeli Sekil 6-2’deki akis semasindaki
algoritmaya gore giincellenmektedir. Model, her glincellemede sistemin dinamigini
daha iyi temsil etmekte ve boylece sistem ¢ikisi, referans isaretini daha 1yi takip
edebilmektedir. Belli bir zamandan sonra artik giincelleme gerekliligi iyice
azalmakta ve hatta sistem parametrelerinde veya cevresel kosullarda bir degisim

olmadigi siirece de hi¢ giincelleme yapilmamaktadir.

Damitilmig {irtin molar akis hizi i¢in basamak referans isareti ve 40 dB
giriiltiilii durum i¢in elde edilen benzetim sonuglar1 Sekil 6-6’da verilmistir. Bu

benzetimde € = 0.008 segilmistir.

Daritilrrig Orin Malar Akig Hizi
o=3 0008 SNR=40 Destek “ektir Sayi=s=3

yrefit), yit)

1 1 1 1 1
o 200 1000 1500 2000 2500 3000

Zaman (s)
5 T T T T T
5
D 1 | | 1 |
a 500 1000 1500 2000 2500 3000
Zaman (s)
% _ 15 T T T T T
220 f‘\r‘—\_r \ :
Zwm ]
o 0 1 I I 1 I
=] a 500 1000 1500 2000 2500 3000
Laman (5]

Sekil 6-6: Damitilmisg {irlin molar akis hiz1 i¢in basamak referans igareti ve 40 dB
glirtiltilii durum

Alt iiriin molar akis hizi i¢in basamak referans isareti ve 40 dB giiriiltiilii
durum i¢in elde edilen benzetim sonuglar1 Sekil 6-7°de verilmistir. Bu benzetimde

€ = 0.008 secilmistir.
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Alt Uriin Molar Akig Hizi
o=3 ==0008 SMR=40 Destek Vektdr Savis=11

E Dd T T T T T
= '
g—. 0 1 I i 1 I
a a00 1000 1500 2000 2500 3000
Zaman (s)
5 T T T T T
g
D 1 1 1 1 1
a 500 1000 1500 2000 2500 3000
Laman (5]
% _ 2D T T T T T
-
= c.% 10 I -
T
D 1 1 1 1 1
S a a00 1000 1500 2000 2500 3000
Zaman (s)

Sekil 6-7: Alt {irtin molar akis hiz1 i¢in basamak referans isareti ve 40 dB giirtiltiilii
durum
Girtltili durumda da benzer gozlemleri yapabiliriz. Cevrimi¢ci SVM-Tabanl
MPC denetim mekanizmas1 zamanla sistemin modelini daha iyi temsil etmekte ve
denetim igini daha iyi yapmaktadir. Benzetimlere uzun siire devam edildiginde
sistem ¢ikisinin referans isaretini yliksek bir dogrulukla takip etmeye devam ettigi

gozlemlenmistir.
6.5 Esnek Eklemli Tek Uzuvlu Manipiilator Sistemin Cevrimigci
Destek Vektor Makineleri Tabanli Model Ongoriilii Denetimi

Esnek eklemli tek uzuvlu manipiilator sistemi Sekil 6-8’de sematik olarak
gosterilmektedir. Manipiilatoriin dikeyle yaptigi ac1 6 ile, yayin sapmasi ise « ile

gosterilmistir (Akyuz ve dig. 2011).

105



Sekil 6-8: Esnek eklemli tek uzuvlu manipiilator sistemi

Esnek eklemli tek uzuvlu manipiilatér sistemi dogrusal olmayan bir sistem

olup matematiksel modeli asagidaki gibidir (Akyuz ve dig. 2011).

[x1 %, %3 x4]T = [0 6 d]T

5('1 = X3
5(2 = x4,
Ks  KaKi  KnKg (6.25)

X3

=—X X3 + u
Jn'% Run ™ Rudn

K K2 K? K. K K m
= — =y + 2 "Iy —x, + g

T2 Rdn 2 Rl i 7

sin(x; + x3)

y == x1 + xz
Burada;

K: Yay katsayist (1.61 [N/m])

Jn: Merkez ataleti (0.0021 [Kgm?])
m: Yik agirh@ (0.403 [Kg])

g: Yergekimi (—9.81 [N/m])

h: Yikseklik (0.06 [m])

K, Motor sabiti (0.00767 [raI;/S])
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K, Disli oram (70)
Ji: Yiik ataleti (0.0059 [Kgm?])

R,,: Motor direnci (2.6 [2])

Benzetimlerde, denetim isaretinin genligi u,,;, = 0 V& Ujpq, = 1 arasinda
tutulmus, denetim isaretinin siiresi iS€ Tpin = Tmax = 1 S olarak sabit alinmistir.
Basarim gostergesi denklem (6.2)’deki parametrelerden N, =10, N, =2 ve
j=1,..,N;igin A; = 0.0001 olarak se¢ilmistir. Benzetimlerde sistemin diferansiyel
denklemleri 1073 sn sabit zaman araligina sahip 4. dereceden Runge Kutta teknigi
ile ¢oziilmiistir. MPC algoritmasinin uygulandigi her bir 6rnekleme aninda, en iyi
arama yonii Degistirilmis Newton algoritmasiyla bulunmustur. Benzetimlerde o = 3
ve C = 1000 olarak sabit tutulmustur. Ayrica c¢evrimi¢i SVM-Tabanli MPC
yonteminin 6l¢iim giiriiltiilerine karsi dayanikliligini test etmek i¢in sistemin ¢ikisina
dlciilen biiyiikliige sifir ortalama degerli Gauss giiriiltii eklenmistir. Olgiilen isaretin

genliginin eklenen giirtiltiiniin genligine oran1 (SNR) 40 dB’dir.

Giiriiltiisiiz  durum i¢in elde edilen benzetim sonuglar1 Sekil 6-9°da

verilmistir. Bu benzetimde ¢ = 0.01 secilmistir.

Esnek Eklemli Tek Uzuvu Manipdlatar
oc=3 =001 Destek Vektdr Say|8| 12

= ! '
= r—r_]_
g ”-5'_, _:—M
14} |
= 0
0 500 1000 15EIEI 2000 2500 3000
zaman
1
Zo0s l _,_H_I_I_I_I
0
0 500 1000 1500 2000 QEDD 3000
zaman
% _ 2':' T T T T T
oy
Z 30 -
a
E “ D 1 1 1 1 1
= 0 500 1000 1500 2000 2500 3000
Zarnan (3]

Sekil 6-9: Esnek eklemli tek uzuvlu manipiilator sistemi igin giiriiltiisiiz durum igin
elde edilen benzetim sonuglari
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Basamak referans isareti ve 40 dB giiriiltiilii durum i¢in elde edilen benzetim

sonuclar1 Sekil 6-10°da verilmistir. Bu benzetimde € = 0.01 se¢ilmistir.

Esnek Eklemli Tek Uzwu Manipulator
o=3 =001 SNR=40 Destek Vektdr Sayis=24

fearyd T T |
g—u 1 1
2000 2500 3000
Laman (s)
1 T T T T
=05 =
=
D 1 1
a a00 1000 1500 2000 2500 3000
Larman (s)
% _ ‘q’D T T T T T
> 2
20 =
= W
pag ]
- 0 1 1 1 1 1
= a 500 1000 1500 2000 2500 3000
Larman (s)

Sekil 6-10: Esnek eklemli tek uzuvlu manipiilator sistemi i¢in giiriiltiilii durum i¢in
elde edilen benzetim sonuglari
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7. SONUCLAR

Cevrimi¢i-SVM-Tabanli MPC yontemiyle hem dogrusal sistemlerin hem de
dogrusal olmayan sistemlerin ¢evrimig¢i denetimi gergeklestirilmistir. Bu yontemde,
matematiksel modeli bilinmeyen sistemin dinamik davranigini temsil edecek olan ve
baslangicta bos olan SVM modelinin, ¢evrimi¢i destek vektor baglanimi
algoritmasiyla denetim esnasinda gerektiginde giincellenerek MPC dongiisii i¢inde
kullanilmasiyla modelleme ve denetim eszamanli olarak gergeklestirilmistir.
Benzetim sonuclar1 gostermistir ki, ¢evrimi¢i-SVM-Tabanli MPC yapis1 basamak
tipli referans isareti i¢in oldukga iyi bir denetim basarimi saglamaktadir. Bagka bir
deyisle, matematiksel modeli bilinmeyen bir sistem ¢evrimi¢i-SVM-Tabanlit MPC ile
kontrol edildiginde 6nceden bir referans isaretini ¢ok kiigiik gecici ve siirekli hal
hatalariyla takip edebilmektedir. Sonu¢ olarak, cevrimici-SVM-Tabanli MPC
yontemi denetim isini oldukca iyi bir basarimla gerceklestirmistir ve diger ¢evrimigi
yaklagimlara alternatif olarak kullanilabilir. Bunun yanisira, bu yontemin, SVM

tekniklerindeki gelismelere paralel olarak daha da gelismesi miimkiindiir.
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