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Bu calismada Modiiler grubun 6zel bir kongriians alt grubu olan I'°(n)
grubu ic¢in sifir blogu {izerinde alt yoriingesel graflar incelendi.

Birinci bolimde konuyla ilgili olarak Topolojik Gruplar, Hiperbolik
Geometri, Riemann Yiizeyleri, Mobius Doniistimleri ve Graf Teori ile ilgili genel
kavramlar ve agiklayici 6rnekler verildi.

Ikinci boliimde I'°(n) grubunun alt yoriingesel graflarinda kenar olma
sartlar1 ve kendisiyle eslesmis kenar olma durumlari aragtirildi. Ayrica alt

yoriingesel graflarin bir devre igermesi i¢in gerek ve yeterli sartlar elde edildi.

ANAHTAR KELIMELER: Modiiler Grup, Impirimitif hareket, Grup hareketi,
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ABSTRACT

SUB ORBITAL GRAPHS
MASTER THESIS
GIiZEM DEMIRBAS CEVIRICi
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS

(SUPERVISOR:DOC. DR. MURAT BESENK)

DENIZLI, JUNE 2020

In this study suborbital graphs on the zero block for the I'°(n) group, a
special congruence subgroup of the Modular group are investigated.

In the first chapter, about the subject general concepts and revealing
examples dealing with Topological Groups, Hyperbolic Geometry, Riemann
Surfaces, Mobius Transformations and Graph Theory are given.

In the second chapter, edge conditions in suborbital graphs of the congrence
subgroup I'°(n) and cases for being self paired edge are investigated. Also
necessary and sufficient conditions for the suborbital graphs to contain a circuit are

obtained.

KEYWORDS: Modular Group, Impirimitive action, Group action, Suborbital
graphs, Farey Graph
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1. GENEL BILGILER

1.1 Giris

Matematik tarihi incelendiginde grup kavrami geometrik sekillerin simetri
Ozelliklerinin arastirilmasinda ve cebirsel denklemlerin koklerinin belirlenmesinde
ortaya ¢cikmistir. Agikca her geometrik sekle bir simetri grubu ve her cebirsel
denklemin koklerine de bir Galois grubu karsilik gelir. Matematik tarithine
bakildiginda grup kavraminin ilk izleri J. L. Lagrange (1736-1813) tarafindan yapilan

cebirsel denklemler lizerindeki ¢alismalarina kadar gider.
Grup teorisinin tarihi gelisimi dort temel alan tizerine kurulmaktadir:

(a) Cebir (J. L. Lagrange, 1770)

(b) Sayilar Teorisi (C. F. Gauss, 1801)

(c) Geometri (F. Klein, 1874)

(d) Analiz (S. Lie,1874; H. Poincare ve F. Klein, 1876)

XIX. yiizyilda 6zellikle geometri alan1 geniglik ve derinlik anlaminda biiylimiis
ve Projektif geometri, Euclid olmayan geometriler, Diferansiyel geometri, Cebirsel
geometri, n-boyutlu geometri gibi yeni geometriler ortaya ¢ikmis ve bunlar arasinda
bagintilarin nasil kurulacagi sorusu ortaya ¢ikmistir. Felix Klein daha sonra Erlangen
Programi ad1 verilen yaptig1 iinlii caligmasinda geometrilerin karakterizasyonu ve
simniflandirilmasinin  grup teorisiyle olan iligkisini ortaya koymus, geometrinin
donlisim gruplart altinda invaryant kalan oOzelliklere gore tasnif edilecegini
belirlemistir. Aslinda bu diisiincenin temeli Cayley-Sylvester Invaryant Teorisidir.
Ayrica Lie, Abel ve Galois cebirsel denklemler i¢in yaptiklar: caligmalari diferansiyel
denklemlere uygulamiglardir. Boylece klasik metotlarla elde edilen hemen hemen tiim
diferansiyel denklemlerin siirekli gruplar altinda degismez kaldig1 gozlemlenmistir.
Dolayisiyla diferansiyel denklemlerin bir siirekli grup altinda degismezlerini koruyan
ve verilen bu grubun bilinen 6zelliklerinden ¢ikan sonuglara gore bu denklemleri olasi

basitlestirmelere indirgenmesini diisiinmeye onderlik edilmistir. Bu diisiinceler daha
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sonralar1 Lie gruplar1 ve topolojik doniisiim gruplarina 6nderlik etmistir. Ayrica H.
Poincare bu diisiincelerden faydalanarak, Fuchsian gruplar1 adini verdigi ve
gelistirdigi ayrik gruplarin invaryant biraktigi otomorf fonksiyonlar1 tanimlayip
incelemistir. Bu fonksiyonlardan yararlanilarak cebirsel egrilerin parametrizasyon

problemi ¢oziilmiistiir. Boylelikle eliptik fonksiyonlar teorisinin de temeli atilmigtir.

Sonug olarak bu alanlarda kullanilan doniisiim gruplarinin elemanlarinin en

genel formu z-kompleks bir degisken olmak tizere

az+b
; a,b,c,deC, ad —bc#0
cz+d

biciminde doniistimlerdir. Katsayilarin kompleks, reel, tamsay1 olmasina gore bir cok
durumlar vardir. En bilinenleri PGL(2, C), PSL(Z, R), IP Picard grubu ve PSL(2,Z)

Modiiler grup ile bu grubun kongriians alt gruplaridir.

Grup teorisi lizerine yiiz yildan fazla siireyle yapilan cesitli calismalar birgok
teorilere yol agmistir. Bunlardan bazilar1 Somut Grup Teorisi (Cayley, Jordan-Holder,
Feit-Thompson, 1963), Grup Temsilleri (Kombinatoryal Grup Teorisi), Sonsuz Abel
Grup Teoremi (Profer, Baer, Ulm, 1920-1930), Schreier’s Grup Genisleme Teorisi
(1926), Cebirsel Gruplar (Borel, Chevalley 1940), Topolojik Gruplar (Schreier,
Corton, Gelfand,Van Neuman, 1920-1930) dir.

Von Dyck tarafindan 1882 yilinda ortaya konulan soyut grup tanimu, liretecler
ile aralarindaki bagintilar yardimiyla verildi. Bu diislinceden yola c¢ikarak diisiik
mertebeli gruplar, simetrik ve alterne gruplar, sonlu tiretilmis gruplar, lineer kesirli
gruplar ve yansimalar tarafindan iiretilmis gruplar i¢in ¢caligsmalar yapildi. 1970 yilinda
David Singerman sonlu iretilmis Fuchsian gruplarinin {retegler, bagintilar ve
geometrik invaryantlarimi igeren bir gosterimlere sahip oldugunu gosterdi. Bu
gosterime simge ad1 verilir. 1991 yilinda ise G.A. Jones, D. Singerman ve K. Wicks
Modiiler grubu kombinatorik yontemle incelemenin bir yolu olarak ilk kez C. C. Sims
tarafindan ortaya atilan alt yoriingesel graflari caligmalarinda kullandilar. Yine benzer
bir yaklasim R. Kulkarni tarafindan da yapildi. Uretecler ve aralarindaki bagimntiy
ortaya koymak i¢in yoriingesel graflardan yararlanmak kombinatoryal grup teorisinde

kullanilan bir yontemdir.



1.2 Gruplar ve Topolojik Gruplar

Tanmm 1.2.1: G # @ bir kiime olmak tizere 0:G X G = G, (g1,92) = 91 ° 92
seklinde tanimlanan her fonksiyona G kiimesi iizerinde bir ikili islem denir. Uzerinde
en az bir ikili islem tanimlanmis ve bos olmayan bir kiimeye de cebirsel yap1 denir ve

(G,0) ikilisi ile gosterilir.

Tanmm 1.2.2: "o" islemi G # @ kiimesi lizerinde tanimlanmisg bir ikili islem olsun.

Asagidaki sartlar saglaniyorsa (G,0) ikilisine bir grup adi verilir:

I. Vab€Giginaob € G (kapalilik 6zelligi)
II. Vab,c€eGigina©o (boc)=(aob)o c (birlesme 6zelligi)
III. 3e€eCGoylekiVa€e Gicine©a = aoe = a (birimeleman 6zelligi)

IV. Va€Gicin3da' € G oylekiaoa' =a’' ©0a = e (ters eleman 6zelligi)
Burada a o b yerine kisaca ab yazilacaktir.

Tanmm 1.2.3: G bir grup, @ # H € G olsun. Eger H, G lizerinde tanimlanan ikili
isleme gore bir grup ise H ye G nin bir alt grubu denirve H < G ile gosterilir.
Acikca H < G ise e; € H dir. Dolayisiyla {e} ve G, G grubunun alt gruplaridir. Bu alt
gruplara asikar alt gruplar ad1 veilir. Bir grubun asikar gruptan farkl: alt gruplarina ise

0z alt grup denir.

Onerme 1.2.1: G bir grup ve @ # H < G olsun. Budurumda H < G © Vhy,h, € H
i¢cin

II. hy ' €Hdr.

Onermel.2.2 : G bir grup ve @ # H < G olsun. Buradan H < G © Vhy,h, € H
igin hyh;' € H dir.

Tamm 1.2.4: G bir grup ve Aile B ise G grubunun alt gruplart olsun. Bu takdirde
A = gBg~! olan bir g € G varsa A ve B alt gruplarna eslenik alt gruplar denir.



Tammm 1.2.5: G bir grup H < G olsun. Ayrica G grubu iizerinde bir " = " bagintisi
a =b(H) © ab™! € H olarak tanimlansin. Bu durumda tanimlanan bu baginti bir
denklik bagintisidir ve bir a elemaninin denklik sinifi @ = {ah:h € H} = aH alt
kiimesidir. aH alt kiimesine a € G elemaninin sol yan sinifi denir. Benzer sekilde bir
b elemaninin denklik smifi b = {hb: h € H} = Hb alt kiimesidir. Hb alt kiimesine

b € G elemanin sag yan sinifi denir.

Tanim 1.2.6: G bir grup ve H < G olsun. Bu takdirde H < G alt grubuna gore sag ve
sol yan siniflarinin sayisi birbirine esittir. Bu sayiya H alt grubunun G grubu i¢indeki

indeksi denir ve |H: G| ile gosterilir.

Tanmm 1.2.7: G bir grup ve H < G olsun. Eger H alt grubunun G grubundaki biitiin
sag ve sol kiimeleri birbirine esitse, yani Vx € G i¢in xH = Hx oluyorsa H alt

grubuna G grubunun normal alt grubu ad1 verilir.

Teorem1.2.1 : G bir grup ve H < G alt grubu verilsin. Bu durumda agagidaki ifadeler

birbirine denktir:

. VgeGveVheHiginghg 'eH
II. VgeGiginghg'cH
IMl. Vge€eGicinghg !=H
IV. VgeGicingH =Hg

Tamim 1.2.8: X # @ verilen herhangi bir kiime ve (X), X kiimesinin gii¢ kiimesi
olmak tizere T C (X) olsun. Bu takdirde 7 ailesine asaidaki sartlar1 saglaniyor ise X

tizerinde bir topoloji ad1 verilir:

I. detveXerT
II. VU VerticmUNVET
II1. V{Oi}iel 1(;11’1 Oi ET

Ayrica (X, 1) ikilisine de bir topolojik uzay denir.
Tanmim 1.2.9: (G,°) ikilisi bir grup ve ayn1 zamanda bir topolojik uzay olsun. Eger,
. M:GXG-G, M(gh)=gcoh

4



II. mG-G, m(g)=g"
doniistimleri siirekli ise bu durumda G ye bir topolojik grup denir.
Ornek 1.2.1:

i. (R,+) ikilisi bir topolojik gruptur. M ve m doniisiimlerinin siirekli oldugu
kolaylikla gosterilebilir.

ii. N herhangi bir grup olsun. Eger N grubu iizerinde bir ayrik topoloji varsa bu
takdirde N topolojik bir gruptur.

iii. ST = {z € C : |z| = 1} kiimesini alalim. Bu kiime {izerinde yapilan kompleks
sayilarm carpma islemine gdre bir topolojik grup olusur yani (S1,) bir

topolojik gruptur.
Tanim 1.2.10: G bir topolojik grup ve A herhangi bir topolojik uzay olsun. Eger

&G xXA— A, E(g,x) = gx seklinde tanimlanan ¢ doniisiimi siirekli ve Vx € A,

Vg1, 9> € G icin

L g1(g2x) = (9192)x

II. eéx=x

kosullart saglaniyor ise (G, A, ) TUgliisiine bir topolojik donilisiim grubu denir. Bu
durumda G topolojik grubuna A iizerinde hareket ediyor veya G topolojik grubu A
tizerinde bir hareket grubudur denir. Kolaylik olmasi agisndan (G, A, §) yerine kisaca

[G, A] ile gosterilir.

Tanmm 1.2.11: [G, X] ikilisi bir topolojik doniisim grubu ve x,y € X olsun. Bu

"

durumda x~y & 3g € G : y = gx olarak tanimlanirsa " ~" bagintis1 X kiimesi
tizerinde bir denklik bagintisidir. Bu "~" denklik bagintisinin her bir denklik sinifina
hareketin yoriingeleri adi verilir. Ayrica x € X noktasin1 igeren ydriingeye x

noktasinin yoriingesi denir ve Gx ile gosterilir. A¢ik olarak Gx = {gx: g € G} dir.

Tanmm 1.2.12: G grubu X kiimesi lizerinde hareket etsin ve x,y € X keyfi iki nokta
olsun. Bu takdirde gx = y olacak sekilde bir g € G eleman1 varsa G grubuna X

kiimesi tizerinde gegisli (transitif) olarak hareket eder denir.



Tanmmm 1.2.13: G grubu X kiimesi iizerinde hareket etsin ve x € X keyfi bir nokta

olsun. G, = {g € G: gx = x} kiimesine x noktasinin G grubundaki sabitleyeni denir.

Lemma 1.2.1: [G, X] bir topolojik doniisiim grubu ve X bir Hausdorff uzay1 olsun. Bu
takdirde G, = {g € G : gx = x} sabitleyeni G grubunun kapali bir alt grubudur.

Ispat: Oncelikle G, < G oldugunu gosterelim. G, < G © Vg4, g, € G, icin g; g5 €
G, seklindedir. Buradan Vg;, g, € G, icin g;x = x , g,x = x olup g;1x = x ve
9197 x = g1(g71x) = g1x = x = g,9,* € G, elde edilir. Simdi G, sabitleyeninin
G grubunun bir kapali alt kiimesi oldugunu gosterelim. x € X keyfi fakat sabit bir
nokta olsun. Bu durumda Ty: G - X , Ty(g) = gx donisimi sirekli ve X
Hausdorff uzay:r oldugundan T;'({x}) = G, kapahdir. Béylece G, < G ve G,
sabitleyeni kapalidir.

Lemma 1.2.2: [G, X] ikilisi bir topolojik doniisiim grubu ve y, € G, keyfi fakat sabit
bir nokta olsun. Bu durumda D = {g € G:y, = gx} kiimesi G, sabitleyenin bir yan

smifidir.

Ispat: y, € G, oldugundan 3g, € G : y, = gox seklindedir. Buradan yola ¢ikarak
9oG, = D oldugunu gosterelim. a € g,G, keyfi bir nokta olsun. Boylece a = g9,
olacak sekilde g, € G, mevcuttur. Agikca ax = gog1x = gox = Y, dir. Dolayistyla
bu durum a € Doldugunu gosterir. Buradan go,G,, < D dir. Simdi g € D alalim. Bu
ise gx =y, olur. Boylelikle gx =y, = gox = golgx =x = g;'g € G, olup
acikca g € g,G, elde edilir. Yani D € g,G, olur. O halde sonug olarak g,G, < D ve
D c goG, oldugundan D = g,G, bulunur.

Lemma 1.2.3: [G, X] ikilisi bir topolojik doniisiim grubu olsun. Bu durumda x € X
keyfi fakat sabit bir nokta olmak tizere T : G/G, — Gx, T(gG,) = Gx dontsimi

birebir ve ortendir.

Ispat: Once 7 : G/G, - Gx , 1(gG,) = Gx doniisiimiin birebir oldugunu gosterelim.
Cebirden biliyoruz ki iki yan smif ya cakisir ya da ayrik iki kiime bi¢imindedir.
1(g1Gy) = 1(g,G,) olsun. Buradan g,x = g,x = gi1g,x = x = g{'g, € G, olup
g2 € g1Gy dir. Boylece g, € g,Gy ise g1Gyx = g,Gy elde edilir. a € G, ve a € Gy, =

G, = G, esitligi elde edilir.



Simdi T doniisiimiiniin 6rten bir donilistim oldugunu gosterelim. h € G, keyfi olsun.
Bu durumda 3g, € G : h = gox dir. 1(goGy) = gox =h € G, = goGx € G / Gy,

olup T doniisiimii 6rtendir.

Lemma 1.2.4: [G, X] ikilisi bir topolojik doniisiim grubu ve y = gx keyfi bir nokta
olsun. Bu takdirde G, = gG,g~! dir. Yani, bir yoriingedeki farkli iki elemanm

sabitleyenleri eslenik alt gruplardir.

Ispat: g, € G, keyfi bir nokta olsun. Bu durumda G, = {g € G: gy = y} seklinde
oldugundan g,y = y dir. Boylece y = gx ifadesinden gogx = gx = g 1gogx = x
olup g'gog € Gy = gog € gG, elde edilir. Yani g, € gG,g~" olup G, c gG,g~*
dir. Tersine h € gG,g~! olsun. Buradan 3g, € G, : h = ggog~ ' yazlabilir.
Simdi hy ifadesini agalm. hy = ggog~'y = ggox = gx =y = h € G, bulunur.
Dolayisiyla gG,g~" c G, elde edilir. Sonug olarak G, = gG,g~* dir.

Topolojik doniisiim gruplarina ait 6rnekler:
Ornek 1.2.2:

1) G herhangi bir topolojik grup olsun. [G,X] cifti Vg € G ve Vx € X igin
asagidaki gibi ¢ degisik sekilde bir topolojik donilisiim grubu olarak

tanimlanabilir:

. gAx=gx (sol gbsterim)
ii. gAx=xg~1! (sag gdsterim)

iii. gx = gxg™! (birlesik gdsterim)
2) G herhangibir topolojik grup ve H < G kapali bir alt grup olsun. Bu takdirde,
i. [G,H] cifti hAg = hg kuralile bir topolojik doniisiim grubudur.
Ozel olarak G = (C,+) ve H = Z x Z icin [H, G] topolojik déniisiim grubudur.
ii. [G,G/H],g1Ng,H = g,9,H ile bir topolojik doniisiim grubudur.

3) CU {o} = C, Riemann kiiresi verilsin. C,, tizerindeki Euclid topolojisiyle



birlikte sonsuzun biitlin komsuluklart kompleks diizlemdeki tiim kompakt alt

kiimelerin biitiinleyenlerini olustururlar.

Fonksiyonlariin bileske islemine gore C,, uzaymdan C,, uzayina tanimlanan

= {Z:Z |a, b,c,d € C vead — bc + 0} grubu otomorfizmlerin bir grubudur ve

PGL(2,C)ile gosterilir. G tizerindeki topoloji a, b, c,d € C kompleks sayilar1 ile
tanimlanir. Yani G grubunun her bir elemani (a, b,c,d) € C* olarak goz oniine
alinirsa ve ayrica burada (—a,—b,—c,—d) ile (a, b,c,d) elemanlar1 birbirleriyle
denklestirilirse G iizerinde 6zdeslestirme ile bir topoloji tanimlanabilir. Bu durumda

[PGL(2,C), Cy] bir topolojik doniisiim grubudur.

Tamm 1.2.14: X # @ herhangi bir kiime ve S(X) = {f | f:X — X birebir ve 6rten }
olsun. (§(x),°) bileske islemine gore agikga bir gruptur ve bu grubun elemanlarina

permiitasyonlar denir. (S(x),e) grubunun alt gruplarina permiitasyon grubu ad1 verilir.

G grubu X kiimesi lizerinde bir permiitasyon grubu olsun. Bu takdirde G grubu
X tizerinde hareket eder. Ger¢ekten g € G ise bu durumda g: X — X birebir ve Orten
bir donilisimdiir. Boylece gx = g(x) olarak alinirsa buradan agikga goriilebilir ki
(9192)x = g1(g2x) ve 1x = x olur. Dolayisiyla bu harekete G grubunun X kiimesi
tizerindeki dogal hareketi ad1 verilir. Boylelikle "(G,X) permiitasyon grubu" ifadesi
kullanilir. Ayrica G grubu X kiimesi {izerinde gegisli olarak hareket ediyorsa "(G, X)

transitif permiitasyon grubu" ifadesi kullanilir.

Tanmmm 1.2.15: n € N dogal sayisi i¢in 1 < a < n ve (a,n) = 1 olan tamsayilarinin
sayis1 @ (n) ile gosterilir. Bu fonksiyona Euler fonksiyonu adi verilir.

Eger n = p;'p,2ps...pe° ise bu takdirde ¢(n) =n (1 - i) (1 - p—t) (1 — i)

dir.



1.3  Hiperbolik Geometri

Hiperbolik Geometrinin ortaya ¢ikis esasina bakildiginda Euclid’in bes temel

postulatinin besincisine dayandigi goriilmektedir. Bu postulatlar sunlardir:

1) iki noktadan sadece bir dogru gecer.

2) Dogru pargalarinin her iki ucu sonsuza kadar ayni yonde bir dogru
boyunca uzatilabilir.

3) Merkezi ve yarigap1 verildiginde bir gember ¢izilebilir.

4) Diizlemdeki tiim dik agilar birbirine denktir.

5) Bir dogruya disindaki bir noktadan bir tek paralel dogru ¢izilebilir.

Ik dort postulat verildigi zaman, acikca besincisinin asagida verilen paralellik
postulatina denk oldugu kolaylikla goriilmektedir. Besinci postulat deyimi yerine

siklikla paralellik postulat1 da kullanilmaktadir.

Paralellik Postulati: Diizlemde bir nokta ve bu noktayr iizerinde
bulundurmayan bir dogru verildigi zaman, bu noktadan gegen ve verilen dogruya

paralel bir tek dogru gecer.

Iki bin yildan fazla siire boyunca matematikgiler ilk dért postulattan besinci
postulat1 elde etmeye c¢alismislardir. Bunun i¢in her bir duruma ilave postulatlar
yaparak besinci postulata indirgemeye calismislar ve sonugta bunlarin besinci
postulata denk oldugu kanaatine varmislardir. Bilim adamlar1 XIX. yiizyilda bu konu
tizerine oldukca yogun caligmalar yapmis ve besinci postulati degisik bir agidan
incelemeye calismislardir. " Euclid’in paralellik aksiyomu diger aksiyomlardan
bagimsizdir" sonucunu ortaya koyan Gauss, konuyla ilgili olarak Euclid geometrisinin
evrensel sayilan gercgeklerini yikiyordu. Ciinkii paralellik aksiyomu degistirilirse
ornegin; "bir dogruya disindaki bir noktadan sonsuz coklukta paralel dogrular
cizilebilir" denilirse Euclid’in diger aksiyomlari ile birlikte ¢eligkisiz bir sistem olusur.
Ama bu sistemin olusturdugu geometri Euclid geometrisinden farkli bir geometri olur,
diyerek yeni bir geometrinin ortaya ¢ikmasina temel teskil etmistir. Boylece Gauss’un
deyimiyle "Euclid olmayan bir geometri" ortaya ¢ikar. Gauss bu kadarla yetinmeyip
evrenin hem Euclid geometrisi ile hem de Euclid olmayan bir geometri ile temsil

edilebilecegini sdyledi. Bunun anlami sudur: bir geometri, i¢inde yasadigimiz uzay



hakkindaki dogrular1 degil, kurumsal olarak miimkiin uzaylar hakkindaki gercekleri
inceler. Farkl1 iki geometrinin ayni evreni temsil etmemesi i¢in de hi¢ bir neden yoktur.
Euclid olmayan geometriler kendi sistemlerinin i¢indeki degerleriyle birlikte evrenin
degisik amagclari i¢in temsil etme yetenekleri yaninda ayrica matematige yeni bir bakis

acist da sunmuslardir.

Euclid olmayan geometrilerden ilki Eliptik geometridir. Bu geometride "bir
dogruya disindaki bir noktadan hig bir paralel ¢izilemez" seklinde paralellik aksiyomu
vardir. Bir digeri ise "bir dogruya disindaki bir noktadan sonsuz ¢oklukta paralel
dogru cizilebilir" seklindeki paralellik aksiyomunu kullanan Hiperbolik geometridir.
Matematikte tasarlanan her geometri kendisine uygun c¢alisma alani olmasi agisindan
modeller seger. Hiperbolik geometri de kendisine paralellik aksiyomu nedeniyle pek
cok model edinmistir. Bu modeller arasinda en ¢ok kullanilan kompleks {ist yari

diizlem modeli ve Poincare daire modelidir.

1.3.1 Hiperbolik Geometrinin Ust Yar1 Diizlem Modeli

Tamim 1.3.1.1: H= {z € C:Im z > 0} kiimesine iist yar1 diizlem denir.

Bu ¢alismamizda hiperbolik geometri icin iist yar1 diizlem modelini kullanacagiz.

_z={xy)

A
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H

o I > IR

Sekil 1.3. 1 : Ust yar1 diizlemde hiperbolik dogrular

Tanim1.3.1.2: C kompleks diizlemde R reel eksene dik Euclid dogrularinin H st yar1
diizlemle ile arakesiti olan yar1 Euclid dogrularina ve R reel eksene dik bilinen Euclid
¢emberlerinin H {ist yar1 diizlemle ile arakesitlerine hiperbolik dogrular adi verilir.
Kisaca R eksenine dik olan ¢emberlerin H {ist yar1 diizlemde kalan yay parcalarina
hiperbolik dogrular ad1 verilir. Burada reel eksene dik H {ist yar1 diizlemde kalan yar1
dogrular1 sonsuz yarigaplt ¢emberler veya merkezi sonsuzda olan ¢emberler olarak

alinmaktadir.

Tanim 1.3.1.3: [, ve [, iki hiperbolik dogru olsun. Eger l; N1, = @ ise bu takdirde
l; ve I, hiperbolik dogrularia paralel hiperbolik dogrular denir. Bu durum [,//, ile

gosterilir.

Sekil 1.3. 2 : Ust yar1 diizlemde paralel hiperbolik dogrular

11



Tanmm 1.3.1.4: C,, = C U {oo} genisletilmis kompleks diizlem olmak iizere n tane
hiperbolik dogru pargasi tarafindan sinirlanan ve H {ist yar1 diizlemin C,, uzayindaki
kapanisinda bulunan bir kapali kiimeye n kenarli hiperbolik bir poligon ad1 verilir. Ug
kenarli poligonlara hiperbolik ticgen denir. Eger bir hiperbolik poligonda herhangi iki

hiperbolik dogru pargasi kesisiyorsa bu kesim noktasina kdse adi verilir. Asagida bir

hiperbolik tiggenin kdse noktalari ile ¢esitli hiperbolik {iggenler gosterilmistir.

oo O =8}

oo

A SIS s
I
A
A AT
///4/////////////,

rol=
o
ral—
LN
rol—
&
o
=)
™)

Sekil 1.3. 3 : Hiperbolik liggenler

Ornek 13.L1: PSL(2,R) ={T:z>%2 |q,b,c,d €R,ad —bc =1} bileske

islemine gore bir gruptur. PSL(2,R) kiimesi R* uzaymin bir alt kiimesi olarak
diistinebilir. Dolayisiyla T:z — % ise acik¢a bu donilistimiin katsayilar1 reel olup
(a, b,c,d) € R* seklindedir. Buradan (a, b, c,d)~(—a, —b, —c, —d) alinirsa yani bir
0zdeslik kurulursa bu durumda PSL(2,R) {iizerindeki topolojiyi bir boliim topolojisi

olarak {a,b,c,d € R*:ad — bc = 1} / ~ iizerindeki topoloji seklinde tanimlanabilir.
Boylece bu topolojiyle birlikte PSL(2, R) bir topolojik gruptur. Ayrica iist yari diizlem

12



diistiniilirse H= {a + ib:a,b € R,b > 0} icin [PSL(2, R), H] ikilisi de bir topolojik

doniigiim grubu olusturur.

Yukarida [PSL(2, R), H] ikilisinin bir topolojik doniisiim grubu oldugunu ifade edildi.
Buradan PSL(2,R) grubunun herhangi bir elemaninin H {ist yar1 diizlemi H st yar1

diizleme resmettigini géstermemiz gerekir. Bunun i¢in 6ncelikle bir doniisiim alalim.

az+b
cz+d

z noktas1 H st yar1 diizlemde herhangi bir nokta ve T(z) = keyfi olsun. O

halde

(az+b)(cz+d) aclz|®+adz+bcz+bd
lcz+d2 lcz + d|

T(z) =

ifadesi sanal ve reel kisimlara ayrildiginda iist yar1 diizlem i¢in sadece sanal kismini
incelenirse

(ad —bc)y y

= >0
lcz + d|? lcz + d|?

Im(T(Z)) =

oldugu ortaya ¢ikar. Ciinkiiz = x + iy € Hisey > 0 dir.

Boylece her bir T € PSL(2,R) doniisiimii H st yar1 diizlemi H {ist yar1 diizlem

uzerine resmeder.

14 Graf Teori

Tanimm 1.4.1: Elemanlar1 nokta olarak adlandirilan sonlu ve ayrica bos olmayan bir
V = {1,2, ..., n} nokta kiimesi ile elemanlar1 kenar olarak adlandirilan sonlu sayida bir
E kenarlar kiimesinden olusan (V, E) ikili yapiya graf adi verilir. Genel olarak graf

G = (V,E) ya da kisaca G ile gosterilir.

Burada E = {{i, jri,j e V} seklinde tanimlidir. Ayrica her i,j € V i¢in E kiimesinin

i ve j noktalarina karsilik gelen elemanlari e; ile gosterilir.

13



Ornek 1.4.1;

Sekil 1.4. 1 : Bir grafta kenar ve koseler

G grafinin noktalar kiimesi ve kenarlar kiimesi sirasiyla V = {1,2,3,4,5}
E = {ey,e3,e3, 64,65, €4, €7} dir.

Tanimm 1.4.2: G = (V, E) ikilisi bir graf olmak tizere, G grafinin herhangi bir i ve j
noktalar1 arasinda en az bir kenar bulunuyorsa i ve j noktalarina komsudur denir ve
i~j ile gosterilir. Bir i noktasina komsu olan noktalarin kiimesine i noktasinin

komsuluklar kiimesi denir ve N; ile gosterilir.

Ornek 1.4.2:

€

€y

Sekil 1.4. 2 : Bir grafta kenar ve koseler
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G grafinin tiim komsuluklardan olusan kiimeleri N,={2,3,4,5}, N,={1,3}, N3={1,2,4},
N,={1,3,5}, N5s={1,4} dir.

Tanmm 1.4.3: G = (V,E) grafinin herhangi bir i noktasina bagli kenar sayisina i

noktasinin derecesi denir ve d; (i) ya da kisaca d; ile gosterilir.

Ornek 1.4.3;
4
e
7
3_/"
T / g
o / Sy
2*;’/_ -
SN
N
1 G

Sekil 1.4. 3 : Bir grafin derecesi

de(1)=4, dg(2)=5, dg(3)=3,ds(4) =3, dg(5) =1
Tanim 1.4.4: Baslangic ve bitis noktas1 ayni olan kenara diigiim adi verilir.

Tanim 1.4.5: Grafin herhangi iki noktasi arasinda birden fazla kenar bulunuyorsa bu

kenarlara katli kenar veya paralelkenar denir.

Ornek 1.4.4;

Sekil 1.4. 4 : Bir grafta paralelkenar ve diigiim
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G grafinda e, ile e3 , eg4 ile e, paralelkenardir. eg ise bir diiglimdiir.

Tamim 1.4.6: Herhangi iki noktas1 arasinda en fazla bir kenar bulunan ve digiim

icermeyen grafa basit graf denir.

Ornek 1.4.5:;

3 B 7
W, Vv,
1 4 v,
G, G,

Sekil 1.4. 5 : Basit graf

Tamim 1.4.7: Herhangi iki noktasi1 arasinda birden fazla kenar bulunan yani katli kenar

iceren grafa ¢oklu graf denir.
Tamm 1.4.8: Katli kenar ve diigiim igeren grafa pseudo graf denir.

Ornek 1.4.6:

E

Sekil 1.4. 6 : Pseudo graf

16



Tamim 1.4.9: Basit bir grafin herhangi iki noktasi arasinda bir kenar bulunuyorsa yani
her bir nokta ¢ifti baglantili ise bu grafa tam graf denir ve n noktali bir tam graf K,, ile

gosterilir.

Ornek 1.4.7:

Sekil 1.4. 7 : Tam graf

Tanimm 1.4.10: Yalnizca izole nokta igeren grafa bos graf denir ve n noktali bir bos

graf N, ile gosterilir. Bos grafin kenarlar kiimesi bostur.

Ornek 1.4.8:

Sekil 1.4. 8 : Bos graf

Tamim 1.4.11: Her bir noktas1 ayn1 dereceye sahip olan grafa regiiler graf denir. Ozel

olarak her bir noktasi r dereceye sahip olan grafa r-dereceli regiiler graf denir.

17



Ornek 1.4.9:

Sekil 1.4. 9 : iki dereceli regiiler graf

Tammm 1.4.12: Bir grafin sonlu sayida birbiriyle baglantili noktalarindan ve

kenarlarindan olusan dizisine yiiriiyiis denir ve W ile gosterilir.

Tanmm 1.4.13: Her bir kenarin ve noktanin en fazla bir kez kullanildig: yiiriiyiise yol

denir ve P ile gosterilir.

Tanim 1.4.14: Baslangi¢ ve bitis noktas1 ayni olan yola devre denir ve n noktal1 bir

devre C, ile gosterilir.

Ornek 1.4.10:

€ €5

Sekil 1.4. 10 : C5 devre

18



Tamm 1.4.15: Herhangi iki noktasi arasinda bir yol bulunan grafa baglantili graf

denir.
Ornek 1.4.11:
4
/‘f’ e
3) ,/"/ ) f/ h
L
2 P 7
- [ 5
[ '
2(\_ o ™~ /
B R
N\ \ ‘ j
]
G

Sekil 1.4. 11 : Baglantili graf

Tanim 1.4.16: I¢inde devre bulundurmayan baglantili grafa agag graf veya kisaca agac

denir. n noktal1 bir agac¢ T, ile gosterilir.

Ornek 1.4.12:

n=1igin .
n=2ikKin e —e
n=3igin e ——e—»

o % 3
n=4igin e ——e e @ VYA & e

Sekil 1.4. 12 : Agag graf

Tanim 1.4.17: Her bir kenaria yon verilerek olusturulan grafa yonlii graf denir. Yonlii

grafta yon, kenarin baslangic noktasindan bitim noktasina dogru verilir.
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Ornek 1.4.13:

Sekil 1.4. 13 : Yonlii graf

1.5 Genel Mobius Grubu

az+b
cz+d

Tanmm 1.5.1: PGL(2,C) = {M:C,, » Cx|M(2) =

;a,b,c,d € C,ad — bc # 0}

kiimesi bileske islemine gore bir gruptur ve bu gruba genel Mdbius grubu adi verilir.

Sonug 1.5.1: Burada ad — bc # 0 ifadesi yerine ad — bc = 1 alinabilir.

az+(l; Mobius doniisiimiinii keyfi alalim.

Ispat: a,b,c,d € Cicin M(z) =

cz+

ad — bc # 0 olduguna gore A € C \ {(0,0)} olacak sekilde A = segilirse;

1
vad—bc

a b
az+b _ Alaz + b) _ Aaz + Ab _ Vad-bc’ + Vad—bc

cz+d Mcz+d) Acz+Ad __£_, 4 ¢
vad-bc vad-bc

M(z) =

elde edilir. Bu doniisiimiin determinanti;

a d b c _ctd—bc_1
vad — bcvad —bc +ad —bcvad —bc ad—bc

olur. Dolayisiyla kolaylik olmasi agisindan Mdobius doniisiimiiniin taniminda olan

ad — bc # 0 yerine ad — bc = 1 alinabilir.
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Tammm 1.5.2: a € C olmak tizere M:C,, » Co, , M(2) = {Z ta, zF® olarak

0 Z = 00

)

tanimlanan M (z) doniisiimiine 6teleme doniisiimii adi verilir.

1
=, z#®

Tamm 1.5.3: M:Co 2 Co , 10 , z= 0 olarak tanimlanan M(z) doniisiimiine
©,z=0

tersleme doniistimii ad1 verilir. A¢ik¢a bu doniisiim bir homeomorfizmadir.

Tanmm 1.5.4: a € C olmak lizere M:C,, » C,,, M(2) = {az » Z i z olarak

(0] , Z

tanimlanan M (z) doniisiimiine ¢arpim doniisiimii adi verilir.

az+b
cz+d

Teorem 1.5.1: Her M € PGL(2,C) olan M(z) = Mobius dontisimi oteleme,

terslme ve carpim doniisiimlerinin bileskesi olarak yazilir.

az+b a b
. _EZ+E ve ad —bc # 0

Ispat: Once ¢ =0 olsun. Bu durumda M(z) =
oldugundan dolay1 ad # 0 olur. Buradan M; = %z ve M, =z +§ olarak alinirsa,

M(z) = (M, o My)(z) = M, (gz) = %z +§ elde edilir. Eger ¢ # 0 ise bu takdirde

bc—ad

M,(z) =z + %, M,(z) =z+ %, M;(z) = E , My(2) = z olarak segilirse

z c?

actkca M = M, o M, o M5 o M, bileskeleri seklindedir. Gergekten,

d
M(2) = (My o My o My o My)(2) = (My o My 0 M) (2+5) = (M o M)

d

zZ+-

c

bc—ad 1 bc—ad ¢ a bc—ad a az+b o

=M — | = +-= +-= elde edilir. Ayrica

1 c? 242 c2 c¢z+d ¢ c(cz+d) ¢ cz+d Y

c
d . d
z=—- olmak tlizere M | — J)=® olur. Gergekten,

d
M(z) = (My oMy o M;zoMy)(z) = (MyoMyo MzoMy) (‘E)

= (My o M, o M3)(0)

= (Ml o M4_)(oo) = Ml(oo) = 0
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elde edilir. Boylece z € C, icin M = M; o M, o M5 o M, dir.

Teorem 1.5.2: z,,2,, 25 € C, Ug¢ farkli sabit nokta olsun. Bu takdirde T(z;) = 0,

T(z,) =1, ve T(z3) = o olacak sekilde tek bir Mobius doniisimii vardir. Bu

déniisim T(z) = Z‘?ﬁ#ﬂ seklindedir.
—43 2741

Teorem 1.5.3: z,, 25,25 € C, seklinde ii¢ farkli noktayr wy,w,, ws € C,, gibi ii¢
farkli noktaya resmeden bir tek Mdbius doniistimii vardir.

az+b
cz+d’

Sonu¢ 1.5.1: PSL(2,R) = {M:C,, = Cy [M(2) = ad —bc=1,a,b,c,d € R}

kiimesi katsayilari reel olup PGL(2, C) grubunun bir alt grubudur.

az+b

Tanmm 1.5.5: M € PSL(2,R) ve M(z) =

,ad —bc=1,a,b,c,d € R olmak
cz+d

tizere M (z) = z denklemini saglayan noktalara M dontisiimiiniin sabit noktalar1 denir.
Dolayisiyla M (z) # 1(z) olmak iizere % = z esitliginden cz? + (d —a)z—b =0
denklemi elde edilir. Buradaki M doniisiimiiniin en fazla iki sabit noktas1 vardir. Bu

noktalar:
A=(d—-a)?+4bc =d?+ a? — 2ad + 4bc = d? + a® — 2(ad — bc) + 2bc
=d?*+a?—-2+4+2bc =d*+a?*—-2+2(ad—-1) =d?+a®+2ad —4

= (a + d)? — 4 olmak iizere

_(a-d)t@+d)?—4 (a-d)tlat+dl*—4
- o -

2c

21,2

olur. Boylece ii¢ durum s6z konusudur:

I. |a+d| = 2ise M doniisiimiiniin tek bir sabit noktasi vardir ve bu sabit
nokta oo veya bir reel sayidir.
II. |a+d|>2ise M doniisimiiniin farkli iki reel say1 olan iki sabit
noktasi vardir.
II. |a+d| <2 ise M doniisiimiiniin iki kompleks eslenik sabit noktasi

vardir.
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az+b
cz+d’

Tamm 1.5.6: M(z) = ad —bc=1,a,b,c,d € R olsun. Bu durumda

I. |a+d|=2iseM dontsiimiine parabolik doniisiim,
II. |a+d|> 2ise M doniisiimiine hiperbolik dontisiim,

II. |a+d| < 2ise M doniisiimiine eliptik doniisiim ad1 verilir.
Sonug 1.5.2: PSL(2, R) doniisiim grubu

I. M st yar1 diizlemi H iist yar diizlem {iizerine,
II.  Geodezikleri yine geodeziklere,

III.  Cemberleri gemberlere resmederler.

Tanmm 1.5.7: A < PSL(2,R) alt grubu olmak tizere U N A = {I} sartin1 saglayan bir
U komsulugu varsa A alt grubuna PSL(2, R) grubunun bir ayrik alt grubu denir.

Tanim 1.5.8: X baglantili bir Hausdorff topolojik uzay1 olsun. U c X acik alt kiimesi
ve (: U = V c C homeomorfizmasindan meydana gelen (U, {) ikilisine X kiimesinin

bir koordinat komsulugu ad1 verilir.

Tanim 1.5.9: X baglantili bir Hausdorff topolojik uzayi olsun. U; € X, U, C X olmak
lizere eger {; 0 {5 :{,(U; NnU,) = §(Uy N U,) doniisiimii analitik ise (Uy, ;) ve

(U, 3) koordinat komsuluklarina uyumludur denir.

Tanmm 1.5.10: Herhangi bir baglantili Hausdorff topolojik uzayma bir kompleks

yapiyla birlikte bir Riemann yiizeyi ad1 verilir.

Agikga baglantili bir Hausdorff uzayinin her noktasmin bir komsulugu R?
uzayinin bir agik alt kiimesine homeomorf oldugundan bir Riemann yiizeyi olusturur.
Benzer sekilde eliptik eleman igermeyen keyfi bir A ayrik alt grubu da PSL(2, R)
grubunun bir alt grubu olarak H iist yar1 diizlem {izerinde hareket eder ve bolim
topolojisi ile meydana gelen boliim uzay: yine bir Riemann yiizeyidir. Ayrica H iist
yar1 diizlemdeki kompleks yap1 eger H/ A Yuzeyine transfer edilirse bir Riemann
ylizeyi elde edilir. Sonug olarak A eliptik eleman igeriyorsa bir Riemann yiizeyidir,

ancak bu durumda H- H/ A izdustimi dallanmustir. Fakat olusan yiizey kompakt

degildir. Kompaktlig1 saglamak i¢in H st yar1 diizlem yerine HU {co} alinir.
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Teorem 1.5.4: Her basit yapili Riemann ylizeyi asagidakilerden birine konform olarak

esdegerdir:

I. C, Riemann kiiresi
II.  Ckompleks diizlem
III.  H st yar diizlem

Bu Riemann yiizeylerinin otomorfizm gruplari agagidaki gibidir.
Teorem 1.5.5:

I. Aut(C,) = PSL(2,0C)
II. Aut(C)={z->az+b:a,b€eCa+ 0}
[l  Aut(H)= PSL(2,R)

Tammm 1.5.11: A bir ayrik alt grup olsun. r € Q@ = Q U {oo} rasyonel noktas1 keyfi
verildiginde y(r) = r olacak sekilde bir y € A parabolik eleman1 varsa, bu noktaya A

ayrik alt grubunun bir parabolik noktas1 veya cusp noktasi ad1 verilir.

az+b
cz+d

Lemma 1.5.1: {T:z -

la,b,c,d €Z ve ad —bc =1} kiimesi PSL(2,R)

grubunun bir alt grubudur.

Onerme 1.5.1:

i. PSL(2,R) grubu H st yar1 diizleminde gegisli olarak hareket eder.
ii. PSL(2,R) grubu R, genisletilmis reel eksen lizerinde ikili transitiftir.

Ispat:
: . . . ) N
i.. a>0 i¢cin ai+b € H Kkeyfi olmak flizere, M(z) = 5 olarak
W

tanimlayalim. M € PSL(2,R) oldugu agiktr. Boylece M(i) =ai+ b olur.
Dolayistyla i noktasinin yoriingesi biitiin H {ist yart diizleme esittir. Yani PSL(2, R)

grubunun M {izerindeki hareketi transitiftir.

24



ii. a,b€R ve a>b olsun. K(z) :g olacak sekilde bir doniisim

tanimlayalim. K € PSL(2,R) oldugu agiktir. Ciinkii normallestirme islemi yapilirsa

z a

K(z) = M olur. Boylece K dontisiimii (a, b) ciftini (0, ) ciftine resmeder.

Va—b_Va—b

Ayrica z — — i doniisiimii de yine PSL(2,R) grubunun elemanidir ve (0, o) giftini

(o0, 0) ciftine resmeder. Benzer sekilde z — z + b dontisiimii de PSL(2, R) grubunun
elemanidir ve (0, 0) ikilisini (b, ) ikilisine resmeder. Buradan (0, o) ikilisinin
yoriingesi PSL(2, R) grubunun hareketi altinda a, b € Ry, a # b olmak tizere (a, b)
ikililerinden meydana gelir. Dolayisiyla PSL(2, R) grubu R, genisletilmis reel eksen

uzerinde ikili transitiftir.
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2. YAPILAN CALISMALAR

2.1 Modiiler Grup

az+b
cz+d’

Tanmm 2.1.1: ' ={T |T:Cy, » C,,,T(2) =

a,b,c,d €Z ve ad — bc =1}

grubuna Modiiler grup ad1 verilir.

Katsayilar1 reel say1 olan PSL(2, R) grubunun {izerinde en ¢ok ¢alisilan alt
grubu olan Modiiler grubunu goz 6niine alalim. Modiiler grup ayrica PSL(2,7Z) ile

gosterilir. Bu grup asagidaki gibi 2 X 2 lik tamsayilar matrisiyle de temsil edilebilir:

_(a b _
k=4 J).detk =1
Dolayisiyla K ve —K matrisleri ayn1 doniisiimii temsil ettiginden s6z konusu olan K
matrisi negatifi ile es alinir. Ciinkii gruptaki bileske islemiyle matrislerdeki ¢carpma
islemi arasinda siki bir bag vardir. Boylece matris ve doniisiim arasinda bir ayrim

yapmaya gerek yoktur.

Teorem 2.1.1: I' = PSL(2,7) Modiiler grubu T? = S3 = [ bagmtsi ile verilen T =

0 1 _(0 -1 . Y _
(_ 1 O) ve § = ( 1 1) matris elemanlar1 tarafindan tretilir. Acik¢a I' = (T, S)

dir. Burada I birim doniisiimdiir.

Simdi Modiiler grubun sabit noktalarini inceleyelim. PSL(2,Z) grubunun cusp
yani parabolik nokta kiimesi genisletilmis rasyonel sayilar kiimesi olan @ dir.

Gergekten,;

A € PSL(2,Z) olmak tizere A elemaninin sabit noktalar (sz+b =z

z+d
(a—d)ty(a+d)?—4 _ (a—d)*yla+d|?>-4
c 2c

2

denkleminden z;, = seklindedir.  Parabolik

dontisiimde |a + d| = 2 oldugundan z = % dir. Buradan a, b, c,d € Z oldugundan

z = % € Q oldugu agiktir.
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2.1.1 PSL(2,Z) Modiiler Grubunun Q Uzerindeki Hareketi

x,y € Zve (x,y) = 1 olmak iizere Q = Q U {00} genisletilmis rasyonel

sayilar kiimesinden alinan her bir eleman 3 indirgenmis kesri olarak yazilabilir.
Dolaylslyla§ = :—i oldugundan verilen bu gosterim tek tiirlii degildir. Ayrica sonsuz

. .. 1 -1 . . o
ifadesini oo = Pl seklinde temsil edecegiz.

PSL(2,7) grubunun Q iizerindeki hareketi (‘C‘ Z) 2o ‘Z;‘:Zi seklindedir.

Burada A € PSL(2,Z) olmak lizere;

x ax+by -X —-ax—by
A (f) _ a»;+b _ _y _ axtby ve A (—_x) _ a'-_y"'b _ y __ —ax-by _ ax+by
y) T cZ+d T XY T cxtdy -y) c~_—;+d ToZx—dy T _ex—dy  cx+dy
y - y
- X —-X . . ~ . .
oldugundan A (;) =A (_—y) dir. Buradan PSL(2,Z) Modiiler grubunun Q tizerindeki

hareketinin iyi tanimli oldugunu sdyleyebiliriz.

+by

(x,y) =1 ve ad —bc =1 alinirsa seklindeki kesir indirgenmis

.. .. .. . ax+b
formdadir. Bunu gostermek i¢in aksini varsayalim. Yani . Y

indirgenmis formda
x+dy g $

olmasm. Bdylece n|ax + by ve n|cx + dy olacak sekilde bir n € Z tam sayi

eleman1 vardir. Bu durumda k, [ € Z tam sayilar1 i¢in
ax+ by =kn ve cx+dy =In

yazilabilir. Yukaridaki esitligin birincisi d ile ve ikincisi —b ile ¢arpildiginda adx +
bdy = kndve —bcx — bdy = —bln esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler taraf tarafa
toplanirsa, (ad — bc)x = (kd — bl)n bulunur. Buradan

(ad — bo)x = (kd — bl)n =23 x = (kd — bD)n

elde edilir. Yine verilen esitliklerde birinci olan esitlik esitliginin —c ile ve ikinci olan
esitlik a ile ¢arpildiginda —acx — bcy = —knc ve acx + ady = aln esitlikleri elde

edilir. Bu esitlikler taraf tarafa toplanirsa,

d-bc=
(ad — bc)y = (al — ck)n % y = (al —ck)n
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elde edilir. Boylece son esitliklerden n|x ve n|y oldugu goriiliir. Bu ise ¢eligkidir. Bu
celiski ( ax+by, cx+dy)=n>1 oldugunu varsaymamizdan kaynaklanir.

Boylece varsayim yanlistir, yani (ax + by, cx + dy) = 1 olmak zorundadir.

Teorem 2.1.1.1: I' = PSL(2,Z) Modiiler grubunun genisletilmis rasyonel sayilar

kiimesi iizerindeki grup hareketi gegislidir.

Ispat: v = %, w = = € Q keyfi iki eleman olsun. Bu takdirde A (%) = 2 olan A €

Qo

PSL(2,7Z) doniisimiiniin varhigi gosterilmelidir. Buradan her v = % elemaninin
I'(o0) ={g(a):g €'} yoringesinde oldugunu gostermemiz yeterlidir. Ciinkii
k(o) = % ve [() = 2 olan k,l € PSL(2,Z) elemanlar1 mevcut ise T = [k~ ile

T (%) = 2 dir. v = % € Q olsun. Bu durumda (a, b) = 1 oldugundan 3x,y € Z dyle

X

ki ax—by=1 dir. Boylelikle g=(, )

)E PSL(2,Z) elde edilir. Ayrica

a x
(b y) : ((1)) = (Z) oldugundan g(oo) =% dir. Dolayisiyla % elemant sonsuzun
yoriingesindedir. Yani Modiiler grubun genisletilmis rasyonel sayilar kiimesi

tizerindeki grup hareketi gecislidir.

Teorem 2.1.1.2: Q genisletilmis rasyonel sayilar kiimesinin herhangi bir noktasmin

sabitleyeni sonsuz devirli bir gruptur.

Ispat: @ genisletilmis rasyonel sayilar kiimesinin herhangi iki elemaninin

sabitleyenleri PSL(2,Z) grubunda eslenik olduklarindan sonsuzun sabitleyeni olan I,
o o _{(1 b\, _ 1 1

grubunu g6z Oniine almak yeterlidir. [, = {( 0 1) b € Z} = <( 0 1)> dir.

Gergekten; T = (Z Z

1 ay _ (1 _ _ a b

(0) = (c) = (0) =>a=1 ve ¢c=0 dir ve ayrica (c d) €, c PSL(2,7)

oldugundan ad —bc=1 dir.r 1:d—b-0=1=>d=1 dirr O halde T=

1 b
0 1

) € [, olsun. Buradan T(o0) = oo olur. (Ccl Z) ((1)) =

(1 b), b € Z formundadir. Boylece I, = {(

0 1 ) b € Z} dir. Sonug olarak I3,

(1 i) elemant ile iiretilen sonsuz devirli bir gruptur. Dolayisiyla Q da herhangi bir

noktanin sabitleyeni sonsuz devirli bir grup olur.
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2.1.2 PSL(2,7Z) Modiiler Grubun Kongriians Alt Gruplari

Tamm 2.1.2.1: n pozitif bir tamsay1 olmak {izere I' Modiiler grubun 6nemli bir alt

grubu olan I'(n) = {(? Z

grubuna temel kongriians alt grubu adi verilir. I' Modiiler grubunun I'(n) temel

)EFlaEdEl(modn), bECEO(mOdn)} alt

kongriians alt grubunu igeren herhangi bir alt grubuna ise kongriians alt grubu denir.

Uzerinde en ¢ok ¢alisilan bazi kongriians alt gruplari asagidaki gibidir:

L(n) = {(Ccl Z) €l|la=d=1(modn),c = O(modn)}

r‘(tn) = {(Ccl Z) €lla=d=1(modn),b = O(modn)}

I(n) = {(Ccl Z) eEl|c= O(modn)}
r‘tn) = {(Ccl Z) eEr|b= O(modn)}

IX(n) = {(CCL Z) €Er|lb=c= O(modn)}

seklindedir. Bu gruplar arasindaki iliski ise,

rm)<i(n) <) <r(n)<rr ve TI'M)<TI'(n)<Im)<r°m)<r
bi¢imindedir. Ayrica I'(n) < I' dir. Dolayistyla I'(n), I;(n) ve I7(n) gruplarinin da

normal alt grubu olur. Ayrica [7(n) < I(n) dir. Buna goére indeksler n > 2 igin;

Irnml=ym=n| | (1+3)

*Pin

n

rnmi=ym=2][ (1-3)

.
2 A

IF:T ()| = Y(n) = %np (1-2)dir.
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Iy(n), I (n) ve I'(n) gruplarinin da cusp kiimesi Q dir. Ciinkii bu gruplar I’

Modiiler grubunun sonlu indeksli alt gruplaridir.

2.1.3 I'°(n) Kongriians Alt Grubu

Bu béliimde I'°(n) kongriians alt grubu ile ilgili teoremler verilecektir.

Teorem 2.1.3.1: I'°(n) = {(Ccl Z

rasyonel sayilar kiimesi lizerindeki hareketi gecisli degildir.

) Er|b=0 (modn)} grubunun genisletilmis

a bn a bn) (Tl) __an+bn _ (at+b)n
c d c d/\1)  cn+d ~ cn+d

indirgenmis bigimdedir ve bdylece n degeri I'°(n) grubu altinda n+ 1 degerine

Ispat: ( ) € I'°(n) keyfi olsun. Bu dummda(

resmedilemez.

Simdi I'°(n) kongriians alt grubunun transitif oldugu Q@ kiimesinin bir

maksimal alt kiimesini bulalim:

Lemma 2.1.3.1: a,8 € Z ve (a,8) = 1 olsun. Bu takdirde n € Z ve n # 0 olmak

tizere (@ + Bx,n) = 1 olacak sekilde bir x € Z tamsayis1 vardir.

Ispat: 7 sayismin her bir asal boleni a sayisin1 béliiyorsa (x,7) = 1 sartin1 saglayan

x € Z i¢in (a + Bx,n) = 1 kosulunu saglar.

Ayrica p|n ve p t a olan bir p asal sayisi mevcut olsun. Eger

e=[Tr

pIn
pta

olarak alinirsa (@ + Sx,n) = 1 oldugu agiktir.

Teorem 2.1.3.2: (k,s) = 1 olmak iizere g keyfi rasyonel sayisi verilsin. Bu durumda

M(5) = M () ve k, = (k,n) olacak sekilde bir M € I'°(n) vardur.
S

S1
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Ispat: k; = (k,n)olsun. Bu durumda (k,ns) = k; ve dolayisiyla (?,ki) =1 dir.
1 1
Buradan kiao + gbo = 1 olacak bi¢imde ay, by € Z tam sayilar1 vardir. Agikca
1 1

(Z—:. ao) = 1 dir. Yukarida verilen lemmaya gore (ao — Z—:m, n) = 1 olacak bicimde

< k k
m € Z vardir. Eger a = ag — ? veb = by + m olarak alinirsa —at %b = 1elde
1 1 1 1

.1 v 1. NS k k ns ns k 1
edilir. Ciinkii k—l(bo + k—lm) + o (ao - k—lm) = k_1b0 + o %o =i (nsby + kay) =

1 dir. Boylece (a,n) =1 ve (b,a) = 1 oldugundan (bn,a) = 1 olur. Dolayisiyla

ad — ben = 1 olacak bigimde ¢, d € Z tam sayilar1 vardir. Béylece M = (Ccl b;) €

ky

r‘n) veM (5) =M ( ) bulunur.

S1

Teorem 2.1.3.3: a;|n ve (a;,d;) = (a;,d,) = 1 olsun. Bu takdirde % ve % ,Ir°(n)
1 2

kongriians grubu altinda esleniktir & t = (al, ai) icin d; = d,(mod t) tir.
1

Ispat: = % ve % elemanlar1 I"°(n) grubu altinda eslenik olsunlar. Buradan A(z) =
2

1

az+bn
z+d

ve ad — becn = 1 olmak {izere A (%) = % olacak sekilde A € I'°(n) eleman1
1 2

a .
= - bulunur. Béylece,
caq +dd1 dz

vardir. Dolayistyla (Ccl b; ) (

al) __aaqg+bnd,
d)

aa, + bnd, = 0a, ve ca, +dd, = 6d, olacak sekilde 8 € {—1,1} vardir. aa, +

aaq bnd, _ 6ay

+

a a

bnd, = 8a, oldugundan olup a = 6(modt) ve ad — bcn =1

denkleminden ad = 1(modt) bulunur. Buradan d6 = 1(modt) bulunur. 6 €
{—1,1} oldugundan d = 6(modt), ca, +dd, =60d, ve t = (al,ai) oldugundan
1

dd, = 0d,(modt) bulunur. Boylece d = 6(modt) denkleminden agik¢a d; =
d,(modt) elde edilir.

<= m=al keyfi olsun. t = (m,a,) ve (dd,,a;) =1 oldugu dikkate alinirsa
1

(mdyd,,a;) =t oldugu goriilir. Diger taraftan d; = d,(modt) denkleminden
t|(d, — dy) olup md d,x + a;y = d, — d; denklemi bir ¢6ziime sahiptir. Simdi
k,s € Z bir ¢dziim olsun. Buna gore md,d,k + d; + a;s = d, yazilabilir. Béylece

d,(mdyk +1) + a;s = d, elde edilir. b = mak ve a =1—mdk almirsa bu
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takdirde bd, + aa,; = a; ve n|b saglanir. Ayrica d = 1 + md,k ve ¢ = s segilirse

az+b .
olmak tzere
cz+d

detA =ad — bc =d(1 —mdk) — mk(dd, + ca;) =d —md,k =1 dir. n|b

dd, + ca; = d, olur. Boylece kolaylikla yazilabilir ki A(z) =
oldugundan 4 € I'°(n) ve A () = 2 elde edilir.

dy d,
Yukaridaki iki teoremden I'°(n) kongriians alt grubunun ydriingelerinin kiimesi
asagidaki gibi verilir:
Teorem 2.1.3.4: a|n olsun. Bu takdirde % rasyonel degerin I'°(n) kongriians alt grubu
ile hareketiyle olusan yoriinge (%) = {5 EQ(nx)=a,b= y%mod (a, g)}

kiimesidir. Ustelik I'°(n) altinda bu yériingelerin sayis1 ¢ —Euler fonksiyonu olmak

lizere @ (a, Z) dir.

Sonug 2.1.3.1: Eger p asal bir say1 ise bu durumda I'°(p) kongriians alt grubunun

yorilingeleri (i) ve (2;) dir.

2.1.4 Impirimitif Hareket

Tanmm 2.1.4.1: G, 2 kiimesi lizerinde bir transitif hareket grubu ise bu durumda

(G, ) ikilisine bir transitif permiitasyon grubu denir.

Tanim 2.1.4.2: (G, 2) ikilisi bir transitif permiitasyon grubu ve ~ (2 kiimesi iizerinde
bir denklik bagintis1 olsun. Eger a,f € 2 i¢in a = [ oldugunda, Vg € G i¢in
g(a) = g(p) oluyorsa = denklik bagintisina 2 kiimesi iizerinde G invaryant denklik

bagintist ad1 verilir. Ayrica = denklik bagintisinin denklik siniflarina ise blok denir.
Bu tanima gore acikca;

i. Ozdeslik Bagintis1 : “Va,f €E R igina =~ S a=4"7
ii. Evrensel Baginti : “Va,f € R icina = 7

bagintilar1 G invaryant denklik bagintilaridir. Bu bagintilara asikar bagintilar denir.

Eger 2 lizerinde 6zdeslik bagintisindan ve evrensel bagintidan farkli bir G invaryant
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denklik bagintis1 varsa G grubunun (2 iizerindeki hareketine impirimitif hareket,
sadece (2 ilizerinde 6zdeslik bagintisi ve evrensel bagint1 varsa bu durumda olusan grup

hareketine primitif hareket denir.

Onerme 2.1.4.1: (G, ) ikilisi bir transitif permiitasyon grubu olsun. Bu durumda,
(G, 2) primitiftir © Va € 2 i¢in G, = {g € G : ga = a} sabitleyeni G grubunun bir

maksimal alt grubudur.

Onerme 2.1.4.2: (G, Q) ikilisi bir transitif permiitasyon grubu olsun. Bu takdirde,
(G, ) grubu impirimitiftir & Ja € 2 ve H < G 6yleki G, = H = G dir.

ispat: “=” Aciktir.

“<” G, £ HZ G olsun. G grubu 2 kiimesi tizerinde gegisli olarak hareket
ettiginden 2 kiimesinin her eleman1 bir g € G i¢in g(a) bigimindedir. Dolayisiyla
N ={g(a):g € G} = [a] bigimindedir yani tek bir yoriinge vardir. Gergekten, G
grubu £ kiimesi iizerinde gegisli olarak hareket ettiginden Va,f € 2 i¢cin 3g € G
oyle ki g(a) = B dir. Agik¢a S € [a] olup buradan 2 c [a] seklindedir. Tersine
[a] € 2 oldugu kolaylikla gosterilebilir. Clinkii s: Gx2 — 2,5(g, @) = ga = g(a)
dir. Yani Vg € G igin g(a) € 02 dir. Béylece [a] < £ bulunur.

Sonug olarak 2 = [a] = {g(a): g € G} dir.

N kiimesi iizerinde g(a) = h(a) © h € gH bi¢iminde tanimlanan " = " denklik

bagintis1 iyi taniml bir G invaryant denklik bagintisidir. Gergekten,

1. H < G oldugundan e; € H vardir. Vg € G i¢in g = ge; olup ve buradan
g € gH & g(a) = g(a) saglanir.

H<Gk™leH
ii. gla)~h(e) ®hegH ©h= gHolan 3keH ——g=hk' o

g € hH © h(a) = g(a) elde edilir.
iii. g(a) = h(a) ve h(a) = m(a) olsun. g(a) = m(a) oldugu gosterilebilir:

g(a) = h(a) © h € gH © h = gH olan bir k € H elemani vardir. Dolayisiyla
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h=gH
h(a) ~ m(a) & m € hH & m = hl olacak sekilde bir [ i¢in [ € H Lom = gkl

H<G kleH . .. ey e . .
——=—m € gH & g(a) ~ m(a) dir. Bdylece (i), (ii), (iii) ifadelerinden " = " bir

denklik bagmtisidir. Simdi gosterelim ki; " = " bir G invaryant denklik bagintisidir.

g(a) = h(a) © h € gH © Vm € G igin acitkca mh € mgH < mg(a) =
mh(a) & m(g(a)) ~ m(h(a)) elde edilir. Dolayisiyla " ~ " denklik bagintisinin
iyi taniml1 bir G invaryant denklik bagintis1 oldugu gosterildi. Simdi de " = " denklik

bagintisinin 6zdeslik bagintisi ve evrensel bagint1 olmadigini gdsterelim:

Aksini varsayalim, yani " = " denklik bagintis1 evrensel bagint1 olsun. Buradan
H % G oldugundan 3hy € G: hy € H dir. Ayrica " = " evrensel bagmnt1 oldugundan
dolay1 e birim elemant igin e(a) = hy(a) yazilabilir. Boylece hy € eH = H dir. Bu

ise bir ¢eligki olup” = " bagintis1 bir evrensel bagint1 olamaz.

Benzer sekilde varsayalim ki " = " denklik bagintis1 6zdeslik bagintisi olsun. Bu
takdirde g(a) = h(a) © g(a) = h(a) dir. © g th(a) =g th(a) ©® g the
G, © h € gG, elde edilir. G, £ H oldugundan dolay1 3h, € H Oyle ki hy & G, dir.
Yani hy(a) # @ = e(a) bulunur. Diger yandan hy, € eH = H oldugundan e(a) =
ho(a) dir. Bu ise yine bir ¢eliskidir. Bu ¢eliski " = " denklik bagintisinin bir 6zdeslik
bagintis1 olamayacagmi gosterir. Sonu¢ olarak G grubunun (2 nokta kiimesi

tizerindeki hareketi impirimitiftir.

Simdi burada G grubu yerine I' = PSL(2,7Z) Modiiler grubunu, 2 nokta kiimesi

yerine ise Q genisletilmis rasyonel sayilar kiimesini alalim. Burada sifir noktasmnin

sabitleyeni [, = <(1 (1))> grubudur. Gergekten T = (Ccl Z) € PSL(2,Z) olsun.

Dolayisiyla T(0) =T (g) = 0 olmak zorundadir. Buradan (‘; Z) ((1)) = ((1)) =

(Z) = ((1)) dir. Buise b = 0 ve d = 1 oldugunu gosterir. Yine T € I' oldugundan

0

ad —bc=1olupa=1 ve c €Z dir. Béylecefo={(i 1

):c € Z} < PSL(2,7)

dir. Acikga sifir noktasinin sabitleyeni [ 0=<(1 (1)

devirli bir gruptur. Bu durumda @ genisletilmis rasyonel sayilar kiimesini {izerinde

)> grubudur. [, grubu sonsuz

bir I' invaryant denklik bagintisin1 asagidaki sekilde elde edebiliriz:
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Biliyoruz ki rO(n)z{(‘C‘ Z

alindiginda Vn € Nigin I; < I'°(n) < I'ven > lise [ < I'°(n) < I' dir. Boylece

)E r: b= O(modn)} kongriians alt grubu

I' grubu Q genisletilmis rasyonel sayilar kiimesini tizerinde impirimitif olarak hareket

eder. Simdi v = g, w = 5 € Q iki eleman olmak iizere, v = g(0) ve w = h(0) olan

Ty T Xqg X
g,h € PSL(2,7Z) vardir. Dolayisiyla bu iki eleman g = (sg s) ve h = (yz y)

bicimindedirler. Bdylece S ~ g © g~ 1h € I'%(n) olmalidir. Yani agikca belirtilirse

reC D6 -G 5T

0(mod n) olup E ~ g & ry — sx = 0(mod n) elde edilir.

)EFO(n)ﬁry—st

2.1.5 Alt Yoriingesel Graflar

(G,N) ikilisi bir transitif permiitasyon grubu olsun. Bu durumda G grubu
kartezyen ¢arpim olan £ X 2 = 22 kiimesi iizerinde g: (a,b) — (g(a), g(b)) ile
hareket eder. Bu hareketin yoriingelerine G grubunun alt yoriingeleri adi verilir ve
(a, b) ¢iftini igeren alt yoriinge O(a, b) ile gosterilir. O(a, b) alt yoriingesinden bir
G(a, b) alt yoriingesel grafini asagidaki gibi elde edebiliriz:

e (Qrafin koseleri {2 kiimesinin elemanlaridir.
e (y,6) €0(a,b)isebu durumda y dan § ya yonlendirilmis bir kenar vardir

denir ve y — § ile gosterilir.

Acik olarak O(a, b) ile O(b, a) alt yoriingeleri ya esittir ya da ayriktirlar. Eger bu alt
yoriingeler ayrik iseler G(b,a) alt yoriingesel grafi G(a, b) alt yoriingesel grafinin
sadece ters yonlendirilmis hali olur. Boylece G(a, b) ile G(b, a) graflara eslesmis alt
yoriingesel graflar adi verilir. Eger O(a, b) ile O(b, a) alt yoriingeleri esit ise bu
takdirde G(a, b) = G(b, a) alt yoriingesel grafi ¢ift tarafli yonlendirilmis kenarlardan

meydana gelir. Bu durumda bu alt yoriingesel grafa kendisiyle eslesmistir denir.

Tanmm 2.1.5.1: Bir grafta m > 3 olmak iizere vy, vy, ..., vy, farkli koseler i¢in v; —
Uy = -+ = U, — vy ise bu durumda bu kdselerin olusturdugu yapiya yonlendirilmis

devre denir. Ozel olarak,
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m = 3ise v; = v, = V3 = V; bir liggen devre, m = 2 ise v; = v, — v, kendisi ile

eslesmis kenardir denir. Higbir devre icermeyen grafa ise bir orman ad1 verilir.

Onerme 2.1.5.1: (G, ) transitif permiitasyon grubu icin G bir alt yoriingesel graf

olsun. Bu takdirde,

i. G grubu G grafinin otomorfizmalarinin bir grubu olarak hareket eder.

ii. G grubu § grafinin kdseleri iizerinde transitif olarak hareket eder.

iii. G kendisiyle eslesmis bir graf ise bu durumda G grubu G grafinin ardigik
koselerinin sirali ¢iftleri lizerinde transitif olarak hareket eder.

iv. G grubu G grafinin kenarlar iizerinde transitif olarak hareket eder.
Ispat:
i. g € G olmakiizere f;:G(a,b) » G(a,b), fy(x >y)=gXx) - g¥)

doniistimiiniin bir otomorfizma oldugu gosterilirse bu durumda G grubunun G alt

yoriingesel grafinin otomorfizmalarinin bir grubu olarak hareket ettigi gosterilir.

x>y, u->ve€G(ab) kenarlart igin fy(x - y) = f,(u—>v) olsun.
Boylece g(x) » g(y) = g(uw) » g(v) dir. G grup oldugundan 3g~! € G Oyleki
g tg(x) - g lg(y) = g tgw) » g7 1g(v) elde edilir. Dolayisiylax >y = u -
v dir. Yani f; birebirdir.

Her x - y € G(a,b) kenar icin g~*(x) » g (y) € G(a,b) kenar: vardir
dyle ki fy (97 (x) = g7 () = 9(g™* () = g(g™*(»)) = x - y dir. Béylece f,

doniisiimii ortendir.

x — y kenar1 G(a, b) alt yoriingesel grafinda bir kenar olsun. (x,y) € 0(a, b)
dir. O(a,b) ={g(a,b): g € G} oldugundan Ih € G dyle ki (x,y) = h(a,b) dir.
Diger yandan g € G olmak iizere g(x,¥) = g(h(a,b)) = gh(a,b) ve bodylece
gh(a,b) = g(x,y) = (g (%), g(y)) elde edilir, yani g(x) = g(y) G(a, b) grafinda

bir kenardir. Dolayistyla f; doniisiimii yap1 koruyan bir doniisiimdiir.

ii. (G, 2) ciftinin bir ge¢isli permiitasyon grubu oldugu kolaylikla goriiliir.
iii. G(a, b) grafi kendisi ile eslesmis olsun. Bu durumda O(a, b) = 0(b, a) dur.
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x ile y ardisik koseler olsun. Bu durumda (x,y) veya (y,x) € O(a,b) dir.
Dolayisiyla x ile y ve u ile v ardisik koseler ise (x,y) € O(a,b) ve (u,v) €
0(a, b) oldugunu kabul edebiliriz. Buradan 0(a,b) = {g(x,y): g € G} oldugundan
391,92 € G dyle ki (x,y)=g41(a, b) ve (u,v) = g,(a, b) seklindedir. Sonug olarak
911 (x,y)=(a,b) olur. Ag¢ik¢a (u,v)=g,97(x,y) ve G grup oldugundan dolay1 h =
g2911g € G elde edilir. Boylece G grubu G(a,b) alt yoriingesel grafinin ardisik

koseleri lizerinde gegisli olarak hareket eder.

iv. x > y ve a » b G(a,b) alt yoringesel grafinda keyfi iki kenar olsun. Bu
durumda (x,y) € 0(a,b) ve (u,v) € 0(a,b) oldugundan S;(a,b) = (x,y) ve
S,(a,b) = (u,v) olacak sekilde S;,S, € G vardir. Boylelikle S;1(x, y)=S,1(u,v)
elde edilir. Buradan S,(S;(x,y)) = (u,v) sonucuna ulasilir. Boylece G grubu

G(a, b) alt yoriingesel grafinin kenarlar1 tizerinde gegisli olarak hareket eder.

Ornek 2.1.5.1: 0(a,a) = {(k,k):k € N} kiimesi 2 x 2 kartezyen c¢arpimin
kosegenini olusturur. Bu kosegene karsilik gelen grafa asikar graf adi verilir ve G(a, a)
alt yoriingesel grafidir. Bu graf aslinda her bir k € ) kdsesine bagli olan bir diigiimden

meydana gelir.

2.1.6 Farey Grafi

Farey grafi en temel graflardan birisidir. v € Q olmak iizere g(a, b) = (o, v)
olan bir g € G vardir. Boylece her bir O(a, b) alt yoriingesi bir (oo, v) ikilisini igerir.
Yoriingeler ya esit ya da ayrik olduklarindan dolayt O(a,b) ile O(oo,v) ayni
yoriingeyi temsil eder. Agik¢a O(a,b) = 0(oo,v) seklindedir. Burada n > 0 igin
v= %Ve (u,n) = 1 bigimindedir. 0(oo,v) = 0 (%,%) alt yoriingesini kisaca O (u, n)
ile ve bu alt yoriingeye karsilik gelen alt yoriingesel grafi ise G(u,n) = G, ile
gosterilir. Buradan 6zel olarak u = n = 1 alinirsa G, ; grafi elde edilir. Bu grafin
koseleri Q kiimesinden olusur ve kendisiyle eslesmis yonlendirilmemis bir graftir.
Ayrica g ve § koseleri komsu koselerdir © ry —sx = ¥1 dir. Ornegin sonsuza
komsu olan koseler tamsayilardir. PSL(2,7Z) Modiiler grubu koseler ve kenarlar

tizerinde gegisli olarak hareket eden G, grafin otomorfizmalarinin bir grubudur.
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Dolayisiyla Aut G; ; grubu ad — bc = +1 sartin1 saglayan elemanlarin olusturdugu

PGL(2,7Z) genisletilmis Modiiler gruptur. PGL(2,Z) grubunda ad — bc # 0 dur.

Gy, alt yoriingesel grafina Farey dizileriyle olan baglantisindan dolay: Farey
grafi denir ve F ile gosterilir. m > 1 igin m mertebeli F,,, Farey dizisi, |y| <m

olmak lizere kesin artan bir bi¢imde siralanan biitiin g € Q genisletilmis rasyonel

sayilar kiimesinin elemanlarindan olusur. Ornegin m = 4 i¢in

F 1 0 11172
4= v ) 3P P4I3I213I"'

N

dir. Hesaplamalarda kolaylik olmasi agisindan F,,, Farey dizisinin elemanlar1 [0,1]
veya [-m,m] C R kapali araliklarina kisitlanabilir. Ayrica gosterilebilir ki Farey

dizileri alt kiime bagintisin1 da saglar. Yani F; € F, € F; C ... seklinde olup

s

m=1

elde edilir.

Lemma 2.1.6.1: £,§ € Q indirgenmis bi¢imde iki rasyonel say1 olsun. Bu durumda

asagidaki ti¢ kosul birbirine denktir:

i. gve § F Farey grafinda komsu iki koselerdir.
ii. ry—sx=+1

iii. Bir m € N dogal sayis1 i¢in g ve % F,, dizisinde komsu terimlerdir.

Simdi F grafinin basit bir yapisi incelenirse agik¢a her bir terimine hemen
oncesindeki ve sonrasindaki terimleri ekleyerek, her bir F,,, iki degerli bir agac oldugu
goriiliir. Dolayisiyla buradaki agaclarin birlesimi F grafinin Q rasyonel sayilar kiimesi
tizerinde indirgenmis bir alt grafidir. Boylece oo ile isaretlenmis bir kdse ekleyerek ve
bu koseyi tamsayilar ile birlestirerek F grafi elde edilir. Sonug olarak c¢izilen sekil
kenarlarin oo ile ortak oldugunu veya F, Farey dizisinin elemanlarinin birlesmesiyle
meydana geldigini gosterir. Farey grafi periyodik olup bir periyotludur. Kisaca, x — y

[0,1] araliginda ise Vm € Ziginx + m - y + m [m,m + 1] araligindadur.
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Sekil 2.1.6. 1 : Farey grafi

Gorsel uygunluk agisindan F grafinin kenarlarini H st yar1 diizlemindeki
Euclid yar1 ¢emberleri veya reel eksene dik olan Euclid yar1 dogrulart seklinde
hiperbolik geodezikler olarak goriilmektedir. Burada yari1 dogrulari “co ile birlesmis”
olarak kabul edilir. Dolayisiyla H iist yart diizlemin hiperbolik izometrilerinin bir
grubu olarak, I' Modiiler grup ile grup hareketi tanimlanabilir. Bu hareket altinda
geodezikler geodeziklere resmedilir. Boylece H {ist yar1 diizlemdeki F gosterimi I’

Modiiler grup altinda invaryanttir.

Teorem 2.1.6.1: F Farey grafinin kenarlart H={z € C:Im(z) > 0} {ist yari

diizlemde kesismezler.

Ispat: E - 5 € F kenar1 verilsin. Agik¢a ry — sx = +1 dir. Varsayalim ki O ile
oo noktasini birlestiren Re(z) = 0 dogrusu g kosesini % kosesine birlestiren
hiperbolik dogruyu iist yar1 diizlemde kessin. Bu durumda §< 0 <£ aliirsa

boylece ry —sx = 1 bulunur. Buradaki tam sayilar icin x <0 ve 7,5,y >0
oldugundan 1 = ry — sx > 2 cgeliskisi elde edilir. Bu c¢eliskiden F Farey grafinin

kenarlarinin higbirinin H iist yar1 diizlemde kesismedikleri sonucuna vartlir.
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< |

Sekil 2.1.6. 2 : Ust yar1 diizlemde kesisen dogrular

Simdi I Modiiler grubunun @ genisletilmis rasyonel sayilar kiimesi iizerindeki

hareketi ile olusan alt yoriingesel graflart inceleyelim:

I' Modiiler grubu, @ genisletilmis rasyonel sayilar kiimesi iizerinde transitif
olarak hareket ettiginden dolay1r v € Q olmak iizere g(a, b) = (0,v) = (g, v) olan
bir g € G mevcuttur. Dolayisiyla her bir O(a, b) alt yoriingesi bir (0, v) ikilisini
icerir. Boylece O(a,b) ile O (g,v) ayni yoriingeyi temsil eder. Yani O(a,b) =
0 (g, v) elde edilir. Yine v € Q oldugundan v = Z,n > 0, (u,n) = 1 bigimindedir.

Buradan hareketle O (g,v) =0 (g,g) alt yoriingesini kisaca kolaylik olmasi

acisindan O(n,u) ile ve buna karsilik gelen alt yoriingesel grafi ise G(n,u) ile

gosterelim.

Teorem 2.1.6.2: v,w € @ iki eleman olmak tizere O (g,v) =0 (—,W) S v

ve w elemanlar1 [ grubunun ayni yoriingesindedir.

ispat: OG,v) = 0(%,W) keyfi olsun. G,W)E 0(%,w) = 0(9,17)

1

oldugundan dolay1 O (g,v) = {g (g,v) :g €T } olup buradan 3g € I' Oyle ki

g(2v) = Cw) dir. Boylece, (g(2),90)=Ew) ifadesinden g (%) =0 ve

g(w) = w elde edilir. Dolayisiyla g = F (11 2

Iy dir. Yani v ve w elemanlar1 [, grubunun ayni yoriingesindedir.

), k € 7 seklindedir. Boylelikle g €
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Tersine, v,w € Q keyfi elemanlar I, grubunun ayni yoriingesinde olsunlar. Bu

duruda 3g € [, dyle ki g (g) = 0 dir. Boylece g (%, v) = (g,w) olan g € [ vardir.

Dolayistyla O (g, v) = 0(%, w) dir.

Sonug¢ 2.1.6.1: 0 (g,g) =0 (g,%) < u =v(modn) ve n = m dir.

Ispat:w,,w, € Q iki nokta olmak iizere w; = %,n >0,(u,n)=1vew, = %,

m > 0, (v,m) = lolsun. Buradan g € [}, = ((1 (1)))={(i 2) :C € Z} oldugundan

k € Zigin g(wy) = w, = (,11c (1)) (Z) = (13) ©n=mve kn+u = v elde edilir.
Boylece kolaylikla goriilebilir ki u = v(modn) ve n = m bulunur. Dolayisiyla
0 (g,g) ve O (g,%) alt yoriingelerine karsihik gelen G, ve G, alt yoriingesel

graflart i¢in Vn > 1 olmak iizere G, ,=Gpm», © u = v(modn) ve n = m dir.

Teorem 2.1.6.3: g - 5 yonlii kenar1 G, ,, grafinda bir kenarhidir &

(@) x = ur(modn), y = us(modn), ry — sx = —n veya
(b) x = —ur(modn), y = —us(modn),ry —sx =n
. T X . . . r X
Ispat: 575 yonlii kenar1  G,,,, grafinda bir kenar olsun. Buradan (;,;) € Opy alt

yoriingesindedir. Boylece 3g = (Z Z) €l:g (g) =§ ve g (g) =§ dir. Bu ise

asagidaki matris esitliklerinden birini verir:
¢ G D=6CNE I D-E )
C DG W= )€ DG D=6 =)

. r X
Ilk matris esitliginden (Z ?ZIZZ) = ( s y) olup b=r,d=s,an+ bu = x,

cn+du=ydir. an+ru=x ve cn+ su =y olup buradan x = ur(modn) ve

y = us(modn) elde edilir. Ayrica verilen matris esitligin her iki tarafinin

ad—bc=1
determinantt almirsa (ad — bc).(—n) = ry — sx =——=ry — sx = —n_bulunur.
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b an+ bu)

-r —x
d en+du) = ( ) matris esitligi hesaplanirsa kolaylikla

x = ur(modn), y = us(modn) ve ry — sx = —n elde edilir.

Benzer sekilde (

Simdi (a b) (0 n) = (—r x) matris esitligini ele alalim. Kolay bir hesap ile

c d/\1 u Y

—r x
(Z ZZ:I-FCI;Z) = (—S y) =b= —T‘,d = —s,an+bu =x'cn+du =y=an—
bu=x,cn—su=y=x = —ur(modn), y = —us(modn) denklemleri bulunur.

Ayrica matris esitligin her iki tarafinin determinanti hesaplanirsa (ad — bc). (—n) =

d-bc=1
—ry + sx == ry —sx =n elde edilir. Benzer islemler (Ccl Z) (2 Z) =

r o —x
( s _y) matris esitligi i¢in yapilirsa x = —ur(modn), y = —us(modn) ve ry —

sx = n ifadesine ulasilir. Sonug¢ olarak bu doért durumda gosteriyor ki (a) veya (b)

saglanir.

Tersine olarak varsayalim ki (a) durumu saglansin, yani x = ur(modn), y =

us(modn), ry — sx = —n olsun. Bu takdirde E - 5 yonlii kenarinin G, ,, grafinda

bir kenar oldugunu kisaca G, 5) € Oy, oldugunu gosterelim. Sayilar teorisinden

x =ur(modn) = 3a € Z: x = ur + an ve

y =us(modn) = 3c € Z:y = us + cn dir.

simdi g (7) = (¢ () =()- 90 =C DG =(Criu) =) v

ry —sx = —n denkleminden ry—sx =r(cn+us) —s(an +ur) = —n dir.

Dolayisiyla  ren+rus —san—sur =-n=srcn—san=-n=rc—sa = —1
olup agikca g = ((Cl Z) € I' elde edilir.

Benzer sekilde (b) durumunun saglandigi varsayilip E—) § yonli kenarmmm G, ,,

grafinda bir kenar oldugu gosterilebilir.
Teorem 2.1.6.4: uv = —1(mod n) kongriians denklemi saglansin. Bu takdirde

Gny grafiile G, , grafi eslesmistir.
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Ispat: E - % yonlii kenar1 G,, ,, grafinda bir kenar olsun. Bu durumda x = ur(modn),

y = us(modn) ve ry — sx = —n oldugunu diistinelim. Buradan r = 0(mod n) olup
vx = vur(modn) = r = —vx(modn) oldugu agiktir. Dolayisiyla x = 0(mod n)
ve vy = uvs(modn) = s = —vy(modn) dir. Ayrica ry — sx = —n oldugundan

% - E € Gny elde edilir. Benzer sekilde diger durum da gosterilebilir. Sonug olaak

Gnu grafiile G, grafi eslesmis yoriingesel alt graflardir.

Teorem 2.1.6.5: G, ,, alt yoriingesel grafi kendisiyle eslesmis graftir ancak ve ancak

u? = —1(mod n) dir.

ispat: Gn alt yoriingesel grafi kendisi ile eslesmis olsun. Bu takdirde (O, E) -

u

(E,O) olacak sekilde bir T € I' vardir. Dolayisiyla A = (c

-n C

—u) matrisi 1¢in

determinant degeri det A = 1 oldugundan —u? + cn = 1 olup u? = —1(mod n) dir.
Tersine u? = —1(mod n) olsun. Bu durumda sayilar teorisinden biliyoruz ki

—-n

_u)e r

u? + cn = —1 olacak sekilde bir ¢ € Z tamsayis1 vardir. Agik¢a B = (Z
olan bir doniisim mevcuttur. Bu doniisiim ile B(0) = % ,B (g) =0 dir. Yani 0 —»

% — 0 dir. Dolayisiyla G, ,, alt yoriingesel grafi kendisiyle eslesmis bir graftir.

Sekil 2.1.6. 3 : Kendisiyle eslesmis graf
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2.1.7 Z,, AltYoriingesel Grafi

Bu kisimda Z (9,2) ifadesiyle koseleri [0] = {f: (x,y)=1vex=0 (modn)}
1'u y
blogunun elemanlarindan olusan § (0, Z) alt yoriingesel grafinin alt grafin1 gosterelim.

Z (%,Z) =7 (0, Z) yerine kisaca kolaylik olmasi agisindan Z,,,, yazilir. Buna gore

Teorem 2.1.6.3 ifadesinden asagidaki teorem elde edilir:

Teorem 2.1.7.1: 5,5 € [0] iki kose olsun. Bu takdirde E - g yonlii kenar1 Z,, ,, alt

yoriingesel grafinda bir kenardir &

i. y=us(modn),ry —sx =—nveya

ii. y=—us(modn),ry —sx =ndir.

Teorem 2.1.7.2: I'°(n) kongriians alt grubu Z, ,, grafinin koselerini ve kenarlarini

gecisli olarak permiite eder.

Ispat: v,w € [0] olmak iizere v ve w Z,,, alt ydriingesel grafinda iki kése olsun.
I'°(n) kongriians alt grubu [0] blogu iizerinde transitif olarak hareket ettiginden
h(u) = v olacak sekilde bir h € I'°(n) eleman: vardir. u = 0 ve = denklik bagintis1
bir invaryant denklik bagintis1 oldugundan h(u) = h(0) dir, yani v = h(0) dur.
Dolaysiyla h(0) € [0] olup h € I'°(n) dir. Buradan I'°(n) kongriians grubu Z,, ,, alt

yoriingesel grafinin kdselerini gecisli olarak permiite eder.

Simdi v,w € [0] iki keyfi nokta olmak iizere v—>w ve x >y Z,, alt
yoriingesel grafinda iki kenar olsun. Bu durumda (v,w) € 0, , ve (x,y)€ Oy, dir.
Boylece A,B € I'°(n) icin A(0)=v, A (g) =w ve B(0)=x, B (;—l) =y dir.
Buradan A(0),B(0) € [0] oldugundan A,B € I'°(n) dir. Ayrica BA™*(v) = x ve
BA™'(w) =y olur yani BA™' € I'°(n) dir. Dolayisiyla I'°(n) grubu Z,, alt

yoriingesel grafinin kenarlarini gegisli olarak permiite eder.

Lemma 2.1.7.1: E,g € Q rasyonel sayilar verilsin. Ayrica s = 1,y = 1 olmak iizere

v =

§ = —1 olsun. Bu takdirde E ve % sayilar1 arasinda hi¢bir tam say1 bulunmaz.
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Ispat: Varsayalim ki g <m< § sartin1 saglayan bir m € Z tam sayis1 var olsun. Bu

durumda r <msvemy < xdir. Buise 1 = sx —ry > sx —smy = s(x —my) >

s g¢eliskisini verir. O halde varsayim dogru degildir. S ve 5 rasyonel sayilar1 arasinda

hicbir tam say1 bulunmaz.

Teorem 2.1.7.3: Z,,,, alt yoriingesel grafinin kenarlart H = {z € C:Im(z) > 0} ist

yar1 diizlemi {izerinde asla kesigsmezler.

n  xn
u ' 14yn

Ispat: Genellikten bir sey kaybetmeden iist yar1 diizlemdeki kenarlar1 0 — -

Xan xin n Xan

ve
1+y,n 1+y1n u 1+y,n

alabm. Burada xq,x5,V;,¥,, n,u € Z* dir. Buradan

1 1 . .
% <u< % dir. Diger taraftan kenar sartlarindan x; — x, + n(x;y, —
1 2

X,y1) = 1 olup yukaridaki lemma ile istenilen sonug elde edilir.

Teorem 2.1.7.4: Z,, ,, alt yoriingesel grafinin kendisiyle eslesmis bir kenar igermesi

icin gerek ve yeter sart u? = —1(mod n) olmasidur.

Ispat: I"°(n) kongriians alt grubu transitif olarak hareket ettiginden dolay1 kendisiyle
eslesmis olan kenar1 % - % - % bi¢giminde alinabilir. Yukarida verilen Teorem 2.1.7.1

den u? = —1(mod n) bulunur. Gerek sart kismi yine benzer sekilde yapulir.

Teorem 2.1.7.5: Z,, ,, alt yoriingesel grafinin yonlendirilmis iicgen devre icermesi i¢in

gerek ve yeter sart u? ¥ u + 1 = 0(modn) denklemi saglanir.

Ispat: Z,, alt yoriingesel grafinda ydnlendirilmis bir iiggen devre % - 2 - % - %

seklindedir. I'°(n) kongriians alt grubu Z,, ,, alt yoriingesel grafinin kenarlarini gegisli

. U . . . 0 n x 0
olarak permiite ettiginden s6z konusu olan {icgen devreyi Findvindvindy olarak

alinabilir. §—> % yonlii kenart i¢in Teorem 2.1.7.1 den 1 = uy(modn) ve x = —n

— >
bulunur. Yine g - § oldugundan % - Tn yazilabilir. Simdi % - % olsun. Bu durumda
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y=—-u—1ve y =u?(modn) olup u® + u + 1 = 0(mod n) kongriians denklemi
<
bulunur. Eger S—>§ durumu almrsa y =1—u ve y = —u?(modn) oldugunda

dolay1 u? —u + 1 = 0(modn) denklemi elde edilir. Bdylece her iki durum

sonucunda u? ¥ u + 1 = 0(mod n) denklemi elde edilir.

Simdi tersine u? ¥ u + 1 = 0(modn) denklemi saglansin. Bu durumda

verilen denklem Fu+ 1= —u?(modn) seklinde yazlabilir. Once u+ 1=

. . n n o n n . o a1 .
—u?(mod n) incelenirse - > olmak tizere ey yonlii kenar1 elde edilir. Yani

g - Z - ﬁ - gﬁggen devre bulunur. Diger —u + 1 = —u?(mod n) durumunda ise
u+1=u?(modn) olup buradan Z <= olmak iizere — - — yonlii kenari
u u+1 u u-1

bulunur. Bdoylelikle g - s - % - g iicgen devre elde edilir. Sonug olarak her iki
durumda birlestirilirse u? ¥ u + 1 = 0(mod n) ise g - % - % - g yonli tiggen

devreler meydana gelir.

— L L
n-1

Sekil 2.1.7. 1 : Uggen devreler
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Ornek 2.1.7.1: n = 5 olsun. ¢(5) = 1_[ p (1 - %) =5 (1 - %) = 4 oldugundan
pln

u =1,2,3,4 olur. Dolayisiyla u? = —1(modn) = u? = —1(mod5) = u =2 ve
u = 3 olup sadece bu degerler i¢in Zs , ve Zs 3

kendisiyle eslesmis alt yoriingesel
graflardir.

5 5 555
2

7 121722 1

[—
] [
[a—
~~.1|U1
tolwn

\JIUI

wn

Sekil 2.1.7. 2 : Kendisiyle eslesmis alt yoringesel graflar
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3. SONUC VE ONERILER

Bu calismada I'°(n) kongriians alt grubu sadece 2. ve 3. mertebeden eliptik
elemanlar icermesinden dolay: alt yoriingesel grafinda ikigen ve iicgen devreler
bulunmustur. Burada kullanilan alt yoriingesel graflar aslinda literatiirde mevcut olan
simge probleminin ¢dziimii i¢in ¢ok dnemli bir yontemdir. Aslinda bu konu ile ilgili
yapilan ¢alismalarda temel hedef graflardaki kapali devreler ile ayrik gruplardaki
tiretici eliptik elemanlarin mertebeleri arasindaki bag iliskisi yardimiyla simge
problemini ¢ézmektir. Bu tez ¢alismast da kismen bu probleme yoneliktir. Yapilan

tez ¢alismasinda elde edilen sonuglar asagida verilmistir:

e I'°(n) kongriians alt grubunun genisletilmis rasyonel sayilar kiimesi
tizerindeki hareketinin transitif olmadig1 gosterildi.

®  Gny alt yoriingesel grafinda kenar olma sartlar1 elde edildi.

®  Gn ., alt yoriingesel grafinin kendisiyle eslesmis graf olabilmesi i¢in gerek ve
yeter sart verildi.

e 7, alt yoriingesel grafinda kenar olma sartlar1 verildi.

e I'%(n) kongriians alt grubunun Z,, ,, grafinin kdselerini ve kenarlarini transitif
olarak permiite ettigi gosterildi.

e 7, alt yoriingesel grafinin kendisiyle eslesmis graf olabilmesi i¢in gerek ve
yeter sart verildi.

e Zp, altyoringesel grafinin yonlendirilmis tiggen devre igermesi igin gerek ve

yeter sart bulundu.

Yapilan calismada da goriildiigl tizere impirimitf hareketin durumunu secilen
I'°(n) kongriians alt grubu belirlemektedir. Dolayistyla bu grup yerine farkl bir grup
almarak impirimitif hareketin olusturacagi yap1 incelenebilir. Bdylece grup
secimindeki farkliliklar graflardaki devrelerin tipini degistirebilir veya farkl
kongriians denklemleri ortaya ¢ikabilir. Elde edilen kongriians denklemleri sayilar
teorisi acisindan da Onemli olabilir. Ayrica bulunan tiim sonuglarin geometrik

gorselleri icin yiizey dosemeleri acisindan da degerlendirilebilir.
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