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OZET

MORREY UZAYLARINDA GENELLESTIRILMIS RIESZ
POTANSIYELININ SPANNE VE ADAMS TiPi SINIRLILIKLARI
YUKSEK LiSANS TEZi
HUSEYIN ALTUNBAS
PAMUKKALE UNIVERSITESI FEN BiLIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI
TEZ DANISMANI: DOC. DR. ABDULHAMIT KUCUKASLAN

DENIZLI, OCAK-2023

Bu tez beg boliimden olugsmaktadir. Birinci boliim giris kismina ayrilmistir.
Bu kisimda Morrey uzaylar1 ve genellestirilmis Riesz potansiyelinin tarih¢esine yer
verilmistir. Tkinci boliimde temel tanim, lemma ve teoremlere yer verilmistir. Ugiincii
bolimde Morrey uzaylarinin cebirsel ve topolojik yapilari incelenmistir. Dortiincii
boliimde Morrey uzaylarinda Riesz potansiyelinin sinirliligi incelenmigtir. Beginci
boliimde Morrey uzaylarinda genellestirilmis Riesz potansiyelinin Spanne ve Adams
tipi sinirhiliklart incelenmistir. Teoremlerin ispatlar1 lokal esitsizlikler yardimiyla
yapilmistir. Bu lokal esitsizlikler sayesinde kullanmis oldugumuz fonksiyonlarin
monoton Ozelliine ihtiya¢ duyulmadan yapilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Morrey Uzay1, Genellestirilmis Riesz potansiyeli,
Spanne-tipi sinirlilik, Adams-tipi sinirlilik.



ABSTRACT

THE SPANNE AND ADAMS TYPE BOUNDEDNESS OF
GENERALIZED RIESZ POTENTIAL IN MORREY SPACES
_ MSC THESIS
HUSEYIN ALTUNBAS
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS _
(SUPERVISOR: ASSOC. PROF. DRABDULHAMIT
KUCUKASLAN)

DENIZLI, JANUARY-2023

This thesis consists of five chapters. The first chapter is devoted to the
introduction. In this section, the history of Morrey spaces and the generalized Riesz
potential are given. In the second chapter, basic definitions, lemmas and theorems are
given. In the third chapter, algebraic and topological structures of Morrey spaces are
examined. In the fourth chapter, the boundedness of the Riesz potential in Morrey
spaces is examined. In the fifth chapter, the Spanne and Adams type boundedness of
the generalized Riesz potential in Morrey spaces are examined. Local inequalities are
used in the proof of our theorems. Thanks to these local inequalities, it is done without
the need for the monotonous feature of the functions we have used.

KEYWORDS: Morrey space, Generalized Riesz potential operator, Spanne-type
boundedness, Adams-type boundedness.
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ONSOZ

Calisma konumun belirlemesinde ve calisma siirecim boyunca her daim
tecriibesini, biligisini ve sabirli bir sekilde destegini esirgemeyen takildigim kisimlarda
cevap bulmama yardimci olan ¢ok degerli danisman hocam Dog¢. Dr. Abdulhamit
KUCUKASLAN’a minneti bir borg bilirim.

Egitim hayatim siiresince siirekli yanimda hissettigim aileme sonsuz tesekkiir
ederim.



1. GIRIS

1938’de Morrey uzaylar1 C.B. Morrey tarafindan varyasyonlar hesabinda
goriilen diizgiinliik problemlerini arastirmak ve lokal diizgiinliigiin Lebesgue

uzaylarindan daha kesin oldugunu gostermek gayesiyle ortaya cikarilmustir.
Morrey uzay1 asagidaki gibi tanimhidir;

0<A<n1l<p<oovefeLl(R"),

_A
£z, sy = 89D 7 £l 3y < 00

u€RM
olan biitiin f fonksiyonlarinin sinifina Morrey uzayr denir. Bu fonksiyonlar sinifi

L, x (R™) ile ifade edilir (Morrey 1938).

Morrey uzaylarinin Schrodinger ve Navier-Stokes denklemlerinde, siireksiz
katsayil1 eliptik kismi diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinde ve potansiyel teorisinde
bir¢cok calisma mevcuttur (Ruiz 1989, Taylor 1992, Guliyev ve dig. 2020, Adams
2004, Bennet ve Sharpley 1988, Burenkov 2004, Guliyev ve Omarova 2018, Ragusa
2012, Kiiciikaslan 2022).

Bu alanda ilk calismalar 1920 yilinda Hardy ve Littlewood tarafindan
Riesz potansiyelinin Lebesgue uzaylarindaki sinirliligi olarak gerceklestirilmistir.
Sobolev tarafindan 1930 yilinda bu calisma gelistirilmistir. Riesz potansiyeli icin
literatiirde cokc¢a uygulama alani olan esitsizliklerden biri Hardy-Littlewood-Sobolev
esitsizligidir. 1969°da Spanne, Morrey uzaylarinda Riesz potansiyelinin sinirliligim
ispatlamistir. Adams, Riesz potansiyelinin sinirliligr icin 1975°te kullanish ve daha iyi
bir sonug¢ elde etmigtir. 1987°de Chiarenza ve Frasca bu sonug ile yeni bir ispat ile

yontemi ispatlamistir.

Gunawan (2003), calismasinda genellestirilmis Riesz potansiyelinin

genellestirilmis Morrey uzaylarinda sinirhiligini kanitlamisgtir.



Eridani ve arkadaslar1 (2004), genellestirilmis Riesz potansiyelinin ve bu
potansiyelin modifiye versiyonlarinin sirasiyla Morrey uzaylar1 ve Companato uzaylari
tizerindeki smrliligimi kanitlamiglardir.  Eridani ve arkadaglart Hardy-Littlewood

maksimal fonksiyonu ve Young fonksiyonlar1 yardimiyla ispatlarini yapmiglardir.

Guliyev (2009), c¢alismasinda Morrey tipi norm tammlanan W (x,r)
genel fonksiyonu ile M, ,(R") genellestirilmis Morrey uzaymi dikkate almustir.
M, ,(R™) uzaymdan WM, ,,(R™ zayif uzayma ve 1 < p < oo M,,, (R")
genellestirilmis Morrey uzaymdan M, ,,(R") uzayma Calderon Zygmund singiiler
integral operatorleri ve maximal operatorlerin sinrhlifini garanti eden (wy, ws)
cifti lizerinde kosullar bulmustur. [, potansiyel operatorleri i¢in Sobolev Adams
tipi M., (R") — M, ., (R") teoremini kanitlamigtir.  Sinirhilik i¢in kosullarin
tiim durumlarinda (w;,ws) tizerinde Zygmund tipi integral esitsizliklerin terimleri
verilmigtir ki bu da r’de w;,ws nin monotonlugu iizerinde herhangi Zygmund tipi
varsayimi kabul etmez. Uygulamalar olarak ters Holder smifina ait olan bazi
negatif olmayan potansiyellerle ilgili genellestirilmis Morrey uzaylar lizerinde cesitli

operatorlerin sinirliligint kanitlamagtir.

Guliyev (2011), makalesinde Morrey uzaylarinda I, Riesz potansiyel
operatoriiniin  siirhili@i icin gerek ve yeter kosullar1 verdi ve M maksimal

operatoriiniin sinirliligini kanitlamigtir.

Guliyev ve arkadaglar1 (2015), calismasinda genellestirilmis lokal Morrey
uzaylarinda genellestirilmis Riesz potansiyel operatoriinii incelemisler ve burada
Lorentz Zygmund-tipi integral esitsizliklerini kullanarak Spanne ve Adams-tipi

stnirhiligi ispatlamislardir.

Nakamura (2016), genellestirilmis agirhikli Morrey uzaylant ve klasik
operatorler iizerine yaptigr calismasinda Hardy—Littlewood maksimal operatorii,
genellestirilmis kesirli maksimal operatorler, genellestirilmis Riesz potansiyeli
operatorii ( genellestirilmis kesirli integral operatorii ) ve singiiler integral operatorler
gibi bu alanlardaki bazi operatorlerin sinirliligint arastirmis ve ayni zamanda vektor

2



degerli alanlarda sinirliliklarini da incelemistir.

Guliyev ve arkadaglar1 (2020), M, (R") lokal Morrey Lorent uzaylarinda I,

Dyg,A

Riesz potansiyelinin sinirlilig1 i¢in buldugu gerek ve yeter kosullar Méf’; L (R™) lokal
Morrey Lorentz uzaylarinda bazi analitik yar1 gruplarin kesirli maksimal operator,
kesirli Marcinkiewicz operator ve kesirli kuvvetler gibi 6zel operatorlerin sinirliligina

uygulandi.

Kiiciikaslan ve arkadaglar1 (2020), M, genellestirilmis kesirli maksimal
operatdriiniin stnirliligini genellestirilmis lokal Morrey uzaylarinda ve genellestirilmis

Morrey uzaylarinda incelemislerdir.

Kiiciikaslan (2020), bu makalede zayif yaklagimlari iceren M;fp()}(wp)
genellestirilmis agirlikli lokal Morrey uzaylar ve Mp 1 (w) genellestirlmis agirlikli
Morrey uzaylan iizerinde M, genellestirilmis kesirli Mmaksimal operatorii siireklilik
ozelligi icin Spanne ve Adams tipi yaklasimlar olan iki tip yaklasim calismistir.
1 <p<gq<ooigin Méfo(’}(wp) genellestirilmig agirlikli lokal Morrey uzaylarindan
WM,}fD%} (w?) agirlikl zayif uzaya ve w? € A1+§ ile 1 <p < q<ooigin M9, (wP)
den diger uzay Mp%, o(w?)’ ya M, genellestirilmis kesirli maksimal operatdriin Spanne
tipi siirhiigr kamtlanmigtir. 1 < p < ¢ < o0 igin Mp 1 (w) genellestirilmig
agirlikli Morrey uzaylarindan WMq . (w) agirlikli zayif uz;;/lna vew € A,, ile
1 < p < g < oo igin Mp %(w): dan Mq %(w)’ ya M, genellestirilmis kesirli
maksimal operatoriin Adams :iopi siirhiligi karﬁtlanm@ﬂr. Tiim agirlikli fonksiyonlar
A, o Muckenhoupt-Weeden sinifina aittir. Ttim durumlarda M, operatoriiniin sinirliligs
icin kosullar r* de ¢y (x,r), p2(x,r), ve @(x,r) nin monotonlugu iizerinde herhangi
varsayima ihtiya¢ duyulmadan tiim ¢ fonksiyonlari ve r lizerinde supremal-tip integral

esitsizlikleri acisindan verilmistir.

Mizuta ve arkadaslar1 (2021), calismasinda Morrey uzaylarindan Morrey-tipi
uzaylarina gomiilme oldugunu arastirmiglardir. Morrey-tipi uzaylarda Riesz

potansiyelleri i¢in Sobolev tipi esitsizlikler ile ilgilenmislerdir.



Kiiciikaslan (2021), bu calismasinda fonksiyonlarin yeni bir smnifi olan
L, 4 A(R) Morrey-tipi uzaylarinda M, kesirli maksimal operatdr i¢in gerek ve yeter
kosullar1 kanitlamig ve M f maksimal fonksiyonu ig¢in sinirlilik kogullarimi elde
etmigtir. Elde edilen kesin tekrar diizenlenen yaklagimlari kullanarak elde etmistir.
Elde edilen sonuglar L, ,(R) Lorentz Morrey uzaylarinda V'V (-6 + V)=* ve
V(-6 4+ V)78 Schrodinger tipi operatorler ve B° Bochner-Riesz operatorii gibi 6zel
operatorlerin sinirliligi i¢in uygulandi, burada negatif olmayan V' potansiyeli B, (R™)

ters Holder sinifina aittir.

Mustafayev ve Kiigiikaslan (2021), calismasinda v Muckenhoupt A, sinifina
ait oldugunda genellestirilmis agirlikli lokal Morrey uzaylart M, ,(R" v) ve
M, .,(R™, v) genellestirilmig agirlikli Morrey uzaykarinda kesirli maksimal fonksiyon
ve Riesz potansiyelinin normlarinin denkligini garanti eden v agirlig1 ve w fonksiyonu

tizerine kosullar1 bulmuglar.

Kiiciikaslan (2021), genellestirilmis Riesz potansiyelinin Adam-tipi ve

Spanne-tipi stnirhiliklarimi genellestirilmis agirlikli Morrey uzaylarinda ispatlamistir.

Kiiciikaslan (2022), Genellestirilmis Riesz potansiyelinin lokal ve global

Morrey uzaylarinda sinirliligini ispatlamistir.

Son yillarda harmonik analizin klasik operatorlerinden olan Riesz
potansiyelinin Morrey-tipi uzaylarda davramgi ile ilgili birgok calisma yapilmig

ve bu ¢caligmalar bilimsel dergi ve kitaplarda yayimlanmustir.

Bu calismada kullanilmis Riesz potansiyeli asagidaki gibi tanimlanmig

f()

(]af)(u):Ca/ —dv,0 <a<n (1.1)
e [u—v|"®
n 8
burada C,, = 722" F(l;( f)ﬁ) seklinde tanimhidir. Yukaridaki integral ile taniml1 operator
2 2

ilk defa Riesz tarafindan incelenmistir (Riesz 1949).

Riesz potansiyelinin bu sekilde yaziligindan bu integralin f fonksiyonu ve

|u|*~™ ¢ekirdeginin konvoliisyonu oldugu goriilmektedir. Bu f’nin bir K c¢ekirdegi
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ile konvoliisyonu f * K biciminde gosterilir. Konvoliisyon asagidaki gibi tanimlidir;

(f*x K)(u) = . f()K(u—v)dv (1.2)

dir (Stein 1970). Diger bir deyisle; Riesz potansiyeli (1.1)” de tanimlanan operatorler
siifinin 6zel bir durumudur. Bu operatorler sinifi singiiler (tekil) integralleri de igerir.
Riesz potansiyelinin ¢ekirdegi K (u) = |u|*~™ fonksiyonun koordinat baglangicinda
zayif (kaldirilabilir) singiilerligi mevcuttur.

K(u) = |u|*™ cekirdekli konvoliisyonlar singiiler integraller olarak da
adlandirilir.  Diger bir ifadeyle; potansiyellerden farkli olarak singiiler (tekil)
integrallerin cekirdeklerinin integrallenemeyen singiilerlikleri mevcuttur. Bunlarin
timii (1.2) konvoliisyon operatoriiniin ¢ekirdeginin integrallenemeyen singiilerligi
oldugunda buna singiiler, zayif (integrallenebilen) singiilerligi oldugunda da potansiyel

olarak ifade edilmistir (Stein 1970, Landkoff 1972).
Singiiler integral ve potansiyel teorisinde siklikla uygulanan Fourier

doniistimiidiir. f :L1(R™) — f nin Fourier doniigiimii f veya F'f olarak ifade edilir,

Ff(u) = /n e~ 2miwY) £ () do

seklinde tanimlidir, (u, v) n-boyutlu v = (uy, ..., u,) ve v = (vy, ..., v,) vektorlerinin
ic carpimudir, dv = dvy...dv, R" de Lebesgue olciisiidiir (Stein 1970). f(—u)’e ters

Fourier doniisiimii denir. Bu doniisiim F'~! f seklinde de gosterilir.

Laplace operadrii asagidaki gibi tanimlidir

82
Af = Z :—+ +#

veE

FAJ(u) = —4n?ulF f ()

oldugu goriiliir. Buradan

F(=A)f(u) = 47*[ul*F f (u)
5



dir. Stein 1971°de Laplace operatorii icin yazilan formiiliin aslinda bu operatoriin keyfi

kuvvetleri i¢in de var oldugunu gostermistir. Yani

B
2

F(=A)? =2r|ul’F f(u)

dir. Ay calismada —n < § < 0 halinde Laplace operatoriiniin kesirli kuvvetleri
(1.1) formu ile Riesz ¢ekirdeginin kuvvetleri ayni oldugu gériilityor ((1.2) dekleminin

a = —[ i¢in yazildigini belirtelim).

Riesz potansiyellerinin Fourier doniisiimii ve Laplace operatorii arasindaki
iligkileri bu potansiyellerin matematigin pek ¢ok dalinda uygulanan Onemli bir

operatordiir.

Yukaridaki ifadelerden konvoliisyon operatorleri sinifinda Riesz potansiyeli
iyl analiz edilmig bir operatordiir. Bu operatorlerin sayesinde fonksiyonlar teorisine

potansiyel uzaylar1 kazandirmistir (Stein 1970 ve Gadijev 1988).

p : (0,00) — (0,00) olgiilebilir bir fonksiyon, I, genellestirilmig Riesz
potansiyeli ( genellestirilmis kesirli integral operatorii ) ve M, genellestirilmis kesirli

maksimal operatorii R™ de tanimli herhangi bir f fonksiyonu icin
p(lu—vl)
_[ = B d
S = [ B

p(t)
w‘émﬂvwww

ile tanimlidir. p(t) = t“ ise, bu takdirde M, = M. kesirli maksimal operatordiir ve

Mpf(“) = SUPt>0

1, = I;o Riesz potansiyelidir.

Ayrica,

M, f(u) = Supt>0&:)/3( )\f(v)!dv < supt>o/ M\f(v)!dv

t B(u,t) |U - ,U‘n
= [ A=yl = 1,0
n Ju—o” P
olacak gsekilde M, ve I, operatorleri arasinda yakin ve giiclii bir bagnti vardir

(Kiigiikaslan 2020).



Teorem (Spanne) Kabul edelimki0 < a <n,0 <A <n—a,1 <p< g ve

—_nx 1 _1_ ayad_ 4
=G 3 =p n V5 =g olsun. O halde

o f Ly, &) < Clfllz, @

esitsizligi gerceklenir.

Teorem (Adams) Kabul edelimki0 < a <n, 1 <p<Z,0<A<n—ap

olsun. Bu takdirde

oIz, @) < ClIfllL, @)

olur, burada % = ~ — 25 dir ve C' sadece n, A, p, @’ya baghdur.

1
P

Biz bu tezimizde, yukarida verilen Spanne ve Adams teoremlerinin
genellestirilmesi olan ve Kiiciikaslan (2015) tarafindan doktora tez c¢alismasinda

yapmis oldugu genellestirilmis Riesz potansiyelinin Morrey uzaylarinda Spanne ve

Adams tipi stnirhiliklarini inceleyecegiz.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1 Temel Kavramlar

2.1.1 Tanim A topolojik Hausdorff uzay olsun. A x A ve C x A — A uzayina
(u,v) = u+wv ve (¢,u) — cu doniigiimleri siirekli ise bu taktirde A’ya topolojik lineer
uzay adi verilir. C, Oklidyen metrigi ile verilen dogal topolojiye sahiptir (Adams ve

Fournier 2003).

2.1.2 Tanim A lineer uzayinda tanimli skaler-degerli bir f fonksiyonu

fonksiyonel olarak tanimlanir. u,v € Avec,d € C,
fcu+dv)=cf (u)+df (v)
ise, bu durumda f lineerdir. A bir topolojik lineer uzay olsun. f : A — C fonksiyoneli

stirekli ise, A’da stirekli fonksiyonel ad1 verilir (Grafakos 2008).

2.1.3 Tanim Bir A topolojik lineer uzayda tiim siirekli, lineer fonksiyonellerin
kiimesi A’nin dual uzayi olarak isimlendirilir ve A’ seklinde ifade edilir. Noktasal
toplama ve skaler ile carpma isleminde A’ bir lineer uzaydir. A’ dual uzayi i¢in iyi
bir topoloji belirlenir ise, bu takdirde A’ bir topolojik lineer uzay olarak elde edilir

(Grafakos 2008).

2.1.4 Tanim Kabul edelim ki A bir K cisminde lineer uzay olsun.
[ l: A= R u—| uf

doniisiimii Vo, u € A, Va € K igin

(NDlull =0, Jlull =0 u=0,

(N2) [Jaul| = |af [[ull,



(N3) flu+ vl < lful + ol

kosullarimt sagliyor ise, A’da norm denir. (A, ||-||) ikilisine normlu lineer uzay adi

verilir. (A, ||-||) normlu uzay: kisaca A seklinde ifade edilir .

2.1.5 Tamm Yukarida verilen (N3)’de ||u+v|| < C(|lu]| +|lv]]),C > 0

durumundaki doniisiime quasi-norm adz verilir.

2.1.6 Tanim A normlu uzayinda her Cauchy dizisi A’da limite yakinsiyorsa bu

uzaya Banach uzay1 denir (Grafakos 2008).

2.1.7 Tanmm 7' operatorii asagida verilen ozellikleri saglar ise 7”ye lineer
operator ad1 verilir.
(i) T operatoriiniin D(7) tanim bolgesi lineer uzay oldugundan R(T") deger bolgesi,
ayni cisimde lineer veuzaydir.

(17) Y u,v € D(T) ve a skaleri i¢in,
T(u+v)=Tu+Tv

T (au) = aTu
saglanir.

2.1.8 Tanim A,B normlu uzaylar D(T') C A, T : D (T) — B lineer operator
olsun. Yu € D (T) igin, | Tu|| < C'||u|| olacak bicimde C' > 0 gergel sayis1 var ise,

bu durumda 7" ye sinirh operator adi verilir. 7' nin normu

Tu
| T ||= sup ITu]
wen(r) ||ull

u#0

biciminde gosterilir (Kreyszig 1989).

2.1.9 Tamim Kabul edelim ki A,B normlu uzaylar, D (T)) € B,T : D (T) —
Bveuy € D(T) olsun. Ye > 0 igin ||u — up|| < J sartin1 saglayan Yu € D (T) igin,
|Tu — Tug|| < € olacak bigimde bir § > 0 var ise 7"ye wu,’da siirekli operator adi

verilir.



2.1.1 Teorem A ve B normlu uzaylar D (T) C A, T : D(T) — B lineer
operator olsun. O halde

T siireklidir < 7" sinirhidir (Kreyszig 1989).

2.1.2 Teorem Y bir kiime olmak iizere, Y nin alt kiimelerinin bir > sinifi
asagida verilen sartlar1 saglyor ise, bu takdirde > sinifina Y’de cebir ad1 verilir.
(i)Y € &,
(i) VA€ Xigin A=Y |A e,
(4ii) j = 1,2,..nicin A; € Yise U7_; € .
Eger (iii) ifadesi yerine " Vn € Nigin A; € ¥ = Uj_, 4, € &"

kosulu yazilirsa 3. cebirine o-cebir denir.

2.1.10 Tammm w = (uy,...u,) ve v = (vy,...v,), R" uzayinda vektorler, R",

n-boyutlu Euclidean uzayi (u,v) = >_"

j—1 U;v; i¢ carpimiyla tanimlanan R", n-boyutlu

reel uzayidir.

2.1.11 Tanim Kabul edelim ki A bir kiime X, A kiimesinde o-cebir olsun. O
halde (A, X)’ya olciilebilir uzay denir. Y’daki her kiimeye Y-6l¢iilebilir kiime adi

verilir. Kisa olarak ol¢iilebilir kiime denir.

2.1.12 Tanim (A, ¥) ol¢iilebilir uzay olsun. 1 : ¥ — [—00, co] tanimlanan
fonksiyon
(&) n (@) =0
(i) VA e Xiginn(A) >0
(ii1) Aynk V(A,) dizisi n(U,—, An) = > 7 n(A,) kosullarin1 saghyor ise bu
fonksiyona ol¢ii fonksiyonu denir. VA € 3 i¢in n (A) < oo ise n’ya sonlu 6l¢ii adi

verilir.

2.1.13 Tammm Kabul edelim ki YV kiime ve P(Y'), Y nin kuvvet kiimesi ve
n* : P(Y) — [—00, o] tanimlanan fonksiyon

(@) n* (0) =0
(i) VA € P(Y)iginn* (A) > 0,
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(1ii) A C B CYicinn* (A) < n*(B),
(iv) Vn € Nigin A, € P(Y)ise n* (U,—, An) < > o0 n*(A,) kosullarin saglar ise

n* fonksiyonuna Y iizerinde bir dig 6l¢ii ad1 verilir.

2.1.14 Tanmim Kabul edelim ki (), R’nin smirli ve agik alt araliklarinin bir
dizisi
={(I): Ac| L}

olsun. R’nin kuvvet kiimesinde yani; P(R)’de

mf{Zl Ii) : (1) GTA}

seklinde tamimli m™* bir dig ol¢iidiir. Buna Lebesgue dis Olciisii ad1 verilir. Lebesgue
dis Ol¢iisii R’nin her bir alt aralifin1 R’nin uzunluguna egler. R" uzayinda Lebesgue

dis Olciisiinii tarif etmek icin

I={u:cj<u;<d;,j=1,...n}

n boyutlu kapali araliklarin1 goz 6niinde bulunduralim. Bu araliklarin hacimleri
H (d; — ¢j)
J=1

seklindedir. Herhangi bir D C R" kiimesinin Lebesgue dis Olciisii

= inf {Zv (It): D C U I, I, bir arahk}
k=1 k=1

olarak verilir. VA C R" i¢in
m*(A) =m* (AN D)+m" (AN (R" — D))
bu takdirde D’ye Lebesgue ol¢iilebilir kiime adi verilir.

2.1.15 Tanim Kabul edelim ki M (R, m*), m* dis 6l¢iisiine gore olgiilebilen
R uzaymin alt kiimelerinin sinifi olsun. m* Lebesgue dis dl¢iisiinin M (R, m*), m*
sinifina da B (R) Borel sinifina kisitlamasina Lebesgue 6l¢iisii adi verilir, m seklinde
ifade edilir.

11



2.1.16 Tamim Kabul edelim ki (A, Y) ol¢iilebilir uzay , f : A — R olsun.
Va € R i¢in
fHa,+cc]) ={ucA: f(u) >a}exn
oluyor ise f fonksiyonuna oOl¢iilebilir fonksiyon adi verilir. A’deki Olciilebilir
fonksiyonlarin ailesi M (A, ) seklinde ifade edilir. Ayrica (A, Y) olgiilebilir uzay
, A uzayinda negatif olmayan 6lgiilebilir fonksiyonlarin kiimesi M ™ (A, Y) ile ifade

edilir.

2.1.17 Tamm (A, ¥, p1) 6l¢ii uzay: olsun. Bir 6nermenin dl¢iisii sifir olan bir

kiime diginda dogruysa, 6nermeye hemen her yerde dogru adi verilir.

Bu boliimden sonraki kisimlarda hemen her yerde tabirini kisa bir sekilde h.h.y

olarak ifade edecegiz.

2.1.18 Tamm f(u) # 0 kosulunu saglayan u noktalarmimn kiimesinin

kapanigina f’nin destegi ad1 verilir.

suppf = {u: f(u) # 0}
ile gosterilir.

2.1.19 Tamim Kabul edelim ki A C R" olsun.

_JLueA
Xa= O,ué¢ A

olarak tanimli y, fonksiyonuna A kiimesinin karakteristik fonksiyonu adi verilir

(Grafakos 2008).

2.1.20 Tammm (A, ¥, p1) 6l¢ii uzayi olsun. 0 < p < oo,

L) = {7 € MAD): [ 117 du< o0}
A
kiimesine p-inci kuvvetten mutlak integrallenebilen fonksiyonlar sinifina L, uzay1 ad1
verilir. L, uzayinda f’nin normu
1
(fA|f|pd,u)p , 1<p<oo

£, 4y = § esssup |f (u)],p =00
ue A
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seklinde gosterilir (Grafakos 2008).

2.1.21 Tamim f olciilebilir fonksiyon olsun. VA kompakt kiimesinde

/K |fldp < oo

ise f lokal integrallenebilir fonksiyon olarak adlandirilir (Grafakos 2008).

2.1.1 Lemma Kabul edelimkip > 1 ve %—k% =1ve fe L,(R"),h e L,(R")
olsun. Bu takdirde fh € Ly(R") ve

1Pl Ly ey < LIz ey (1P ey
gerceklenir. Buna Holder esitsizligi ad1 verilir (Sadosky 1979).

2.1.3 Teorem v > 0,7 > 0, (A, n) ve (B, v) dl¢ii uzaylari ve n ® v, A x B’de

tanimli ¢arpim 6lgiisii olsun. O halde G (u, v), n ® v-integrallenebilir ise

//AXBGW’W”@“:/A(/BG(u,v)dn)du
=/B</AG(U,U)dv) dn

gerceklenir. Burada A = B = R ise = v Lebesgue olciisiidiir. R? de n®v = du;dus
dir (Sadosky 1979).

2.1.22 Tamim g ve h Olgiilebilir fonksiyonlar olmak tizere, R™ uzayinda g ve h

nin konvoliisyonu
@ = [ gl)h=vd
seklinde tanimlanir (Neri 1971).

R™ uzayinda du = duy, . . . du, ile Lebesgue Ol¢iisiinii ifade eder. R™ uzayinda

g’nin Lebesgue integrali

[san= [ [ oo o,

seklinde ifade edilir. Yukarida verilen integralin kutupsal koordinatlarda ifade edilmesi
kullanighdir. » = |u| olsun ve S®' = {u : |u| = 1} ile birim kiirenin yiizeyi olarak
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ifade edelim. fR” (Ju|)du integralinin hesab1 i¢in; 0 < r < 00,0 < 61,...6,,_5 <,
0 <#6,-1 <27 olmak iizere

u; = 1 cos 6,

U9 = 1 8in 0, cos O

u3 = 1 sin @, sin 0y cos O3

Uy, = rsinfsinfy . ..sinb,_;
doniisiimii uygulanir. Uygulanan doniisiimiin Jakobiyeni

n—1

J (Ta 91, e 7071—1) = Tn_l H (SiIl Qj)nfl—j

j=1

seklinde hesap edilir. Bu durumda

/ (Jul) du-/ / / / (r,0)db ...do, 1dr
Rn
2 n—1
:/ dr/ / / H (sind;)"~ =540, ...d0,

—wn_l/ g (r)r"tdr
0

olur. w,,_1, birim kiirenin ylizey alanim1 gostermektedir. Genellikle

/ g(|u|)du:/ / g(rsinfy,...,rsin6;...sin6,_)r" *drdf, ...do,_,
n 0 Sn—1

:/ / g (r,0)r"tdodr
0o Jgn-1

olarak yazilir. du hacim elemani, du = r"“!drdo dir. Burada do, S" '’de du ile
belirlenen yiizey olgiisiidiir. Ornek olarak, R™’de kiiresel koordinatlara gecilirse, bu
durumda Laplace operatorii iki boliimden olusur. Birincisi radyal (yani yarigapa baglh)

boliim ikincisi kiiresel boliim (yani acilara bagh kisim) (Sadosky 1979).

2.1.7 Teorem Kabul edelimki A C R", |A| < oo .t < sise, Ly (A) C L; (A)
gerceklenir (Neri 1971).
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2.1.8 Teorem 1 < p < oo ise L,(R") uzayindaki basit fonksiyonlarin kiimesi

L,(R™) uzayinda yogun denir (Adams ve Fournier 2003).

2.1.23 Tammm 1 < p, g < o0,
T:L,R")— L,(R")

olsun. Her f € L,(R") i¢in

T fllz,ey < CllfllL, @

olacak sekilde f fonksiyonundan bagimsiz C' > 0 sabiti var ise 1" kuvvetli (p, q) tipli

ad1 verilir. 7 bir 6l¢ii, V5 > 0 icin

n{u: [Tf ()] > B} < (%)M ~

olacak bi¢cimde 3 ve f den bagimsiz C sabiti var ise 7' doniisiimiine zayif (p, ¢) tipli

adi verilir (Sadosky 1979).

2.1.24 Tamim (Banach Uzay1) N normlu lineer uzay olmak iizere, N metrik

uzay1 tam ise N normlu uzayina Banach uzay ad verilir.

2.1.4 Lemma (Hardy Esitsizligi) Kabul edelimki 1 < p < gq < 00, v ve w
olgiilebilir, (0, c0)’da azalan ve pozitif iki fonksiyon olsun. O halde C, ¢’den bagimsiz

sabit olmak tizere

(/Ooo (/OOO @(S)dS)q w(t)dt); <C (/OOO @(t)pv(t)dt); 0.1

gerceklenmesi icin gerek ve yeter sart

1
o

K = sup (/ww(t)dt)q </Tv(t)1—1?’dt) " < (2.2)
r>0 r 0

olmasidir, p + p' = pp’ dir. Ayrica (2.1) i saglayan C' sabiti
K<C<Ek(pqK (2.3)

seklindedir. (2.3) deki k(p, q) sabiti

1 1
7

k(p.q) = pt (0)7 .k (p,q) = q7 (¢)7 veyak (p,q) = (Hz%)q (Hﬂ)p
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olarak farkl sekillerde gosterilebilir (Mazya 1985).

2.1.5 Lemma (Hardy Esitsizligi) 1 < p < ¢ < o0, v ve w 6lg¢iilebilir, (0, co)
aralifinda pozitif ve azalan iki fonksiyon olsun. O halde C ¢’den bagimsiz bir sabit

olmak tizere

</OOO (/too@(S)d3>qw(t)dt)q SC(/Owgo(t)pv(t)dt); 0.4

saglanmasi i¢in <

K1 = sup (/Orw(t)dty (/roov(t)l"”dtf < .

(2.4)t gercekleyen en iyi C' sabiti K7 < C' < k (p, q) K1 saglanir (Mazya 1985).

2.1.11 Teorem (Lebesgue yakinsaklik) (A, X, 1) bir ol¢ii uzayl, h : A —
[0, o] integrallenebilen bir fonksiyon ve f, f1, f2 ... A da X-ol¢iilebilir gercel degerli

fonksiyonlar olsun. Hemen her « i¢in

lim f, (u) = f (u)

n—oo
ve Vn € N igin
[ (W) < (u)

ise, f ve f, integrallenebilirdir,

lim [ fudu = / fdu
A A

n—oo

dir (Grafakos 2008).

2.1.12.Teorem (Monoton Yakimnsaklik) Kabul edelim ki (A, X, u) bir ol¢ii
uzay1 ve (f,,) ise negatif olmayan olgiilebilir fonksiyonlarin kiimesi olan M ™ (A, X)
daki fonksiyonlarin monoton artan bir dizisi olsun. ( f,,) dizisi f fonksiyonuna yakinsar

ise

[ g = tim [ pa
A n—oo A
dir (Grafakos 2008).
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3. LEBESGUE UZAYLARINDA /, RIESZ POTANSIYELININ
VARLIGI VE SINIRLILIGI

Bu boliimde oncelikle 7, Riesz potansiyelinin Lebesgue uzayinda sinirhiligi ve I,
Riesz potansiyelinin Morrey uzayinda sinirliligi arastiracagiz. Bunun icin lokal

esitsizliklerden yararlanacagiz.

3.1 I, Riesz Potansiyelinin Lebesgue Uzaylarinda Varh@

Oncelikle I, Riesz potansiyeli icin en temel uzay olan Lebesgue uzayinda
stnirliligini garantilemek amaciyla konulan asagidaki kosullar biribirine denktir: en

az bir ug € R" igin

/ f(U)L, <00 (3.1
|[v—up|>1 ”LL() - U|n “

ve her ©v € R" i¢in

/ Fo)— <o (3.2)
|[v—u|>1 |U - u|n “

kosulu birbirine denktir. Bu denkligi saglayan Lemma 3.1.1 ve Lemma 3.1.2’nin ispati

asagida verilmistir.

3.1.1 Lemma uy € R" belirli bir nokta olmak iizere

/ f(v)—dv — <00 (3.3)
[v—up|>1 |U - u|n “

ile tamiml1 Riesz potansiyeli hemen her w« i¢in sonludur.

Ispat ~ > 0 bir say1 olmak iizere

[ G4
|lu—ug |<r
integralini ele alalim. Bu durumda
(< [ LY 4 3.5
R vV — u‘n o
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dir. Buna gore sag taraftaki integralin sonlu oldugu ciimlelerde I, f sonludur. Bu da

sunu gosterir. Bu lemmay1 negatif olmayan f ler icin ispatlamak yeterlidir. Bundan

1
loc

dolay1 f’ yi negatif olmayan ve L; .(R™) de olan bir fonksiyon olarak kabul edecegiz.

f(v)
1, du = d ——
/U—UO|ST( f) ) /lu—uo|§r uﬁ—ualsw fu— o=

+/ du/ L)_dv
lu—uo|<r |[v—ug|>1+4r |u - v|n ¢

=1 + I,

Simdi I; ve I, yi heseplayalim. Once I, ifadesinin integrallenme bolgesini ele alalim.

Gordiigiimiiz gibi /; in integrallenme bolgesi
(u,v) = {lu—ug| <7 Jv—2v9] <1471}
dir. Bu durumda bu bolgede olan her (u, v) igin sunu yazabiliriz,
[v| < v —uo| + |ug| < 1+ 7+ug

= {Ju —ul, v —uo] < 1+71} C {(u,v) : |u—ug| <r |v| <1+7r+|uol}

du
1 ()
[v|<14r+]|uo| |lu—ug| |U - u|

|lu — ugl, |v — up| < 1+ risebudurumda |v — u| < |v — ug| + |u — up| < 14 2r dir.

d
< / f(v) ( / —“) dv
[v|<14r+|ugl J[u—v|<1+2r ’U - u‘ —
142r tn—l
< / f(v) (wn—l/ n_a) dv.
0] <1+r+uo o 1t

Burada w,,_; birim kiirenin yiizey alanidir.

uy; = v1 + tcosby

Uy = Vg + tsinbicosbls
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Uy, = Uy, + tsinbsinbs..sinb,_;

Jakobiyen =t""1Q(0)dtd6 dir. 2(#)’ nin integrali birim kiirenin ylizey integralini verir.

{(u,v) : Ju—ug| <7 Jv—u| <147} C{(u,v) : |Ju—v| <1421 |v| < 1+7r+|ul}

1 r 27 T ™ 1
{/ —du:// / / t”‘l—dtdel...den_l}
< U] o Jo Jo 0 e

< c/ f(v)dv (f € Lj,.(R")oldugundan < co) (3.6)
ol <17+ o

= I;sonludur.

]2 :/ dU/ L)_dv
|lu—uo|<r |[v—ug|>1+r |U - u|n “

!v—U\ZI(v—uO)—(u—uO)\ZIU-UoI-IU-Ue!Z\v—w!(l—

]u—u(]])

|v — ug|
T 1
>:|v—u0\
r+1 1+7r

S/ du(/ f(v) T dv)
|lu—ug|<r [v—uo|>1+r |U - U/O’W

=(1+ r)"a/ du (/ %dv)
|lu—ug|<r [v—uo|>1+7r |U - 'LL()’

< c/ Ldv < 00((3.3)’ten) 3.7
|

N v—ug|>1 |U - u0|n—o¢

> |v—u0|<1—

(3.6) ve (3.7) ifadelerini (3.3)’te kullanirsak

/_ |(Iaf)(u)du < 00

elde edilir. Dolayisiyla 7, hemen her u i¢in sonludur.

3.1.2 Lemma f € L] negatif olmayan bir fonksiyon olmak iizere Lemma

loc

3.1.1°deki (3.3) kosulu ile agsagidaki kosul denktir. Her u € R™ i¢in

/ Ldv (3.8)
\

v—u|>1 |?J - u|n—a

dir.
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ispat
[ )y,
|[v—u|>1 |?J - u|n “

Sl

(Jo—ul[>1)N(Jv—up|<1) (Jlo—u|>1)N(Jv—up|>1)

s/ f(v)dv+/ J(v) _a(|”_“0|) v, (Jv—u| > 1)
[v—up|<1 (Jo—ul>1)N(Jv—uo|>1) |U - u0|n v—u

<[ s | o) (o=l b=y,
lv—uo|<1 (Jo—u|>DN(Jv—ug|>1) [V — g v—u

< / f(o)do + / IO gl
lv—up|<1 (Jv—u|>D)N(Jlv—up|>1) ’U - U0|

) £(v)
- d — o) AV
/w e () /| =t

dir. Bu da ispat1 tamamlar.

/n<1 o) f(v)do < oo.

d
(L)) = | fo)—=— 0<a<n,ucR" (3.9)
Rn lu — v|r—e
Gosterdik ki, en az bir uy € R" i¢in
d
/ Flo)———— < 0. (3.10)
|lv—up|>1 |U0 - Uln @
Yu € R" igin
d
/ () ——— < 0 G.11)
[v—u|>1 ’U - U’

kosullar1 denktir. Yani

(3.10) < (3.11)
dir.

3.1.3 Lemma f, negatif olmayan lokal integrallenebilir fonksiyon olmak tizere

(3.2) kosulu asagidaki kosula denktir.

dv
V) ———mm < 0. (3.12)
RIS ey i
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ispat

dv dv
Fo)— +/ fo)—T
/v—uo|>1 |1 + |U||n—oz |[v—u|>1 |]' + |U||n—a

dv
= f(v)—————— < o0.
e O ol

Yukarda solda tanimli iki integral sonlu ve bunlarin toplamida sonludur ve bu toplamda

sag taraftaki integrali verir bu integralde sonludur. Boylece Lemma sonludur. Boylece

Lemmanin ispati tamamlanmis olur.

3.2 I, Riesz Potansiyelinin Lebesgue Uzaylarinda Sinirlihig:

Bildigimiz gibi lokal integrallenebilir fonksiyonlar sinifi integrallenebilir

fonksiyonlarin en genis sinifidir ve f bu siniftan oldugundan

dv

|lu — v|r—e

(Iof)(u) = f(v) O0<a<nueR" (3.13)
Rn

Simdi f nin sinifin1 daraltarak daha ince sonuglarin elde edilebilecegini gosterecegiz.
Bunun i¢in p > 1 olmak iizere f yi L, simfinin elemani olarak ele alacagiz. Once

p,q > 1 sayilar olmak iizere (3.4) formiilii ile taniml1 Riesz potansiyeli
Lp(R™) = Ly(R")

doniislimiinii yapsin. Bu durumda «, p, ¢ sayilarn arasindaki iligkiyi bulalim. Bu
doniisiime gore,

o fllg < <l £y

olmalidir. Bu normu agik sekilde yazacak olursak,

(/;té _iﬁi_dﬂzm>;§C<RnV0Mﬂw); (3.14)

n U —un
dir. Amacimiz (2.2) nin saglandigin1 kabul edip p,q ve « sayilar arasinda nasil

bir iligki oldugunu gérmektir. Hipoteze gore her f € L,(R™) i¢in (2.2) saglanir.
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Bu durumda (2.2) esitsizligi A > 0 pozitif sayis1 i¢in f(Au) fonksiyonu icinde

saglanacaktir. Yani

(/l»@”?gg%ﬂmwmoééc(Rgf@wwmoé

yazabiliriz. Integralde

BN —>@ BN —>d—u
AT T Rt T T T

adu @ du v
hdnd < pt
XJ _c(RJNMIM>

yazalim. Bu durumda

(LI =%
i (

[ afllzyey < X572 |, e
elde edilir. Buna gore ii¢ durum s6z konusudur:
1.durum : A\ nin kuvveti pozitiftir.
2.durum :\ min kuvveti negatiftir.

3.durum X nin kuvveti sifirdir.

/ &dv}qcﬁoq <eAr ( |f(u)]pdu)p
e [V —ulre R™

(3.15)

A parametresini kendimiz (A > 0) se¢cmistik. Buna goére bu ii¢ durumu

inceleyelim. 1.durum : Farzedelimki A nin kuvveti pozitif olsun. Bu durumda (3.6)

esitliginde A — 0 iken limite gecersek
o f]L,mmy = 0,V f € L(R")

olur.

2.durum A nin kuvveti negatif ise (3.6) esitliginde A — oo iken limit alinirsa

[ Lafllz @y = 0,V f € L,(R")
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olur. Bu ise su anlama gelir: I, Riesz potansiyeli L,(R™) den olan her fonksiyon
icin h.h.y sifirdir. Bu ise olamaz ve bu nedenle (3.6) esitsizliginin anlamli olmast i¢in

3.durum gecerli olmak zorundadir. 3.durum : A nin kuvveti sifir ise

a—n(-— )=O:>g=
n

| =

1
p
esitligi saglanmalidir. (3.6) da 0 < « < n ifadesinde goriildiigi gibi « ve f
pozitif sayilardir. Buna gore & = % — % > 0 dir. Bu da gosteriyor ki ¢ > p
olmalidir. Dolayistyla /,, Riesz potansiyeli L, (R™) den L,(R") ya doniisiim yapiyorsa
bu durumda mutlaka ¢ > p ve & = > — _ esitligi saglanmahdir. Buradandap = ¢ = 1

ve p = ¢ = oo olamaz. Ciinkii 0 < o < n dir. Ozetlemek gerekirse

n n a 1 1
I.f : L,(R") — L, (R )@E:E—a,q>p.
Simdi bu ispat1 yaparken biz [, Riesz potansiyelinin L,(R") de olan tim f
fonksiyonlar1 icin h.h.y sifir olmayacagim gosterdik. Simdi buna bir 6rnek verelim:
Farzedelim |u| < 1 olsun.

F() = {1+]v|, o] <2

0, d.durumlarda

tammlayalim. Once f € L,(R") de yani || f]|,,&») < oo oldugunu gdsterelim . Bu

durumda
v

L f(u) > /| O 2 / S

|v—wu| < 1oldugunda agiktir ki |v| < |v—u|+|u| < 2 dir. Dolayisiyla integral altinda

f(v) yerine 1 + |v| yazilabilir. Buna gore

/ (14 |v])dv > / dv = w, 1.
[v—u|<1 lv—u|<1

Bu ornek gosteriyor ki [, Riesz potansiyeli L,(R™) deki tiim fonksiyonlar igin h.h.y

sifir olamaz. Gosterdik ki [, : L,(R") — L, (R™) doniisim yaptyorsa ¢ > p

ve = = 110 — é olmalidir. Ispatladigimiz bu sonug I,, Riesz potansiyelinin L, (R"™)

den L,(R™) ya doniisiim yapmasi i¢in bir yeter kosuldur. Simdi de bu kosullarin 7,
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Riesz potansiyelinin L,(R") den L,(R") ya doniisiim yapmasi igin gerekli oldugunu

gosterelim. Bunun icin 6ncelikle asagidaki lemmayi ispatlayalim.

3.2.1 Lemma Farzedelimki 1 < p < 00, & =  — 2 ve f € L,(R") olsun. Bu

taktirde /,, f Riesz potansiyeli h.h.y mutlak yakinsaktir.

Ispat. Aciktir ki

(Iaf)w) = [ S0 ,”_
- v|< f(u—i—v),v|n_a+ [o|> f(u—l—v)hj%
= (Iaof)(u) + (To2f)(u). (3.16)

Burada 4 herhangi bir pozitif sayidir. 1,1 f ve I, f yi ayr1 ayn ele alahm. [, ; f i¢in

1
P D
du)

sunu yazabiliriz:

(] \(Ia,lfxu)rpdu)’l’ (/.

“J L
- / ud (/ .

< dU — a n—l—n+ad
< f1lz, @) e |1 f]| 2, @rywn-1 i p p

||§u| e

= Cl|fllz,@m1

dv

o]

flu+v)

[v|<p

p 1 J %d
f(U—FU)’W—a)pU v

f(u+v) ’pdu) :

Burada gosterdik ki 1, ; f h.h.y yakinsaktir.

J.

bulunur. Simdi /,, » f yi ele alalim:

(o)) du < CI| |z, ey 1" (3.17)

dv dv 7
|(Ta2f (w)] < f(U+v)‘ e < I fllz,®n) (/ W) :

[v|>p [v|>p ’U
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Burada bu esitsizligin saginda parantez i¢inde verilen integralin yakinsakhig1 i¢in (n —

a)p’ > n olmalidir. Buradan agagidaki esitsizlik

(n—a)p’ =n(l- %)p' N

1
o ’ n—(n—a)p\
= {1 /1|, @ (wnl/ Wdt> = {111y () (cna p" "= P)
m

P p q q
< Cl|fllLy@myp
|(Ta2f) ()] < C|Ifl[ymp ™ (3.18)

bulunur. Boylece gerek kosul ispatlanmis olur.

3.2.1 Teorem 1 < p < o0, & = % - é, f € L,(R") igin I, f Riesz potansiyeli
zayif (p, q) tipli operatordiir. Yani keyfi pozitif ¢ i¢in

€ R (1w > 5} < (L10)°

dir (Stein 1970).
Ispat. (3.7) den

{o (L)W >0 C {u: [(Taaf)(w)] > 5} U {u: [(Tozf)(u)| > 5} dir. Bu

durumda yukaridaki kiimelerin 6l¢iisii icin
|A+ B| <|A| + |B] (3.19)

dir. Simdi ise yukarida verdigimiz kiimelerin 6l¢iisiinii ayr1 ayr1 hesaplayalim. (3.8)’in

kullanilmasiyla
. 5
{u: [(Lapf)(w) > 51} = f|{u o £)(u)> 3y A
‘2(1a1
= J{wl (Lo, 1) (w)>§}

< 5 Jan Tan ) @)Pdu, {u + |(Ioa f)(u)] > 5} C R

< CHJCH]ZP(RWL)MW%-
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Boylelikle

5 ua p
0 (Lo )] > 31 < € (21 (3.20)
dir. 1, f i¢in (3.9) esitsizligi mevcuttur. 1 > 0 sayis1 keyfi oldugundan £ yii
n 0
CHfHLp(R"):u = 2
seklinde alabiliriz. Bu taktirde
o
{u: [(anf)(w) > 53 =0 (3.21)
bulunur. Bu taktirde
_n )
M q —m ——————
201 f1 Ly (mmy
S B
S (3.22)
: <20Hf|!Lp(R"))

elde edilir. Bu verilen degerler asagidaki ifadede yazilacak olursa: (3.21) ve (3.22)’den

Qs 1) > )] < [fus L N0 > 53] ] [(aan) )] > )

et p
L
<0 (5l

o (Ml (20N e\
o 0

o MWy (W)™ @ 11
= Upyq 5P 5 ’n_p q
~-C (HfHLp@R"))q
=G (g

esitlii bulunur. Boylelikle ispat tamamlanmis olur.
3218onugp=1,% =1~ % icin f € L(R") ise I, f Riesz potansiyeli zayif

(1, ) tiplidir (Stein 1970).
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4. MORREY UZAYLARINDA /, RIESZ POTANSIYELININ
SINIRLILIGI

Bu bolimde L, ,(R") Morrey uzaylarinda [, Riesz potansiyelinin Spanne-tipi
ve Adams-tipi sinirliliklart ispatlanacaktir.  Bu ispatlar verilen lokal esitsizlikler

yardimiyla yapilacaktir. Oncelikle Morrey uzayinin tanimini verelim.

41Tamm 0 < X\ <n,1 <p < oove f € L (R"),

2
Al sery = s9P 72 111, () < 00

u€Rn
olan her f fonksiyonlarinin sinifina Morrey uzayi denir. Bu fonksiyonlarin sinifi
L, » (R™) seklinde ifade edilir (Morrey 1938).
Yukaridaki sartlarla tanimlanan norm ile L, , (R") bir Banach uzaydir. L, , (R")
Morrey uzayi cebirsel 6zellikleri ile alakali baz1 temel sonuclar asagida verilmistir.
(i) A =0ise

Ly (R") = L, (R")

bilinen Lebesgue uzayidir. Gergekten,

_o
‘|fHLp70(R") = 512103 roe HfHLp(B(u,r))
uERM

= sup (£l (5
u€R™
= ||f||Lp(R")

olur.
(17) A = nise

Lypn (R") = Loo (R)

WL, (R") zayif L, (R") uzay1 ve

_1
||f||LOO(Rn) = wnp ||f||LP,n(Rn)
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gerceklesir. f € Lo, (R™) olsun. Bu takdirde,

1
P 1
(7 [ 1ropa)” <l
B(u,r)

olur. Buradan f € L, ,, (R") bulunur ve

1
| flipm@mn) < wi | flo. (R")

saglanir. f € L, , (R™) olsun. Temel Lebesgue Teoremi yardimiyla
: 1 p p
lim ———— [f ) do = [f ()]
B(u,r)

50 m (B (u,7)

O halde,

: 1 D % 7%
1= (i gy o @) <

olur. Dolayisiyla f € L., (R") dir.

(i7i) A < 0 veya A > n iken L, (R") = ©’dir, © R™ de 0’a denk fonksiyonlarin
kiimesini gostermektedir (Stein 1970).

Ustelik 1 < p < o0, f € WL (R") olmak iizere zayif Morrey uzay1 W L, » (R")

;A
||f||vap,A (R") = sup 7 » 1 llw e, () < o©

u€RM

olacak bigimdeki fonksiyonlarin kiimesini belirtmektedir. Burada W L, \(B(u,r));

HfHLP(B(u,r)) = HfXB(u,r)HWLp(R")
1

= sup [{v e B(u,r) :|f(v)] >r} ’

sartin1 saglayan zayif L,(R") uzayinda olgiilebilir fonksiyonlarin uzayidir. Ustelik,
WL, R")=WL,,(R")

esitligi de saglanir. Y C R™ olmak iizere || f HWLN(Y) < |Ifll L,A(v) Ve boylece
Lo\ (Y) C WL, (Y) saglanr.
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4.1 Teorem 1 < p < 0o, A\, ;u > 0 ve % < £ olsun. Bu takdirde, Y C R"

olmak uizere

Lq,u(Y) = Lp,A(Y)
gomiilmesi gerceklenir.

Ispat }% ile 1_; T2 eslenik olmak iizere Holder esitsizligini kullanarak

\/B(u,r) |f(v)|pdv N </l;(u,r) dv) (/B(u,r) |f(v)|qdv)
< (apr™) e 1)’
< (™) (Lmﬂuwnv)

Q

yazilabilir. Ayrica,

N — _
P n@Agn(l—E)—i—uz—?
¢) q

N (g)n(l’;)ﬂ‘f} - (g)A
d — \d
= (18l o 2 gn(1=8)+nl-x

elde edilir. Bu ifadeleri yerine yazdigimizda

. N N\
(r‘émﬂV@HdO N(rﬁémﬂuwﬂdﬂ

bu esitsizlik bulunur. Boylece || f|] Ly (Blur)) S Wz, (B buldugumuz esitsizlik

saglanir.
42Teorem 1 <p<oo,0<A<n—apvefée Lg’c(R”) olmak iizere

o fllLya@my S 1L, @)

esitsizligi saglanir. Bu esitlikten 7, : L, \(R™) — L, x(R") ya sinirlidir (Chiarenza ve
Frasca 1987).
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4.1 Riesz Potansiyelinin Morrey Uzaylarinda Spanne-Tipi Stmirhhig:

Oncelikle Spanne-tipi sinirlilik icin asagidaki lemmay1 verelim.

411 Lemmal <p<o00,0<a<
takdirde

1 a loc n
: —%ve fe L (R™) olsun. Bu

n 1
p’ D

Moflesiotury < €% [ €51l aud
esitsizligi gergeklesir (Guliyev 2009).

Ispat. Kabulden 1 < p < oo olsun. f fonksiyonu f = fi + fo, fi(v) =
FW)XB2r)(V), f2(v) = f(V)XBe,2r)(v), 7 > 0 seklinde belirlenirse

]af(u) = ]af1<u) + Ian(u)

olur. Hardy-Littlewood-Sobolev Teoremi esitsizligi:

H[afHLq(R") < Cp,ql‘fHLp(R”) dir.

1l <p<ool<ac % % = 110 — = kabuliinden ve C sabit olmak iizere

yukaridaki Hardy-Littlewood- Sobolev e§itsizhgmden
[HafillL,Bs) < IHafillLyen

< Ol fillz, @
= Cl|fl|z,B2m)

bulunur. Ayrica,

1 llosuany < O / Y £ ay dt
2r

oldugu dikkate alinirsa

o0

Lo fill2y(BGury < Cra 0l (Blay) dt 4.1)

2r

bulunur. |u — z| <7, |z —v| > 2r oldugunda |u — z| < r < lz;”' dir. O halde

lu—v|=|u—z+2z—1
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<|u—z|+ |z =]

<r+lz—v
<)o -
2
ve
|z —v| =]z —u+u—v|

<|z—ul+|u—v

<7+ u—v|
\z—v|_H |
— +|u—vw
- 2
|z — v
= < |u—0l.

Bunun sonucunda,

P R I Py
22 vl < lu ’1}_2,2 v

bulunur. Dolayisiyla

f(v)
Lo fol Ly < || / -
| QHLq(B( i) e (u,21) |z — v[n—e Lo(Blut))
f(v)]
= C/Bc( 2t) mdeX(B(u,t)HLq(Rn)

olur. 5 > % secerek , Holder esitsizligini kullanarak

[f(v)]
fBC (u,2r) |lu—v|"—« dv

[e.9]

_ 5 W—UW””U@N(/ t”*ﬁ)m
Be(u,2r) J[u—v|

=4 t=P1 (/ lu — v|a_”+5|f(v)|dv) dt
2r {veRm™:2t<|u—v|<t}

<C / At "
. 1 LB Lp(B(u,t))

o] 51 1 p %
[ e ([ () )
2 p(Blnt) st<ju—v|<t \ |t — v["7P
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1
[e’e] t n—1 1
t P
_ —B-1
=C . t 12, (B (/tnl /Qt —t(n_a_ﬂ)pdtdv> dt

[ee}
py 1
<c / B L By (8 )
2

r

o
_ C/ TR F 1, By
2

r

o0 n 1
— c/ 7 fll LBty dt

4.2)
2r
bulunur. Diger taraftan % = Il? — % ise % = % — o dir. Bu ifade (4.3) da yerine yazilirsa,
Lo follL,(Bur) < C ) ta_(5+a)_1||f||Lp(B(u,t))dt

_ c/ s f 1 L (B dt
2

r

< Ord / £ fll B dt
2r

olur. Bunun sonucunda (4.2) ve (4.3) den Lemma (4.1.1) ispatlanir.

4.3)

4.1.2 Teorem (Spanne) Kabul edelimki0 < a <n,0 < A <n—-a,1 <p <2

n\ _

olsun. p = %, .=

1 _ayed — £ djyelim. Bu takdirde
P n p q

o flLg @y < ClSflL, s@m)
esitsizligi gerceklenir.

Ispat. Lemma 4.1.1 den ve 2 = £ esitligi kullamilarak

K
e llq i = s0p 17 o fll 2,500

>0

< C' sup rora / t%nﬂHfHLp(B(u,t))dt
u€ERM T
>0

< Csup 1Tl [T

u€ERM
>0

n

{r%_q

n— 1
<Csupr||flL lim

n
wERN PART) (oo A
>0 p

< Csupr'a || fll

u€ER™
>0

a
)
q

pan) "’

q

32



:C’supr%HfHL raq

e P.ARD)
>0

= Ol fllz, @™

olur. Sonug olarak ispat tamamlanmis olur.

4.2 Riesz Potansiyelinin Morrey Uzaylarinda Adams-Tipi Simirhilig:
Oncelikle Adams-tipi smirlilik icin asagidaki lemmay1 verelim.

4.2.1 Lemma Kabul edelimki 1 < p < 00,0 < a < & ve f € Ly*(R") olsun.

Bu takdirde C; f, u ve r fonksiyonlarindan bagimsiz olarak

|]af| < Cro‘Mf(u) + C/ tai%ile”Lp(B(u’t))dt
esitsizligi gergeklenir (Guliyev 2009).

Ispat. 1 < p < oo olsun. f fonksiyonu f = fi + fo, fi(v) =
J(W)XB2r) (V), f2(v) = f(v)XBe(,2r)(v), 7 > 0 seklinde ele alinirsa

Lof(u) = Iofi(u) + Lo fa(u)

olur.

|1 fi(u)| < Cr*M f(u) esitsizligi 1972°de Hedberg tarafindan gosterilmistir.
1., f> icin Holder esitsizligi ile,

I, fo(u) < / lu —v|*"| f(v)|dv

Be(u,2r)

< C'/ |f(v)]dv/ te e
B¢ (u,2r) |[u—v|

< c/ (/ |f(v)|dv) 1 gy
2r 2t<|u—v|<t
S 0/ ||f||Lp(B(u7t)) (/ 1du) ta_n—ldt
t 2t<|u—v|<t

ltafnfl

S 2t »
= C/ HfHLp(B(u,t)) </ / a”ldads) dt
T Snfl t
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- -4y a—n—
< C/ 1L, (B t™ Pt Ldt

- O/ 7 Nt
dir. Boylece (3.18) ispatlanir.

4.2.1 Teorem (Adams) 0 < o <n,1 <p < 2,0 < A < n — apolsun. Bu
takdirde

eIl ) < ClIFL, pcrm)

saglanir, % = }—17 — % dir ve C sadece n, A, p, « ya baghdir.

P

fspat. ror 7" < C (TA’%”)(I den, r > 0 olmak iizere 7 » = I

A1z, \ @)
secilirse ve B(u, 1), u merkezli r yarigaplt agik yuvar olmak tizere Lemma 4.2.1’den

1 q
(TP —— (—A / !Iaf(v)lqdv)
et AP o)
1

A q
=supr « (/ |Iaf(v>’qd?))
uekn Blur)

>0

— up ( | (Cr“Mf W+ | tleHL,,<mdt) dv)
ueRM B r

r>0

A t\?
— sup r (/ (O M f(u )+O||f||LmRn t) dv)
u€ERM Bur)

< sup r- (/B (CO™ )i Mf ) + CO )i g, ncer qdv)

u€RM
>0

I M (u) )5‘1 ( > W)
_ ; o 2 8. "
e (/B(u,r) ( <||f||Lp,A<Rn) M)+ |f||LpA(Rn 711z | v

_A »
—sup ( /B ( )(C(Mf(u))q\lfHLm(Rn)> dv)

>0

= CHfHL @) SUP ||

r>0

—CHfHL Rn><I\MfHL
34
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1 <p<oovel < A< nolmakiizere [|Mf||, &) < C||f]|z, @) bu teoremden

1-2 :
< ClAlz, s @ IFIIZ, gny
= Ol fllzya@m)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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5. MORREY UZAYLARINDA GENELLESTIRILMIS RIESZ
POTANSIYELININ SPANNE VE ADAMS TiPi SINIRLILIKLARI

Bu boliim i¢inde, Morrey uzaylarinda /, genellestirilmis Riesz potansiyelinin
Adams-tipi ve Spanne-tipi sinirliliklar: p fonksiyonu i¢in uygun sartlar konularak lokal
esitsizlikler ile kanitlanmustir. p : (0, 0c0) — (0, co) fonksiyonu

lim p(r) = 0, lim p(r) = oo

kogullarin1 saglayan pozitif Olglilebilir bir fonksiyon olan I, genellestirilmis Riesz

potansiyeli

1,f(u) = / P =2l) p )y

n Ju— o
seklinde ifade edilir. ~ Agagidaki lemma, [, genellestirlimis Riesz potansiyel
operatoriiniin L, (R™) Lebesgue uzaylarinda ve W L, (R™) zayif Lebesgue uzaylarinda

stnirlilid1 icin gerek ve yeter kosullar1 ifade eden bir esitsizliktir.
5.1 Lemma (i) 1 < p < ¢ < oo olsun. Bu takdirde , : L,(R") — L,(R")
siirlt olmasi i¢in <= Vr > 0 i¢in

n n

p(r) < Crr

Q

gercekleyen pozitif C' sabitinin bulunmasidir.

(i1) 1 < g < oo olsun. Bu takdirde I, : L (R") — W L,(R™) ye sinirlt olmasi

icin <= Vr > 0 i¢in

n

Q

p(r) < Cr'"”

sartin1 kargilayan pozitif C' sabitinin bulunmasidir (Nakai vd. 2014). Asagida verilen

lemma gecerli kalir.

5.2 Lemma Vr > 0 icin p fonksiyonu

> @5/”06)@<O@

th t

te(r,2r) t
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esitsizligini saglar (Kiiciikaslan Doktora Tezi 2015).

5.1 Genellestirilmis Riesz Potansiyelinin Morrey Uzaylarinda Spanne-Tipi

Siirhihg:

Bu alt boliimde, I, genellestirilmis Riesz potansiyel operatorlerinin L, »

Morrey uzaylarinda Spanne-tipi sinirliligi lokal esitsizlikler yardimiyla ispatlanacaktir.

Asagidaki lemma I, genellestirilmis Riesz potansiyeli i¢in lokal esitsizliginin

genellestirilmis versiyondur.

5.1.1 Lemma 1 < p < ¢ < oo olacak bi¢cimde p icin

p(t) St s

sup ~
te(r,2r) 126

1 ¢ [

"t

kogullart saglansin. Bu taktirde, r > 0 ve p > 1 = Vf € LI*(R") igin

H‘[PfHLq(B(u,t)) < ||fHLp(B(u,2t)) +ta /2t 7”5_1,0(7“)‘|fHLp(B(u7T))dT.

p=1=VYf e LlR")igin

Lo fllwe, By < B2 +“/ 7 r p()|| Fl b (Blary)dr
2

t

esitsizlikleri saglanir (Guliyev, Ismayilova, Kiigiikaslan, Serbetci 2015).

(5.1)

(5.2)

(5.3)

(5.4)

Ispat 1 < p < oo olacak bigimde f fonksiyonu f = fi + fo, fi(v) =

f(v)XB(Mt) (v), fo(v) = f<U>XBC(u,2t)7t > (0 olarak alinirsa
Ipf(“) = pfl(u) + Ipf2<u)
i¢cin norm esitsizliginden

L fI1 < L fill + [ fol|
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esitsizligi yazilabilir. 1 < p < oo olmak iizere Teorem 4.1.2°den I, f; icin
[ Lpfill gty < [HpfillLy@n)

S flle, (Bu2e)
= | 11, (Bu20)) (5.5)

bulunur. Diger yandan

z€ Bu,t) = ju—z| <t
v € B(u,2t) = |lu—v| >2t
lu —v| <t+|v—2z|
lu—v|—t<|v—2%
2t < |u— v
$t<1| |
—|lu—wv
-2
1
|u—v|—§|u—v|§|v—z|

Lol <o
—|uU — v vV —Z
L] <

lv—z| <|u—z|+|u— 2|
<t+ |u—o|

< Lol ol
—|uU — v u —v
-2

3

:gm—m

bulunur. Buradan

1 3
Slu—v] <o—2l < Slu—v
2 2

bulunur. Buna gore

DO | —
~
VA
<
IN
[\ NGV
~
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yazilr. Ustelik I, f igin

v—2z|)
I u H/ 2llv = #)) ”dv)
L | Y N rrome DL PR

(o o ibrtra 02)
B(ut) ' J Be(u,2t) v — 2|
Plv =2 ey )" ] )é
< (/B(u,t) <\/Bc(u’2t) |U _ z|” |f(v)| v z
~ plu—vl) oo )qd )é
</B(u,t) (/Bc(u,%) |u — ?}‘n |f(U)| v z

elde edilir. Genellestirilmis Minkowski esitsizligi ve Lemma 5.2 ile

(f y (f o G >|dv)qdz>3
/B (‘/ (e W) w

. p(lu — o)
pr— q _— dU
¢ /B . )]

n e d
sti [ i) ( [ l) v
Be(u,2t) o] TT

yazilir ve Holder esitsizliginden

n (% p(r) /
= ta dr f(v)|dv
/2t it 2t§\u—v\<t| (©)]

s [ p(r)
< / PO s By dr
2t

,,nn—i-l
o [ p(r)
’S ta /t m”f”Lp(B(u,r))||1||LQ(B(Uv7"))dT
a [ p(r) a
:tq/ arr LBy adr
2t T

39



n [ p(r) 1 1
= tq l)/n j? Ly(B(u,r dT,—-—% —_ = 1
ot Tn(l—%)-HH H p(B(u,r)) » g
=t [ ol 56
2t
bulunur. Boylece (5.2) esitisizliginin ispati tamamlanmig olur. p = 1 olsun. I,

genellestirilmis Riesz potansiyel operatoriiniin zayif (1,¢) sinirhiligi ve Teorem 4.1
dikkkate alinarak

o fillwry ) < pfillwe,@e) S [Lfillei@sy = [[flle B2 (5.7)
olur. Dolayisiyla (5.5) ve (5.6) dan (5.3) bulunur.

Simdi, asagida verilen teoremde lokal esitsizlikler yardimyla 1,
genellestirilmis Riesz potansiyeli operatdriiniin L, y Morrey uzaylarinda Spanne-tipi

stnirhiligini gostermeye calisalim.

5.1.1 Teorem (Spanne-tipi smirhlik) 1 < p < ¢ < o0, A > 0, = % olsun.
S olacak bicimde p 1¢in
f € L*(R") olacak bigimde p igi

pt) St v (5.8)
ve
t < p(t) dt
sup & < / p( )_ (5.9)
te(r,2r) 2 r A

kosullar1 ger¢eklensin. O halde Vr > 0 i¢in

o f Ly u@ey S N1 L, (5.10)

esitsizligi gergeklenir. Buna gore I, : L, (R") — L, ,(R") smirhdir (Kiigiikaslan
Doktora Tezi 2015).

ispat Kabulden 1 < p < oo olsun. Bu takdirde, (5.8) ve (5.9) sartlan ile
birlikte Lemma 5.1.1 kullanilarak

K
Hpfllzg uieny = sup 72 [ Lol (5w

u€RM

—u n & _n__
S Stljg) ta (HfHLp(B(u,Zt)) + e / e 1p(7’)\|f\|Lp(B(w))dr)

CeRn 2t
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—n t% ® _a_ n [ _n_
Ssupte ( /2 ror 1/)(7’)‘|f‘|Lp(B<u,r))dT"‘tq/ ror 1/)<T)‘|f‘|Lp(B<u,r))dT>

2t

K n ° —_n_1 n & _n_1q
~ sup ¢ (6 [0l @+ 3 [ )

2t

o0
T _n_
< sup it / S CO [T
t>0 2t
ueR™
n—p ¥ ng 2
5 sup t ¢ HfHLp,A(R”)/ ror rpp(?")d?’
uthDn 2t

n—p A=n
S sup ¢ 2@t ? P(t)
uERM™

n—p A=n n—A_n—p
/S sup ¢ ¢ HfHLp,A(]Rn)t ptor !
t>0

uER™
= HfHLp,)\(Rn)
bulunur. p = 1 olsun. Bu taktirde /, genellestirilmis Riesz potansiyeli operatoriiniin

zayif (1, ¢) simirliligi ve Lemma 5.1 ile

o fllwryBay) < pfllwe,@ey Sl L @n)

esitsizligi elde edilir. Bdylece ispat tamamlanir.

n

Teorem 5.1.1 den 0 < a < n,1 < p < Zigin p(r) = r* alnirsa Riesz
potansiyelinin Morrey uzaylarinda sinirliligi olan Spanne teoremi bir sonu¢ olarak

bulunur.

511 Sonu¢ 0 < o < n,1 < p < 2,0 < XA < n— ap olsun. Ustelik

a="-1 2= Lye fc [l°(R") olsun. Bu taktirde,
q’p q p

A

o flgp@my S 1L, 5@

esitsizligi saglanir. Bu esitlikten /,, : L, \(R") — L, ,(R") ya smirhdur.

5.2 Genellestirilmis Riesz Potansiyelinin Morrey Uzaylarinda Adams-Tipi

Siirhihg:
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Bu kissmda 7, genellestirlmis Riesz potansiyeli operatorlerinin L, , Morrey

uzaylarinda Adams-tipi sinirliligini lokal esitsizlikler ile ispatlayacagiz.

Asagidaki verilen Lemma I, genellestirilmig Riesz potansiyel operatoriiniin
L, Morrey uzaylarinda Adams-tipi smirhligimi  kanitlamak ic¢in  bulunan

genellestirilmis lokal esitsizliktir.

521 Lemma 1 < p < 00,0 < 2k; < ky < 0o olmak iizere f € LY*(R")

olsun. p i¢in

veE

B k2t () dr
pt) = / &n)—
kit r T

kosullar1 saglansin. Bu takdirde » > 0 i¢in

(L f (W) < p(t) M f(u) + / P pf (O epsrydr
t
esitsizligi saglanir (Guliyev 2015).

Ispat 1 < p < oo olsun. f fonksiyonu f = f, + fo, i(v) =
(W) xpan (V)s f2(0) = [(V)x g (V) t > 0 seklinde g6z Sniinde bulundurulursa

Lpf(u) = Ipfr(u) + Lo f2(u)

icin mutlak deger esitsizliginden
|Ipf’ S |]pf1| + |Ipf2|

bu sekilde yazilir. Ote yandan

LAl < [ P =), )1

(waty |u—ov"

0

p(lu = vf)

<X Tu= ol
{veR™:2k b t<|u—v|<2Fkkot} U — U

|/ (v)]dv

k=—o00
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0

1
< 2 kot / d
~ Z p< ’ )(Qkk2t>n {veR™:|u—v|<2kkot} |f(v)’ !

k=—o0

S p(t)M f(u)

bulunur. Ayrica Holder esitsizligi ve Fubini teoremini kullanarak

i< [ B

u — v

S [ U [ e ot
B¢ (u,2t) |[u—v|

</ ( / !f(v)\dv> () dr
2t 2t<|u—v|<r

< [ Wl ( / 1dv) () dr
t t<|u—v|<r

o0
1y
< / Ny, P07 p(r)
t

oo n g
:/ e p(T)HfHLp(B(u,r))dr
t

esitligi saglanabilir. Boylece ispat tamamlanir.

Simdi, asagida verilen teoremde lokal esitsizlik yontemini uygulayarak
I, genellestirilmis Riesz potansiyeli operatorlerinin L, ,(R™) Morrey uzaylarinda

Adams-tipi stnirliligini gosterelim.

5.2.1 Teorem (Adams-tipi Stirhilik) 0 < A < n,1 < p < oo olmak iizere
f € LI*(R™) olsun. p igin

n—A_n—\
p(t) Stv (5.11)
ve
t e d
sup &,S/ @—8 (5.12)
te(r,2r) tr r s s

kosullar1 saglansin. Bu durumda her » > 0 i¢in

o fllpgn@m S 1L, 0@ (5.13)

esitsizligi gerceklenir. Buradan, I, : L, \(R") — L, (R")‘ya siurhidir (Kiigiikaslan
Doktora Tezi 2015).
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> ve B(u,t),u merkezli t yar1 capli agik yuvar ve

e MJ(u)
11|z,

olarak belirlenirse (5.11), (5.12), Lemma 5.2.1 ve Teorem 4.2 den

1

=2 a

il = s % ([ itoan)
t>0 B(ui)

u€eRM

Y [e'e] n q (11
S tw ([ (ons@ s [T sl mnyr) o)
t>0 B(u,t) t
ueR™
Y * an_y K i
Sop % ([ (oM + Ul [ty )
ute>1Rn B(u,t t

1

=A A=n q q
S 7 ([ oM+ T 0y o)
>0 B(u,t)

u€eR™

=2 nay gt n-A\ g ! %
< sup te (/ ((t g ) Mf(v) + <t ? ) ||f||Lp,A(R")) dv)

emn B(ut)

1

V2 D q a

5N M f(v a1 Mf(v a ’

B </ <(|IJ”IIA) s+ (il ) ”L”’“R")> dv)
uthOn B(u,t) Lp A(R™) Lp A (R™)

1

Y 1 1—-2 q q
= ta M a N
st ? ([ (s, L) 0)

u€ERM

—HfHL (&m) Suptq IM£)

uER”

= ||f||L Rn)IIMfIIL &™)
< 1ifHL;icRn)\!f\!ip,A<Rn>

= [If1lz, rm)

p(B(u,t))

bulunur. p = 1 olsun. O halde I, genellestirilmis Riesz potansiyel operatoriiniin zayif
(1, q) strlihigr ve Lemma 5.1°1 kullanarak

o fllwryBy) < N pfllwe@ey Sl L @n)
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saglamir. Boylelikle ispat tamamlanir. Teorem 5.2.1'den 0 < a <n,1 <p < 2,0 <

A < n — apigin p(r) = r* alinirsa Adams teoremi bir sonug olarak elde edilir.

5.2.1 Sonug¢ Kabul edelimki 0 < a < n,1 <p < >0 < A <n—apve

— n : loc(Ton
a = 2 — 2 olsun. Bu taktirde f € L;>(R"),

A

o fllya@my S 1L, 5@

esitsizligi saglanur, 1, : L, x(R") — L, »(R™)’ya sinirhdir.
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