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Bu tezin tasarimi, hazirlanmasi, yiiriitiilmesi, arastirmalarinin yapilmasi ve
bulgularinin analizlerinde bilimsel etige ve akademik kurallara 6zenle riayet
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OZET

KESIRLI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN COZUM YONTEMLERI
YUKSEK LiSANS TEZi
CENNET GULHAN
PAMUKKALE UNIiVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI
UYGULAMALI MATEMATIK
TEZ DANISMANI: PROF. DR. HANDAN CERDIiK YASLAN
DENIZLi

Bu tez yedi ana boliimden olusmaktadir. Birinci bolumde kesirli analizin
gelisimine deginilmis ve literatiirde kesirli diferansiyel denklemlere uygulanan
yontemler hakkinda bilgi verilmistir. ikinci boliimde, bazi1 6zel fonksiyonlar
verilmistir. Ugtincti bolimde kesirli diferansiyel denklemlerin ¢oziumleri igin kesirli
tirev ve kesirli integrallere yer verilmistir. DOrdiinct bolumde rezidual kuvvet
serisi metodu tamimlanmistir ve rezidual kuvvet serisi metodu kesirli kismi
diferansiyel denklemlere ve denklem sistemlerine uygulanmistir. Besinci boliimde
siirht kesirli diferansiyel doniisiim yontemi verilmistir ve Kesirli diferansiyel
denklemlere uygulanmistir. Altinc1 bélimde Adomian ayristirma yontemi verilmis
lineer olmayan kesirli diferansiyel denklemlere uygulanmis ve yaklasik ¢oziimler
elde edilmistir. Aym1 zamanda uyumlu Kkesirli lineer olmayan Lane-Emden
diferansiyel denkleminin Adomian polinomlar1 cinsinden seri ¢oziimleri elde
edilmistir. Yedinci bolumde lineer olmayan kesirli diferansiyel denklem igin Taylor
serisi acilimina uygun seri ¢6ziim yontemi verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Diferansiyel denklem, Kesirli tiirev, Kuvvet serisi,
Adomian ayrigtirma yontemi, Rezidual kuvvet serisi yontemi.



ABSTRACT

SERIES SOLUTIONS OF THE FRACTIONAL DIiFFERENTIAL
EQUATIONS
MASTER’S THESIS
CENNET GULHAN
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS
APPLIED MATHEMATICS
SUPERVISOR: PROF. DR. HANDAN CERDIK YASLAN
DENIZLi

This thesis consists of seven main chapters. In the first chapter, the
development of fractional analysis is mentioned and information is given about the
methods applied to fractional differential equations in the literature. In the second
chapter, some special functions are given. In the third chapter, fractional derivative
and fractional integrals are given for solutions of fractional differential equations.
In the fourth chapter, the residual power series method is defined and the residual
power series method is applied to fractional partial differential equations and
systems of equations. In the fifth chapter, restricted fractional differential
transformation method is given and applied to fractional differential equations. In
the sixth chapter, Adomian decomposition method is given, applied to nonlinear
fractional differential equations and approximate solutions are obtained. At the
same time, serial solutions of the conformable fractional nonlinear Lane-Emden
differential equation in terms of Adomian polynomials are obtained. In the seventh
chapter, the series solution method suitable for the Taylor series expansion is given
for the nonlinear fractional differential equation.

KEYWORDS: Differential equation, Fractional derivative, Power series, Adomian
decomposition method, Residual power series method.
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1.GIRIS

Kesirli analiz, 1695 yilinda Leibniz ve L’ Hospital arasindaki mektuplasmada
L’Hospital” in “x in % tlrevi ne ifade eder?” sorusuyla ortaya ¢ikmistir. Son otuz yilda,

kesirli analiz, bilim ve miihendisligin farkli alanlarinda bir¢ok aragtirmacinin dikkatini
¢ekmistir. Riemann, Liouville, Caputo, Grinwald Leitnikov kesirli analize katkis1 olan
matematikgilerden bazilaridir. Baz1 durumlarda, kesirli analiz kullanarak
modellemenin tamsay1 analizinden daha gercek¢i oldugu ortaya ¢ikmistir. Bunun
nedeni bir¢ok fiziksel olgunun davraniginin yalniz anlik duruma degil, ayn1 zamanda
onceki zaman tarihine de bagli olmasidir. Sembolik hesaplamalar yapan bilgisayar
programlart yardimiyla da kesirli hesap, matematikgiler tarafindan daha fazla
kullanilmis, bir¢cok matematik¢i konu iizerinde arastirmalar yapmis ve bazi kesirli
mertebeden tiirev tanimlarin1 vermislerdir. Kesirli mertebeden tiirev ve integral

Leibnitz ve Newton tarafindan ayrintili olarak incelenmistir.

Kesirli  diferansiyel  denklemlerin  bir¢ogunun  analitik  ¢oziimi
bulunamadigindan yaklasik olarak ¢oziimlerinin bulunmasi i¢in gesitli yontemler
gelistirilmistir. Adomian ayrigtirma yontemi (ADM), Laplace analiz yontemi (LAM),
Homotopi analiz yontemi (HAM), Homotopi perturbasyon yontemi (HPM),
diferansiyel doniisiim yontemi (DTM), Rezidual kuvvet serisi yontemi (RPSM) bu
yontemler arasindadir. Bu yontemlerin bazilar1 tam sonuca yakin yaklagik seri formda
cozlmler elde ederken bazilar1 ise karmasik olan denklem ve denklem sistemini
dontisiim kullanarak daha basit denklem ve denklem sistemine indirgeyerek ¢oziimler

elde etmektedir.

Adomian ayristirma yontemi ile ilgili birgok ¢alismalar yapilmistir. Saha Ray
ve Bera (2005), lineer olmayan kesirli diferansiyel denklemin ¢6zimu igin Adomian
ayristirma yontemini uygulamislardir. Dz (2017), Adomian ayristirma yontemi ile
kompleks denklemlerin ¢6zimini elde etmistir. Giindogdu ve Goziikizil (2017),
Adomian ayrigsma metodu, degistirilmis ayrisma metodu ve laplace ayrigma metodunu

kullanarak lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerini elde
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etmislerdir. Ozpinar (2018), Adomian ayristirma ydntemi ile kesirli mertebe fark
denklemlerinin ¢ozimini elde etmistir. Tabak (2018), Euler ydntemi, Homotopy
analiz yontemi ve Adomian ayristirma yontemini uygulayarak bulanik diferansiyel
denklemlerin numerik cozlmlerini elde etmistir. Diz ve Kose (2021), Fourier
dOniisiim yontemi ve Adomian ayristirma yontemi ile Riccati denklemlerin ¢ozimanu
elde etmislerdir. inan ve Kaya (2021), Burgers benzeri denklemin bazi seyahat eden
dalga ¢oziimlerini bulmak icin Biacklund Doniisiimii, Benzerlik indirgeme ve Adomian
ayristirma yontemlerini denkleme uygulamislardir. Aljahdaly ve Al Zobidi (2022),
derin sularda veya okyanusta ortaya ¢ikan Schrodinger denklemini ¢ézmek igin

Adomian ayrigtirma yontemini (ADM), Padé yaklasimi ile gelistirmislerdir.

Rezidual kuvvet serisi yontemi ilk olarak Omar Abu Arqub tarafindan
tasarlanmistir. Alquran (2014), rezidual kuvvet serisi yontemi ile kesirli foam drainage
denkleminin analitik ¢ozlimlerini elde etmistir. Zhang ve dig. (2016), zaman Kesirli
Schrodinger denklemleri igin rezidual kuvvet serisi yontemini uygulamiglardir. Jaradat
ve dig. (2016), zaman kesirli Drinfeld-Sokolov-Wilson sisteminin rezidual kuvvet
serisi yontemini kullanarak sistemin ¢6ziimini elde etmislerdir. Korpmnar (2017),
kesirli Klein-Gordon denklemini ¢0zmek igin rezidual kuvvet serisi yontemini
uygulamistir. Senol ve Ata (2018), zaman kesirli KdV denklemlerinin rezidual kuvvet
serisi yontemi ile yaklasik ¢ozlimiinii elde etmislerdir. Durur ve dig. (2019), zaman-
kesirli Kadomtsev-Petviashvili diferansiyel denklemini ¢cozmek icin rezidual kuvvet
serisi yontemini kullanilmislardir. Freihet ve dig. (2019), rezidual fonksiyonlari
kullanarak kesirli diferansiyel denklem sistemlerinin ¢ozumlerini kesirli kuvvet serisi
ile elde etmislerdir. Korpmar ve dig. (2020), rezidual kuvvet serisi metodunu
kullanarak kesirli kanser tumér modellerinin yeni seri ¢oziimlerini bulmuslardir. Kaya
(2021), Drinfeld—Sokolov—Satsuma—Hirota (DSSH) denkleminin rezidual kuvvet

serisi yontemi yardimiyla yaklasik ¢6ziimiinii elde etmistir.

Literatiirde en sik karsilasilan kesirli tiirevler Caputo, Rieman-Liouvillle ve
uyumlu kesirli tiirevlerdir. Rieman-Liouvillle kesirli tiireviyle ilgili yapilan ¢aligmalar
asagida verilmistir: Saha Ray ve Bera (2005), lineer olmayan kesirli diferansiyel
denklemin Adomian ayristirma yoOntemiyle yaklasik ¢Ozliimiinii vermislerdir.
Abbasbandy (2007), lineer olmayan denklemin Riemann-Liouville kesirli turevi ile

He’nin varyasyonel yineleme yontemiyle yaklasik ¢6zliimiinii vermistir. Uddin ve dig.



(2021), Riemann-Liouville tirevli kesirli lineer olmayan evilasyon denklemi igin yeni

¢oziimler elde etmislerdir.

Caputo kesirli tirev iceren diferansiyel denklemlerin ¢6zim yontemleri de
arastirmacilar tarafindan yogun ilgi gormistiir. Kurulay ve Bayram (2010), Caputo
trev igeren lineer kismi diferansiyel denklemlerin seri ¢OzUmleri Uzerine
calismuslardir. EI-Ajou ve dig. (2013), klasik kuvvet serisi ile ilgili olan baz1 teoremleri
kesirli kuvvet serisine genellestirmislerdir. Al-Refai ve dig. (2014), Caputo tiirevli
lineer olmayan kesirli diferansiyel denklemlerin seri ¢ozumlerini arastirmislardir. Xu
ve dig. (2016), Al-Srihin ve Al-Refai (2017), kuvvet seri ¢ozimlerini kesirli kismi
diferansiyel denklemler ve ¢ok terimli diferansiyel denklem sistemleri icin de elde
etmislerdir. Alquran ve dig. (2018), Caputo-kesirli Volterra integro diferansiyel
denkleminin bir smifin1 analitik olarak ¢dzmiislerdir. Senol ve Ata (2018), zaman
kesirli KAV denkleminin kuvvet serisi ¢oziimleri elde etmislerdir. Freihet ve dig.
(2019), rezidual fonksiyonlar1 kullanarak kesirli diferansiyel denklem sistemlerinin
coziumlerini kesirli kuvvet serisi ile elde etmislerdir. Korpinar ve dig. (2020), rezidual
kuvvet serisi metodu kullanilarak kesirli kanser tiimoér modellerinin yeni seri
¢ozlimleri bulmuslardir. Angstmann ve Henry (2020), Caputo ve Rieman-Liouvillle
tirevli, degisken katsayili, lineer kesirli diferansiyel denklemlerin ¢oztmlerini kesirli
kuvvet serisi formunda elde etmislerdir. Ozpmar (2020), kesirli mertebeden kismi
diferensiyel denklemlerin ayrik homotopi perturbasyon metodu ile ¢oziimiinii elde

etmistir.

Khalil ve dig. (2014), daha basit ve anlasilir olan uyumlu kesirli tlrevin
tanimin1 yapmis ve temel O6zelliklerini vermislerdir. Ardindan Abdeljawad (2015),
uyumlu kesirli tiirevin tanimini gelistirmis ve bazi 6zelliklerini vermistir. Unal ve
Gokdogan (2016), x = 0 noktasi civarinda uyumlu kesir mertebeden birinci ve ikinci
tip Chebyshev diferansiyel denklemlerin kesirsel seri ¢oziimlerini vermislerdir ve bu
¢ozlimlerden yararlanarak birinci ve ikinci tip kesirsel Chebyshev polinomlarini ifade
etmisglerdir. Cetinkaya (2018), uyumlu kesirli kismi tiirevle ifade edilen bir dalga
denklemine, genellestirilmis Fourier metodu uygulanarak elde edilen, uyumlu kesirli
sinir deger probleminin 6zdeger ve 6z fonksiyon 6zelliklerini incelemistir. Akbulut ve
Kaplan (2018), (2 + 1) —boyutlu zaman-kesirli Zoomeron denkleminin ve uyumlu
zaman-kesirli tg¢tinct mertebeden KdV denkleminin analitik ¢ozimlerini elde etmek

icin yardimc1 denklem ydntemini uygulamislardir. Al-Zhour ve dig. (2019), uyumlu
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kesirli turevli Laguerre ve Lane-Emden diferansiyel denklemlerinin seri ¢ozimlerini
incelemislerdir. Yilmaz ve Tasbozan (2019), uyumlu kesirli mertebeden tiirev igeren
lineer olmayan kesirli mertebeden Konopelchenko-Dubrovsky ve Benjamin-Ono
denklemlerinin analitik ¢oziimlerini yardimei denklem yontemi ile elde etmislerdir.
Shat ve dig. (2019), uyumlu kesirli Laguerre denklemini ele alarak, kesirli seri ¢6zimd

ve Frobenius yontemini kullanarak iki lineer bagimsiz ¢6ziim elde etmislerdir.

Bu tezde Caputo, Rieman-Liouvillle ve uyumlu kesirli tirev iceren kesirli
diferansiyel denklemlerin seri formda ¢oziimleri incelenecektir. incelenen yontemler
farkli kesirli diferansiyel denklemlere uygulanacak ve bu denklemlerin ¢oziimleri elde

edilecektir. Ayrica MATLAB bilgisayar programindan da yararlanilacaktir.



2. BAZI OZEL FONKSiYONLAR

2.1 Gamma Fonksiyonu

Gamma fonksiyonu, kesirli tiirev ve integral hesaplamalarinda kullanilir. Bu

nedenle kesirli diferansiyel denklem ¢ézumiinde 6nemli bir yere sahiptir.

Tamm 2.1.1: Gamma fonksiyonunun Gauss tarafindan yapilan limit tanima,

n!n#
I'(z) = lim

i DGC+D) Gy TV zEZ (2.1)

seklindedir, burada z’nin Denklem (2.1) ’deki degerleri hari¢ tiim degerleri igin
gamma fonksiyonu hesaplanabilir (Weilbeer 2005).

Tammm 2.1.2: Gamma fonksiyonunun Euler tarafindan yapilan integral
doniisiimii tanima,

I'(z) = fooe‘ttz‘ldt ) Re(z) >0 (2.2)
0

seklindedir ( Podlubny 1999).

Tanim 2.1.3: Gamma fonksiyonun bazi 6zellikleri,

1) zeCc\{0,—1,-2,-3,...}icin
I'(z+1) =2zI(2) (2.3)

2) k €N igin
I'(k) = (k—1)! (2.4)



3) TE)I(1—x) = ﬁ, Vx €C (2.5)

T

4) T()I'(—x) = —

Vx € C (2.6)

xsinmx’

5) Euler’in tanimladigi gamma fonksiyonu asla sifir degildir.

seklindedir (Ross 1977, Podlubny 1999). Gamma fonksiyonu ile ilgili baz1 sayisal

degerler asagidaki tabloda verilmistir.

Tablo 2.1: Gamma fonksiyonunun bazi sayisal degerleri.

rco) Tanimsiz
] Vr
()
r(1) 1
3 G
r(3) -
r'(2) 1
r'(5/2) iﬁ
4
r3) 2
r(7/2) 15V
8
['(o0) 00

2.2 Beta Fonksiyonu

Tamm 2.2.1: Euler’in tanimladig1 gamma fonksiyonu yardimiyla tanimlanan

0zel fonksiyonlardan biri beta fonksiyonudur.

B(z,w) = j tZ71(1 - )W 1de, Re(z > 0), Re(w) >0 (2.7)
0

olarak tanimlanir (Podlubny 1998). Beta fonksiyonunun bazi 6zellikleri,

1) B(z,w) =B(w,z) (2.8)



I'(z)r(w)
2) Blaw) = "2

3) Blz,zw) =B(z+ 1,w)+B(z,w+1) (2.10)

(2.9)

olarak verilmistir (Podlubny 1998).

2.3 Taban Fonksiyonu

Tamm 2.3.1: Matematik ve bilgisayar bilimlerinde, taban fonksiyonu, girdi

olarak x gercek sayisini alan ve ¢ikti olarak | x| olarak gosterilen, x'ten kiiglik veya x’e
esit en bliylik tamsay1y1 veren fonksiyondur (Graham ve dig. 1994). x,y € Rvem €
Z icin
x] = max{m € Z| m < x} (2.11)

olarak tanimlanir (Graham ve dig. 1994). Ornegin;
[2.4] = 2, |-2.3] = =3,

dir.

2.4 Tavan Fonksiyonu

Tamm 2.4.1: Matematik ve bilgisayar bilimlerinde, tavan fonksiyonu, girdi
olarak x gercek sayisini alan ve ¢ikt1 olarak [x] olarak gosterilen, x'ten blyUlk veya x’e
esit en kiiglik tamsay1y1 veren fonksiyondur (Graham ve dig. 1994). x,y E Rven € Z
icin
[x] = min{n € Z| n = x} (2.12)
olarak tanimlanir (Graham ve dig. 1994). Ornegin;
[24]=3, [-23]=-2
dir.

Taban ve tavan fonksiyonu ile ilgili baz1 sayisal degerler asagidaki tabloda

verilmistir.



Tablo 2.2: Taban ve tavan fonksiyonunun bazi sayisal degerleri.

x |x] [x]
2 2 2
2.4
2.9
—2.7 -3 )
) -2 )




3. KESIRLI TUREVLER VE INTEGRALLER

Kesirli turev kavrami: 1695 yilinda Leibniz ve L’ Hospital arasindaki
mektuplasmada L’Hospital’ in “x in % tirevi ne ifade eder?” sorusuyla ortaya ¢ikmustir.

Bu soruya 1738 yilinda L. Euler tarafindan cevap verilmistir. x* fonksiyonunun keyfi

basamaktan tiirevleri ,
f'@) = kxk?
f(x) = k(ke = 1)xk2

£ = k(k — 1) (k — 2)x*2

(3.1)
olarak bulunur. Bu islem tekrarlandiginda,
k! k
D% = -a 2
) = e (3.2
elde edilir ve gamma fonksiyonunun &zelligi kullanildiginda, k = 0 igin
I'(k+1)
L — k-a )
)= te—ar* 3:3)
elde edilir. f(x) = x*, k =1vea =1/2igin
1 re) 1 1 2Vx
Dax = (3) xzz_\/zzi (3.4)
TN A
2 2

bulunur (Podlubny 2013).



3.1 Riemann-Liouville Kesirli Integrali ve Tiirevi
3.1.1 Riemann-Liouville Kesirli Integrali

Tamm 3.1.1.1: a mertebeden Riemann —Liouville kesirli integral

1

af(x) “T@

fx(x - ) 1f(®)dt, x>0 (3.5)

seklinde tanimlidir. @ = 0 icin J2f(x) = f(x) seklinde ifade edilir (Ahmad 2015). Bu
tezde a = 0 icin J§f(x) = J*f(x) olarak alinmustir. f fonksiyonu [0, o) i¢in strekli
olsun. a,8 > 0 ve u > —1 olacak sekilde Riemann —Liouville integral operatoriinin

bazi1 Ozellikleri

1) JEIEf ) = JAEf ) = JE+0 f (), (3.6)
2) ]g(clfl(x) + ¢ f2 (x)) = Jacifi(x) +Jgcaf2 (%), (3.7)
3) Jaxt = %x‘”“, (3.8)
4) J%c = ﬁx“ (3.9)

seklinde verilmistir (Diethelm 2010, Das 2011).

3.1.2 Riemann-Liouville Kesirli Turevi

Tamm 3.1.2.1: ¢ > 0, m — 1 < a < m i¢in Riemann —Liouville kesirli tirev

1 dam . f@

Frm—a)dx™ ), (x —t)eti-m dt (310)

Dgf(x) =

seklinde ifade edilir (Diethelm 2010, Ahmad 2015). Riemann —Liouville kesirli tirevin

ozellikleri
1) DE(c1fi(x) + c2fp(0)) = D1 f(x) + D& e fr (%), (3.11)
2) JeDgf(x) = f(x), (3.12)

seklinde verilmistir (Oldham ve Spanier 1974).
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3.2 Caputo Ttrev

Tamim 3.2.1: n—1 < a <n,n € N icin Caputo tirev

1

DL = oy | mome (Y poae

seklinde tanimlanir (Caputo 1967). Caputo tiirevine ait 6zellikler
1) GDHIDf () = f(x),
—_mk
2) USSP () = F(x) - $p2d @) 2,
3) SDE(cif () + cof (%)) = EDgei f (x) + EDg ey f (%),

seklinde verilmistir (Caputo 1967).

(3.13)

(3.14)
(3.15)

(3.16)

Teorem3.2l:n—1<a<nmn€N, c B, k € R igin Caputo tirev ile ilgili

bazi temel 6zellikler

(3.17)

1) ¢D%c =0,
2) SDE(x—a)f =
r(g+1) B-a
————(x—a)’*, eENveff=>2nyadaff & Nveff >n—1

r(B—a+1)
0, B€f{012 ..,n—1}

seklinde verilmistir (Caputo 1969, Podlubny 1994 ).
Ispat:

1 X
1) {D%c = —f — )" *Ipnk dt
)6 = oo | =0
n € N ve k bir reel say1 oldugundan D™k = 0 olur. Buradan,
(D% =0

oldugu gorulir.
B —1 i
2 CDa — = —_ A\n—-a-1pncy __ B
) a X(x a) F(n _ a)Ja (.X t) D (t a) dt:

r(g+1)

Dn(t — a)ﬁ = I‘(ﬁ——n+1)

(t—a)f ™,

11

(3.18)



1
'h—a)

r(g+1)
B —n+1)

X
CDI(x —a)f = f (x —t)na-t (t —a)P"dt,
a

D (x —a)f =

F(ﬁ + 1) x n—a— t—a n—-a-1 .
F(n—a)r(ﬁ—n+1)fa(x_“) 1(1_x_a> (t — a)fdt,

t—a=x—-a)u
dt = (x —a)du
tta—->x
uwl-1
esitligi kullanildiginda,
SDE(x — a)f =

r(g+1)
ITm—a)r(B —n+ 1)

1
f (x—a)"* 11— )" (ulx —a)P"(x — a)du,
0

ED¥(x —a)f =

F('B + 1) ' n-a-1 n-a-1,,f-n p—n
F(n—a)F(ﬂ—n+1)J0(x_a) 1-uw) uP"(x —a)P™(x — a)du,
rg+1) !
Cna _ B — _ f—a _ n-a—-1,,-—n
aD¥(x —a) Ti— (G —n ¥ 1)L (x—a)f~*(1 —u) ufdu,
r(g+1) 1
Cna _ B — _ f—a _ n-a—-1,,f-n
aD¥(x —a) T — G —n + D (x —a) fo (1-w) uPdu
elde edilir.
1
J A-w"* W "du=pfn—a,f—n+1)
0
oldugundan

DE(x - a)ff = L+ D)

“Tr—aorG—nr ¢ O P afontD)

elde edilir.
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I(m—a)r(f—n+1)

fn—a,f—n+1)= fG—atD
denkleminden
" B rg+1) _J—a(f—n+1)
gDX(x_a)B_F(n—a)F(B—n+1)(x_a)ﬁ rB—a+1)
3 _ T@+D »
aDZ(x —a)f = m(x —a)f

oldugu goriiliir.
g €1{0,1,2,...,n— 1} icin D™*(t — a)? = 0 oldugundan,

g €1{0,1,2,..,n— 1} icin $D&(x — a)? = 0 oldugu goriiliir(Caputo 1969, Podlubny
1994).

3.3 Uyumlu Kesirli Tiirev ve integral
3.3.1 Uyumlu Kesirli Turev

Tamim 3.3.1.1: f:[0,00) — R bir fonksiyon olsun. vt > 0 ve a € (0,1)

icin uyumlu kesirli tirev

1-a) _
DL () =£i£%f(t+st _ ) —f@®) (3.19)

olarak tanimlanir (Khalil ve dig. 2014). f fonksiyonu a > 0 olmak iizere bazi

(0, @) araliginda « diferansiyellenebilir ve t“%l fE(t) limiti varsa,

F@(0) = tli%k £e(t) (3.20)

olur (Khalil ve dig. 2014). f ’in @ mertebeden uyumlu kesirli tlirevini géstermek igin

D f(t) yerine f(® (t)’de yazilabilir.
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Teorem 3.3.1.1: f:[0,0) — R fonksiyonu t, > 0 da @« € (0,1) i¢in «
diferensiyellenebilirse, f fonksiyonu t, noktasinda siireklidir (Khalil ve dig. 2014).

f(to+ety™*)—f(to) c
&

Ispat: f(ty + etd™ ) — f(ty) =

)

fto +etg™*) — f(to) .
ime,

li tg™%) — =i
gl_r}(}f(to + ety™%) — f(to) Sl_r)% c Jm

h = etd=% e = hty'** ve D, f(t,) = f @ (t,) olarak alindiginda
}li_r}(l) f(to +h)—f(ty) = f(a)(to)- 0,
}li_r)l(l) f(to +h) = f(to)

olur. f fonksiyonunun t, noktasinda siirekli oldugunu gordlir (Khalil ve dig. 2014).

Tamm 3.3.1.2: a € (0,1] vefve g fonksiyonlar1 t > 0 noktasinda

tirevlenebilir olsun. Uyumlu Kkesirli trevin bazi 6zellikleri

1) Va,b € RicinDy(af + bg) = aD,(f) + bD,(g), (3.21)

2) Vp € RigIn D, tP = ptP™¢, (3.22)

3) Tum f(t) = c bigimindeki sabit fonksiyonlar i¢in D,c = 0, (3.23)

4) Da(fg) = fDo(g) + gDo(f), (3.24)
£ _ 9Da(f)—fDa(g)

6) f fonksiyonu diferansiyellenebilir ise

d
Dof(t) = (t - a)l‘“% (3.26)

seklinde verilmistir (Khalil ve dig. 2014).

3.3.2 Uyumlu Kesirli Integral

Tamm 3.3.2.1: 0 < a < 1 i¢in a mertebeden uyumlu Kkesirli integral

If () = f F ) da(x @) = f (x — @)% f()dx (3.27)
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olarak tanimlanir (Abdeljawad 2015).

Lemma 3.3.2.1: f: [a, ) — R fonksiyonu surekliolsun. 0 < a < 1,Vt > a
icin
Dol f () = f(2) (3.28)
’dir (Abdeljawad 2015).
Ispat: I, f(t) fonksiyonu diferansiyellenebilir ~ oldugundan  (3.26)
denkleminden

d
Delof(t) = (t — a)l_aa(laf(t));

t
- - g [ G-
_ e (SO )
~¢- (L= 0) =

oldugu goriiliir (Abdeljawad 2015).

Lemma 3.3.2.2: f:[a,) — R fonksiyonu sirekliolsun. 0 < a < 1,Vt > a
icin
IoDaf(t) = f(t) = f(a) (3.29)
"dir (Abdeljawad 2015).

Ispat: Denklem (3.26) ve (3.27)’den

t t
laDaf (t) = j (x = A)* D f (N)dx = f (x—a)* ' (x —a)'™@ —d];ix) dx,
=lf@le=7® - f(a)

oldugu goriiliir (Abdeljawad 2015).

Teorem 3321: a >0 ve a € (n,n + 1] igin herhangi bir f

fonksiyonunun a. mertebeden uyumlu kesirli integrali
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1 t
Wf© =7 E =P f 0 = | = 0" G- @f f@dx (3:30)

dir (Abdeljawad 2015).
Ispat:
(3.5) denkleminden;
Iof(®) = Ja*' (t — )P f (D),

1 t
- T T - @ G
a
1 t
= Ef (t—20)"(x — a)P1f(t)dt
"Ja
olarak yazilabilir (Abdeljawad 2015).

Lemma 3.3.2.3: f:[a, ) —» R bir fonksiyon 0 < a,u < 1vel < a +

u < 2olsun

I, f®) = Gy JiG) ey f(f:)—E f ts,w_z f(s)ds (3.31)
atu - U a U atu U 0 '

dir (Abdeljawad 2015).

Ispat:

t [ty
<f S“‘lf(s)ds> thtde,
o \Jo

= Jotsa—l £(s) <Lt(tf—1dt1)> ds = fotsa—l £(s) [% _% ds,

Tl f(8) = LI f(8) = f

= —j s 1 f(s)ds — —f shra=1 £(s)ds,
HJg H g

O | “ser1(11) f(s)ds
T Ko ’
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:% SO+ i fo grat (c-1-5)roas,

t—s—t
S

- %Iaf(t) +£f0ts“+“‘1( )f(S)ds,

= %Iaf(t) + i [ f SHFaZ (¢ — 5 — t)f(s)ds],

t#

- Ilaf(t)

+ 1 Uts’”“_z (t—s)f(s)ds—t fts‘”“_z f(s)dsl (3.32)
H1lJo 0

olarak yazilabilir. (3.30) denkleminden

1 t
lennf ©) = B 2£(0) = 37 | (5= 0 (6 = ) f(5)ds,
70

t

lennf(©) = [ 542 (€= )f)ds (3.33)
0
olur. (3.33) denklemi (3.32)’de yerine konuldugunda
tH 1 t
= af(t) + - llaﬂtf(t) - tJ SIH-OC_Z]C(S)dSl ’
u u 0

tH 1 t [t
= IO+ Sl f©O = [ 9707 f(s)ds (3.34)

oldugu goriiliir (Abdeljawad 2015).
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4. REZIDUAL KUVVET SERISI METODU

Tamm 4.1: t = t, daki kesirli kuvvet serisi

o

z Cn(t — to)™ = co + ¢ (t — )" + o (t — tg)** + -+,

n=0

O<m-1<a<sm, ty<t (4.1)

olarak ifade edilir (Jaradat ve dig. 2016).

Teorem 4.1: }.7°_, ¢, (t — to)™* kesirli kuvvet serisi igin asagidaki durumlar
gecerlidir (El-Ajou ve dig. 2013).

1) Seri sadece t = 0 oldugunda yakinsar. Yani; yakinsama yarigapi sifira
esittir.

2) Seri, her t > 0 i¢in yakinsar. Yani; yakinsama yarigap1 oo’ye esittir.

3) Serinin 0 < t < R oldugunda yakinsadigi ve t = R oldugunda iraksadigi

pozitif bir reel say1 vardir. Burada R, kesirli kuvvet serisi i¢in yakinsama

yarigapidir.

Teorem 4.2: Kabul edelim ki fonksiyonu f fonksiyonu

[00]

f(t)=ch(t—t0)"“, O<m—-1<a<m, to<t<ty+R (42)

n=0

seklinde bir kesirli kuvvet serisi olsun, f(t) € C[to,to+R) ve GDI*f(t) €

C(ty, to + R) ise n = 0,1,2,3, ... i¢in ¢, katsayilari

— 8Dg)af(t) Cnna

_C Cc C (o
n = Tona 3 1) SOA = SDE.SDESDE §...DE(ndefa) (4.3)

seklindedir (EI-Ajou ve dig. 2013).
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4.1 Rezidual Kuvvet Serisi Metodu Algoritmasi

RPSM algoritmasin1 gostermek i¢in baslangi¢ kosulu verilen lineer olmayan
asagidaki kesirli diferansiyel denklemi ele alalim (Senol ve Ata 2018).

EDIru(x, t) + R[x]u(x, t) + N[x]u(x, t) = g(x, 1), t>0x€ER,
n—1<na<n, (4.4)

fo(x) = u(x,0) = f(x). (4.5)

Burada R[x] lineer operatdr, N[x] lineer olmayan operatér ve g(x,t) surekli
fonksiyondur (Senol ve Ata 2018).

RPSM ydnteminde (4.4) denkleminin ¢ozimunin

na

c t
U(X,t)=zfn(96)m,0<a§1, xel, 0<t<R (4.6)
n=0

formunda oldugu kabul edilir (Senol ve Ata 2018). Bir sonraki adimda (4.6)’nin k +

1 terimli kesilmis serisi

k
tna
uk(x,t)=an(x)m,0<a31, xel, 0<t<R,
n=0
k=123, .. (4.7)

olarak ifade edilir. Denklemin baslangi¢ kosulu u(x,0) = f,(x) = f(x)’dwr. 1. RPS

yaklagik ¢oziimiinii bulmak i¢in Denklem (4.7)’de k = 1 alinir ve

a

w60 = O+ A T (48)

elde edilir. Denklem (4.4)’iin rezidual fonksiyonu
Resu(x,t) = $DMu(x, t) + R[x]u(x, t) + N[x]u(x, t) — g(x,t) (4.9)
seklinde ifade edilir ve k. residual fonksiyonu

Resuy(x,t) = §DMu (x,t) + R[x]uy (x, t) + N[x]up (x, t) — g(x, t),
k=123,.. (4.10)

dir (Senol ve Ata 2018).
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k =1 i¢in Denklem (4.10)’da Resu;(x,0) = 0 ifadesi diizenlendiginde f;(x)
bulunur.f; (x) Denklem (4.8) ’de yerine konuldugunda 1.RPS yaklasik ¢oziimii
bulunur. Bundan sonraki adimlarda k = 2,3,4,... i¢in ilk adimdan farkli olarak
¢pU D Resuy (x,0) = 0 ifadesi bulunur. Yani ikinci adimda Resu, (x, t) ifadesinin
her iki tarafinin @ mertebeden tiirevi alinip t = 0 icin sifira esitlenir, iiglincii adimda
Resus(x,t) ifadesinin her iki tarafin 2a mertebeden tiirevi alinip t = 0 igin sifira
esitlenir. Boyle devam ederek f; degerleri daha sonra u;, yaklasik ¢oziimleri sirasiyla

elde edilir.

4.2 Rezidual Kuvvet Serisi Metodunun Kesirli Kismi Diferansiyel

Denklemlere ve Denklem Sistemlerine Uygulanmasi

Ornek 4.2.1: Zaman kesirli Korteveg de Vries (KdV) Denklemini

EDEU+ 6Ul, + Uy = 0,0 <a < 1 (4.11)
1 1
u(x,0) = Esech2 (5 x) (4.12)

baslangi¢ kosulu ile ele alalim. @ = 1 igin tam ¢dziim

U (x, t) = %sech2 <% (x — t)> (4.13)

dir (Momani ve dig. 2008). Oncelikle (4.11) denkleminin ¢dziimiiniin

® tna
= — 4.14
ue = ) O e (4.14)
n=0
formunda oldugu kabul edilir. Bir sonraki adimda u(x, t) icin k + 1 terimli kesilmis
seri
k tna
,t) = _— 4.15
1, (3, ) Zofn(x)rma) (4.15)
n=

olarak yazilir. Denklemin rezidual fonksiyonu;

Resu(x,t) = $DFu(x,t) + 6u(x, )u, (X, t) + Uy (X, t) (4.16)
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olarak ifade edilir ve k. rezidual fonksiyonu;
Resuy (x,t) = SDfu (x,t) + 6w, (x, Oug, (x, ) +uy, (x,t),k=123,.. (417)
olur. k = 1 i¢in rezidual fonksiyonu;
Resuy (x,t) = §Dfu; (x, t) + 6uy (x, uy (x, 1) + uy (%, 1) (4.18)

olarak yazilir ve Denklem (4.15)’de k = 1 alinarak

a

u(x,t) = fx) + () o= Td+a) (4.19)
bulunur. (4.19) denklemi (4.18)’de yerine yazilarak
Resus(x,0) = 00+ 6 (10 + A0 r55) (1600 + A/ D 7q55)
(3)
+HfOW+ 70 r(1 s (4.20)
elde edilir. t = 0 igin
Resuy(x,0) = fi(x) + 6f(x)f'(x) + F&(x) =0 (4.21)
olup
fi(x) = =6f()f'(x) = fFP () (4.22)
f1(x) = 4csch3(x)sinh* (g) (4.23)

elde edilir. Denklem (4.23), (4.12), (4.19)’ da yerine konuldugunda 1.RPS yaklasik

¢ozuma

u(x, t) = %sech2 (% ) <4csch3 (x)sinh* <x)> I‘(lt—j-a) (4.24)

olarak bulunur. Benzer sekilde Denklem (4.17)’de k = 2 i¢in rezidual fonksiyonu;
Resu,(x,t) = §Dfuy(x, t) + 6uy(x, Ouy (x,t) + U, (%, ) (4.25)

olarak yazilir. (4.15)’de k = 2 igin;

a 2a

r(+ )+f2( )1"(1+2 ) (4.26)

up(x,t) = f(x) + fi(x)
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olup (4.26) denklemi (4.25)’de yerine yazilarak

a

Resuy(x,t) = fi(x) + fo(x) Td+a)

t% tZa
(f(x)+f1(X)F(1+ SOt )><f ()

A (x)mi s AW r(1tia2 )> O
Y Orar s r(1 ot R W iaz(z) (4.27)
elde edilir. t = 0 icin
SDE Resuz(x,0) = f,(0) + 6f (IR ® + 61 W+ 7@ =0 (4.28)
olup
() = =6f (DA () = 6£,()f () — 2 () (4.29)
£,00) = %(—2 + cosh(x))sech? (;) (4.30)

elde edilir. Denklem (4.30), (4.12) ve (4.23), (4.26)’ da yerine konuldugunda 2.RPS

yaklasik ¢oziimi

u,(x,t) = %sech2 (% ) <4csch3 (x)sinh* (x)> F(ltj- a)
+ ( (-2 + cosh(x))sech4( )> m (431)

olarak bulunur. Benzer sekilde Denklem (4.17)’de k = 3 igin rezidual fonksiyonu;
Resuz(x,t) = §Dfus(x, t) + 6uz(x, us (x,t) + us__ (x,t) (4.32)

olarak yazilir. Denklem (4.15)’de k = 2 igin;

a 2a 3a

us(x,0) = F)+ A0 5 + D Tz D TS

(4.33)

olup (4.33) denklemi (4.32)’de yerine yazilarak
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a 2a

Resus(x,0) = 1) + oD rr oy MO 20

(f(x) A i P RRATE eraz )
(0 r(1ia3 )) (f () + fitr )r(l + a) +f2’(x)%
) r(1tia3a)) HO@ F(l +a
+ 7@ r( i“za)
e - iasa) (4.34)

elde edilir. t = 0 igin

SDZ* Resuz(x,0) = f3(x) + 6£(x)f3 (x) + 6, G (x) + 6£,(0)f () + £, (x)

_0 (4.35)
olup

fs(x) = =6£ ()5 (x) — 6£,(OfL () — 6£(f'(x) = £ (x) (4.36)
£i(x) = —sech8 ( ) (77 sinh(x) — 32 sinh(2x) + sinh (3x)) (4.37)

elde edilir. Denklem (4.37), (4.12), (4.23) ve (4.30), (4.33)’ de yerine konuldugunda
3.RPS yaklagik ¢oziimii

ta
1+ a)

us(x ) = %SeChZ (% ) <4CSCh3 (x)sinh* (x)>

t2a

( (-2 + cosh(x))sech‘*( )) T T 20)

(6i4 sech® ( ) (77sinh(x) — 32sinh(2x)

3a

+ Sinh(3x)) ) m

(4.38)

elde edilir. Ayni islemler sirasiyla devam ettirilir. f,(x) ve u,(x, t) *0 bulmak igin
€D3% Resu,(x,0) = 0 yazilir, f5(x) ve us(x,t) ’i bulmak igin §D* Resus(x,0) =

0 yazilir. Sirastyla
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1
fi(x) = (ﬁ) (23375 — 27826c0sh(x) + 5536cosh(2x) — 286cosh(3x)

+ cosh(4x) )sech!® (g) (4.39)

1 1 )
u,(x, t) = Esech2 (E x) + <4csch3 (x)sinh* (E)> T+ a)

. \ x tZa
+ (32 coshCsect (3) ) rrms

1 X
_ 8 s . _ .
+ (64 sech (2) (77smh(x) 32sinh(2x)

3a

1
+ ((ﬁ) (23375 — 27826cosh(x) + 5536cosh(2x) — 286cosh(3x)

t4a

(1 + 4a) (4.40)

+ cosh(4x) )sech!® (g))

ve

13 (X ) X ) 3x
i (x) = | sech (5) —4452490251nh(5)+190797305mh<7)

5x 7x 9x
— 3266205sinh (7> + 187055sinh (7) — 2331sinh (7>

- 11x 1
+ sin (T) M (4.41)
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us(x,t) = %sech2 G x) + <4csch3 (x)sinh* (;)) I‘(1t—j-a)
1 u (X r2a
+ (Z (=2 + cosh(x))sech (§)> )

+ (i sech® (f) (77sinh(x) — 32sinh(2x)
64 2

3a

+ Slnh(3X)) ) m

1
+ ((ﬁ) (23375 — 27826cosh(x) + 5536cosh(2x) — 286cosh(3x)

t4a

+ cosh(4x) )sech™ (;)) T(1+ 4a)

X

* 2

3x
) 4+ 19079730sinh <7>

sech!3 (;) (—445249025inh (

5x 7x 9x
— 3266205sinh (7) + 187055sinh (7) — 2331sinh <7>

+ 'h(llx) Lo 4.42
ST\T27) | 2048 T(1 + 50) (4.42)

elde edilir. k = 6,7,8, ... igin u;, yaklasik ¢6ziimleri sirasiyla ayni sekilde bulunur.

Tablo 4.1°de (4.42) denkleminin x = 10, « = 0.5, =1 ve 0.1 aralikla t €
[0,1] i¢in us(x, t) yaklasik ¢oziimiiniin tablosu verilmistir. Ayni zamanda @ = 1,x =
10 ve 0.1 aralikla t € [0,1] igin u,(x,t) tam ¢bziimiiniin tablosu da verilmistir.
Tabloda us (x, t) yaklasik ¢6ziimiiniin ve u,(x, t) tam ¢dziimiiniin birbirine ¢ok yakin

oldugu goriilmiistiir.

Tablo 4.2°de (4.38) denkleminin x = 10, « = 0.5, =1 ve 0.1 araliklat €
[0,1] icin u3(x, t) yaklasik ¢oziimiiniin tablosu verilmistir. Ayni zamanda @ = 1,x =
10 ve 0.1 aralikla t € [0,1] i¢in (4.13)’deki u,(x,t) tam ¢dziminin tablosu da
verilmistir. Tabloda us(x, t) yaklasik ¢oziimiiniin ve u,(x,t) tam ¢dziminin
birbirine ¢ok yakin oldugu goriilmiistiir.

Sekil 4.1°de (4.42)’den us(x,t) yaklasik ¢oziimiiniin @ = 1 i¢in U¢ boyutlu
grafigi verilmistir ve Sekil 4.2°de (4.13)’deki u,(x,t) tam ¢Oziminin ¢ boyutlu
grafigi verilmistir. Sekil 4.1 ve Sekil 4.2 ii¢ boyutlu grafiklerinin birbirine ¢ok yakin

oldugu goriilmiistiir.
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Tablo 4.1: (4.42)’de elde edilen us(x, t) yaklasik ¢6ziimiiniin ve (4.13)’deki u, (x, t)
tam ¢OzUmUnun karsilastirilmasi.

a=0.5 a=1

t us(x, t) us(x, t) Uy (x,t) Mutlak Hata
0 | 0.00009079161547 | 0.00009079161547 | 0.00009079161547 0
0.1 | 0.0001349432697 | 0.000100339273 | 0.0001003392949 2x10 1!
0.2 | 0.0001630835131 | 0.0001108906629 | 0.0001108909004 2x10 10
0.3 | 0.0001905677735 | 0.0001225508721 | 0.0001225519688 1x10°°
0.4 | 0.0002187726209 | 0.0001354355694 | 0.0001354391261 4 x10°
0.5 | 0.0002482308313 | 0.0001496718167 | 0.0001496812511 9 x10
0.6 | 0.0002792234132 | 0.0001653988814 | 0.0001654207614 2x10°8
0.7 | 0.0003119263476 | 0.0001827690478 | 0.000182815034 5x108
0.8 | 0.0003464630178 | 0.0002019484291 | 0.000202037974 9 x10 8
0.9 | 0.0003829271282 | 0.0002231177789 | 0.0002232817483 2 x10 7
1 | 0.0004213941392 | 0.0002464733033 | 0.0002467586995 3x1077
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Tablo 4.2: (4.38)’de elde edilen u3(x, t) yaklasik ¢6ziimiiniin ve (4.13)’deki u, (x, t)

tam ¢OzUmUnun karsilastirilmasi.

a=0.5 a=1
t us(x, t) us(x, t) Uy (x,t) Mutlak Hata
0 | 0.00009079161547 | 0.00009079161547 | 0.00009079161547 0
0.1 | 0.0001344181201 | 0.0001003388929 | 0.0001003392949 4 x10 10
0.2 | 0.0001608549339 | 0.0001108844743 | 0.0001108909004 6 x10
0.3 | 0.000185332513 | 0.0001225189946 | 0.0001225519688 3x10 8
0.4 | 0.0002091343343 | 0.0001353330889 | 0.0001354391261 1x10~7
0.5 | 0.0002327151415 | 0.0001494173921 | 0.0001496812511 3x10°7
0.6 | 0.0002562873449 | 0.0001648625395 | 0.0001654207614 6 x10 7
0.7 | 0.000279964975 | 0.0001817591659 | 0.000182815034 1x10°°
0.8 | 0.00030381448 | 0.0002001979064 | 0.000202037974 2 %106
0.9 | 0.0003278765904 | 0.000220269396 | 0.0002232817483 3 %106
1 | 0.0003521770251 | 0.0002420642699 | 0.0002467586995 5 %106
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Sekil 4.1: (4.42)’de elde edilen us(x, t)’nin a = 1 i¢in ¢ boyutlu grafigi.
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Sekil 4.2: (4.13)’deki u,(x, t) nin ii¢ boyutlu grafigi.

Ornek 4.2.2: Zaman kesirli modified Korteveg de Vries (mKdV) Denklemini
EDfU 4 6UP Uy + Uy = 0,0 < @ < 1 (4.43)
u(x,0) = Vesech(k + Vcx) (4.44)
baglangi¢ kosulu ile ele alalim. @ = 1 i¢in tam ¢6zim
u, (x,t) = \csech (k +Ve(x — ct)) (4.45)
dir (Abdulaziz ve dig. 2009). Denklemin rezidual fonksiyonu;
Resu(x,t) = SDFu(x, t) + 6u?(x, )uy (X, 1) + Usyr (x, 1) (4.46)
olarak ifade edilir ve k. rezidual fonksiyonu;
Resuy (x,t) = §Dfuy (x, £) + 6up (x, Ouy (x, 0) +up, (x,0),k = 1,2,3,... (4.47)

olur ve k = 1 i¢in rezidual fonksiyonu;
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Resu, (x,t) = §Dfu; (x, t) + 6uy 2 (x, t)uy (x, t) + uy, (%, 1)

olarak yazilir ve Denklem (4.15)’de k = 1 alinarak

a

w (e 0) = f0) + A0 ey

bulunur. (4.49) denklemi (4.48)’de yerine yazilarak

0{

(4.48)

(4.49)

Resu, (x,t) —fl(x)+6(f(x)+f1(x) F(1+ )> (f () + f1'(x) F(1+ )>

OO+ PO 57 r(1+ 3

elde edilir. t = 0 igin
Resu (x,0) = f;(x) + 6f2()f'(x) + fP(x) = 0
olup

fi() = =6f2(f () — fP(x)

[ 2c?sinh(k + Vex)
hlx) = (1 + cosh (Z(k + \/Ex))

(4.50)

(4.51)

(4.52)

(4.53)

elde edilir. Denklem (4.53) ve (4.44), (4.49)’ da yerine konuldugunda 1.RPS yaklagik

¢ozuma

uy (x,t) = Vesech(k +Vex) + < 2¢%sinh(k + Vex) > ta

1+ cosh (Z(k + \/Ex)) r+a)

olarak bulunur. Benzer sekilde Denklem (4.47)’de k = 2 alindiginda;
Resu,(x,t) = §Dfuy(x, t) + 6uy”(x, uy (x,t) + uy (x,1)

olarak yazilir. (4.15)’de k = 2 igin;
t% t2a

u(x,t) = f(x)+f1(x)r(1+ )+f2(x)1-‘(1+2 )

olup (4.56), (4.55)’de yerine yazilarak
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a

Resu,(x,t) = f1(x) + f2(x) T +a)

t% tZa 2 ,
(f(x)+f1(X)F(1+ SOt )) (f ()

a 2a

t
RO TS )+f2 O )> HO®

3
LT )F(1+2a)

+ P =

F(l s (4.57)

elde edilir. t = 0 igin

EDE Resu,(x,0) = fo,(x) + 12f,(x)f Q) f'(x) + 6£2(x)f{ (x) +f1(3)(x)
=0 (4.58)

olup
£ = —12£,()f(Of (x) — 6£2(Of (x) — ;%) (4.59)
1\ 7
f(x) = (E) 2 (—3 + cosh (Z(k + \/Ex))> sech®(k + cx) (4.60)

elde edilir. Denklem (4.60), (4.44) ve (4.53), (4.56)’ de yerine konuldugunda 2.RPS

yaklagik ¢coziimii

u, (x,t) = Vesech(k +ex) + ( 2¢%sinh(k + Vex) > ta

1+ cosh (2(k + \/Ex)) r(1+a)

+ ((%) c% (—3 + cosh (Z(k + \/EX))) 56Ch3(k

t2a’

I'(1+ 2a)

+ ﬁx)) (4.61)

bulunur. Ayni islemler sirasiyla devam ettirilir. f5(x) ve us(x,t)’ U bulmak igin
€D2% Resus(x,0) = 0 yazilir, f,(x) ve us(x,t)’ i bulmak icin D3 Resu,(x,0) =

0 yazilir ve f5(x) ve ug(x,t)’ i bulmak icin §D% Resus(x, 0) = 0 yazilir. Sirasiyla

fa(x) = ( )c sech®(k + cx) (794Slnh(k + \/_x)) — 165sinh (B(k + \/_x))
+ sinh (S(k + \/Ex)) (4.62)
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us(x, t) = \/Esech(k + \/Ex) n < ZCzsinh(k + \/Ex) > ta

1+ cosh (Z(k + \/Ex)) rd+a)
tZa

r(1+2a)

n ((%) c% (—3 + cosh (Z(k + \/Ex))> sech?(k + \/Ex)>

n <<%) cssech6(k + \/Ex) (794Sinh(k + \/EX))

3a

I'1+3a) (4.63)

— 165sinh (3(k + \/Ex)) + sinh (S(k + \/Ex))>

ve

13

f,(0) = (%) cz (970659 — 1072648cosh (2(k + \/Ex))>

+163996cosh (4(k +v/cx)) — 4536cosh (6(k +ex) )

+ cosh (B(k + \/Ex)) sech®(k +cx) (4.64)

u,(x, £) = Vesech(k + Vex) + < 2¢%sinh(k +Vex) ) ra

1+ cosh (2(k + \/Ex)) rd+a
t2a

I(1+ 2a)

+ <<%) c% (—3 + cosh (Z(k + \/Ex))> sech®(k + \/EX)>

+ ((%) cSsech®(k + cx) (794sinh(k + \/Ex))

t3a

I'(1+ 3a)

— 165sinh (3(k +ex) ) + sinh (5(k + \/EX))>

1y 13
+ ((m) c2 (970659 — 1072648cosh (Z(k + \/Ex)))

+163996cosh (4(k +Vex)) — 4536cosh (6(k +ex) )

4a

T(1+ 4a) (4.65)

+ cosh (8(k + \/Ex)) sech’(k + \/Ex)>

ve
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fs(x) = (1024) (c sech*?(k + \/—x)) (—112903530785inh(k + \/Ex))
+4420211610sinh (3(k + \/Ex)) — 615643125sinh (s(k + \/Ex))
+ 23590835sinh (7(k + \/Ex)) — 122631sinh (9(k + \/Ex))

+ sinh (11(k +ex) ) (4.66)

2 .
us(x,t) = Vesech(k +ex) + ( 2¢2sinh(k + ex) > t

1+ cosh (Z(k + \/Ex)) rl+a)

1 tZa

+ ((E) C% (—3 + cosh (Z(k + \/Ex))) sech3(k + \/Ex)> TT 20

+ ((116) cSsech®(k + Vcx) (794smh(k + \/—x))
t3a

I'(1+ 3a)

— 165sinh (S(k + \/Ex)) + sinh (S(k + \/Ex))>

1 13
t ((128) cz (970659 — 1072648cosh (z(k + \/—x)))

+163996cosh (4(k +Vex) ) — 4536cosh (6(k +ex) )
t4-6‘(

rdl+4a)

+ cosh (B(k + \/Ex)> sech®(k + ﬁx))

+ ((10124) (cBsech'?(k ++ex)) (~11290353078sinh(k + Vcx))

+4420211610sinh (3(k + Vex)) — 615643125sinh (5(k +Vex) )

+23590835sinh (7(k + vex) ) — 122631sinh (9(k +Vex) )

+ sinh (11(k + \/Ex))) (1;8) (c sech!2(k
+ex)) (~11290353078sinh(k + Vcx))

+4420211610sinh (3(k +Vcx) ) — 615643125sinh (5(k +Vex))

+23590835sinh (7(k + Vcx) ) — 122631sinh (9(k + Vex) )
tSa

+ sinh (11(k + \/Ex)) F150)

(4.67)
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elde edilir. k = 6,7,8, ... icin u;, yaklasik ¢6ziimleri sirasiyla ayni sekilde bulunur.

Tablo 4.3°de (4.63)’tin x = 10,c =1,k =0, «a = 0.5, « = 1 ve 0.1 aralikla
t € [0,1] icin us(x,t) yaklasik ¢oziimiiniin tablosu verilmistir. Ayni zamanda x =
10,c=1,k=0,a =1 ve 0.1 aralikla t € [0,1] igin (4.45)’deki u.(x,t) tam
¢ozlimiiniin tablosu da verilmistir. Tabloda us(x, t) yaklasik ¢6ziimiiniin ve u,(x,t)

tam ¢ozlimiiniin birbirine ¢ok yakin oldugu goriilmiistiir.

Sekil 4.3°de (4.67)’den us(x, t) yaklasik ¢coziimiiniin ¢ = 1,k = 0, a = 1 i¢in
ti¢ boyutlu grafigi verilmistir ve Sekil 4.4’de (4.45)’deki u, (x, t) tam ¢6ziminin ¢ =
1,k = 0igin ii¢ boyutlu grafigi verilmistir. Sekil 4.3 ve Sekil 4.4 {i¢ boyutlu

grafiklerinin birbirine ¢ok yakin oldugu gorilmiistiir.

Tablo 4.3: (4.63)’de elde edilen u;(x, t) yaklasik ¢6ziimiiniin ve (4.45)’deki u,(x, t)

tam ¢ozUmunun karsilastirilmasi.

a=0.5 a=1

t usz(x, t) usz(x, t) Up(x, 1) Mutlak Hata
0 | 0.00009079985934 | 0.00009079985934 | 0.00009079985934 0
0.1 | 0.0001322794887 | 0.0001003338445 | 0.0001003493639 2x10®
0.2 | 0.0001547798463 | 0.0001107758283 | 0.0001109031985 1x107
0.3 | 0.0001741576456 | 0.0001221258106 | 0.0001225669896 4x1077
0.4 | 0.0001919190897 | 0.0001343837916 | 0.0001354574724 1x10°®
0.5 | 0.0002086475938 | 0.000147549771 | 0.0001497036589 2x10°®
0.6 | 0.0002246423688 | 0.0001616237491 0.00016544813 4x10°
0.7 | 0.0002400811594 | 0.0001766057258 | 0.0001828484614 6x10°
0.8 | 0.0002550797765 | 0.000192495701 | 0.0002020788016 10x10°
0.9 | 0.0002697186623 | 0.0002092936748 | 0.0002233316142 1x10°
1 | 0.0002840563864 | 0.0002269996472 | 0.0002468196044 2x10°
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Sekil 4.3: (4.67)’de elde edilen us(x, t)’in @ = 1 i¢in {i¢ boyutlu grafigi.
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Sekil 4.4: (4.45)’deki u,(x, t) nin ii¢ boyutlu grafigi.

Ornek 4.2.3 ve 4.2.4’ de u(x, t) tumor hiicrelerinin konsantrasyonudur.

Ornek 4.2.3: Kesirli kanser timér modellerinden
CDfuU— Uy +t2u=0,0<a<1t=>1 (4.68)
denklemini
u(x,0) = ek* (4.69)

baglangig kosulu ile ele alalim (K&rpinar ve dig. 2020). Denklemin rezidual
fonksiyonu;

Resu(x,t) = $DFu(x, t) — Uy (x, t) + t2u(x, t) (4.70)

olarak ifade edilir ve k. rezidual fonksiyonu;
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Resuy (x,t) = §Dfuy (x, t) —uy, (%, t) + t2u (x, 1), k =1,2,3, ... (4.71)

olur ve k = 1 icin rezidual fonksiyonu;
Resuy (x,t) = §Dfuy (x,t) —uy (x, ) + t2u; (x, t) (4.72)

olarak yazilir ve Denklem (4.15)’de k = 1 alinarak

a

u (x,t) = f() + f1(0) =m—= YD) (4.73)
bulunur. (4.73) denklemi (4.72)’de yerine yazilarak
Resus(x,0) = .00 = (760 + £ p a5
+2 (0 + A F(l _ )) (4.74)
elde edilir. t = 0 icin
Resu;(x,0) = fi(x) — f"®) =0 (4.75)
olup
fi(x) = f"(x) (4.76)
filx) = k%e** (4.77)

elde edilir. Denklem (4.77), (4.69), (4.73)’ de yerine konuldugunda 1.RPS yaklasik
¢OzUmu

a

uy(x,t) = e + (kze"x)m (4.78)
olarak bulunur. Benzer sekilde Denklem (4.71)’de k = 2 alindiginda;
Resu,(x,t) = §Dfuy(x,t) —uy (x,t) + t2u,(x, t) (4.79)
olarak yazilir. (4.15)’de k = 2 igin;
ta 2a
() = fO)+H AW O (480

olup (4.80) denklemi (4.79)’da yerine yazilarak
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a

Resuy(x,t) = fi(x) + (%) =5——=

1+ a)
t% tZa
- <f () +f{ (x)r(1+ mRAC )F(1+2a)>
te 2a
+e? (f(x) @Ot HRE )F(1t+ Za)> (4.81)
elde edilir. t = 0 igin
6D Resu,(x,0) = f(x) — f{'(x) = 0 (4.82)
olup
fa(x) = fi'(x) (4.83)
fo(x) = k*e (4.84)

elde edilir. Denklem (4.84), (4.69) ve (4.77), (4.80)’ de yerine konuldugunda 2.RPS
yaklasik ¢coziimii

ta tZa
uz(x, t) = ek" + (kzekx)m + (k4€kx)m (485)

bulunur. Denklem (4.71)’de k = 3 alindiginda;

Resuz(x,t) = $DFus(x, t) —

uz, (x,t) + t*uz(x, t) (4.86)
olarak yazilir. (4.15)’de k = 3 igin;
t tZa t3a
us(x,6) = f(0) + () /= e + falx )F(1+2 ) fg,(x)—r(1 30 (4.87)

olup (4.87), (4.86)’da yerine yazilarak
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a 2a

Resus(x, ) = 100 + o vy H AWt

., t tZa
—(f O+ Ot O

G0 et )

I'(1+ 3a)
t% 2a
+t? <f(X) Ot s T Y AT
3a
+ f3(x) r(1t m 3a)) (4.88)
elde edilir. t = 0 igin
6DZ% Resus(x,0) = f3(x) = f;'(x) = 0 (4.89)
olup
f2(x) = f2' (%) (4.90)
f3(x) = k®ek* (4.91)

elde edilir. Denklem (4.91), (4.69), (4.77) ve (4.84), (4.87)’ de yerine konuldugunda
3.RPS yaklagik ¢oziimii

a 2a
— ,kx 2 kxy___ 4 kx___ ~
us(x, t) = e + (k°e )F(1+a)+(ke )F(1+2a)
3a
6 ,kx
+ (ke )F(1+3a) (4.92)

elde edilir. Ayn1 islemler sirasiyla devam ettirilir. f,(x) ve u,(x,t)’ i bulmak icin
€D3% Resu,(x,0) = 0 yazilir, f5(x) ve us(x, t)’i bulmak icin D% Resus(x,0) = 0

yazilir. Sirastyla

£ = kfekx (4.93)
- p . 2a ) t3a
uy(x, t) = e + (k2e* )m+ (k*e* )m+(k69k )F(1+3a)
+ (kSekx) m (494)

ve

39



fo(x) = k%" (4.95)

ta 2a t3a
_ _kx 2 kxN ____ — 4 kx____ — 6, ,kxy____ ~
us(x,t) = e + (k°e )F(1+C¥)+ (ke )F(1+2a)+(k ¢ )F(1+3(1)
4a
8, kxy____ ~
e T a0
5a
10,k —
e s T 5 (#:96)

elde edilir. k = 6,7,8, ... igin u;, yaklasik ¢6ziimleri sirasiyla ayni sekilde bulunur.

Sekil 4.5°de (4.96) denklemindeki us (x, t) yaklasik ¢6ziimiinin « = 0.1, a =
0.25, a =05, a=0.75 a=09,k=-1,x=0.8 icin iki boyutlu grafigi

verilmistir.

Sekil 4.6'da (4.78), (4.85), (4.92), (4.94), (4.96) denklemlerinden
sirastyla uy (x, t), u,(x,t), uz(x,t), us(x,t), us(x,t) yaklasik ¢oziimlerinin a =

0.75, k = —1,x = 0.8 icin iki boyutlu grafigi verilmistir.

Sekil 4.7°de (4.96) denklemindeki us(x,t) yaklagik ¢oziimiiniin ¢ = 0.75,
k = —1 i¢in ii¢ boyutlu grafigi verilmistir.
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44 te. 3
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0 B . * .
++M
T °
+42 *
++++¥
2| +++ _
. X +++
* Tt
++++
x ty
S5 4 F * i
*
XK
6 % .
a=0.1 * %
+  «a=0.25 .
8 «=0.5 * ]
2=0.75 ’
% a=0.9 *

_10 | 1 1 1 1 1 | | |

Sekil 4.5: (4.96)’da elde edilen farkli a degerleri igin ug(x, t) yaklasik ¢oziminin
iki boyutlu grafigi.
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Sekil 4.6: Ornek 4.2.3°de n’in farkli degerleri igin u,, (x, t) yaklasik ¢dziimlerinin iki
boyutlu grafigi.

Sekil 4.7: (4.96)’da elde edilen us(x, t) yaklasik ¢ozliimiiniin ii¢ boyutlu grafigi.
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Ornek 4.2.4: Kesirli kanser tiimdr modellerinden

2
SD?u—uxx+;u+u2=, 0<ac<y, t>0, 0 <x<1 (497)

denklemini
u(x,0) = xP (4.98)
baslangi¢ kosulu ile ele alalim (Korpinar ve dig. 2020). Denklemin rezidual
fonksiyonu;
— Cna 2 2
Resu(x,t) = Dfu(x, t) — Uy (x, t) + Fu(x, t) + u“(x,t) (4.99)

olarak ifade edilir ve k. rezidual fonksiyonu;

2
Resuy(x,t) = §Dfuy (x, ) — uy,, (x, ) + ~7 Uk (x, ) +u?(x, t),

k=123, .. (4.100)

olur ve k = 1 igin rezidual fonksiyonu;
Cpa 2 2
Resu;(x,t) = 4Dfu  (x, t) —uqy (x,t) + Zt (x, t)+u“(x, t) (4.101)

olarak yazilir. (4.15)’de k = 1 alinarak
a

w0 =0+ AT

(4.102)

bulunur. (4.102) denklemi (4.101)’de yerine yazilarak

C( 6{

Resis,0) = £, = (G0 + 700 rgay) + 22 (F 09+ £ 7

(f(x) + f1(x) @ i ))2 (4.103)
elde edilir. £ = 0 icin
Resuy (x,0) = f,(x) — £ (x) + xz_z FOO) + F2(x) = 0 (4.104)
olup
[ = 100 = fG) = 20 (4105)
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fi(x) = (=x2"P)(3p — p* + x**P) (4.106)

elde edilir. Denklem (4.106), (4.98), (4.102)’ de yerine konuldugunda 1.RPS yaklasik
¢c6zima

uy (x,t) = xP + ((—x~2*P)(3p — p? + x2*P)) I‘(1t—j-a) (4.107)

olarak bulunur. Benzer sekilde Denklem (4.130)’da k = 2 alindiginda

2
Resu,(x,t) = §Dfu,(x, t) —u, (x,t) + 77l (x, t) + us(x, t)

(4.108)
olarak yazilir. (4.15)’de k = 2 igin;
w0 = F0)+ A s D T3 (4:109)
olup (4.109), (4.108)’de yerine yazilarak
Resuy(x,t) = f(x) + f2(x) CET)
., t t2a
B (f D+ A Dty T A ze +2a)>
t® tZa
+ —(f(x) Tt Y T 20{))
t% tZa 2
(f(x) RO e RN AG T )> (4110)
elde edilir. t = 0 i¢in
2
6D¢ Resu,(x,0) = f,(x) — fi'(x) + ;ﬁ(x) +f()filx) =0 (4.111)
olup
2
f(0 = f'(0) = 5 () = f)i(x) (4.112)
fo(x) = (x™**P(=30p + 31p? — 10p> + p* + 12px2*P — 6p?x2*P
2x4+2P)) (4.113)

elde edilir. Denklem (4.113), (4.98) ve (4.106), (4.109)’ da yerine konuldugunda
2.RPS yaklasik ¢coziimii
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y 5, 8) = 7 + (2727 (3p = p? + 22) s

+ (x™**P(=30p + 31p? — 10p3 + p* + 12px?*P — 6p2x2*P

tZa
+ 2x4+2p))m (4114)

elde edilir. Ayni islemler sirastyla devam ettirilir. f5(x) ve us(x,t)’ 0 bulmak icin
€D2% Resus(x,0) = 0 yazilir, f,(x) ve u,(x,t)’ i bulmak icin §D3% Resuy(x,0) =

0 yazilir ve f5(x) ve ug(x,t)’ i bulmak icin $D% Resus(x, 0) = 0 yazilir. Sirastyla

f3(x) = (—x~6*P)(840p — 1198p? + 651p3 — 169p* + 21p°> — p® — 180px 2P
+ 290p%x2tP — 152p3x2tP + 26p*x2*P + 42px*t?P — 30p2x*t2P

+ 4x6+3P) (4.115)
ta
us(x, t) = xP + ((—x‘2+p)(3p —-p?+ x2+p)) CET]
+ (x™*P(—30p + 31p% — 10p® + p* + 12px?*P — 6p2x2*P
tZa
+ 2x4+2p))m

+ ((—x¢*P)(840p — 1198p? + 651p® — 169p* + 21p° — p°
— 180px2*P + 290p2x2*tP — 152p3x2*P + 26p*x 2P + 42px**2P

3a

— 30p2x*2P 4 4x6¥IP)) —— 4116
prxT At Ax ))F(1+3a) (4.116)

ve

fa(x) = <(—x‘8+p) <(—(—9 +1))(=7 +p)(—=6 + p)(—=5 + p)(—4 + p) (-3
+p)(—=2+p)p

+2(=2+p)p (1680

+p (—2779 +p(1775 + p(—505 + 53p)))> x2tp

— 2p (=390 + p(881 + p(—656 + 161p)) ) x*+2

+ 4p(—33 + 31p)x®*3P — 8x8+4p>> (4.117)
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ve

u,(x,t) = xP + ((_x—2+p)(3p —p? 4+ x2+p)) t®

1+ a)
+ (x™**P(=30p + 31p? — 10p3 + p* + 12px?*P — 6p2x2*P
tZa
+ 2x4+2p))m

+ ((—x~°*P)(840p — 1198p? + 651p® — 169p* + 21p° — p°

— 180px2*P + 290p2x2*P — 152p3x2*P + 26p*x?1P + 42px**?P
t3a

I'(1+ 3a)
+ (= *P)((=(=9 + P)) (=7 + P)(=6 + p)(=5 + p)(—4
+p)(=3+p)(=2+p)p

+2(—2+p)p (1680

_ 30p2x4+2p + 4x6+3p))

+p (—2779 +p(1775 + p(=505 + 53p)))> x2tP

— 2p (=390 + p(881 + p(—656 + 161p)) ) x**27 + 4p(—33
t4a’
+ 31p)x6+3P — 8x8+4p))mf5(x)
= ((=x7*"P) (= (=11 + ) (=9 +p) (=8 + p) (=7 + p) (-6
+p)(-5+p)(—4+p)(-3+p)(—2+p)p +2(-3 +p)?*(-2
+ p)p(12600 + p(—16908 + p(9469 + p(—2366 + 213p))))x2+P
+16x°@*P) — 2p(—17640 + p(52014 + p(—63609 + p(39655
+ p(—12439 + 1555 * p)))))x*+2?
+36(—1+ p)p(80 + p(—155 + 73p) )x°*3P — 64p(—6

+ 7p)xBt4P)) (4.118)

fs(O) = ((=x7*P)((= (=11 + p)) (=9 + P) (=8 + P) (=7 + P) (=6 + P) (=5

+p)(—=4+p)(=3+p)(=2+p)p + 2(=3 +p)*(=2 + p)p(12600
+ p(—16908 + p(9469 + p(—2366 + 213p))))x2+P + 16x52+P)
— 2p(—17640 + p(52014 + p(—63609 + p(39655 + p(—12439
+ 1555 * p)))))x**2P + 36(—1 + p)p(80 + p(—155 + 73p) )x*+3P
— 64p(—6 + 7p)x8+P)) (4.119)
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us(x,t) = xP + ((—x~2*P)(3p — p? + x**P))

ta

T+

+ (x™**P(=30p + 31p? — 10p3 + p* + 12px?*P — 6p2x2*P
tZa

+ 2x**2P)) T+ 2a)

+ ((—x~°*P)(840p — 1198p? + 651p® — 169p* + 21p° — p°

— 180px2*P + 290p2x2*P — 152p3x2*P + 26p*x?tP + 42px**?P
t3a

I'(1+ 3a)
+ ((=x*P)((=(=9 + P)) (=7 + P)(=6 + P)(=5 + p)(—4
+p)(=3+p)(=2+p)p

+2(—2+p)p (1680

_ 30p2x4+2p + 4x6+3p))

+p (—2779 +p(1775 + p(=505 + 53p)))) x2tP

—2p (—390 +p(881 + p(—656 + 161p))) x**2P + 4p(-33
4a
T(1 + 4a)
+ ((=x7*P) (= (=11 + ) (=9 + p) (=8 + p) (=7 + p) (=6
+p)(=5+p)(=4+p)(=3+p)(=2 +p)p + 2(=3 + p)*(-2
+ p)p(12600 + p(—16908 + p(9469 + p(—2366 + 213p))))x>+P
+ 16x°@+P) — 2p(—=17640 + p(52014 + p(—63609 + p(39655
+ p(—12439 + 1555 * p)))))x**+??
+36(—1+ p)p(80 + p(—155 + 73p) )x°*3P — 64p(—6

5a

I'(1+5a)

+ 31p)x®*3P — 8x8+4”))

+ 7p)x8+4P)) (4.120)

elde edilir. k = 6,7,8, ... igin u,, yaklasik ¢oztiimleri sirasiyla ayni sekilde bulunur.

Sekil 4.8’de (4.120) denklemindeki us(x,t) yaklasik ¢oziimiinin a = 0.1,
a=0.25 a=075 a=12, a=18,x=0.8, p=1.2 icin iki boyutlu grafigi

verilmistir.

Sekil 4.9’da (4.120) denklemindeki us(x, t) yaklasik ¢oziimiiniin a = 0.75,

x = 0.8, p = 1.2 i¢in li¢ boyutlu grafigi verilmistir.

47



Sekil 4.8: (4.120)’de elde edilen us(x, t) yaklasik ¢oziimiiniin farkli a degerleri igin
iki boyutlu grafigi.

-5.0%10°

ub
-1.0x107

~1.5x107

Sekil 4.9: (4.120)’de elde edilen us(x, t) yaklasik ¢oziimiiniin farkli & degerleri igin
Uc boyutlu grafigi.
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Ornek 4.2.5: Yontemi ilk olarak asagidaki kesirli mertebeden stiff sistemine
uygulayalim. Sistem

EDfu(t) = —u(t) + 95v(t),

EDEv(t) = —u(t) —97v(t), O0<a<1

(4.121)
seklindedir (Freihet ve dig. 2019). Sistemin baslangi¢ kosulu
u(0)=1,v0)=1 (4.122)
dir. @ = 1 i¢in tam ¢6zimdi
1
u,(t) = el (95672t — 48e7961),
v,(t) = % (48679t — ¢72t) (4.123)
olarak verilmistir (Freihet ve dig. 2019). Denklemin rezidual fonksiyonu
Resu(t) = $DZFu(t) + u(t) — 95v(t),
Resv(t) = $DfFv(t) + u(t) + 97v(t) (4.124)
olarak ifade edilir ve k. rezidual fonksiyonu
Resuy (t) = $DFug (t) + g (t) — 950, (¢),
Resvy(t) = $DEv, (t) + uk(£) + 97, (1) (4.125)
olir ve k = 1 i¢in rezidual fonksiyonu
Resu, (t) = §Dfuy (t) + uy (t) — 95v,(t),
Resv,(t) = $D&v,(t) +uy(t) + 97v,(t) (4.126)

olarak yazilir ve Denklem (4.15)’de k = 1 alinarak

a

u(t) =1+ Clm,
() =1+ dlm (4.127)

bulunur. (4.127) denklemleri (4.126)’da yerine yazilarak
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a

—F(1+a)_95(1+d1

a

Resu;(t) =c; +1+ ¢ m),

a

a

Resvl(t) = d1 +1+ C1 m) (4128)

elde edilir. t = 0 igin

Resu (0) =¢c; +1—-95=0,

Resv;(0)=d; +1+97=0 (4.129)
olup

(4.130)

elde edilir. Denklem, (4.130), (4.127)’ de yerine konuldugunda 1.RPS yaklagik
¢cozumu

a
t)=1+94——
u () + r(1+a)

a

Ul(t) =1- 98m (4131)

olarak bulunur. Benzer sekilde Denklem (4.125)’de k = 2 alindiginda;

Resu,(t) = §D{fu, (8) + ua () — 951, (0),

Resvz (t) = 8Dtavz (t) + U, (t) + 97172 (t)

(4.132)
olarak yazilir . (4.15)’de k = 2 igin;
a 20
u,(t) =1+ clm+czm,
a f2a
v(t) =1+4d; Tita) +d, T+ 20) (4.133)

olup (4.133) denklemleri (4.132)’de yerine yazilarak
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a ta tZa

— +1
M+a) 9T+ T9Ta+ 20

ta tZa
—-95(1+d d ,
< Thrar ” 2F(1+2a)>
a t% tZa

1
Tt araro T era T 2a)

Resu,(t) = ¢y + ¢,

Resv,(t) = dy + dzm

ta tZa
+97<1+d1r(1+a)+dzr(1+2a)> (4.134)

elde edilir. t = 0 igin
¢DE Resu,(0) = c, + ¢, —95d; =0,
EDE Resv,(0) =dy + ¢, +97d; =0 (4.135)
olup
¢, = —cq +95d; = —9404,
dy, = —c; —97d; = 9412 (4.136)

elde edilir. Denklem (4.136) ve (4.130), (4.133)’ de yerine konuldugunda 2.RPS

yaklasik ¢oziimi

t tZa
u,(t) =1+ 94m— 9404m,
t% 2a
Uz(t) =1- 98m + 9412m (4137)

bulunur. Benzer sekilde Denklem (4.125)’de k = 3 alindiginda;
Resuz(t) = $DFus(t) + us(t) — 95v;5(t),
Resv;(t) = §Dfvs(t) + us(t) + 97v5(t) (4.138)
olarak yazilir. (4.15)’de k = 3 igin;

ta tZa t3a

=1 ,
w® =1+ara Y ety 20 T 4T 1 30)

a tZa t3a

[(1+a) +d, I'(1+2a) +ds I'(1+3a)

va(t) =1+d, (4.139)
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olup (4.139) denklemi (4.138)’de yerine yazilarak

a tza ta t2a
R t) = 1
eSU,3( ) C1+C2 F(1+a)+C3 1“(1_*_2“)-'— +C1 F(1+CZ)+C2 F(l‘l’za)
t3a
T ST A T 30)
a tZa
—-95(1+d d
< Tarare T2 TA 1 2a)

3a
+dy =),
T(1 + 3a)>
a tZa t(l tZa

—tdy————+ 1+
rd+a) T+ 20) “Ta+o T Ta+ 20
t3a

TS Ta T30

ReSU3(t) = dl + dz

a tZa 3a

[(1+a) +d; I'(1+2a) +ds r(1+ 3a)> (4.140)

+97<1+d1

elde edilir. t = 0 icin
€DZ% Resu,(0) = c3 + c; —95d, = 0,

€D2* Resv,(0) =d3 + ¢, +97d, =0 (4.141)

olup
C3 = _C2 + 95d2 = 90354’4,
ds = —c, —97d, = —903560 (4.142)

elde edilir. Denklem (4.142), (4.130), (4.136), (4.139)’ da yerine konuldugunda 3.RPS

yaklagik ¢coziimii

t® 2a 3a
U3(t) =1+ 94m - 9404m + 903544m,
t® 2a t3a
vy(t) =1— 98m + 9412 m — 903560m (4.143)

elde edilir. Ayni islemler sirasiyla devam ettirilir. ¢4, d4 Ve u,(t), v, (t) i bulmak igin
€D3% Resu,(0) = 0 ve $D3% Resv,(0) = 0 yazilir. ¢, ds Ve us(t), vs(t) i bulmak

icin §D2% Resus(0) = 0 ve {D* Resvg(0) = 0 yazilir. Sirastyla
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¢y, = —86741744,

d, = 86741776 (4.144)
ta 2a 3a
() = 1+ MUrars AT T M T
4a
~ 86741744 T s,
ta 2a 3a
va(6) = 1= 98 s + 9412 O R
4a
+ 86741776 s s (4.145)
ve
s = 8327210464,
ds = — 8327210528 (4.146)
ta 2a 3a
us(t) = 1+ Mrars AT T M T g
4a S5a
— 86741744 s + 8327210464 s,
ta t2a t3a
v5(8) = 1= 98 s+ 9412 5= — 903560 = s
4 5a
+ 86741776 s — 8327210528 rr— = (4.147)

olarak bulunur. k = 6,7,8, ... i¢in u,, yaklasik ¢oztimleri sirasiyla ayni sekilde bulunur.

a =1,k =150ic¢in uy50(t) yaklasik ¢oziimiiniin iki boyutlu grafigi Sekil

4.10° da verilmistir.

a =1,k = 150i¢in v,50(t) yaklagik ¢oziimiiniin iki boyutlu grafigi Sekil

4.11° de verilmistir.

a =1,k = 150 ve farkli t degerleri igin u;50(t), RPSM ile hesaplanmis ve
bulunan sonuglar Tablo 4.4’ de verilmistir. Tabloda u,(t) tam ¢dziminun degerleri
ile birlikte mutlak hata degerleri de hesaplanmustir. u,5,(t) yaklasik ¢oziimiiniin u, (t)

tam ¢ozimune yakin oldugu goriilmektedir.
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a =1,k = 150 ve farkli t degerleri i¢in v,50(t), RPSM ile hesaplanmis ve
bulunan sonuclar Tablo 4.5’de verilmistir. Tabloda v, (t) tam ¢6ziimiiniin degerleri ile
birlikte mutlak hata degerleri de hesaplanmistir. v;54(t) yaklasik ¢oziimiiniin v, (t)

tam ¢Oziimiine yakin oldugu goriilmektedir.

1.9 T T T |

18 1

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

Sekil 4.10: Ornek 4.2.5° de @ = 1,k = 150 igin uys0(t) yaklasik ¢oziimiiniin iki
boyutlu grafigi.
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0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

Sekil 4.11: Ornek 4.2.5°de « = 1,k = 150 igin v;5,(t) yaklasik ¢dziimiiniin iki
boyutlu grafigi.

Tablo 4.4: Ornek 4.25° de a =1,k = 150 i¢in uyso(t) yaklasik ¢dziimiiniin ve
(4.123)’deki u, (t) tam ¢0zumunUn karsilastirilmasi.

t u,(t) Uqso(t) Mutlak Hata

0 1 1 0
0.025 1.830049650419 | 1.83004965042 3x10Y
0.050 1.820521847980 | 1.82052184798 1x10716

0.075 1.7389664179059 | 1.73896641791 2x101
0.100 1.6548121396395 | 1.65481213964 5x1013
0.125 1.574165520630 | 1.57416552062 9x101?
0.150 1.4973979619154 | 1.49739796171 2x1010
0.175 1.4243694914073 | 1.42436948626 3x10°
0.200 1.3549022160256 | 1.35490213155 8x10®
0.225 1.2888228592360 | 1.28882209063 8x10'
0.250 1.2259662270401 | 1.22596520603 1x10®
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Tablo 4.5: Ornek 4.25’de a = 1,k = 150 icin v;50(t) yaklasik ¢dziimiiniin ve

(4.123)’deki v, (t) tam ¢0zUmUnUn karsilastiriimasi.

t v, (t) V1s50(t) Mutlak Hata
0 1 1 0
0.025 1.830049650419 | 1.83004965042 3x10Y
0.050 1.820521847980 | 1.82052184798 1x107®
0.075 1.7389664179059 | 1.73896641791 2x10%
0.100 1.6548121396395 | 1.65481213964 5x10%3
0.125 1.574165520630 | 1.57416552062 9x1071?
0.150 1.4973979619154 | 1.49739796171 2x1010
0.175 1.4243694914073 | 1.42436948626 3x10°?
0.200 1.3549022160256 | 1.35490213155 8x10°8
0.225 1.2888228592360 | 1.28882209063 8x107
0.250 1.2259662270401 | 1.22596520603 1x10®

Ornek 4.2.6: Yontemi ikinci olarak asagidaki kesirli mertebeden stiff

sistemine uygulayalim. Sistem
EDEu(t) = —1002(t) + 1000v2(¢),
EDEv(t) = u(t) — v(t) — vi(t), 0<a<l1
seklindedir (Freihet ve dig. 2019). Sistemin baglangi¢ kosulu
u(0) =1,v(0) =1
dir. @ = 1 igin tam ¢ozimu
u(t) = e %,
v,(t) =et
olarak verilmistir (Freihet ve dig. 2019). Denklemin rezidual fonksiyonu

Resu(t) = $DFu(t) + 1002u(t) — 1000v2(¢),
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Resv(t) = $DFv(t) —u(t) + v(t) + v3(t) (4.151)
olarak ifade edilir ve k. rezidual fonksiyonu

Resuy (t) = §DFuy (t) + 1002w, (t) — 100002 (1),

Resvy(t) = §Df vy (t) + wie () + vy (t) + vig (0)

(4.152)
olur ve k = 1 icin rezidual fonksiyonu
Resu, (t) = $Dfuy(t) + 1002u, (t) — 1000v2(t),
Resv;(t) = SDFv, (1) — uy () + vy (t) + v2(b) (4.153)
olarak yazilir. (4.15)’de k = 1 alinarak
a
w (@) =1+¢ Td+a)
a
Ul(t) =1+ d1 m (4154)
bulunur ve (4.154 ) denklemleri (4.153)’de yerine yazilarak
tC{
Resul(t) =c + 1002 (1 + ¢ m)
a 2
— 1000 (1 d —) ,
T I(1+a)
t% t%
Resv,(t) = dq — (1 + Clm> +1+ dlm
te
1+d —) 4.155
+ ( T [(1+a) ( )
elde edilir. t = 0 icin
Resu,(0) = ¢; + 1002 — 1000,
Resv;(0) =d; —1+1+1 (4.156)
olup
L =-2,
dy = -1 (4.157)
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elde edilir. Denklem, (4.157), (4.154)’ de yerine konuldugunda 1.RPS

yaklagik
¢cozumu
ta
=1-2——
() rd+a)
a
Ul(t) =1- m (4158)

bulunur. Benzer sekilde Denklem (4.152)’de k = 2 alindiginda;
Resu,(t) = $Dfu,(t) + 1002u,(t) — 1000v2(t),

Resv,(t) = §Dfv, (1) — uy(t) + v, (8) + v3(t)

(4.159)
olarak yazilir. (4.15)’de k = 2 igin;
ta 20
u,(t) =1+ c1m+czm,
t f2a
v,(t) = 1+d1m+d2m (4.160)

olup (4.160) denklemleri (4.159)’da yerine yazilarak

a

t
—  _4+1002(1
CETON ( ta

a

t2a’
Resu,(t) =c; + ¢, r(l1+a) te ra+ 2a)>

« r2a 2
— 1000(1 + dlmﬂlzm) :
L e t2a
Resva(t) = di + da gy ~ <1 TaTdr e T2Tas 2a)> H
a t2a
+d,

1+ a) +da r(1+2a)

ta tZa 2
14dj———+dy———
+< + 1F(1+a)+ 2F(1+2a))

(4.161)
elde edilir. t = 0 igin
EDE Resu,(0) = ¢, + 1002¢; — 2000d; = 0
ng ReSUZ(O) = dz —C1 + d1 + 2d1 = 0 (4162)
olup
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¢, = —1002¢; + 1000d, = 4 ,

d2=C1_3d1=1

(4.163)

elde edilir. Denklem (4.163) ve (157), (4.160)’ da yerine konuldugunda 2.RPS

yaklasik ¢oziimi

ta tZa
t)=1-—-2 4 ,
uz(t) rit+a) T+ 2q0)
ta tZa

T+ T+ 2a)
elde edilir. Benzer sekilde Denklem (4.152)’de k = 3 alindiginda;
Resus(t) = $Dfus(t) + 1002u5(t) — 100002 (),
Resvy(t) = GD{v3(t) — us(t) + v3(t) + v3(t)

olarak yazilir. (4.15)’de k = 3 igin;
a tZa t3(l

Mt+o  “Ta+2o T +30)

U3(t) = 1 + Cl

a 2a 3a

vs(t) =1+d, [(1+a) +d, I'(1+ 2a) +ds ['(1+ 3a)

olup (4.166) denklemleri (4.165)’de yerine yazilarak
a tZa

+c
rl+a) 3T+ 2a)
a tZa t3a

Resus(t) = ¢, + ¢,

+ 1002 (1 + ¢
a tZa

R T S —
F(1+a)+ Tl + 2a)

t36{ 2
ds=——==~]"
* 3F(1+3a))

— 1000 (1 +d,
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(4.165)

(4.166)
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a tZa

ReSU3(t) = d1+dzr(1+a)+d3l_‘(1+2a)

a 2a t3a
~(1 —)+1
( +C1F(1+a)+C2I‘(1+2a)+C3I‘(1+3a)>+

a 2a t30{

d do—o
Tl+o  “Tat20 BT +30)

+d,

ta tZa t3a
+ (1 tdy gt

(14+a) T+ 2a) +ds r(1+ 3a)> (4.167)

elde edilir. t = 0 igin

d2T(1 + 2a)

€D2% Resu;(0) = c3 + 1002¢, — 1000( Tt a2

d2T(1 + 2a)

¢D2% Resv3(0) = d3 —cy +d, + CERE

+2d2:0

olup

I'(1+ a)?

8(251T'(1 + @)? — 125T(1 + 2a))
B T'(1 + a)? ’

d2T(1 + 2a)
c3 = —1002¢, + 1000 [ ———" + 24,

d2T(1 + 2a) _T(1+a)?-T(A+2a)
r1+a)2 27 I(1+ a)?

d3 = Cz —dy; — (4168)

elde edilir. Denklem (4.168), (4.157), (4.163), (4.166)’ da yerine konuldugunda 3.RPS

yaklagik ¢coziimii

a tZa
w® =1- 250 Y4 a1 20
8(251T(1 + a)? — 125T(1 + 2a))  t3¢
I'(1+ a)? I'(1+3a)’
O =1 t% N 2 N Frl+a)?—T(A+2a) t3@ (4.169)
s\ T T T o) T T+ 20) I(1+ a)? r(1+3a)

elde edilir. Ayni1 islemler sirasiyla devam ettirilir. ¢4, d4 Ve u,(t), v4(t) i bulmak igin

€D3% Resu,(0) = 0,5D3% Resv,(0) = 0 yazilir ve
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16(125876F(1+a)2 r(1+2a) - 62750T(1+2a)? - 125F(1+a)[‘(1+3a))
C4 =

r(1+a)2r(1+2a) !
_ =2011T(1+a)? I(1+2a)+1003T(1+2a)2+2T'(1+a)T(1+3a)
dy = I(1+a)2T'(1+2a) (4.170)
B ra (2 8(251M(1+@)?~125T(142a))  ¢3a
ug(t) =1-2 rarw T 4 r(1+2a) T(1+a)2 T3 T
16(125876F(1+a)2 r(1+2a) - 62750T(1+2a)? - 125F(1+a)F(1+3a)) t4a
F(1+a)2r(1+2a) r(1+4a)
g tf t2a r(1+a)?-r(14+2a) t3¢%
va(t) =1 T(1+a) + T(1+2a) T(1+a)? T(1+3a)
_ 2 2 4a
2011T(1+a)“ T'(1+2a)+1003Tr(1+2a)“+2I'(1+a)I'(1+3a) ¢t (4.171)
F(1+a)?r(1+2a) r(1+4a)

olarak bulunur. k = 5,7,8, ... igin u,, yaklasik ¢oztimleri sirasiyla ayni sekilde bulunur.

a =1k =7icin u,(t) yaklastk ¢oziimiiniin ve (4.150)’deki u,(t) tam
¢oziimiiniin iki boyutlu grafigi Sekil 4.12’de verilmistir. Grafikte t € [0,1] icin

u,(t) yaklasik ¢oziimiiniin ve u, (t) tam ¢6ziimuine ¢ok yakin oldugu goérulmektedir.

a=1k=7icin v,(t)yaklastk ¢oziimiiniin ve (4.150)’deki v,(t) tam
¢oziimiiniin iki boyutlu grafigi Sekil 4.13’de verilmistir. Grafikte t € [0,2] igin

U, (t) yaklasik ¢oziimiiniin ve u, (t) tam ¢dzlimine ¢ok yakin oldugu goriilmektedir.
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u(t)

1.02
05
L A, o L 1 t
05 1.0 s, 2.0
-0.5+
........ a=1
u_e(t)
Sekil 4.12: a = 1,k = 7 i¢in u,(t) yaklasik ¢6ziimiiniin ve (4.150)’deki
u, (t) yaklasik ¢oztiimiiniin iki boyutlu grafigi.
V()
1.04
0.8 - .
0.6 - .
0.4
0.2 -
L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 t
0.5 1.0 1.5 2.0
-------- a=1
v_e(t)

Sekil 4.13: Ornek 4.2.6> daa = 1,k = 7 igin v,(t) yaklasik ¢dziimiiniin ve
(4.150)’deki v, (t) yaklasik ¢6ziimiiniin iki boyutlu grafigi.
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5. SINIRLI KESIRLI DIFERANSIYEL DONUSUM
YONTEMI

Diferansiyel doniisiim yontemi ilk olarak Zhou tarafindan 1986 ortaya atilmig
daha sonra gelistirilmistir. Arikoglu ve Ozkol, kesirli diferansiyel denklemleri cozmek
icin yeni bir teknik olan kesirli diferansiyel donlisim yontemi (FDTM)
gelistirmiglerdir. FDTM, irrasyonel mertebeden Kesirli diferansiyel denklemleri
¢cozmek icin yeterli olmadigindan, bu bélimde rasyonel veya irrasyonel mertebeden
kesirli diferansiyel denklemleri ¢dzmek icin uygulanabilecek yeni bir yontem olan
siirl kesirli diferansiyel dontisiim yontemi (RFDTM) ele alindi. Kesirli diferansiyel

denklemler, RFDTM kullanilarak ¢6ziild.

5.1 Yontemin Algoritmasi

f(x,y): R? - R analitik fonksiyon olsun. f(x,y) nin (xo, y,) civarinda iki degiskenli

Taylor serisi a¢ilimi

o 1 (0 (x,y) . ,
fwy) ZZTp( oxiay) (G = x0)"(y = ¥o)’ (5.1)
=0 ]=O (xo'yo)
dir. Burada
1 a”ff(x,y))
FG )__<— (5.2)
it axlay} (x0,50)

olarak alinir. Denklem (5.2), (5.1)’de yerine yazildiginda

ey = FENG = %) = yo)) (5:3)

i=0 j=0
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elde edilir (Khudair ve dig. 2017). Denklem (5.2)’deki F (i, j), f (x,y) fonksiyonunun
iki boyutlu diferansiyel dontisiimiidiir. Denklem (5.3) ise F (i, j) nin ters diferansiyel
doniistimiinii ifade eder (Khudair ve dig. 2017).

u(x) = [f(x, Y)]y=(x—xo)“+y0» a>0 (5.4)

ile iki boyutlu £ (x, y) fonksiyonu bir boyutlu u(x) fonksiyonu ile ifade edilir. Buradan
Denklem (5.2) ve Denklem (5.3) sirasiyla

(0 G)
U@i,j) =F(,j) = l'_]' <W>(xo’yo) (5.5)
u(@) = ) D UG 1)+ (5:6)
i=0 j=0

olarak yazilir ve Denklem (5.5), sinirli kesirli diferansiyel doniisiim (RFDTM),
Denklem (5.6) ise (RFDTM)’nin tersini ifade eder (Khudair ve dig. 2017). u(x), v(x)

ve w(x) sirastyla

u(x) = i i U(i,jxt*e (5.7)

i=0 j=0
v(x) = Z Z V@i, )xtty (5.8)
i=0 j=0
w(x) = Z Z Wi, j)xi+es (5.9)
i=0 j=0

olarak ifade edilir. (Khudair ve dig. 2017).

Teorem 5.1.1:i > 0, = 0 igin,
w(x) = u(x) + v(x) (5.10)
ise
W(,j)=U@Gj)+V(3j) (5.11)
olur (Khudair ve dig. 2017).

Ispat: Denklem (5.7), (5.8) ve (5.9), (5.10)’da yerine konuldugunda:
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Z W (i, )xi+ = Z Z UG, i+ + Z Z V(i )xite

(00}
]=0 =0 ]=0 i=0 ]:O i=0

= U(0,0)x° + U(1,0)x* + U(2,0)x? + -+ U(0,1)x*

+ U, Dx% 4+ -+ V(0,0x° +V(1,0)x* + V(2,0)x% + -

+V(0,D)x%+ V(1,1)x+% + ...
=U(0,00x° +V(0,0)x° + U(1,0)x* + V(1,0)x* + ---

B i i(U(i.j) +V (i, ) 2+

j=0i=0
bulunur.
i>0,j=0igin,

W, j)=UGj)+V(QEj)

elde edilir.

Teorem 5.1.2:i > 0,j > 0 igin,
w(x) = u(x)v(x)
ise

J i

W, ) = ZZ UG V(i—7,j—k)

k=07r=0
olur (Khudair ve dig. 2017).

Ispat: Denklem (5.7), (5.8) ve (5.9), (5.14)’de yerine konuldugunda:
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53

oo [00]

) )
2 f x| 2,y
j:O ]=0

= (Box® + Pyx* + Bjx** + =) X (Yox® 4 y1x + o x2% + -

W (i, Hxtt = z Ui, x| x 2 V@i, Hxtt
0

00
j=01i=0 j=01i

)

= (Box°vox® + Box’y1x* 4+ Box y,x%% + - B1x%yox° + Byx ¥y xt

+ B1x%yx? + )

= Z BiYj-rx™

j=0 k=0
= z (1)] x“f
j=0
bulunur. Burada,
B =) UGN
i=0
Vi = Z V(i j)xt
i=0
J
wj = 2 BrYj-k
k=0

alimmistir. Denklem (5.17)’de j yerine k alindiginda:
Bi= ) UG Hox!

i=0
olur. Denklem (5.18)’de j yerine j — k alindiginda:

Vi = ) V(] = Iox
i=0

olarak yazilabilir. Bulunan degerler Denklem (5.19)’da yerine yazildiginda:
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(5.21)



wj = Z) [(ZO Ui, k)xt > X (2 V(@i,j— k)x* )]

j
_ Z[(U(O, k)x® + UL k)xt + U2, k)x2 + )

k=0
X (V(0,j—k)x°+V(1,j—k)xt+(2,j—k)xt + )]
J
= > WXV (0, ~ K)x + U0, bV (L] ~ )x!

k=0
+ U0, k)x°V(2,j —k)x* + -+ U1, k)x'V(0,j — k)x°
+ U)XV, j—kxr+ U k)xV(2,j — k)x? + -
+ U2, k)x?V(0,j —k)x° + U(2,k)x?V(1,j — k)x?!

+ U@, k)x*V(2,j — k)x* + -]

= (U(0,k)x°V(0,j — k)x° + U0, k)x°V(1,j — k)x*

+ U(0,k)x°V(2,j —k)x* + -+ U1, k)x'V(0,j — k)x°
+ U)XV, j—kx*+ U, kxV(2,j — k)x? + -
+ U2, k)x*V(0,j — k)x° + U(2,k)x*V(1,j — k)x?!

+ U@, k)x*V(2,j —k)x*+-)

i

J o
kZZZU(l V(i —1,j — k)xt

S iU(i,k)V(i—r,j—k)xi (5.22)
20,2,

i=0 k=01r=0

olur. Denklem (5.22), Denklem (5.16)’da yerine yazildiginda:

i i W (i, j)xite = i i Z]: Zl: UG K V(3 —1,j — k)xite (5.23)

j=01i=0 j=0i=0 k=07=0

elde edilir. x’in katsayilar1 karsilastirildiginda:

i>0,j=0igin,
i
Wi, ) = Z Z UG V(i—7,j—k) (5.24)
k=01=0
bulunur.
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Teorem 5.1.3: m ve n tam say1 olmak Uzere,

v(x) = x™T y(x) (5.25)
ise
i <mveyaj <nigin:
V(i,j))=0 (5.26)
i >mveyaj = nigin:
V(i,j) = U@ —m,j —n) (5.27)

olur (Khudair ve dig. 2017).

Ispat : Denklem (5.7)’den:

xmtan u(x) — z Z U(i,j)xi+m+aj+0m (5.28)
j=01i=0
olur.
m-1n-1 m—1 oo o n-1
v(x) = Z Z V(i )t + Z V(i Hxi + Z Z V(i )xite
i=0 j=0 i=0 j=n i=m j=0
+ Z Z V(i j)xtte
i=m j=n
m—-1n-1 m—-1 oo o n—-1
= D D VAR ) Y VRt 4 Yy VGt
i=0 j=0 i=0 j=n i=m j=0
+ Z z V(i + m,j + m)xitmtaitan (5.29)

,~
1l
o

Jj=0

olarak yazilabilir. Denklem (5.29), (5.25)’de yerine konuldugunda:
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m-1n-1 m—1 o n-—1

Z Z V(i,j)x”“j + Z i V(i,j)xi+aj + Z Z V(i,j)x”“j

i=0 j=0 i=0 j=n i=m j=0

+

V(i + m,j + n)xi+m+aj+am

s

s I
M T

I
o

U(i’j)xi+m+aj+an (5_30)

‘..
I
o

]

elde edilir. Denklem (5.30)

m—-1n-1 m-—1 oo o n-—1
Z Z V(i j)x* + Z V(i j)x*e + Z Z V(i j)xtte
i=0 j=0 i=0 j=n i=m j=0
+ Z z V(i j)xtte
i=m j=n
— Z Z U(i j)xi+m+aj+an
=0 i=0
- z Ui —m, j — n)xi+ai (5.31)
j=ni=m
olarak yazilabilir. x’in katsayilar1 karsilagtirildiginda:
i <mveyaj <nigin:
V(i,j) =0 (5.32)
i=>mvej=nigin:
V(i,j)=U@—-mj—n) (5.33)
bulunur.
Teorem 5.1.4: v(x) = dz;‘;x) ise,
i<mvej=>1ligin:
U@, j) =0 (5.34)

i=>0vej>0icin:
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V(i) = UG +m,)) H(i +aj+ k) (5.35)
k=1

olur (Khudair ve dig. 2017).

Ispat:
u(x) = Z z Ui, j)xt+e
i=0 j=0
o o m-1
= z U(i,0)xt + z Z Ui, Hxtt = Z U(i, 0)x*
i=0 i=0 j=1 i=0
+ Z UG, 0)x' + z z Ui, j)xi+a (5.36)
i=m i=0 j=1
olarak yazilabilir.
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+ZZU(i,j)(i tapli+aj—1)..(i+aj—m

=0 j=1

+_1)xi+aj—n1

= z U(i+m,0) @ -I_“m)!xi

UG NGE+a)(i+aj—1)..(i+aj —m+ 1)xite—m

UG jpi+a))i+a—1)..(i+aj—m

=ZU(i+m,O)(i+,m)!xi

i!

+ 3 UGN+ @D+~ 1) . i+ af —m Dt
L L,

i=0 j=1
+ Dxite (5.37)
olur.
v(x) = Z Z V(@i )xite = Z V(@i 0)x + Z Z V(i, j)xi*e (5.38)
i=0 j=0 i=0 i=0 j=1

olarak yazilabilir. Denklem (5.38) ve (5.37) esitlenip x’in katsayilar
karsilastirildiginda:

i<mveyaj>1icin:
U@i,j)=0 (5.39)

i=>0vej>0icin:
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V@i, j) = UG +m,)) 1_[(1' +aj+ k) (5.40)
k=1

bulunur.

Teorem 5.1.5: v(x) = {D%u(x), la] < a < |a] + 1ise
U(i,0) =0,i=l|a]l+1,|al+2,]|a]+3,..
vei=>0vej=>0igin:

Ir'di j 1
V(i) = UG,j+1) (lr(t f(; j'j I) ) (5.41)

olur (Khudair ve dig. 2017).

Ispat:
u(x) = z z Ui, Hxita = z UG, 0)xt + z Z Ui, Hxi+a (5.42)
i=0 j=0 i=0 i=0 j=1
= ri+1) .
CDa — z U " 0 i—a
a xu(x) ' (l )F(l—a+1)x
i=la]+1

P Mi+aj+1) .
.. i—a
+Zzu(l'1)F(i+aj—a+1)x Jal <a<|al+1

i=0 j=1

= ri+1)
= Ui, 0) s xi ¢

GO e D”

i=la]+1

SR Fi+aj+a+1) ., .
+ U@i,j+1 itaj

ZZ G+ D= asD *

i=0 j=0
lal <a<|al+1 (5.43)

olarak vyazilabilir. Denklem (5.12) ile (5.43) esitlenip x’in Kkatsayilari
karsilastirildiginda:
U(,0)=0,i=|al+1,|lal+2,|a] +3,.. (5.44)

vei>0vej=>0icin:
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Fri+aj+a+1)
Fi+aj+1)

V(i,j)=U@G,j+1) (5.45)

olur.

5.2 Simirh Kesirli Diferansiyel Doniisiim YOnteminin Kesirli Diferansiyel

Denklemlere Uygulanmasi

Ornek 5.2.1: Baslangic kosullari
u(0) =4,u'(0) =B (5.46)

olan kesirli diferansiyel denklemi
Du(x) +u(x) =0, 1<a<?2, (5.47)

ele alalim (Khudair ve dig. 2017). Denklem (5.43), (5.7), (5.47)’de yerine

konuldugunda:
F(l+1) . Spu Fi+aj+a+1) .. .
UG, 0 l—a+22u-,-+1 el iraj
Z @ ) —a+1) ap. Gj+1 Fri+aj+1) x
=0 j=0
+ Z Z U@, jH)x*% =0 (5.48)
i=0 j=0
r(1+1) . o Ti+aj+a+1) . .
Uu,o0 xi~a Z Z UG,j+1 i+aj
Z GO —arn” TV DT
=0 j=0
Z Z U(i, Hxtte (5.49)
i=0 j=0
olarak yazilabilir. x’in katsayilar karsilastirildiginda:
i>0vej=>0icin:
[i+a+1 o
UG+ 1) = dETHD i (5.50)

Fri+aj+a+1)

olur.
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i>2vej=0igin:

U(i,0) =0 (5.51)

elde edilir.

u(x) = i i U(i, j)xtte

i=0 j=0
=U(0,0) + U(0,1)x* + U(0,2)x?* + -+ U(1,0)x + U(1,1)x1*«
+ U(1,2)x1*2e 4 ... (5.52)

olarak yazilabilir. Baslangi¢ kosulu u(0) = A yerine konuldugunda:

w(0) = U(0,0) = A (5.53)

bulunur.

u'(x) = alU(0,1)x* 1 + 2aU(0,2)x%* 1 + -+ U(1,0) + (1 + 2)U(1,1)x*
+ (1 +20)U(1,2)x%% + --- (5.54)

dir. Baslangi¢ kosulu u’(0) = B yerine konuldugunda:

w'(0) = U(1,0) = B (5.55)

olur. Denklem (5.50), (5.51), (5.53), (5.55), (5.7)’de yerine konuldugunda:

Axa Bx1+a Ax20£ Bx1+2a Ax30(
=A+Bx — - —
wb) = A+ Bx — s S T To ) T+ 20 T2+ 20 T+ 30)
Bx1+3a Ax4-a Bx1+4-0£ AxSOl Bx1+50(
“TZ+30) T+4a) ' TZ+40) T+5a0) TQ2+5a)
Ax6a Bx1+6a Ax7a Bx1+7a AxBa
+ + - — +
rl+6a) T(2+6a) T(1+7a) T(R2+7a) T(1+8a)
Bx1+8a
BT 5.56
TN (5:56)
bulunur ve
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o

Axka Bx1+ka’
u(x) = Z(_l)k (F(l + ka) + re+ ka))

k=0

olarak yazilabilir. Denklem (5.57). (5.47)’nin tam ¢0zlimiidiir.

Ornek 5.2.2: Baslangic kosullari
u(0) =4,u'(0)=8B

olan kesirli diferansiyel
u”(x) + $D%u(x) + u(x) =1+ x, 1<a<?2, xe[0,1]

ele alalim (Khudair ve dig. 2017). (5.37)’de m = 2 alindiginda:

(+2)'

u'(x) = Z U(i+2,0)

UG+2,)0+2+aj)(i+1+ aj)xt+e

INGE

)

o~
1l
=

bulunur. Denklem (5.60), (5.7) ve (5.43), (5.59)’da yerine konuldugunda:

- i+2)!
ZU(i+2,0)( ) L
i=0 )

UGA+2,)0+2+a)(i+1+aj)xt*

s

-
1l
[y

ri+1)
r@i — a+1)

i—a

u(i,0)

Fri+aj+a+1)
Fri+aj+1)

i+aj

—+

uGi,j+1)

s

-
1l
o

U@, Dx9 =x+1

+

DM s A B

...
I
o
~.
I
(=]

Ns

olur. Denklem (5.61)
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denklemi
(5.59)
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Z[U( 1208 ) + UG, 1)%+U(i,0)lxl

+ZZIU(i+2,j)(i+aj+2)(i+af+1)

i=0 j=1
Fi+aj+a+1) o
U.’. 1 U.'. l+a]
TG+ D D T (”)lx
ri+1 .
+ZU( 0) ( +)1) xT*=x+1 (5.62)

olarak yazilabilir. Denklem (5.62)’de x’in katsayilar1 karsilastirildiginda dordiincii

terimden:

F(L +1)
ZU(l D (5.63)
bulunur ve

U(i,0)=0,i =2 (5.64)
olur. i = 0 i¢in x’in katsayilar1 karsilagtirildiginda birinci terimden:

IFNa+1)

U2, 0) +U(O 1) ——— )

+U(0,0) =1 (5.65)

elde edilir ve Denklem (5.53), (5.64), Denklem (5.65)’de yerine konulup

diizenlendiginde:

VO =t

(5.66)

olur. Denklem (5.62)’de i =1 i¢in x’in katsayilar1 karsilastirildiginda Dbirinci
terimden:

I'(a+2)

U3, 0) + U(1,1) T2

+U(,0=1 (5.67)

bulunur ve Denklem (5.55), (5.64), Denklem (5.67)’de yerine konulup

diizenlendiginde:
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olur. Denklem (5.62)’de i > 2 i¢in x’in katsayilart karsilastirildiginda birinci

terimden:

(i+2) T+ a+1)

+ U(i,1)

Ui +20)—; I+ 1

+U(®,0) =0 (5.69)

bulunur. Denklem (5.64), (5.69)’da yerine konuldugunda:

- Ti4+a+1) B
bulunur ve
U(i,1)=0,i=2 (5.71)

olarak yazilir. Denklem (5.62)’de i = 0,j = 1 i¢in x’in katsay1lar1 karsilastirildiginda

ikinci terimden:

Fi+aj+a+1)
Fri+aj+1)

UG+2, ) +aj+2)({+aj+1)+UG,j+1) +UG) =0

=U(,j+1)
Fri+aj+1)

_ Uli + 2. (i . . .
F(i+aj+a+1)[ (i+2,)p+aj+2)(+aj+1)

+ UG +D]i=0j>1 (5.72)

olur. Denklem (5.64), (5.66), (5.68), (5.71), (5.72), (5.7)’de yerine konuldugunda:

(1-A4)x* (1-B)x** (1-A4)x** (1-B)xt2e

1+ a) r2+a) r'l+ 2a) 2+ 2a)
(1 _ A)x3a (1 _ B)x1+3a (1 _ A)x4a (1 _ B)x1+4a
F1+3a)  TZ+3a0) TA+4a) TQ2+40)
(1 _ A)XSa (1 _ B)x1+5a (1 — A)x6a (1 — B)x1+6a
I'1+ 5a) 2+ 5a) 1+ 6a) 2+ 6a)
(1—A)x’ (1-B)x7® (1-A)x8¢ (1— B)x!*8a
rA+7a)  TZ+7a) TA+8a) T@2+8a)

4. (5.73)

u(x) =A+ Bx +

bulunur ve
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(1-A)xk@ (1—B)x1+k“)

u(x) =A+ Bx + Z;‘f’:l(—l)kﬂ (1"(1+ka) r'(2+ka)

(5.74)

olarak yazilabilir. Denklem (5.74), (5.59)’un genel ¢oziimudir. u(0) = 1,u'(0) =1
iseu(x) =x+1vel < a < 2igin (5.74) tam ¢dzum olur.
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6. KESIRLi DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN ADOMIAN
POLINOMLARI iLE COZUMU

6.1 Adomian Ayristirma Yontemi

Adomian ayristirma yontemi (ADM) 1980’11 yillarin basinda Amerikali bilim
adam1 George Adomian tarafindan gelistirilmistir. Bu yontemin avantaji, ¢éziimiin
analitik olarak elde edilebilmesi ve ¢6ziimiin hizli sekilde yakinsamasidir. Adomian

ayrigtirma yonteminde ¢oziimler seri formda elde edilmistir.
Adomian ayristirma yontemi igin
Lu+Ru+Nu=g (6.1)

denklemini alalim (Saha Ray ve Bera 2005). Burada L tersi alinabilir lineer
operatorddr, R lineer kisim ve N lineer olmayan operatordiir. Adomian ayristirma

metodunda (6.1)’in genel ¢oziimU;
u= Z Uy (6.2)
n=0

olarak kabul edilir. Burada u,, Lu = g’nin tam ¢6ziimiidiir (Saha Ray ve Bera 2005).
Denklem (6.1)’den

Lu=g—Ru—-Nu (6.3)

olarak yazilabilir (Saha Ray ve Bera 2005). L tersi alinabilir oldugundan , Denklem

(6.1)’in her iki tarafina L™ ters operatorii uygulandiginda
Llu=L"'9g—L*Ru—L"'Nu (6.4)

n
olur. L = :7 icin L™ 'operatér(i 0°dan t’ye kadar olan n katl integrali temsil eder.

2

Ornegin L = % operatord icin
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L 'Lu =u—u(0) —u'(0)t (6.5)
olarak bulunur ve Denklem (6.5), (6.4)’de yerine konulup diizenlendiginde
u=u(0)+u'(0)t+Ltg—LRu— L INu (6.6)

elde edilir (Saha Ray ve Bera 2005). Baslangi¢ deger problemleri i¢in u(0) =
A,u'(0) = B alinirsa

u=A+Bt+L'g—LRu—L'Nu (6.7)

olarak yazilabilir (Saha Ray ve Bera 2005). Adomian ayristirma yontemine gore
Denklem (6.6) veya (6.7)’deki ilk {i¢ terim u, olarak tanimlanir. Nu’nun lineer

olmama durumundan dolayi;

Nu = Z A, (Ug, Uy, Uy, o.ny Uy) (6.8)
n=0

olarak yazilabilir, burada An’ler, lineer olmayan Nu = f(u) igin elde edilen ve

Adomian tarafindan iiretilen 6zel polinomlar kiimesidir. An’ler;

P f(Z ,1iu.>] n=0 (6.9)
" onldan ' - '
i A=0

formala ile bulunur. (6.9) kullanilarak;

1 d° =
o= aw[f (ZO Alw)L = f(up) (6.10)
i= =0
1 dt = dt
A = Tidn f <Z; ﬂllli)L =T [f (A%ug + Aug + - )]a=o
i= =0

[(uy + 22uy . ) (A%ug + Auy + )52 = usf' (uo)
df (uo)

du,

= (6.11)

80



1a | (<,
= gzE| (24
i=0 A=0
1 d? 0 )
= Eﬁ[f@ Up + Auy + A%uy + )] a=o
1 d?!

~21dat [f'(A%ug + Auy + Puy + - )(ug + 24u, + ) ]a=0

1
= 57" Q0o + Auy + Ay + )y + 240z + ) (g + 2Au

+ 32%uz + ) + (Quy + 6Auy

+ ) (f (APOup + Auy + A2y + - ))]A=O = U, d’;(IZO)
uf d*f (uo)
2! du? (6.12)

1 d3 ° i 1 d3 0 2 3
A3:§Wf Zlui :Eﬁ[f(/’{ u0+lu1+lu2+/‘{u3+'”)]ﬂ=0
i=0 A

=0
1 d?
T 31dAa?
+ )] a=0
1 4dt
T 314
+ ) (uy + 24uy + 32%uz + -+ )2
+ (2uy + 6Auz + -+ ) (' (WPOug + Auy + A2, + Bug + )]

[fl(/louo + /1u1 + /12u2 + /13U,3 + e )(ul + 2/‘{u2 + 3AZU3

[ (A%ug + Auy + A%uy + 23uy

A=0
1

=3 [F""(A%ug + Auy + A2uy + A3ug

+ ) (uy + 24uy + 32%uz + -+ )3

+ 2(uy + 2Auy + 32%uz + -+ )(2uy + 6Aug + ) f'(A%ug + Auy

+ 22uy + Bug + ) + (6uz + 122%u,

+ ) (' POuq + Auy + 2%u, + 23uz + )

+ " (AP%uy + Auy + 2%uy + Bug + - )(uy + 2Au, + 34%u;

+ ) (2u, + 6Auz + )]

A=0
_ 4 df (uo) i d*f (uo) 4 lu3 d*f (uo)
> du, 2 du? 317 dud

(6.13)
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elde edilir (Adomian 1983). Son zamanlarda yapilan ¢alismalarda Adomian ayristirma
yontemi yeniden gozden geg¢irilmis ve Adomian polinomlarinin matematiksel bir

modeli verilmistir. Bu nedenle yeni formiil

u=uy— LR Z u, — L INu (6.14)
n=0
u=uy— LR ) u,—L71 2 n (6.15)
n=0 n=0

olur (Saha Ray ve Bera 2005). u(0) = 0,u’'(0) = 0 kosulu altinda
uy=¢@+L'g, Lp=0 (6.16)
dir. Boylece
U1 = —L7'Ru, — L74,, n=>0 (6.17)
olur (Saha Ray ve Bera 2005).

Bilinen u, kullanilarak, tim bilesenler (uy,uy, ... Uy, ...) (6.17)’den elde edilir ve

(6.2)’de yerine konularak u elde edilir. Bu bolimde Riemann—Liouville kesirli integral

... d7d e .
operatoru prer olarak verilmistir.

6.1.1 Adomian Ayristirma Yonteminin Kesirli Diferansiyel Denklemlere

Uygulanmasi

Ornek 6.1.1.1: Lineer olmayan kesirli diferansiyel denklemini

d_'y N d1/2y
dt  dtl/2

-2y2=0, y(0)=c (6.18)
olarak ele alalim (Saha Ray ve Bera 2005).

L= % oldugunu varsayildiginda, Denklem (6.18)’de esitligin her iki tarafina L1

uygulandiginda;
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dz
y=c—L =2 )+ 2171y2 (6.19)
dt2

yazilabilir. Burada c keyfi bir sabittir. Buradan,

1 I
y=c-L o Z A, (6.20)
dt 2 n=0
olur.
yo(t) =c,
o0 1
Yni1(t) = 2171 z Ay — d_Z)in'

n=0 dt 2
fQy) = yz,Ao =f(o) = c?,
A1 = 2y1Y0,

yi
Ay = 2y,y0 + 27'

Az = 2y3y0 + 2y1Y2,
(6.21)

dir. Adomian ayristirma yontemiyle y(t) = yo(t) + y,(t) + y,(t) + y5(t) + -+ ’nin

Denklem (6.18)’in ¢dzlimii oldugunu varsayalim. Burada,

yO(t) =,
4 2y (6) Y
2 t t
y1(t) = 2L71A, — —3’01 = 2%t — 2c—,
dt ™2 v
1 ,
2v. (t 3
y,(t) = 2L714, — yll( ) _ 432 85 + ct,
dt 2 T

1 5
d 2y,(t 352 c3t2 4 4c 3
a2y, _ o 45352 ( )Cztz__—
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80\ c3t3 32 64 5 ct?
+(s50+=) 5 )+,

m/) 3 3«/_ 15mv/m
al‘l 143744 2
2 t c5t2
ys(t) = 2L71A, — L“f) = 32c%t° —
dt—2 945Vm

5

+(5ﬁ+95) 4.a (1072 1344) 3,7 (44+E> 5.3 8ct2

Y L U Y R TN C D AT N4
(6.22)
olur. Bu nedenle Denklem (6.18)’in ¢6ziimii,
Vt 8c? 3
y(t) = ¢ + 2c? t—Zc\/E+4c 3t2 — \Et2+ct+--- (6.23)
olur.
Simdi, lineer olmayan kesirli diferansiyel denklem (6.18)’de ¢ = 1 alinirsa
y(t)=1+2t—2\/—\§+4t2—%tg+t+---. (6.24)
olur. Bu tezde n terimli Adomian yaklasik ¢6ziim:
=D (0 (6:25)
i=0

olarak alinmistir.

t’nin farkli degerleri icin @3, 4, @5 Adomian ayristirma yoOntemiyle

hesaplanmis ve bulunan sonuglar Tablo 6.1’de sunulmustur.
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Tablo 6.1: Denklem (6.18)’in farkli n degerleri i¢in Adomian yaklasik ¢oziimleri.

t P3 ) Ps

0 1 1 1
0.01 0.913049 0.912799 0.912803
0.02 0.889257 0.888954 0.888934
0.03 0.874706 0.874595 0.874517
0.04 0.864616 0.864911 0.864746
0.05 0.857224 0.858096 0.857827
0.06 0.851670 0.853251 0.852871
0.07 0.847467 0.849854 0.849369
0.08 0.844317 0.847574 0.846998
0.09 0.842021 0.846183 0.845539
0.1 0.840445 0.845522 0.84484

(6.18) denkleminin y(t) ¢ézimdi

(O =) i, ¥ =c (6:26)
n=0

kesirli kuvvet serisi seklinde de bulunabilir. Burada c bir sabittir. Denklem (6.26),
Denklem (6.18)’de yerine konuldugunda,

o (5-1) S (1"'%) (n—-1) S}
— 2 — 2 =
02t Vn +z 1 t YV — 2 Oynt 0 (6.27)

ey

elde edilir. Denklem (6.27)’de elde edilen kesirli kuvvet serilerinin katsayilarimi

n= n=

karsilastirarak

Y2 = Yo + 2y0° = ¢ + 2¢?,
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_ 8yy® 4y,  8c* 4c
R N N

Yo ( 4) 2 3_¢ ( 4) 2 3
== - 4y,3 = — - 4¢3,
V4 2+ 5+T[ Yo + Yo 2+ 5+T[ c“+4c

8v, 32 64 ,  352y,°
yomo D (B, G, 350
15V7r \3vm 157w 15V7

8¢ (32 N 64 ) , 352¢°

= — — ce — )

15V \3vm  15mvm 15Vx
_Yo (ﬂ E) 2 (@ 5_0) 3 4
)’6—6"‘ 97_['1‘3 Yo© + 3n+3 Yo~ + 8y

_c+(44+14) 2_|_<80_|_50> 3 4 gt
6 \or T3)C T3 T3¢ T

(6.28)
elde edilir. y,, degerleri Denklem (6.26)’da yerine konuldugunda:

(t) % 4 (4 200 <8C2+ 4C>t%+[c+(5+4> 2+4 3]t2
=c——= ct+2c)t—|—=+——= = —Jc c
g v N A PR

[ 8¢ +(32 N 64 ) 2+352c3ltg
—_ C
15V \3vm 157w 15vVn

+[C+(44+14) 2+(80+50> 348 4]t3+ 6.29
6 \oxr T 3)¢ T\3pT3)C T ' (6.29)

olur. Denklem (6.22) ve (6.29) karsilastirildiginda, y(t) ¢ozimiiniin ayni oldugu
gortiliir. (6.29)’da ¢ = 1 alindi§inda

N| v

0 =1=twae ()i () -G
vr Vi 3Vm 2 m 3T 157vT
+<E+£5)t3+..._ (6:30)
o 6

olur. Bu tezde n terimli yaklasik kuvvet serisi ¢6ziimii:

N

n-1
l
p = Z Vit (6.31)
i=0

olarak alinmistir.
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t’nin farkli degerleri i¢in W,, W5, ¥y kesirli kuvvet serisi yontemiyle

hesaplanmis ve bulunan sonuglar Tablo 6.2’de sunulmustur.

Tablo 6.2: Denklem (6.18)’in farkli n degerleri igin yaklasik kuvvet serisi ¢goziimleri.

w, A W,
0 1 1 1
0.01 1.0257 1.0257 1.0257
0.02 1.0544 1.0544 1.0545
0.03 1.0868 1.0868 1.0874
0.04 1.1238 1.1238 1.1256
0.05 1.1659 1.1659 1.1702
0.06 1.2138 1.2138 1.2229
0.07 1.2683 1.2683 1.2852
0.08 1.3301 1.3301 1.3588
0.09 1.3999 1.3999 1.4458
0.1 1.4782 1.4782 1.5482

Ornek 6.1.1.2: Lineer kesirli diferansiyel denklemini

d_'y d1/2y
It + FrEv-i y =0, y(0)=c (6.32)

ele alalim (Soytas 2006).

L E% oldugu varsayildiginda, Denklem (6.32)’de esitligin her iki tarafina L™*
uygulandiginda;
dl
2
y=c—L"1 }1] + L7y (6.33)
dtz

yazilabilir. Burada c keyfi bir sabittir. Buradan,

1 )

d 2

y=c-— }1/ + L7t Z Ap (6.34)
dt 2 n=0
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olur. Burada,

yO(t) =
% s
_ 2y,
Yna () = L7 ) dy =1,
n=0 dt_z

f@)=y40=fo) =c,

A =y,
Az =y,

Az =ys,
: (6.35)

dir. Adomian ayristirma yontemiyle y(t) = yo(t) + y,(t) + y,(t) + y5(t) + -+ ’nin

Denklem (6.32)’nin ¢oziimii oldugunu varsayalim. Burada,

yO(t) =
e
2 t
y1(t) = L' Ay — 310 =ct—2c—,
dtz vm

o) 1 3
d 2 8tzc ct?
yz(t)=L‘1ZA1— S
- a2z Vw2

n=0

0 1 5
d 2 ct® 16ct2 t(8ct? + 20ct
y3(t) =L_1ZA2_—yZ_— <\/_( )>—Ct2 ,
n=0

g 6 15vm 15V
(6.36)
olur. Bu nedenle Denklem (6.32)’nin ¢6ziimd,
3 5
© et Vt 8tzc+ct2+ t+Ct3 16¢t2
=c+ct—2c—=— —+ct+—-—
Y NCEEN A 6  15vn
t(8ct? + 20ct
<\/_( ))—ctz + - (6.37)
15vn

dir. (6.37)’de ¢ = 1 alindiginda
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3 5
O =1+t2 vt 8t2 N t? s t3  16t2 (ﬁ(stz + 20t)> 2
7 Vi 3Wm o 2 6 15Vm 15V

L. (6.38)

olarak bulunur.

6.2 Uyumlu Kesirli Lineer Olmayan Lane-Emden Denkleminin (CNL-

EFE) Adomian Polinomlar: Cinsinden C6zimu

CNL-EFE’nin a > 0 mertebeden genel formu
2a
DyDgy + x_aDay + f(:V) =0 (6.39)

seklindedir, burada x > 0ve 0 < a < 1 dir ve D, uyumlu Kesir tiirev operatoridur
(Al-Zhour ve dig. 2019).

Bu problemi ¢ozmek i¢in Denklem (6.39), Denklem (3.26) kullanarak

Dy [x**Dyy] = —x**f (y) (6.40)

seklinde yazilabilir. Denklem (6.40)’1n x’e gore iki kez integrali alindiginda, Denklem

(6.39)’un genel ¢6ziimii su sekilde verilir:

X t
y<x>==y<o>—-LL t-zalj.xzaf(y)dax]datl (6.41)
0

burada y(0) sabit ve d,x = x* 1dx, d,t = t* 1dt’ dir (Al-Zhour ve dig. 2019).

Genel ¢6zim y(x)’in ve f(y)’ nin

y() = > 70 (6.42)
k=0

f) = Z A (x) (6.43)
k=0

olarak yazildigi kabul edilir. Burada {Ay }y-,, f(¥)’nin Adomian polinomlar
kumesidir ve
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Ao = f(¥o),

A1 = y1f" o),
1
Ay =yof (o) + z)ﬁzf”(%),

1
As = y3f (Vo) + y1y2f " (vo) + ;3’13]“”(3’0),

(6.44)

Seklinde tanimlanir. Denklem (6.43), (6.44), Denklem (6.41)’de yerine konuldugunda

Denklem (6.39)’un Adomian polinomlari cinsinden genel ¢éziimii,

y(x) = y(0) — Uxt_za Utxz"‘Akda xl datl (6.45)
0 0

seklinde bulunur (Al-Zhour ve dig. 2019). Burada,

Yo =(0)
Vier1(x) = — U x~2¢ U x%%A,d, x] dax] k=012,.. (6.46)

dir (Al-Zhour ve dig. 2019).

6.2.1 Uygulamalar

Ornek 6.2.1.1: Denklem (6.39)’da f(y) = y™,m = 0,1,2, ... alinir, x > 0 igin

denklem:
2a
DyDyy + x—aDay +ym=0,0<a<1m=0,12,.. (6.47)

elde edilir (Al-Zhour ve dig. 2019). Oncelikle f(y) = y™ fonksiyonunun Adomian
polinomlar {A; };-, kimesini hesaplamak icin Denklem (6.44) kullanilir. Denklem

(6.47)’nin Adomian polinomlar1 cinsinden genel ¢6zimd,

y(x) = kZoyk(x) =y(0) - UO =2 UO X2 Ayd, xl datl (6.48)

90



seklinde elde edilir.

Yo =¥(0),
X t
Vier1(x) = — U t—2¢ U x2%A,d, xl datl k=012,.. (6.49)
0 0

dir (Al-Zhour ve dig. 2019).

1.Durum: Denklem (6.47)’ninn y(0) =1 baslangi¢ kosulu ile birlikte

Adomian polinomlari cinsinden genel ¢6zUmu

_ —1-|[| t2|| x224,d,x|d, 6.50
() ;yku) Uot on ; x] t] (6.50)

seklinde bulunur.

Yo = 1’
X t
Viesr1 () = — [U t—2¢ U x2%A,d, x dat” k=012,.. (6.51)
0 0
dir.
2.Durum: Denklem (6.47) m = 0 igin:
2a
D,D,y + x—aDay +1=0 (6.52)

seklinde yazilir. Denklem (6.52)’nin iki kez integrali alindiginda genel ¢6ziim,

2a

y(x) =y(0) - % (6.53)

olarak bulunur. y(0) = 1 baslangi¢ kosulu ile (6.52)’nin ¢6zimu

xZCZ

y(x) =1- oa? (6.54)

olarak bulunur.

91



Sekil 6.1°de Denklem (6.52)’nin @ = 0.6, «a = 0.7, a = 0.6, a =08, a =1
grafigi verilmistir.

ve x’in 0 ile 3 arasindaki degerleri i¢in y(x) ¢Oziimiiniin iki boyutlu karsilastirma
08 F

06

04r

0.2

i)

0.2 F

Sekil 6.1: Denklem (6.52)’nin farkli a degerleri i¢in y(x) ¢6ziminuln iki boyutlu
karsilastirma grafigi.

3.Durum: Denklem (6.47) m = 1 igin:
2a
D,D,y + x—aDay +y=0 (6.55)

seklinde yazilir (Al-Zhour ve dig. 2019). y(0) = 1 baslangi¢ kosulu ile birlikte, (6.55)
denkleminin Adomian polinomlar cinsinden genel ¢oziimii

.VO=1’

had x t
y(x) = Zyk(x) =1- U t2e U x**Aydy xl datl
k=0 0 0
olarak bulunur.

(6.56)
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X t
Vier1(x) = — U t—2¢ U x2%A,d, xl datl k=01.2,..
0 0

dir.
fM=y,
fo) =y =1,
o) =1,
f"o) =0,
f" o) =0,

olarak bulunur. (6.58), (6.44)’de yerine konuldugunda:

Ap =y =1,
Ay =y,
Ay =y,
Az =y3,

olur. y(x)’in ilk dort terimi hesapladiginda:

y0=1'

x2a

V1= "o

x4a

Y2 = 120a”

x6a

Y3 = T 504045

elde edilir. y(x) = Y120 Y (x) oldugundan (6.55) denkleminin ¢6zimu

2a 4a 6a

X X X

y()=1-
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602 T 120a*  5040a6

(6.57)

(6.58)

(6.59)

(6.60)

(6.61)



olarak bulunur. Bu tezde n terimli yaklasik ¢6ziim:

n-1
@) = ) ¥ (@)

i=0

olarak alinmistir.

(6.62)

karsilastirma grafigi verilmistir.

Sekil 6.2°de Denklem (6.55)’ina = 0.6, = 0.7, a = 0.6, = 0.8, a = 1 ve
x’in 0 ile 3 arasindaki degerleri i¢in y,(x) Adomian yaklasik ¢6ziimiiniin iki boyutlu

1 T T T
08r 1
DB 1
= i ]
= 04
02F . 1
.......... -!'!l:U.E . N
a=0.7
a=08
a="1
0.5 1 1.5 2
X

Sekil 6.2: Denklem (6.55)’in farkli a degerleri i¢in y,(x) yaklasik ¢oziimiiniin iki
boyutlu karsilastirma grafigi.

4.Durum: Denklem (6.47) m = 2 igin:

2
Dy D,y + x—zDay +y2=0

(6.63)
94



seklinde yazilir (Al-Zhour ve dig. 2019). y(0) = 1 baslangi¢ kosulu ile birlikte, (6.63)

denkleminin Adomian polinomlari cinsinden genel ¢oziimii

v =Y e =1-[[ e
k=0

olarak bulunur.

t
f x%%A,d, xl datl (6.64)
0

Yo =1,
Vier1(x) = — Uxt_za UtxZ“Akda xl datl k=0,1,2,.. (6.65)
dir.
f) =y?
fOo) =y =1,
f'o) =2y, =2,
f"(o) =2,
f" o) =0,
(6.66)

olarak bulunur. (6.66), (6.44)’de yerine konuldugunda:

Ay = 2y1Y0,
Ay = 2y2Y0 + V1,
Az = 2y3¥0 + 2y1Y>,
(6.67)

olur. y(x)’in ilk dort terimi hesapladiginda:

Yo =1,

xZCZ

V1= "
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4a

_ X
Y2 = 60a”
o 11x*e (6:68)
Y3 = T 7560a6” '
elde edilir. y(x) = Y=o Vi (x) oldugundan (6.63) denkleminin ¢dzimi
xZa x4a 11x6a
=1— — )
y() 6a? T 60a*  7560a6 (6.69)

olarak bulunur.

Sekil 6.3 de Denklem (6.63)’ ina = 0.6, a = 0.7, a =0.6,a = 0.8, a = 1
ve x’in 0 ile 2 arasindaki degerleri i¢in y,(x) Adomian yaklasik ¢oziimiiniin iki

boyutlu karsilagtirma grafigi verilmistir.

1 T T T T T T T T T T
09F 1
0.8 N ]
07 f N i
Z 06 TN _
> .
0.5 e N ]
0.4 r ‘\\\« T
............. a=0.6 N,
— a=0.7 'Mm
0.3 a=0.8 e
a=1 )
02 | 1 1 1 Il | 1 1 1
0O 02 04 06 08 12 14 16 18 2

Sekil 6.3: Denklem (6.63)’un farkli a degerleri i¢in y,(x) yaklasik ¢6ziimiiniin iki
boyutlu karsilagtirma grafigi.
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Ornek 6.2.1.2: Denklem (6.39), f(y) = e¥ ve x > 0 igin:

2a
D,D,y + x—aDay +e¥ =0, 0<ac<l1 (6.70)

olarak yazilir (Al-Zhour ve dig. 2019). y(0) = 0 baslangi¢ kosulu ile birlikte, (6.70)

denkleminin Adomian polinomlar1 cinsinden genel ¢oziimii

y(x) = kzzoyk(x) =— U; t—2¢ Uo x%%A,d, xl datl (6.71)

olarak bulunur.

y0=0’

x t
Vi1 (x) = — U t=2¢ U x**Apdg x
0 0

datl k=012,.. (6.72)
dir.
f) =¢,
fo) =er =e’=1,
o) =1,
(o) =1,
(o) =1,

(6.73)
olarak bulunur. (6.73), (6.44)’de yerine konuldugunda:

A0:1,

A =y,

1 2
Ay =y, +z3’1'

1
Az =ys+y1)2 +§3’13'

(6.74)
olur. y(x)’in ilk dort terimi hesapladiginda:

97



y0=0'

xZa
Y1 = —@:
x40£
Y2 = 120a”
x6a
Y3 = T 189048’ (6.75)

elde edilir. y(x) = Y2120 Vi (x) oldugundan (6.70) denkleminin genel ¢ozimu

2a 4a 6a

x+x X
6a?  120a* 1890a®

y(x) =— + - (6.76)

olarak bulunur.

Sekil 6.4’de Denklem (6.70)’ina = 0.6, = 0.7, «a = 0.6, = 0.8, a = 1 ve
x’in 0 ile 2 arasindaki degerleri igin y,(x) Adomian yaklasik ¢6ziimiiniin iki boyutlu

karsilastirma grafigi verilmistir.
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0 o~ = (] o T T T T T T T T
0.1 F NN K 1
0.2+ N |
_03 _ ‘\‘\\\ ’ i
04 Ff RN ' .
8 \~\‘ .
> AN
0.5 ~ |
06 el s T
0.7F a=0.6 RN
e a=0.7
-0.8 a=0.8 R
a=1
_0.9 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0O 02 04 06 08 12 14 16 18 2

Sekil 6.4: Denklem (6.70)’in farkli & degerleri i¢in y,(x) yaklasik ¢6ziimiiniin iki
boyutlu karsilagtirma grafigi.

Ornek 6.2.1.3: Denklem (6.39), f(y) = 4 (Zey + e%) ve x > 0 icin:

2a y
DaDay+x—aDay+4(2ey+e2)=0, 0<a<1 (6.77)

olarak yazilir (Al-Zhour ve dig. 2019). y(0) = 0 baslangi¢ kosulu ile birlikte, (6.77)

denkleminin Adomian polinomlari cinsinden genel ¢éziimii

® X t
= = —4 —2a 2a g d,x|d, 6.78
y(x) ;ykm Ut Ux ) x] t] 6.78)

olarak bulunur.

Yo =0,

X t
Vis1 () = —4 U t—2¢ U x%%A,d, xl datl k=0,12,.. (6.79)
0 0

99



dir. 4 sabiti integralin disinda oldugundan

fy) = (Zey + e%)

olarak alinir.

A = 53’1:

5 9
Ay = 52 +§3’1'
5 9 17

Az =zys+5y1y. +

3
27373 287"

olur. y(x)’in ilk bes terimi hesapladiginda:

yO 0'

2x6a
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Ya =55 (6.82)
elde edilir. y(x) = X3~ v (x) oldugundan (6.77) denkleminin ¢6zimi
2x2a x4a Zxﬁa x8a
YO = -t g st (6.83)
olarak bulunur.

Sekil 6.5’de Denklem (6.77)’nin ¢ = 0.6, a = 0.7, a = 0.6, a = 0.8, a = 1

ve x’in 0 ile 1 arasindaki degerleri i¢in ys(x) Adomian yaklasik ¢oziimiiniin iki
boyutlu karsilagtirma grafigi verilmistir.

15 1 I L 1 1 L 1 1
o=0.6
a=0.7
1F a=0.8 .
o=
a5 r 1
H; rrrrr . =4
= 1N o R :
05t ' : -
1t 4
_15 1 1 L 1 1 L 1 1 L
0 01 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 049
b4

Sekil 6.5: Denklem (6.77)’n farkli a degerleri i¢in ys(x) yaklasik ¢cozimunin iki
boyutlu karsilagtirma grafigi.
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7. KESIRLI DIFERANSIYEL DENKLEMLER iCIN ETKIN
BiR SERI COZUM YONTEMI

Bu bélimde, lineer olmayan kesirli mertebeden diferansiyel denklemler igin
Taylor serisi agilimina uygun bir seri ¢6zim ydntemi sunulmustur. Seri agiliminin
katsayilar1 da yinelemeli olarak hesaplanmistir, ancak yineleme islemi yalnizca tlrev
icerir. Dogal olarak, eger problem kesirli mertebeden ise, tiirev de kesirli
mertebedendir. Bununla birlikte, kesirli tiirev almanin kolayligi ve seri agiliminin
katsayisini yinelemeli olarak hesaplamak i¢in kesirli tiirev yerine normal turev almay1

saglayan bir doniisiim kullanilmistir.

7.1 Yontemin Algoritmasi

Asagidaki kesirli mertebeden baslangi¢ deger problemini ele alalim:
EDfuU = Uy, + h(x, t,u), t>0, XxER, (7.1)
u(x,0) = uy(x),x €R. (7.2)

Burada 0 < a < 1,heC®(R X RT X R,R),uy(x) € C*(R x R) dir (Al-Refai 2014).

a= g icin (7.1) ve (7.2) baslangi¢ deger probleminin ¢éziminin

oo

u(x,t) = Z ak(x)tg (7.3)

k=0

sekilde oldugunu kabul edelim (Al-Refai 2014). Burada u(x, 0) = uy(x) = ao(x) ve
ax (x)’ler belirlenecek katsayilardir. Denklem (7.3), (7.1)” de yerine konuldugunda

¢DE <2 ay (x)t§> = Z ay (x)ts +h (x, t, Z ay (x)t§> (7.4)

k=0 k=0 k=0
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olarak bulunur (Al-Refai 2014). Toplam ve Kkesirli turev operatorini yer

degistirebildiginden

C RS k c k
z a,(x)§DEta = z ay (x)t1 + h| x, t,E a(x)ta (7.5)
k=0 k=0 k=0

olarak yazilabilir (Al-Refai 2014). Burada k = 0 i¢in

o

ao(x)$Dgta = 0

olacagindan

k
Z 0 () —p——t1 = z "GOt + b t,z 0, (o)t (7.6)
k=1 r (a —a+ 1) k=0 k=0
olarak bulunur ve

r (E +1)
_ q
St = — (7.7)
r (E —a+1)
icin Denklem (7.6)
> kP k N k

Z ap(x)spt 9 = Z ay (x)t1 + h| x, t,z a(x)ta (7.8)
k=1 k=0 k=0

olarak bulunur (Al-Refai 2014). p > 1 ise, (7.8)’in sol tarafindaki toplamda k =
p-1

1,2,..,p — 1 icin t 'nin negatif iisleri olacagindan (7.8) , t 4 ile ¢arpildiginda

(o]

Z ak(x)skt% = Z a}c'(x)t“s_l + h( z ak(x)tq> (7.9)

k=1 k=0 k=0

elde edilir ve

S s D5 =Y g EB 4 t%< X6 ak(x)tq> (7.10)

k=0 k=0 k=0

olarak yazilabilir (Al-Refai 2014). (7.10)’da

o~
Q=
Il
S

(7.11)
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degisken degisimi yapildiginda

z Apey1 (X)Sper1 (OWF = 2 ay (x)w&+p=1)
k=0 k=0
+w®Dp (x, wi, z ak(x)wk> (7.12)
k=0

elde edilir (Al-Refai 2014). (7.12)’nin w’ye gore k kez tirevi alinip s, k!’e

bolunirse ve k > 0 i¢in 6z rekiirans bagmtisi

A1 (x) = ? ag—p+1(x)
+1

(0]

1 ok
—|wpP-1 q m
+ — X F [W h(x,w ,2 A ()W >] (7.13)

m=0

elde edilir, burada j < 0igin a; =0 dir (Al-Refai 2014). Denklem (7.1) kesirli
mertebeden adi diferansiyel denklem ise yani u = u(t) ve h = h(t,u) ise, k = 0 icin

0z rekiirans bagintisi

[0e]

1 ok Z
— -1
Ak+1 = Sk+1k! X |:aWk [Wp h (Wq’ am(X)Wm>] (714)

m=0

olarak yazilir (Al-Refai 2014).

7.2 Uygulamalar

s 1
Ornek 7.2.1: Tam ¢dzliimi u, (t) = tz olan kesirli mertebeden baslangi¢ deger

problemini
1 3
Cp2 2
cpZy = F(E) W —t+1),u(0) = 0 (7.15)
ele alalim (Al-Refai 2014). Burada a = % oldugundan p = 1 ve ¢ = 2 ’dir.

Denklem (7.3)’den (7.15) i¢in ¢oziimii
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o)

u(t) = Z aktg (7.16)

k=0

olarak alinir ve u(0) = ay = 0’ dir. Denklem (7.14) *den k = 0 igin;

3 o0 2

ak+1=L§) a_k a.wm|] —w?2+1 (7.17)

Ske1k! | oWk ZO m
m=

w=0

elde edilir. Denklem (7.7)’den k = 1 igin;

(7.18)

elde edilir. Denklem (7.17)’den k = 0 igin;

3 o 2
— F(E) m 2
a; = —=~ amw™ | —w?+1 (7.19)
5,0! X
m=
w=0

olarak bulunur ve Denklem (7.18), (7.19)’da yerine konulup diizenlendiginde
a; =1 (7.20)
elde edilir. Denklem (7.7)’den k = 2 igin;

S, = e _2z (7.21)
rz) VT

bulunur. Denklem (7.17)’den k = 1 igin;

s, 1! [ow?

3 o 2
a, = F(i) 6—1 <z amwm> -—wi+1 (7.22)

m=0
w=0

elde edilir ve Denklem (7.21), (7.22)’de yerine konulup diizenlendiginde
a, =0 (7.23)

elde edilir. Denklem (7.7)’den k = 3 igin;
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S3= o= (7.24)

bulunur ve Denklem (7.17)’den k = 2 igin;

3 oo 2
a; = ") i Z aw™ | —w? +1 (7.25)
532! |ow? ) m
m=
w=0

elde edilir ve Denklem (7.24), (7.25)’de yerine konulup diizenlendiginde
az = 0 (726)

yazilir. k > 2 i¢in a; = 0’ dir. Bulunan a;, degerleri (7.16)’da yerine konuldugunda
(7.15) baslangi¢ deger probleminin ¢oziimii asagidaki sekilde bulunur.

o

k 1 1
u(t) = Z 4, ()2 = a,t2 = t2 (7.27)
k=0
Bulunan ¢6zim problemin tam ¢ozimudiir.
Simdi (7.15) baslangi¢ deger problemini Adomian ayristirma yontemi ile
¢ozelim. (ADM)’ni kullanmak igin y(t) ¢oztminin ve lineer olmayan f(u) = u?

fonksiyonunun seri formunda asagidaki gibi yazildigini kabul edelim.

u® =) w®  f@=) A, (7.28)
n=0 n=0

Burada 4,,,n = 0,1,2, ... Adomian polinomlar1 olarak adlandirilir ve Denklem (6.9)’
dan 4,,:

1 dn >
Ap=——lf (Z A‘ui>] n>0 (7.29)
A=0

1
seklinde ifade edilir. Kesirli diferansiyel operatér L, L = ng olarak tanimlanirsa

Denklem (7.15)

L(w) =T (;) (Fw) —t+1) (7.30)
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1
olarak yazilir ve ters operator L~! = Jzolarak almip Denklem (7.30)’a

uygulandiginda
3 3
u@® =1 (5)72 Fan +1(5) 2 (-t +1)

elde edilir. Denklem (7.28) (7.31)’de yerine konuldugunda

i up () =T (;) 2 (i An> +T (;) 2 (=t +1)

olarak yazilabilir. Burada

uo(®) =T (3) /2 (-t + 1),

3\ 1
Uy (D) =T (E) JZ(4,), n=01.2,..

dir.
o (£) = —T (%)J% () +T (%)1% )

olarak yazilabilir. Buradan

uy(t) = —%t% + t%
olarak bulunur. Denklem (7.29)’dan
Ay = f(uo),
Ay = usf'(uo),

Ay = f'(up) + %f”(uo),

olur.n = 0 igin;
3\ 1
w0 =T (5) /2 (4)

elde edilir. Denklem (7.37)’den
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u,(t) =T @)]% (f (up)) (7.39)

olarak bulunur. f(u) = u? oldugundan

3\ 1
w (0 =T (5)72 (@) (7.40)

olur. Denklem (7.36), (7.40)’da yerine konuldugunda

3\ 1 23 1)2
u, (t) =T (E)]Z <—§t2 + tZ) (7.41)
elde edilir. Buradan
(t) = 2 t% 32 t% + o4 t% (7.42)
W) =3 =35 T35 '

olarak bulunur. Diger u,, degerleri ayn1 sekilde bulunur ve

o«

23 1 2 325 64 7
u(t)=zun(t)= —QP2H 2ot — 2 et (7.43)

|w

n=0

elde edilir. Iki yontemde de ayn1 sonug elde edilir. Fakat seri ¢dziim yontemiyle sonuca

daha kolay ulasildig1 goriilmistiir.

Ornek 7.2.2: Tam ¢oziimii u, (t) = (t — 1)? olan kesirli mertebeden baslangi¢

deger problemini
1
4
2r(3)

ele alalim (Al-Refai 2014). Burada a = % oldugundan p = 2 ve g = 3 ’diir.

t%(—S\/_ -1), u)=1 (7.44)

2
Cp3, —
oDfu =

Denklem (7.3)’den (7.44) i¢in ¢oziimil

o)

u(t) = Z @ t3 (7.45)

k=0

olarak alinir ve u(0) = ao = 1 dir. Denklem (7.14)’den k > 0 igin;
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1
1 o = \
Gsr = — w3 Zamw _1 (7.46)
ZF( m=0

§) Sk+1k!l

elde edilir. Denklem (7.7)’den k = 1 igin;
S1 = —5= (7.47)

bulunur. Denklem (7.46)’dan k = 0 igin;

§ 510! m=0

a, = #[WZ -3 <§: amwm>E -1 ] (7.48)
2T
w=0

olarak bulunur ve Denklem (7.47), (7.48)’de yerine konulup diizenlendiginde
a; =0 (7.49)

elde edilir. Denklem (7.7)’den k = 2 igin;

S, = ——= (7.50)

bulunur. Denklem (7.46)’dan k = 1 igin;

1

1 a1 ( - 2
a, = w?|-3 z amwm> -1 (7.51)
zr(%)szu ow!

m=0

w=0
elde edilir ve Denklem (7.50), (7.51)’de yerine konulup diizenlendiginde

elde edilir. Denklem (7.7)’den k = 3 igin;

S3 = ——— (7.53)
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bulunur. Denklem (7.46)’dan k = 2 igin;

1
1 92 = 2
ay=— 6W2w2—3<§;amwm) —1] (7.54)
2r ( = |
w=0

§) 532!l

olarak bulunur ve Denklem (7.53), (7.54)’de yerine konulup diizenlendiginde

yazilir. Denklem (7.7)’den k = 4 igin;
Sy = —g= (7.56)

bulunur. Denklem (7.46)’dan k = 3 igin;

— 1 A E m :
a, = 7 T3 —3( aAmW ) -1 (7.57)
2r ( .

§) 543! m=0

olarak bulunur ve Denklem (7.56), (7.57)’de yerine konulup diizenlendiginde
a, =0 (7.58)

elde edilir. Ayni1 islemler devam edildiginde sirasiyla

as =0,
ag =1,
a, =0,
ag =0,

(7.59)

olarak bulunur. Yani, ay, =1, az = =2, ag = 1 degerleri hari¢ diger a; degerleri
0’dir. Bulunan ay degerleri (7.45)’de yerine konuldugunda (7.44) baslangi¢c deger

probleminin ¢6ziimii agagidaki gibi bulunur.
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co

k
u(t) = Z ar(X)t3 = ag +azt +agt? =1-2t+t*> =(t—1)*2 (7.60)
k=0

Bulunan ¢6zim problemin tam ¢6zumudr.

Ornek 7.2.3: Kesirli mertebeden baslangig deger problemini
CDfu=1—u%u(0)=0 (7.61)

ele alalim (Al-Refai 2014). Burada a = s oldugundan, Denklem (7.3)’den (7.61) i¢in

¢O0zumi

oo

u(t) = z aktg (7.62)

k=0

olarak alinir ve u(0) = ay = 0 ’dir. Denklem (7.14)’den k = 0 igin;

1 ok c
— -1 _
k41 = Skl X p wP 1 ( E amwm> (7.63)

m=0

elde edilir. Burada

<§: amwm>2 = i iajam_jwm (7.64)

m

aliip Denklem (7.64)’de yerine konuldugunda

(Z 4w ) Z C,.w™ (7.66)

m

olarak yazilabilir. Denklem (7.66), (7.63)’ de yerine konuldugunda k > 0 icin;

1
Gt =5 [awk <1 - Z C,.w™ )] (7.67)
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elde edilir. p = 1ve g = 1 yani a = 1 i¢in Denklem (7.3)’den

o)

u(t) = Z a,tk

k=0

olarak yazilir ve u(0) = a, = 0 ’dir ve (7.14)’den k > 0 igin;

1
Her1 = Sk+1k' [6w"< Z me >]

elde edilir. Denklem (7.7)’den k = 1 i¢in;

w=0

51:1

bulunur. Denklem (7.69)’dan k = 0 igin;

2510' (1_ Z Cmw™ )

w=0

olarak bulunur ve Denklem (7.70), (7.71)’de yerine konulup diizenlendiginde

a, = 1
elde edilir. Denklem (7.7)’den k = 2 igin;
Sy = 2

bulunur. Denklem (7.69)’dan k = 1 igin;

b2

elde edilir ve Denklem (7.73), (7.74)’de yerine konulup diizenlendiginde

1
s, 1!

a, = ——

a, = 0
olur. Denklem (7.7)’den k = 3 igin;
S3 = 3

bulunur. Denklem (7.69)’dan k = 2 igin;

1 92 -
[ (1Y
s32! [ow? '
m= w=0
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(7.68)

(7.69)

(7.70)

(7.71)

(7.72)

(7.73)

(7.74)

(7.75)

(7.76)

(7.77)



olarak bulunur ve Denklem (7.76), (7.77)’de yerine konulup diizenlendiginde
a3 = —= (7.78)

yazilir. Denklem (7.7)’den k = 4 i¢in;
Sy =4 (7.79)

ve Denklem (7.69)’dan k = 3 igin;

_ 1 63 N m
a, = ﬁ X m 1-— ZO CmW (780)
m= w=0

olarak bulunur ve Denklem (7.79), (7.80)’de yerine konulup diizenlendiginde

Ayni1 iglemler devam edildiginde sirasiyla

49 = 9835’

(7.82)
olarak bulunur. Bu 6rnekte
sk =k (7.83)

oldugu goriiliir. Bulunan a,, degerleri (7.68)’de yerine konuldugunda (7.61) baslangi¢
deger probleminin ¢dziimii agagidaki gibi bulunur.

o)

(t)—Z th =t 11:3+2t5 17t7+ 6 t% + (7.84)
BETLE TIN5 T35 T 2835 '
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eZt_

Denklem (7.84), u,(t) = tam ¢Ozlimiiniin Taylor serisi agilimidir. Bu tezde

e2t +1

n terimli yaklasik ¢6ziim

(7.85)

olarak alinmistir.

Sekil 7.1°de Denklem (7.61)’in @ = 0.2, @« = 0.5, a = 1 i¢in u,(t) yaklasik
¢cozimi ve u,(t) tam ¢6zUminin t’nin 0 ile 1 arasindaki degerleri i¢in iki boyutlu
kargilagtirma grafigi verilmistir. Grafikte @ = 1 i¢in u,((t) yaklasik ¢6ziimii ve u, (t)

tam ¢ozumuniin ¢ok yakin oldugu goriilmektedir.

“a=0.2
45 [———- a=0.5 i

a=1

e

o«

Sekil 7.1: Denklem (7.61)’in farkli a degerleri igin u,y(t) yaklasik ¢oziimii ve u, (t)
tam ¢Ozlimiiniin iki boyutlu karsilastirma grafigi.
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Ornek 7.2.4: Kesirli mertebeden baslangig deger problemini
Cna 1
DU = uyy + Eu(l —u), u(x,0) =x (7.86)

ele alalim (Al-Refai 2014). Burada a = s oldugundan, Denklem (7.3)’den (7.86) i¢in

¢O0zumi

oo

u(x,t) = Z ak(x)t% (7.87)

k=0

olarak alinir ve u(x,0) = ay(x) = x ’dir. Denklem (7.13)’den k > 0 igin;

Ap41(x) = ? a;c,—p+1(x)
+1

1
Sk+1k!

k [ee]
X %[%wp‘l <z am(x)wm> (1

m=0

- z am(x)wm>] (7.88)

m=0 w=0

+

eldeedilirp=1veqg=2yania = %igin Denklem (7.3)’den

o)

u(x,t) = Z . (0)t3 (7.89)

k=0

olarak yazilir ve u(x,0) = ay(x) = x’dir. Denklem (7.13) ’den k > 0 igin;

1
Q41 (x) = o ag—p+1(x)

k+1
1
+ 105,41 k!
ak (0] oo
X W[(E am(x)wm> <1 — Z am(x)wm>] (7.90)
m=0 m=0

elde edilir. Burada
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(z antiow™ ) 1.- D aneow")

m=0 m=0

= i Ay COW™ — (i am(x)Wm>2 (7.91)

m=0 m=0

dir ve (7.66)’dan

(i am(x)wm> (1 — i am(x)wm> = i A (W™ — <§: am(x)wm>2

m=0 m=0 m=0 m=0

[0e]

= A (W™ — N Cr, OW™ (7.92)
2,2,

m=0

olarak yazilabilir. Denklem (7.92), (7.90)’da yerine konuldugunda k > 0 igin;

A1 (x) = ai (x)
Sk+1
N 1
105,41 k!
ak oo oo
X F Z a, ()w™ — Z Crr,()W™ (7.93)
m=0 m=0
w=0
elde edilir. Denklem (7.7)’den k = 1 igin;
3
I'\> s
S1 L) = £ (7.94)
r') 2
bulunur. Denklem (7.93)’den k = 0 igin;
1 n
a;(x) = —ag(x)
S1
N 1
10s,0!
x [(Z a,, (x)w™ — Z Cm(x)wm>] (7.95)
m=0 m=0 w=0
elde edilir ve Denklem (7.94), (7.95)’de yerine konulup diizenlendiginde
a,(x) = —0.112837916709551(x? — x) (7.96)
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olur. Denklem (7.7)’den k = 2 igin;

=12 _2 (7.97)
r(z)
bulunur. Denklem (7.93)’den k = 1 igin;
az(x) = —a '(x)
L1
10s,1!

o' [/« c
x WKZ a,, (W™ — z Cm(x)wm>] (7.98)
m=0 m=0 o

olarak bulunur. Denklem (7.97), (7.98)’de yerine konulup diizenlendiginde
a,(x) = 0.00999999999999998(2x3 — 3x® + x) (7.99)

elde edilir. Denklem (7.7)’den k = 3 i¢in;

5
'\z) 3
S3 = % = %E (7.100)
bulunur. Denklem (7.93)’den k = 2 igin;
az(x) = —az ' (x)
1
10s52!
2% [~
X W[(Z Ay (W™ Z Cr, ()W™ )] (7.101)

w=0

olarak bulunur. Denklem (7.100), (7.101)’de yerine konulup diizenlendiginde

a;(x) = —5.79514460408527e
— 37(6.84505628060749e33x* — 1.3690112561215e34x3
+ 8.1431304952412e33x2 — 1.29807421463371e33x) (7.102)

elde edilir. Ayni1 islemler devam edildiginde sirasiyla
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a,(x) = 2.56021645987755¢
—37(3.23146096214491e33x° — 8.07865240536228e33x*
+ 6.85351389792623e33x® — 2.20161844152707e33x>
+ 1.95295986818206€32x) (7.103)

as(x) = —2.57356118819508e

— 55(6.89796235797276e50x® — 2.06938870739183e51x°
+ 2.27596956693503e51x* — 1.10295795488367e51x>
+ 2.18272872641844e50x* — 1.16920130986472e49x)(7.104)

olarak bulunur. Bulunan ay, degerleri (7.89)’da yerine konuldugunda (7.86) baslangi¢

deger probleminin ¢6zliimii asagidaki gibi bulunur.

u(x,t) = Z

4
a(x)tz

= x + (—0.112837916709551(x? — x))t%
+(0.00999999999999998(2x> — 3x2 + x))t

+ (—5.79514460408527¢

— 37(6.84505628060749e33x* — 1.3690112561215e34x°

+ 8.1431304952412e33x% — 1.29807421463371e33x))t§
+ (2.56021645987755¢

—37(3.23146096214491e33x° — 8.07865240536228e33x*
+ 6.85351389792623e33x> — 2.20161844152707e33x>

+ 1.95295986818206€32x) )t?

+ (—2.57356118819508e

— 55(6.89796235797276e50x° — 2.06938870739183e51x°
+ 2.27596956693503e51x* — 1.10295795488367e51x>

5
+ 2.18272872641844e50x% — 1.16920130986472e49x))t2
+ . (7.105)

Bu tezde n terimli yaklasik ¢6ziim
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-1
J k

u,(x,t) = Z a(x)td (7.85)

k=0
olarak alinmistir.

Sekil 7.2’de Denklem (7.86)’nin x = 10 i¢in ug(x,t) yaklasik ¢oziimiiniin

t’nin 0 ile 2 arasindaki degerleri i¢in iki boyutlu grafigi verilmistir.

1[][] L I L ) I L 1 1 L

-100 T 1

200 f ~
N

/

-300 \,

-400 ™ 1

500 |

'EDD i L L i I L i I L

Sekil 7.2: Denklem (7.86)’nin x = 10 igin ug(x, t) yaklasik ¢oziimiiniin iki boyutlu
grafigi.

119



8. SONUC VE ONERILER

Bu tezde literaturde var olan kesirli diferansiyel denklemlerin seri ¢dziimlerini
iceren yontemler incelenmis ve bu yontemler farkli kesirli diferansiyel denklemlere
uygulanmustr.

Ikinci béliimde kesirli tiirev ve integral hesaplamalarinda kullanilan gamma ve
beta fonksiyonlarina yer verilmis ayn1 zamanda taban ve tavan fonksiyonlar1 hakkinda
da bilgi verilmistir.

Uctincii boltimde kesirli diferansiyel denklemlerin ¢éziimleri icin kesirli tirev

ve kesirli integrallere yer verilmistir.

Dordincu bolimde rezidual kuvvet serisi metodu tanimlanmistir. Kesirli
kanser timor modelleri, zaman kesirli KdV, mKdV denklemleri ve kesirli stiff sistemi
icin yaklasik ¢oziimler elde edilmistir. Bulunan bu c¢oézimler tam sayr mertebeli
denklem ¢6ziimleri ile karsilastirilmistir ve yaklasik ¢ozimlerin tam ¢6ziime oldukca
yakin oldugu goriilmiistiir. Kanser timaor modelleri i¢in uygun se¢ilmis parametrenin
ve baslangic kosulunun, kanser hiicrelerinin konsantrasyonu i¢in etkili oldugu zamanla

azalip kayboldugu goriilmiistiir.

Besinci bolimde FDTM, irrasyonel mertebeden kesirli diferansiyel
denklemleri ¢6zmek igin yeterli olmadigindan, rasyonel veya irrasyonel mertebeden
kesirli diferansiyel denklemleri ¢6zmek icin uygulanabilecek yeni bir yontem olan
siirl kesirli diferansiyel dontistim yontemi (RFDTM) verilmistir. Kesirli diferansiyel
denklemler, RFDTM kullanilarak ¢6ziilmiistiir.

Altinct boliimde Adomian ayristirma yontemi, lineer olmayan kesirli
diferansiyel denklemlere uygulanmis ve yaklasik ¢oziimler elde edilmistir. Ayni
zamanda Adomain polinomlar: kullanarak uyumlu lineer olmayan Lane-Emden kesirli
diferansiyel denkleminin seri ¢oziimleri sunulmustur. Yontem uyumlu Abel, Poisson-
Boltzmann, Van Der Pol osilator kesirli diferansiyel denklemleri gibi diger birgok
uyumlu kesirli diferansiyel denklemlerin ¢oztmlerini bulmak igin uygulanabilir.

Ayrica Adomian ayrigtirma yontemi, problemi lineer teorinin kullanimina uygun hale
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getirmez. Coziimler sayisal olarak hesaplandiginda, hizli yakinsama agiktir. Ayrica,
dogrusallagtirma veya pertiirbasyon gerekli degildir.

Yedinci bélimde lineer olmayan kesirli mertebeden diferansiyel denklem icin
Taylor serisi agilimina uygun bir seri ¢c6ziim yontemi sunulmustur. Kesirli tiirev yerine
normal tirev almay saglayan bir doniisiim kullanilmistir.

Bu tezde seri ¢ozim yontemi caputo kesirli kismi diferansiyel denklemler i¢in
gelistirilmistir. Adomian ayristirma yontemi ile karsilastirtlmis ve Adomian ayrigtirma
yontemine gore daha hizli sonuca ulagildigi goriilmiistiir. YOntemin dezavantaji, farkl
kesirli diferansiyel denklemlere i¢in uygulanamamasidir. Adomian ayristirma yontemi
karmagik Adomian polinom hesaplamalarindan dolay1 hizli ¢6ziim elde edilemedigi
icin kullanigh degildir. Rezidual kuvvet serisi yontemi birgok tlrdeki kesirli
diferansiyel denklem ve denklem sistemlerine basariyla uygulanabilecegi igin diger

yontemlere gore avantajlidir.
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