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ÇÖZÜMLERİ
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Bu tezde ilk olarak d�³ cebir ile ilgili temel kavramlar ve diferansiyel
formlar�n özellikleri incelendi. Daha sonra, Einetein' �n Genel Relativite teorisi
ve Einstein-Maxwell teorisi diferansiyel formlarla ifade edildi. Minimal olmayan
Einstein-Maxwell teori olarak ta bilinen, gravitasyonun elektromanyetik alana
minimal olmayan ba§lanmalar�n� içeren model ele al�nd� ve bu modele küresel
simetrik statik bir metrik için, düzgün karadelik çözümleri bulunarak, bu
çözümlerin enerji ko³ullar�n� sa§lay�p sa§lamad�§� ara³t�r�ld�. Bunun sonucu
olarak bu çözümlerin yüklü karadeliklerle birlikte bir dulite dönü³ümüyle
manyetik monopol yüküne sahip kara delikleri de tarif edebildi§i görüldü.

ANAHTAR KEL�MELER: Gravitasyon, Düzgün karadelikler, Minimal
olmayan ba§lanmalar
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ABSTRACT

REGULAR BLACK HOLE SOLUTIONS OF THE Y (R)F 2 GRAVITATION
MODEL

MSC THESIS
ROWENA SARAGENA

PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS

(SUPERVISOR: DOÇ. DR. ÖZCAN SERT)
DENİZLİ, JULY-2019

In this thesis, the basic concepts related with the exterior algebra and the
features of the di�erential forms have been �rstly investigated. Then, Einstein's
theory of gravity and Einstein-Maxwell theory have been expressed in di�erential
forms. By dealing with the model known as non-minimal Einstein-Maxwell theory
which involves the non-minimal couplings between the electromagnetic �elds and
gravitational �eld has been considered. By �nding regular black hole solutions to
the model for spherically symmetric static metric, it has been investigated about
whether these solutions satisfy energy conditions or not. As a result, it was shown
that these solutions can described the black holes with electric charge, and also
magnetic monopole charge by a duality transformation.

KEYWORDS: Gravitation, Regular Black holes, Non-minimal Couplings
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ÖNSÖZ

Bu tezde minimal olmayan elektromanyetik ve gravitasyonel ba§lanmalar
içeren bir gravitasyon modelinin düzgün karadelik çözümleri çal�³�ld�. Bu tez
boyunca yard�mlar�n� ve bilgilerini benimle payla³an dan�³man hocam, Doç.Dr.
Özcan SERT'e ve manevi destekleriyle tezi yazmama vesile olan aileme çok
te³³ekür ediyorum.
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1. GİRİŞ

Newton'un 17. yüzy�lda önerdi§i kütleler aras�ndaki çekim kuvveti formülü,

F = Gm1m2

r2
, ço§u gravitasyonel olay� gayet pratik bir ³ekilde aç�klayabilmektedir.

Fakat, bu formül gravitasyonel olaylarla ilgili a³a§�daki durumlar� aç�klamakta

yetersiz kalm�³t�r.

• Newton'a göre kütleler aras�ndaki kuvvet kütlelerin konumuna anl�k olarak

ba§l�d�r. Yani, kuvvet sonsuz bir h�zla iletilmektedir. Bu ise Einstein' �n Özel

Görelilik kuram�na ayk�r�d�r. Kuvvetin �³�k h�z�ndan h�zl� olmamas� gerekir.

• Güne³e en yak�n gezegen olan Merkür'ün yörüngesindeki periheliyon

presesyonu olarak bilinen ve standart eliptik yörüngelerde meydana gelen

sapmalar Newton formülüyle aç�klanamaz.

• Bir y�ld�zdan uzakla³an bir fotonun enerjisinin k�rm�z�ya kaymas� yine

gravitasyonel olarak cevap aranan bir problemdir.

• Güne³ tutulmas� s�ras�nda belirgin bir ³ekilde ortaya konan bir di§er gözlem

ise kütleli cisimlerin yak�n�ndan geçen �³�§�n yolunun e§ri olmas� yine düz

uzay-zaman kavram�yla aç�klanamayan bir gerçektir.

Böylece 1915 y�l�nda Einstein taraf�ndan ortaya at�lan Kütle çekim teorisi bu

olaylar� da aç�klayabildi§i ve limit durumda Newton teorisini de içerdi§i için

büyük ilgi görmü³tür. Einstein'in Kütle çekim teorisine göre madde uzay-zaman

geometrisinde e§rilikler veya bükülmeler meydana getirir ve parçac�klar bu e§ri

geometride kendi yörüngelerini takip ederek kütle çekim olay�n� ortaya ç�kar�rlar.

Bunlarla birlikte Genel Relativite veya Görelilik olarak ta bilinen

Einstein'in Gravitasyon Teorisi evrenin geni³lemesi gerekti§inin söylüyordu, bu

ise 1929 da Hubble teleskobuyla do§ruland� Hubble (1929). I³�§�n gravitasyonel

k�rm�z�ya kaymas� yine 1959 da gözlemlendi Pound ve Rebka (1959). Bu
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teoriye göre nötron y�ld�z� kara delik gibi kompakt astro�ziksel nesnelerin ivmeli

hareketleri uzay-zamanda gravitasyonel dalgalar olu³turmas� gerekiyordu. Bu

dalgalar 2016 y�l�nda gözlemlenmi³tir Abbott ve di§. (2016).

Genel görelilik teorisinde, uzay-zaman geometrisini yöneten alan

denklemleri bir eylem ilkesinden türetilebilir. Bu teoride eylem Ricci e§rilik

skalar� R nin manifold üzerinden integrali olarak tan�mlan�r. Ricci e§rilik skalar�

uzay-zaman metri§inden elde edilebilen bir fonksiyondur.

Genel Relativitenin bütün bu olaylar� aç�klamadaki ba³ar�lar�na kar³�n,

kozmolojik ölçeklerde hala bir tak�m aç�klanmay� bekleyen everenin s�rlar�

bulunmaktad�r. Bunlardan ilki Hubble teleskobunun ortaya koydu§u evrenin

geni³lemesinden daha da fazlas� olan artan bir ivmeyle geni³lemesidir Albrecht

ve di§. (1982), Guth (1981), Linde (1982), Starobinsky (1980). Einstein'in

teorisi bu gözlemi kozmolojik sabit olarak bilinenen sabit bir enerji olaya dahil

edildi§inde aç�klayabilmektedir. Bu enerjinin sebebi ise aç�klanamamaktad�r. Bu

nedenle bu ivmeli geni³lemeye neden olan enrjiye karanl�k enerji denilmektedir

Amanullah ve di§. (2010), Knop ve di§. (2003), Perlmutter ve di§. (1999),

Riess ve di§. (1998), Schwarz ve di§. (2016), Weinberg ve di§. (2013).

Bir di§er s�r ise yine galaksiler ölçe§i gibi büyük ölçeklerde ortaya

ç�kmaktad�r. Galaksilerin yörüngesel h�z e§rileri Galaksilerin merkezinden

uzakla³t�kça Newton limitinde oldu§u gibi azalmas� beklenirken, neredeyse

sabit kald�§� görülmü³tür. Bu gözlem galaksilerde parlakl�klar� gözlemlenebilen

normal madde d�³�nda görülmeyen ve bilinmeyen ba³ka maddenin varl�§�yla

aç�klanabilecek bir durum olarak dü³ünülmü³ ve bu maddeye karanl�k madde

denilmi³tir Baer ve di§. (2015), Overduin ve di§. (2004). Bu karanl�k madde ve

karanl�k enerji evrenin yakla³�k %96 s�n� olu³turdu§u için günümüzün en önemli

çözüm bekleyen problemlerinden biridir.

Einstein'in kütle çekim teorisinin ba³ar�lar�n� kaybetmeden evrenin bu

s�rlar�n� da aç�klayabilen bir teori bulmak için Einstein teorisindeki R Ricci
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skalar�n� f(R) ile de§i³tirmek son zamanlarda oldukça büyük ilgi görmü³ bir

modi�ye gravitasyon teorisidir Allemandi ve di§. (2004), Capozziello (2002),

Capozziello ve di§. (2003, 2006, 2007), Carroll ve di§. (2004), Cognola ve

di§. (2005), Kerner (1982), Nojiri ve di§. (2004), Odintsov ve di§. (2003),

Sotiriou (2007), Starobinsky (1980). Özellikle nötron y�ld�z� ve yüklü kardelik

gibi kompakt astro�ziksel nesneleri incelerken elektromanyetik alanlar�n varl�§�

ihmal edilemez. Ayr�ca bu yo§un alanlar�n bulundu§u bu ekstrem durumlarda

Y (R)F 2 tipi minimal olmayan ba§lanmalar ortaya ç�kabilir.

Gravitasyon teorilerinde tekilliklerin do§as�n� anlamak zor ve karma³�k

bir problemdir. Bu problemi Gravitasyonun kuantum teorisinin çözübilece§i

dü³ünülür. Fakat ³imdiye kadar yap�lan çal�³malar Gravitasyonun kuantum

teorisi kurmaktan oldukça uzak oldu§umuzu göstermi³tir. Bu nedenle düzgün

kara delik çözümleriyle bu tekilliklerden kurtulabiliriz.

Düzgün kara delik çözümleri ilk olarak Bardeen taraf�ndan verildi Bardeen

(1968). Daha sonra Bardeen'in bu çözümü Einstein-Nonlinear elektrodinami§inin

alan denklemlerine çözüm olarak Ayon-Beato ve Garcia (1999, 2000) taraf�ndan

bulundu. f(R) gravitasyon teorisinin non-lineer elektrodinami§e minimal olarak

ba§land�§� bir teoride de düzgün kara delik çözümü elde etmek oldukça ilginçtir.

Son y�llarda literatürde düzgün kara delik çözümleri Ansoldi ve di§. (2007),

Ayon-Beato ve Garcia (1999, 2000), Balart ve Vegenas (2014), Bronnikov (2001),

Dymnikova (2004, 1992), Hawking ve Penrose (1970), Hawyard (2006), Nicolini

ve di§. (2006) kaynaklar� ba³ta olmak üzere artan bir ³ekilde devam etmektedir.

Bu tezde inceleyece§imiz minimal olmayacak ³ekilde çiftlenimli

Y (R)-Maxwell gravitasyon modelleri Balakin (2005), Balakin ve di§. (2008),

Bamba ve di§. (2008), Buchdahl (1979), Dereli ve di§ (1996), Dereli ve Üçoluk

(1990), Dereli ve Sert (2011), Drummond ve Hathrell (1980), (Horndeski 1976),

Müller-Hoissen (1988), Prasanna (1971), Sert (2012), Sert ve Adak (2012), Sert

(2013) makalelerinde detayl� incelenmi³ ve çözümleri sunulmu³tur. Bu modeller
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evrenin kozmik ivmelenmesi ve galaksilerin dönme e§rilerin aç�klayabilen baz�

çözümlere sahip oldu§u için bu teorinin düzgün kara delik çözümlerini bulmak

oldukça ilginç olacakt�r. Bu nedenle bu tezde bu konuyu inceleyece§iz.

Penrose-Hawking tekillik teoremine göre Hawking ve Penrose (1970), bir

kara deli§in olay ufkunun iç bölgesinde bir tekillik ortaya ç�kmas� için Güçlü enerji

ko³ulu (strong energy condition, SEC) sa§lanmal�. Bu nedenle tekil olmayan

düzgün kara delikler bu ko³ulu kara deli§in içindeki bir merkezi bölgede ihlal

ederler. Bu tez çal�³mas�nda gravitasyon ve elektromanyetik alanlar�n minimal

olmayan çiftlenimlerini içeren çe³itli modellere düzgün kara delik çözümleri

bulaca§�z. Bu çözümler için e�ektif enerji momentum tensörününü kullanarak

enerji ko³ullar�n� hesaplayaca§�z. Bu kara deliklerin iç merkezi bölgesinin

en az�ndan merkezi bir k�sm�nda bu güçlü enerji ko³ulunun ihlal edildi§ini

gösterece§iz ve bu çözümlerin matematiksel ve �ziksel sonuçlar�n� inceleyece§iz.

1.1 Diferansiyel Geometrik Kavramlar

Bu tezde manifold M ile, metrik g ile, tensörlerin veya spinörlerin paralel

ta³�nmas�nda kullan�lan ba§lant� (connection) ise ω ile gösterilecektir.

Bir M manifoldunun q noktas�nda te§et vektörlerinin olu³turdu§u uzaya

bu manifoldun bu noktadaki teget uzay� denir ve Tq(M) ile gösterilir. Tq(M) te§et

uzay� { ∂
∂xν
} ile verilen baz vektör kümesinden olu³ur. Bu te§et uzay�n�n duali ise

T ∗q (M) ile göstereilir ve {dxµ} baz ko-vektör kümesinden olu³ur. Te§et uzay�n�n

bazlar� ile kote§et uzay�n�n bazlar�n�n iç çarp�m� ι, Kroenecker delta sembolü olan

δµv ifadesini verir. Kroenecker delta µ = ν için bire di§er durumlarda s�f�ra e³ittir.

ινdx
µ = δµv (1.1)

Burada ιν = ι ∂
∂xν

olarak k�salt�l�r. M manifoldu üzerindeki fonksiyonlar (0, 0)-tipi

tensörlerdir, tanjant uzay�n�n elemanlar� olan vektörler (1, 0)-tipi kontravaryant

tensörlerdir, kotanjant uzay�n�n elemanlar� olan ko-vektörler (0, 1)-tipi kovaryant
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tensörler olarak bilinir.

Te§et uzay�nda ortanormal olan lineer ba§�ms�z vektörler kümesi

{Xa}, a = 0, 1, 2, 3 olarak bulunabilir ve ortanormal referans çerçevesi ad�n�

al�r. Bu ortanormal vektörler kümesini kullanarak Minkowski düz uzay-zaman

metri§ini g(xa, xb) = ηab ba§�nt�s�ndan elde edebiliriz. Burada Minkowski metri§i

sadece kö³egen elemanlar� (−1, 1, 1, 1) olarak s�f�rdan farkl� olan 4x4 formunda

bir matristir. Bu ortanormal vektörler kümesine dual olan ortanormal referans

ko-çerçevesi ise {ea} ile gösterirsek, iç çarp�mlar� Kroenecker sembolüne e³it olur.

ιXb(e
a) = δab (1.2)

1.1.1 Dış Cebirde Temel Kavramlar

Gravitasyon teorisi ilk olarak d�³ cebir kullan�lmadan yaz�lm�³t�r. Fakat

çok fazla index ve tensor içerdi§i için anla³�lmas� zor bir teoridir. Biz bu tezde d�³

cebrin kolayl�klar�ndan faydalanarak daha basit bir dille modeli kurarak sonuçlar�

ifade edace§iz. Burada T ∗(M) kotanjant uzay�nda bir demeti ifade ederse bu

demetin bazlar� ko-frame 1-form olur ve tensör çarp�m�n� tamamen anti-simetrik

hale getirerek M manifoldu üzerinde tan�mlanan bir p-formu uzay� elde ederiz ve

Ωp(M) ile gösteririz. M manifoldu için tan�mlanabilecek bütün p-formalar�n�n

toplam� d�³ cebir uzay�n� olu³turur.

A, M manifoldu üzerinde bir p-form olarak tan�mlan�rsa, bu tensör

A =
1

p!
Aµ1µ2...µpdx

µ1 ∧ ... ∧ dxµp (1.3)

koordinat koçerçevesini kullanarak bile³enlere ayr�labilir.

Yine M manifoldu üzerinde tan�ml� A1 p-formu, A2 q formu, A3 r-formu

ve α bir sabit olmak üzere a³a§�daki özellikleri sa§lar.

1. α(A1 ∧ A2) = (αA1) ∧ A2 = A1 ∧ (αA2)
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2. (A1 + A2) ∧ A3 = A1 ∧ A3 + A2 ∧ A3

3. A1 ∧ (A2 ∧ A3) = (A1 ∧ A2) ∧ A3

4. A1 ∧ A2 = (−1)p.qA2 ∧ A1

1.1.2 Dış Türev İşlemi

D�³ türevi d ile göstererek, manifold üzerindeki bir p-formu p + 1-forma

gönderen bir tam türev i³lemi olarak tan�mlar�z.

d : Ωp(M) −→ Ωp+1(M) (1.4)

Yine p ve q formlar� olan A1 ve A2 üzerinde a³a§�daki özde³likleri sa§lar:

1. d(A1 + A2) = dA1 + dA2

2. dA = 1
p!

∂Aµ1µ2...µp
∂xµ

dxµ ∧ dxµ1 ∧ ... ∧ dxµp

3. d(A1 ∧ A2) = dA1 ∧ A3 + (−1)pA1 ∧ dA3

4. d(dA) = 0

1.1.3 İç Çarpım

�ç çarp�m i³lemini ι ile gösterek, bir p-formu, (p-1) forma dönü³türen bir

i³lem olarak tan�mlar�z

ι : Ωp(M)→ Ωp−1(M) (1.5)

ve iç çarp�m i³lemi a³a§�daki ifadeleri sa§lar.

1. ιaf = 0
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2. ea ∧ ιaA = pA

3. ιaιbA = −ιbιaA

4. ιa(A1 ∧ A2) = ιaA1 ∧ A2 + (−1)pA1 ∧ ιaA2

1.1.4 Hodge Star Gönderimi

Hodge star i³lemini ∗ ile gösterece§iz ve manifold üzerideki p-formu

(4-p)-forma gönderecektir.

∗ : Ωp(M)→ Ω4−p(M) (1.6)

Bu Hodge star i³lemini kullanarak uzayzamandaki hacimsel 4-formu

∗1 = e0 ∧ e1 ∧ e2 ∧ e3 =
1

4!
εabcde

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed (1.7)

ile verilir. Bu tez boyunca antisimetrik Levi-Civita tensörünün ε0123 = +1 oldu§u

seçimi kullanaca§�z. Buna göre bu hodge star i³lemi A,B p-formlar� olmak üzere

a³a§�daki ifadeler geçerlidir.

1. A ∧ ∗B = B ∧ ∗A ve ∗B ∧ A = ∗A ∧B

2. ∗ (A ∧ ea) = ιa ∗ A

3. ∗ (∗A) = ±A
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1.1.5 Lorentz Dönüşümü

Uzay-zaman�n bir noktas�nda bir gözlemci {ea} koordinat ko-baz�na veya

1-formuna göre gözlem yaperken ba³ka bir gözlemci de ba³ka bir noktada {ea′}

koordinat ko-baz�na göre gözlem yaps�n. Lab yerel Lorentz dönü³üm matrisi olmak

üzere bu iki gözlemci aras�ndaki dönü³üm ba§�nt�s�

ea′ = Labe
b (1.8)

olarak verilir. Benzer ³ekilde Xae
a skalar�n�n Lorentz dönü³ümü yap�l�rsa

de§i³mez kald�§� görülür.

X ′a(e
a)′ = XcL

−1c
a(L

a
de
d) = Xcδ

c
ded = Xce

c = Xae
a (1.9)

Bu çarp�m�n Lorentz invaryant oldu§u gösterilmi³ olur.

1.1.6 Bağlantı 1-Formları

Ortanormal 1-formu ea n�n d�³ türevinin Lorentz dönü³ümünü ald�§�m�zda

dea′ = d(Labe
b) = dLabe

b + Labde
b (1.10)

yukar�daki Lorentz dönü³ümünden farkl� olarak dLabeb teriminin fazladan geldi§i

görülür. Bu dönü³ümü Lorentz dönü³ümüne benzetmek için ba§lant� 1-formlar�

dedi§imiz niceliklere ihtiyaç vard�r. Bu niceliklerin dönü³ümü

ωa′b = Lacω
c
fL
−1f

b + LacdL
−1c

b (1.11)

ile verilirse ve kovaryant d�³ türev dedi§imiz yeni bir d�³ türev tan�mlan�rsa bu

fazladan terimden kurtuluruz.

1.1.7 Kovaryant Dış Türev İşlemi
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Herhangi bir T tensörünün kovaryant d�³ türevini, ωab ba§lant� 1-formlar�n�

kullanarak

DT := (d∓ ω)T (1.12)

tan�mlayabiliriz. Az önce ortanormal 1-formunun d�³ türevinin tensör gibi

dönü³medi§inin gördük. �imdi ise D kovaryant d�³ türevnin

Dea = dea + ωab ∧ eb (1.13)

tensör gibi dönü³tü§ünü ωab ba§lant� 1-formlar�n� da dönü³türerek

gösterebiliriz.

Dea′ = LabDe
b (1.14)

Bu (0,1)-tipi tensör olan ea 1-formlar�na benzer olarak genel bir (p,q)-tipi R

tensörünün kovaryant d�³ türevi

DRa1···ap
b1···bq = dRa1···ap

b1···bq + ωb1cRa1···ap
cb2···bq + ωbq cRa1···ap

b1···c (1.15)

−ωca1Rca2···ap
cb2···bq − · · · − ωcapRa1···c

cb2···bq (1.16)

ile verilir.

1.1.8 Burulma

ea ortanormal baz 1-formlar�n�n kovaryant d�³ türevi burulma tensörü

olarak isimlendirilir ve T a gösterilir.

Dea = dea + ωab ∧ eb = T a (1.17)

Herhangi bir 2-form tensörünü ba³ka bir 1-form tensörü ve ortanormal baz

bir form yard�m�yla a³a§�daki gibi türebiliriz.

Ka
b ∧ eb = T a (1.18)
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Buradaki Ka
b ba§lant� 1-formu olarak dü³ünülür ve ωa

b Levi-Civita ba§lant�

1-formundan farkl� olarak bir tensörel niceliktir ve lokal kovaryant dönü³ümler

alt�nda tensör gibi dönü³ür [Hehl, 1995, Dereli 1996, Dereli, 1995, Cartan, 1986]

1.1.9 Eğrilik

Uzay-zaman geometrisinin lokal e§rili§i Ra
b ile gösterilir Riemann e§rilik

tensörü yard�m�yla bulunabilir. Burulmas�z uzay-zaman geometrilerinde bu

e§rilik 2-formlar� sadece ω Levi-Civita ba§lant�s�na ba§l� olarak a³a§�daki gibi

tan�mlan�r.

Ra
b = dωab + ωac ∧ ωcb (1.19)

Genel kovaryant dönü³ümler alt�nda Ra
b nin bir tensör gibi dönü³tü§ünü

gösterelim:

Ra
b = d(SacdS

−1c
b + Sacω

c
fS
−1f

b) (1.20)

+ (Saeω
e
fS
−1f

c + SaedS
−1e

c) ∧ (Scgω
g
hS
−1h

b + ScgdS
−1g

b) (1.21)

Burada ifadelerde gerekli sadele³tirmeleri yaparsak, ayr�ca d�³ türevli terimlerde

(dS−1
c
b)S

b
g = −S−1cb(dSbg) özelli§ini kullan�l�rsak

Ra
b = Sac(dω

c
d + ωce ∧ ωed)S−1

d
b (1.22)

Ra
b(ω) = SabR

c
dS
−1d

b . (1.23)

Böylece Rieman e§rilik 2-formlar�n�n bu dönü³ümler alt�nda tensör gibi dönü³tü§ü

görülmü³ olur. Riemann e§rilik iki formlar� kaç bile³ene sahiptir.

1.2 Genel Relativite Teorisi
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Genel Relativite güne³ sistemi ölçe§inde en popüler ve gözlemlerle uyumlu

gravitasyon teorisidir. Bu teori ilk olarak 1915 y�l�nda Einstein taraf�ndan ortaya

at�lm�³t�r. Bu teoride gravitasyon alan� uzay zaman�n e§rili§i olarak ortaya

ç�kar. Bu gravitasyon alan�n�n davran�³�n� belirleyen denkleme gravitasyonel alan

denklemi denir. Einstein �n Gravitasyon teorisinde yazm�³ oldu§u alan denklemi

Lagrange fonksiyonelinin integrali ile verilen ve Einstein-Hilbert eylemi (action)

olarak bilinen bir fonksiyonelden sonsuz küçük varyasyon hesab� yöntemiyle

türetilebilir. Burada alan denklemlerinin

I[ea, ωab] =

∫
M

L =

∫
M

1

2κ2
Ra

b(ω) ∧ ∗(ea ∧ eb) + λa ∧ T a

=

∫
M

1

2κ2
R ∗ 1 + λa ∧ T a (1.24)

eylem integralinden türetili³ini gösterece§iz. Burada κ uzunluk boyutunda

gravitasyonel bir sabittir. Eylem integrali I, ea ko-frame ve ωab connection

de§i³kenlerine ba§l� bir ³ekilde verilmi³tir ve L Lagrange 4-formunun integralini

olarak tan�mlan�r. Bu eylemin de§i³kenlerine göre varyasyonu al�nd�§�nda

δL = − 1

2κ2
δRa

b(ω) ∧ ∗eab −
1

2κ2
Ra

b(ω) ∧ δ ∗ eab (1.25)

burada, ricci e§rilik 2-formunun tan�m�n� kullanak

Ra
b = dωab + ωac ∧ ωcb (1.26)

δL = − 1

2κ2
δ(dωab + ωac ∧ ωcb) ∧ ∗eab −

1

2κ2
(dωab + ωac ∧ ωcb) ∧ δ ∗ eab(1.27)

Burada s�ras�yla a³a§�daki i³lemleri takip ederek bu varyasyonu hesaplayal�m.

Öncelikle δd = dδ olur, yani d�³ türev ile varyasyon yer de§i³tirir, bunu kullanal�m.
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d(δωab ∧ ∗eab) = d(δωab) ∧ ∗eab − δωab ∧ d ∗ eab (1.28)

d(δωab) ∧ ∗eab = δωab ∧ d ∗ eab +Mod(d) (1.29)

Burada Mod(d) ile gösterilen terim tam türevli bir terimi ifade eder.

Varyasyondan elde edilen alan denklemlerine katk�da bulunmaz.

δ ∗ eab = δ
1

(4− 2)!
εa
b
cde

cd =
1

2
εa
b
cdδ(e

c ∧ ed) (1.30)

=
1

2
εa
b
cdδe

c ∧ ed +
1

2
εa
b
cde

c ∧ δed (1.31)

yukardaki son terimde c↔ d dönü³ümü yap�l�rsa a³a§�daki denklem elde edilir.

δ ∗ eab =
1

2
εa
b
cdδe

c ∧ ed +
1

2
εa
b
dce

d ∧ δec (1.32)

olur.

ε tan�m�ndan ve d�³ çarp�m�n δec ∧ ed = −ed ∧ δec özelli§ini kullan�rsak,

δ ∗ eab =
1

2
εa
b
cdδe

c ∧ ed +
1

2
εa
b
cdδe

c ∧ ed (1.33)

= εa
b
cdδe

c ∧ ed (1.34)

= δec ∧ εabcd ∧ ed (1.35)

= δec ∧ ∗eabc (1.36)

olur. Yani,

δ ∗ eab = δec ∧ ∗eabc (1.37)

dir. �imdi bunlar� yerine yazal�m.

δL = − 1

2κ2
(δdωab ∧ ∗eab + δωac ∧ ωcb ∧ ∗eab + ωacδω

c
b ∧ ∗eab) (1.38)

− 1

2κ2
(dωab + ωac ∧ ωcb) ∧ δ ∗ eab (1.39)
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³imdi birinci terimin parantez içindeki ifadesini ele alal�m.

δdωab ∧ ∗eab + δωac ∧ ωcb ∧ ∗eab + ωac ∧ δωcb ∧ ∗eab) (1.40)

δdωab ∧ ∗eab invaryantt�r. O halde,

δωab ∧ d ∗ eab + δωac ∧ ωcb ∧ ∗eab − δωcb ∧ ωac ∧ ∗eab (1.41)

yukar�daki denklemin son teriminde c↔ a dönü³ümü yap�l�rak,

δωab ∧ d ∗ eab + δωac ∧ ωcb ∧ ∗eab − δωab ∧ ωca ∧ ∗ecb (1.42)

yine üçüncü terime b↔ c dönü³ümü yap�l�rsa,

δωab ∧ d ∗ eab + δωac ∧ ωcb ∧ ∗eab − δωac ∧ ωba ∧ ∗ebc (1.43)

δωab ∧ d ∗ eab + δωac ∧ (ωcb ∧ ∗eab − ωba ∧ ∗ebc) (1.44)

ikinci terimede c↔ b dönü³ümü yapal�m,

δωab ∧ d ∗ eab + δωab ∧ (ωbc ∧ ∗eac − ωca ∧ ∗ecb) (1.45)

δωab ∧ (d ∗ eab + ωbc ∧ ∗eac − ωca ∧ ∗ecb) (1.46)

D ∗ eab = d ∗ eab + ωbc ∧ ∗eac − ωca ∧ ∗ecb (1.47)

oldu§undan,

δωab ∧D ∗ eab (1.48)
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olur.

δ ∗ eab = δ(
1

(4− 2)!
εa
b
cde

cd) (1.49)

=
1

2
εa
b
cdδe

c ∧ ed +
1

2
εa
b
cde

c ∧ δed (1.50)

=
1

2
εa
b
cdδe

c ∧ ed +
1

2
εa
b
cdδe

c ∧ ed (1.51)

= εa
b
cdδe

c ∧ ed = δec ∧ (εa
b
cde

d) (1.52)

= δec ∧ ∗eabc (1.53)

³imdi bunu yerine yazal�m,

(dωab + ωac ∧ ωcb) ∧ δec ∧ ∗eabc = (dωab ∧ δec + ωac ∧ ωcb ∧ δec) ∧ ∗eab (1.54)

parantez içindeki ifadeye c↔ a dönü³ümü yap�l�rsa,

(dωcb ∧ δea + ωca ∧ ωab ∧ δea) ∧ ∗eab (1.55)

yine parantez içine c↔ b dönü³ümü yap�l�rsa,

(dωbc ∧ δea + ωba ∧ ωac ∧ δea) ∧ ∗eab (1.56)

o halde

(dωbc + ωba ∧ ωac) ∧ δea ∧ ∗eabc (1.57)

tüm bunlar ilk denklemde yerine yaz�l�rsa,

δL = − 1

2κ2
δωab ∧D ∗ eab −

1

2κ2
δea ∧Rb

c ∧ ∗eabc (1.58)

elde edilir. Einstein Gravitasyon teorisinde Qab = 0 al�n�r. (1.58) denklemindeki

birinci terimi burulma tensörü cinsinden yazal�m.

D ∗ eab = D ∗ [eacη
bc] = ηbcD ∗ eac (1.59)
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Bu tez çal�³mas� boyunca metri§in kovaryant d�³ türevi olan non-metricity

tensörünü s�f�r alaca§�z, Dηbc = 0. Bu varsay�m� kullanarak (1.58) denklemindeki

birinci terimi hesaplayal�m.

D ∗ eab = D[
1

2
εabcde

cd] (1.60)

=
1

2
[Dεabcde

c ∧ ed + εabcdDe
c ∧ ed − εabcdec ∧Ded] (1.61)

=
1

2
(Dεabcd)e

c ∧ ed + εabcdDe
c ∧ ed (1.62)

Metrik gradyant tensörü yani Qab = Dηab = 0 oldu§u için otomatik olarak

(Dεabcd)e
c ∧ ed = 0 olmas�na yol açar. Böylece

D ∗ eab = T c ∧ ∗eabc (1.63)

Bu sonuçlar� topluca yazacak olursak

δL = − 1

2κ2
δωab ∧ [Tc ∧ ∗eabc + λa ∧ eb]− 1

2κ2
δea ∧ [Rbc(ω) ∧ ∗eabc +Dλa](1.64)

Bu Einstein-Hilbert Lagrangian� (pseudo)-Riemannsal uzay-zamanda

yaz�lm�³t�r. (Pseudo)-Rieman uzay-zaman geometrilerinde Qa
b = 0, T a =

0, Ra
b 6= 0 al�n�r. Bu durumun sonucu olarak ba§lant�, Levi-Civita antisimetrik

1-formu olan ωab ye dönü³ür. Bu nedenle (1.64) varyasyonu;

δL = −1

2
δea ∧Rb

c(ω) ∧ ∗eabc (1.65)

haline gelir. Varyasyon prensibi δL = 0 ile ifade edilir. Varyasyonun sonucu

olarak

−1

2
Rbc(ω) ∧ ∗eabc = 0 (1.66)

ile verilen bo³lukta Einstein gravitasyon alan denklemi elde edilir. Yine bu

ifadeden a³a§�daki gibi Einstein tensörü tan�mlanabilir.

Ga = −1

2
Rbc(ω) ∧ ∗eabc (1.67)
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Ga = −1

2
Rbc ∧ ∗eabc = −1

4
Rbc,gf e

gf ∧ ∗eabc (1.68)

D�³ cebrin ve diferansiyel formlar�n özellikleri kullanarak Einstein tensörü de§i³ik

biçimlerde yaz�labilir. �lk olarak Hodge star i³leminin özellikleri kullanarak

a³a§�dakiler elde edilir.

ef ∧ ∗eabc = δa
f ∗ ebc − δbf ∗ eac − δcf ∗ eab (1.69)

egf ∧ ∗eabc = −δafδbg ∗ ec + δa
fδc

g ∗ eb + δb
fδa

g ∗ ec (1.70)

−δbfδcg ∗ ea − δcfδag ∗ eb + δc
fδb

g ∗ ea (1.71)

Bu sonuçlar� ilk denklemdeki Einstein tensöründe yerine yazarak;

Ga = −1

4
[Rba,

bc ∗ ec −Rca,
bc ∗ eb −Rab,

bc ∗ ec +Rcb,
bc ∗ ea

+Rac,
bc ∗ eb −Rbc,

bc ∗ ea] (1.72)

Ayr�ca, bu Einstein tensörü 3-formunu, a³a§�daki gibi 1-formun y�ld�z� olarak

yazar�z.

Ga = Rac,
bc ∗ eb −

1

2
Rbc,

bc ∗ ea (1.73)

∗ ∗ ea = ea oldu§undan Einstein tensörünün star�;

∗Ga = Rac,
bceb −

1

2
Rbc,

bce

a (1.74)

Burada a³a§�daki tan�mlar� kullanal�m:

• Ricci e§rilik 1-formu

(Ric)a = ιbR
b
a =

1

2
Rb
gl,aιbe

gl = Rac,
bceb (1.75)

• E§rilik skalar�

R = ιaR
a = ιa(ι

bRa
b) = ιa(R

a
c,
bceb) = Rbc,

bc (1.76)
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Buna göre Eintein tensörünün star� ³öyle olur.

∗Ga = Ra −
1

2
Rea (1.77)

Böylece kaynaks�z yani enerji-momentum tensörü içermeyen Einstein denklemi

Ra −
1

2
Rea = 0 (1.78)

olarak yaz�labilir. Bu denklemin küresel simetrik statik çözümü Schwarzchild

çözümü olarak bilinir ve

ds2 = −(1− 2GM

r
)dt2 +

1

1− 2GM
r

dr2 + r2dθ2 + r2sin2θdφ2 (1.79)

ile verilir. Burada G gravitasyonel sabit, M ise sabit kütle olarak integrasyon

sabitinin belirlenmesiyle ortaya ç�kar. Görüldü§ü gibi r = 0 da metri§in zaman

bile³eni sonsuza gitti§i için r = 0 noktas�n�n tekil noktas� oldu§u söylenir ve kara

delik tekilli§i olarak isimlendirilir.

17



2. EINSTEIN-MAXWELL TEORİSİ

Genel relativitenin sonuçlar�n�n ço§unu çok uzak y�ld�z ve galaksi

kümelerinden bize ula³an �³�k yard�m�yla test edebiliriz. Bu nedenle, önerilen

herhangi bir Gravitasyon teorisini eksiksiz bir ³ekilde test etmek için, teoriye

elektromanyetik alanlardan gelen katk�lar ihmal edilmemelidir. Gravitasyonun

elektromagnetik alanlara minimal bir ³ekilde ba§lanmas� Einstein-Maxwell teorisi

olarak isimlendirilir ve a³a§�daki eylem integraliyle verilir:

S =

∫
{ 1

2κ2
Rab ∧ ∗(ea ∧ eb)−

1

2
F ∧ ∗F + λa ∧ T a} (2.1)

Burada F elektromanyetik alan tensörüdür. Bu minimal modelde, uzayzaman

geometrisi elektromanyetik alanlar�n varl�§�ndan etkilenir. Maxwell denklemleri

ise Minkowski uzay�ndaki ile ayn� kal�r.

Einstein-Maxwell teorisinin statik ve küresel simetrik çözümüne

Reissner-Nordström çözümü denir. Bu teorinin ba³ka simetrilere sahip metrikler

için çözümleri Stephani ve di§. (2005) kitab�nda detayl� olarak anlat�lm�³t�r.

Einstein-Maxwell teorisinin alan denklemleri a³a§�daki gibidir.

− 1

2κ2
Rbc ∧ ∗eabc =

1

2
(ιaF ∧ ∗F − F ∧ ιa ∗ F ), (2.2)

d ∗ F = 0 , dF = 0 . (2.3)

Bu teorinin çözümleri ise Reissnerr-Nördstrom çözümleri olarak bilinir ve

ds2 = −(1− 2GM

r
+
κ2Q2

2r2
)dt2 + (1− 2GM

r
+
κ2Q2

2r2
)−1dr2 + r2dθ2

+r2 sin2 θdφ2, (2.4)

F =
Q

r2
dr ∧ dt (2.5)
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ile verilir. Yine bu teoriye bak�ld�§�nda r = 0 da hem metri§in hem de

elektromanyetik tensörün sonsuza gitti§i yani r = 0 noktas�n�n kara delik

tekilli§ine sahip oldu§u görülmektedir.
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3. MİNİMAL OLMAYAN Y (R)F 2 FORMUNDA ÇİFTLENİMLİ
GRAVİTASYON MODELİ

Einstein-Maxwell teorisini minimal olmayan çiftlenme terimleri elde edecek

³ekilde ifade etmek için Ricci tensörü R ile Maxwell tensörü F nin çarp�m�n�

dü³ünmek gerekir. Bu ³ekilde olan ba§lanmalar� ilk kez Prasanna (1971) önerdi.

Sonra yük korunumu ve Ricci tensörü aras�ndaki ili³ki hakk�nda bilgiler elde

edebilmek amac�yla (Horndeski 1976) bu tür terimleri inceledi. Bu modi�ye

terimler, e§ri uzayzaman arka plan�nda yaz�lan etkin foton eylem integralini tek

ilmek bo³luk polarizasyonuyla hesaplayarak ortaya ç�kmaktad�r. Bu Drummond

ve Hathrell (1980) makalesinde görülebilir.

Bu minimal olmayan modifkasyonlar�n belirli bir özel kombinasyonu

5-boyutlu modellerden Dereli ve Üçoluk (1990), Müller-Hoissen (1988) Buchdahl

(1979) kaynaklar�nda gösterildi§i gibi, dört boyuta boyut dü³ürme sonucu ortaya

ç�kmaktad�r.

Daha sonra yine bu terimlerin belirli bir kombinasyonu için gravitasyonel

çözümleri incelenmi³tir Balakin (2005), Balakin ve di§. (2008).

Gravitasyon teorilerinde tekilliklerin do§as�n� anlamak zor ve karma³�k

bir problemdir. Bu problemi Gravitasyonun kuantum teorisinin çözübilece§i

dü³ünülür. Fakat ³imdiye kadar yap�lan çal�³malar Gravitasyonun kuantum

teorisi kurmaktan oldukça uzak oldu§umuzu göstermi³tir. Bu nedenle düzgün

kara delik çözümleriyle bu tekilliklerden kurtulabiliriz.

Düzgün kara delik çözümleri ilk olarak Bardeen taraf�ndan verildi Bardeen

(1968). Daha sonra Bardeen'in bu çözümü Einstein-Nonlinear elektrodinami§inin

alan denklemlerine çözüm olarak bulundu Ayon-Beato ve Garcia (1999, 2000).

f(R) gravitasyon teorisinin non-lineer elektrodinami§e minimal olarak ba§land�§�

bir teoride de düzgün kara delik çözümü elde etmek oldukça ilginçtir. Son y�llarda
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literatürde düzgün kara delik çözümleri Ansoldi ve di§. (2007), Ayon-Beato ve

Garcia (1999, 2000), Balart ve Vegenas (2014), Bronnikov (2001), Dymnikova

(2004, 1992), Hawking ve Penrose (1970), Hawyard (2006), Nicolini ve di§. (2006)

çal�³malar� ba³ta olmak üzere artan bir ³ekilde çal�³�lmaya devam etmektedir.

Bu tezde inceleyece§imiz minimal olmayacak ³ekilde çiftlenimli

Y (R)-Maxwell gravitasyon modelleri Balakin (2005), Balakin ve di§. (2008),

Bamba ve di§. (2008), Buchdahl (1979), Dereli ve di§ (1996), Dereli ve Üçoluk

(1990), Dereli ve Sert (2011), Drummond ve Hathrell (1980), (Horndeski 1976),

Müller-Hoissen (1988), Prasanna (1971), Sert (2012), Sert ve Adak (2012),

Sert (2013) makalelerinde de detayl� bir ³ekilde incelenerek çözümleri verilmi³tir.

Bo modellerin evrenin kozmik ivmelenmesi ve galaksilerin dönme e§rilerini

aç�klayabilen baz� çözümlere sahip oldu§u ayr�ca görülmü³tür. Bu nedenle

bu teorinin düzgün kara delik çözümlerini bulmak oldukça ilginç olacakt�r.

Bu çözümler Sert (2016) makalesinde verilmi³tir. Bu bölümde bu konuyu

inceleyece§iz.

Minimal olmayan çiftlenimli terimler içeren a³§�daki eylem fonksiyoneli ile

ba³layal�m. Bamba ve di§. (2008), Dereli ve Sert (2011), Sert (2013).

I[ea, ωab, F ] =

∫
M

{ 1

2κ2
R ∗ 1− 1

2
Y (R)F ∧ ∗F + λa ∧ T a}. (3.1)

Burada {ea} ko-frame 1-formunu, {ωab} ba§lant� (connection) 1-formunu, F =

dA = 1
2
Fabe

a ∧ eb homojen elektromagnetik alan� 2-formunu, λa ise varyasyon

sonucunda burulmas�z (torsion-free) Levi-Civita ba§lant�s�n� veren Lagrange

çarpan� 2-formudur. Bu ba§lant� T a = dea + ωab ∧ eb = 0 ba§�nt�s�ndan

bulunabilir. Bu eylem fonksiyonelinde R e§rilik skalar�d�r. Bu e§rilik skalar�

Ra
b = dωab +ωac ∧ωcb ile verilen e§rilik 2-formundan ıa iç çarp�m yoluyla ıaıbRba

elde edilir. κ2 = 8πG ise evrensel gravitasyonel ba§lanma sabitidir. Uzay-zaman

metri§ini g = ηabe
a⊗eb olarak alaca§�z ve i³areti (−+++) kullanaca§�z. Böylece

yönlendirilmi³ hacim eleman�n� ∗1 = e0 ∧ e1 ∧ e2 ∧ e3 olarak dü³ünece§iz.
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Bu teoriyi tari�eyen yukar�daki eylemin, {ea}, {ωab} and {A}

de§i³kenlerine göre sonsuz küçük varyasyonlar�n� alarak gravitasyonel ve

elektromanyetik alan denklemlerini Dereli ve Sert (2011), Sert (2013)

makalelerinde bulundu§u gibi a³a§�daki ³ekilde elde ederiz.

− 1

2κ2
Rbc ∧ ∗eabc =

1

2
Y (ιaF ∧ ∗F − F ∧ ιa ∗ F ) +

1

2
YRFmnF

mn ∗Ra (3.2)

+
1

2
D[ιbD(YRFmnF

mn)] ∧ ∗eab , (3.3)

d(∗Y F ) = 0 , dF = 0 . (3.4)

burada YR = dY
dR
. Bu gravitasyonel alan denklemi (3.2)

Ga

κ2
= τa (3.5)

olarak da yaz�labilir. Burada Ga = −1
2
Rbc∧∗eabc = ∗Ra− 1

2
R∗ea Einstein tensorü

ve τa = τa,b ∗ eb ise bu minimal olmayan model için efektif enerji-momentum

tensorüdür. Denklem (3.5) kullan�larak efektif enerji yo§unlu§u, radial ve te§etsel

bas�nçlar ρ = τ0,0, pr = τ1,1, pt = τ2,2 = τ3,3 bile³enlerinden bulunabilir.

3.1 Düzgün Kara Delik Çözümleri

Düzgün kara delik çözümleri bulmak için a³a§�daki (1 + 3)-boyutlu küresel

simetrik, statik metri§i

g = −f 2(r)dt2 + g2(r)dr2 + r2dθ2 + r2 sin2(θ)dφ2 (3.6)

bununla birlikte elektrik ve manyetik bile³enlere sahip olabilen elektromanyetik

tensörü

F = E(r)dr ∧ dt+B(r)r2 sin θdθ ∧ dφ = E(r)e1 ∧ e0 +B(r)e2 ∧ e3 (3.7)

kullanaca§�z. Bu metrik için e§rilik skalar�n� hesaplad�§�m�zda
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R =
2

g2

(
f ′g′

fg
− f ′′

f
+

2g′

gr
− 2f ′

fr
+
g2 − 1

r2

)
. (3.8)

oldu§unu buluruz. Burda asimptotik olarak Reissner-Nördstrom çözümüne

dönü³en çözümlere bakaca§�m�z için

g(r) =
1

f(r)
(3.9)

oldu§unu kullanaca§�z. Bu durumda bu minimal olmayan modelin alan

denklemleri

1

κ2
(
f 2′

r
+
f 2 − 1

r2
) + YRL

2(
f 2′′

2
+
f 2′

r
) +

1

2
Y K2 + [(L2YR)′f ]′f

+
2

r
f 2(L2YR)′ = 0, (3.10)

1

κ2
(
f 2′

r
+
f 2 − 1

r2
) + YRL

2(
f 2′′

2
+
f 2′

r
) +

1

2
Y K2

+(L2YR)′(
f 2′

2
+

2f 2

r
) = 0, (3.11)

1

κ2
(
f 2′′

2
+
f 2′

r
) + YRL

2(
f 2′

r
+
f 2 − 1

r2
)− 1

2
Y K2 + [(L2YR)′f ]′f

+(L2YR)′(
f 2′

2
+
f 2

r
) = 0, (3.12)

Burada K2 = E2 +B2 ve L2 = E2 −B2. Ayr�ca Maxwell alan denklemlerinden

Y E =
qe
r2
, (3.13)

B =
qm
r2

(3.14)

elde edilir. (3.8) e§rilik skalar� ise

R = −f 2′′ − 4

r
f 2′ − 2

r2
(f 2 − 1). (3.15)

halini al�r.

Bu denklem sistemine bakt�§�m�zda be³ diferansiyel denklem (üç

gravitasyonel, iki elektromanyetik) ve dört bilinmeyen fonksiyon (E,B, Y, f)
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oldu§unu görürüz. Bu diferansiyel denklemleri herhangi bir basitle³tirme seçimi

yapmadan çözmek imkans�zd�r. Burada yüksek mertebeden türevlerin getirdi§i

karars�zl�klardan kurtulmak ve basit denklemler elde etmek için a³a§�daki ko³ul

alt�nda çözümüne bakaca§�z.

YRL
2 =

1

κ2
(3.16)

Bu ko³ul alt�nda denklem say�s� ikiye dü³er.

f 2′′ − 2

r2
(f 2 − 1) = κ2Y K2 (3.17)

Y E =
qe
r2
, (3.18)

Burada ko³ul (3.16) in tam olarak (3.17) denkleminin diferansiyeli oldu§u (3.22)

denklemi kullan�larak görülür. Böylece üç bilinmeyenli (f, Y, E) iki denkleme

(3.17), (3.18) ula³�r�z. O zaman minimal olmayan çiftlenim fonksiyonuna sahip

verilen bir model için, f(r) metrik fonksiyonunu bu denklemlerden bulabiliriz.

Di§er yandan istenilen bir metri§e kar³�l�k gelen minimal olmayan modeli

belirleyebiliriz. Bu i³lemlerde ba³ar�l� olmak için r de§i³kenin R(r) ba§�ml�

de§i³keninden yaln�z b�rakarak r(R) yi bulmam�z ve bu minimal olmayan

fonksiyon olan Y yi R e§rilik skalar�na ba§l� olarak yazabilmemiz gerekiyor.

3.1.1 Düzgün Karadelik Çözümü-1

Bu Y (R)F 2 çiftlenimli modelin alan denklemleri (3.17), (3.18) a³a§�daki

düzgün kara delik çözümünü kabul eder.

f 2(r) = 1− 2m

r

(
1− 1

(1 + a3r3)1/3

)
(3.19)

B(r) =
q

r2
(3.20)

Y (r) =
8ma6r7

κ2q2(1 + a3r3)7/3
(3.21)
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Bu çal�³malar�n detaylar� Sert (2016) makalesinde verili³tir. Burada sadece

manyetik alan�n varl�§�n� yani elektrik alan� E = 0 alarak bu sonuca ula³�r�z.

Burada q = qm manyetik monopol yükü ve a = 2m
q2
. Bu metrik fonksiyonu

(3.19), Einstein-Non-linear elektrodinamik modelinin elektriksel yüklü çözümü

olarak Balart ve Vegenas (2014) makalesinde bulunabilir.

Bu metrik fonksiyonu (3.19) için e§rilik skalar� R ve Rab ∧ ∗Rab invaryant

4-formunu a³a§�daki gibi hesaplan�r.

R(r) =
8ma3

(1 + a3r3)7/3
(3.22)

Rab ∧ ∗Rab = (
24m2

r6
− 48m2

r6p
− 32m2a6

p7
+

24m2

r6p2
+

40m2a6

p8

+
32m2a12r6

p14
− 16m2a3

r3p4
+

16m2a3

r3p5
) ∗ 1 (3.23)

burada p = (1 + a3r3)1/3. Bu invaryantlar�n r = 0 daki limit de§erlerini kontrol

edersek

lim
r→0

R = 8ma3 =
64m4

q6
(3.24)

lim
r→0

Rab ∧ ∗Rab =
16

3
m2a6 ∗ 1 =

210m8

3q12
∗ 1, (3.25)

Kara deli§in merkezinde bu de§erlerin düzgün oldu§unu buluyoruz.

(3.22) denkleminden r yi R cinsinden yazarak minimal olmayan çiftlenim

fonksiyonu Y yi R cinsinden elde edebiliriz.

r(R) =
1

a

(
(
8ma3

R
)3/7 − 1

)1/3

(3.26)

Bu ters fonksiyonu (3.26) minimal olmayan fonksiyon olan (3.21) ifadeside yerinde

yazarsak

Y (R) =

[
(8ma3)3/7 −R3/7

]7/3
κ2q2a4

(3.27)

elde ederiz. Bu duruma kar³�l�k gelen modelin Lagrangian'� ise

L =
1

2κ2
R ∗ 1−

[
(8ma3)3/7 −R3/7

]7/3
2κ2q2a4

F ∧ ∗F + λa ∧ T a (3.28)
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olur.

Burada Sert (2012) makalesinde verilen B → −Y E, q → −q = −qe ve

Y → 1
Y

dualite dönü³ümü yapt�§�m�z zaman sadece elektrik alan�n bulundu§u

(B = 0, E 6= 0) elektromanyetik tensör F için ilgili modelin alan denklemlerine

ula³�r�z. Bu dönü³ümün sonucu olarak ayn� metrik fonksiyonu (3.19) bu elektrik

alan� ve bu modelin minimal olmayan fonksiyonunu a³a§�daki gibi belirler.

Y (r) =
κ2q2(1 + a3r3)7/3

8ma6r7
(3.29)

E(r) =
4q

κ2r2

(
1 +

1

a3r3

)−7/3
=

q

Y (r)r2
(3.30)

Burada gördü§ümüz gibi bu elektrik alan� karadeli§in merkezinde tekil de§ildir,

limr→0E(r) = 0. Bu minimal olmayan fonksiyonu (3.29) R ye ba§l� olarak tekrar

yazabiliriz.

Y (R) =
κ2q2a4

[(8ma3)3/7 −R3/7]
7/3

(3.31)

ve bu fonksiyona kar³�l�k gelen modelin Lagrangian'�

L =
1

2κ2
R ∗ 1− κ2q2a4

2 [(8ma3)3/7 −R3/7]
7/3
F ∧ ∗F + λa ∧ T a (3.32)

dualite dönü³ümü arac�l�§�yla bulunur.

Burada kullan�lan metrik fonksiyon (3.19) ve sadece (3.30) denkleminden

ölçeklendirme sabiti kadar farkl� bir elektrik alan farkl� bir teori olan

Einstein-nonlinear elektrodinamik teorisinden elde edildi Balart ve Vagenas

(2014) makalesinde elde edildi.

Bu çözümün enerji ko³ullar�n�n hepsini sa§lay�p sa§lamad�§�n� kontrol

etmek gerekir. Genel Görelilik teorisine göre bir tekilli§in ortaya ç�kabilmesi

için a³a§�da hesaplanan bu ko³ullar�n s�f�r veya s�f�rdan büyük olmas� gerekir.

Fakat düzgün kara deliklerin olmas� için en az�ndan Güçlü Enerji ko³ulu (Strong
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Energy Condition veya SEC) ihlal edilmeli. Bu ko³ullar� hesaplamak için ilk

olarak enerji yo§unlu§u ρ(r), radyal ve te§etsel bas�nçlar pr, pt, metrik fonksiyonu

(3.19), manyetik alan (3.20) veya elektrik alan (3.30) kullan�larak bulunur.

ρ(r) =
16m4q2

κ2(q6 + 8m3r3)4/3
= −pr(r) (3.33)

pt(r) =
16q2m4(8m3r3 − q6)
κ2(q6 + 8m3r3)7/3

(3.34)

Bu ko³ullar� a³a§�daki gibi yazarak kontrol edebiliriz.

DEC1 = ρ ≥ 0, (3.35)

NEC1 = WEC1 = ρ+ pr = 0 , (3.36)

NEC2 = WEC2 = ρ+ pt =
28m7q2r3

κ2(q6 + 8m3r3)7/3
, (3.37)

SEC = ρ+ pr + 2pt =
32m4q2(8m3r3 − q6)
κ2(q6 + 8m3r3)7/3

, (3.38)

DEC2 = ρ− pr = 2ρ , (3.39)

DEC3 = ρ− pt =
32m4q8

κ2(q6 + 8m3r3)7/3
(3.40)

Burada DEC Dominant enerji ko³ulunu, NEC Null enerji ko³ulunu, WEC Weak

enerji ko³ulunu, SEC ise Strong enerji ko³ulunu ifade eder. Yukar�daki ko³ullar�

inceledi§imizde hepsi r ≥ q2

2m
bölgesinde elektrik yüklü veya manyetik yüklü

durumlar için ayr� ayr� sa§lan�r. Fakat sadece SEC r < q2

2m
olan iç bölgede ihlal

edilir.

3.1.2 Düzgün Kara Delik Çözümü-2

�kinci düzgün kara delik çözümü olarak, Balart ve Vagenas (2014)

ve Rodrigues ve di§. (2015) makalelerinde verilmi³ olan metrik fonksiyonu

dü³ünelim.

f 2(r) = 1− 2m

r
e−

q2

2mr (3.41)
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Bu metrik fonksiyonu için Ricci skalar� R ve invaryant bir nicelik olan e§rilik

4-formu Rab ∧ ∗Rab yi bu metrik fonksiyonu (3.41) kullanarak a³a§�daki gibi

hesaplar�z. Bu hesaplar Sert (2016) makalesinde verilmi³tir.

R(r) =
q4

2mr5
e−

q2

2mr (3.42)

Rab ∧ ∗Rab = (
24m2

r6
− 24mq2

r7
+

12q4

r8
− 2q6

mr9
+

q8

8m2r10
)e−

q2

mr ∗ 1 (3.43)

Bu invaryant niceliklerin r = 0 da limitlerini hesaplayal�m.

lim
r→0

R = 0, lim
r→0

Rab ∧ ∗Rab = 0 (3.44)

Bu limitlerin kara deli§in merkezi olan r = 0 da düzgün oldu§unu görüyoruz.

(3.41) metrik fonksiyonu için (3.17) ve (3.18) diferansiyel denklemleri a³a§�daki

çözümleri verir.

Y (r) =
2κ2mr

(8mr − q2)e− q2

2mr

(3.45)

E(r) =
q

r2Y (r)
=
q(8mr − q2)e− q2

2mr

2mκ2r3
(3.46)

Bu sonuçlar Sert (2016) makalesinde bulunabilir. Bu elektrik alan� kara deli§in

merkezinde düzgün oldu§unu ve r →∞ limitinde asimptotik olarak

E(r) =
4q

κ2r2
− 5q3

2mκ2r3
+

3q5

4m2κ2r4
+O(

1

r5
) (3.47)

davranaca§�n� gösterebiliriz.

(3.42) denkleminden R(r) nin tersini alarak bulunan Dence (2013)

makalesinde detayl� olarak incelenen Lambert fonksiyonu cinsinden ifade

edebiliriz.

r(R) = − q2

10m
W−1

[
− 1

10

(
2q6R

m4

)1/5
]

(3.48)
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Böylece bu modelin minimal olmayan fonksiyonunu R ye ba§l� olarak tekrar ifade

edersek

Y (R) = −
105κ2m4W 5

[
− 1

10

(
2q6R
m4

)1/5]
2q6R

(
4 + 5W

[
− 1

10

(
2q6R
m4

)1/5]) (3.49)

Bu minimal olmayan Y (R)F 2 tipi modeller dualite dönü³ümü denilen Sert (2012)

makalesinde verilmi³ olan Y E → −B, q → −q, Y → 1
Y
, dönü³ümü alt�nda

elektrik alan�na sahip çözümleri manyetik alana sahip çözümlere veya tersi olarak

manyetik alana sahip çözümleri elektrik alan�na sahip çözümlere dönü³türür.

Yani, ayn� (3.41) metri§ini kullanarak sadece manyetik alan�n varl�§�ndaki

çözümlere ula³�r�z. Bu çözümler elektrik alanl� (3.45), (3.46) çözümlerinin duali

olarak kar³�m�za ç�kar.

B(r) =
q

r2
(3.50)

Y (R) = −
2q6R

(
4 + 5W

[
− 1

10

(
2q6R
m4

)1/5])
105κ2m4W 5

[
− 1

10

(
2q6R
m4

)1/5] (3.51)

Daha sonra (3.41) metrik fonksiyonu ve (3.46) elektrik alan� veya (3.50) manyetik

alan� için enerji yo§unlu§u ve bas�nçlar� hesaplarsak

ρ(r) =
q2e

−q2
2mr

κ2r4
= −pr(r) pt(r) = ρ(r)− q4e

−q2
2mr

4κ2mr5
(3.52)

oldu§unu görürüz.
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Tekrar enerji ko³ullar�n� hesaplarsak

DEC1 = ρ ≥ 0, (3.53)

NEC1 = WEC1 = ρ+ pr = 0 , (3.54)

NEC2 = WEC2 = ρ+ pt =
q2e

−q2
2mr

4mκ2r5
(8mr − q2) , (3.55)

SEC = ρ+ pr + 2pt =
q2e

−q2
2mr

2mκ2r5
(4mr − q2) , (3.56)

DEC2 = ρ− pr = 2ρ , (3.57)

DEC3 = ρ− pt =
q4e

−q2
2mr

4κ2mr5
, (3.58)

buluruz. Bu sonuçlardan gördü§ümüz kadar�yla elektrik ve manyetik yüke

sahip çözümler r ≥ q2

4m
bölgesinde bu enerji ko³ullar�n�n hepsi sa§lan�r. Fakat,

q2

8m
≤ r < q2

4m
bölgesinde sadece SEC ihlal edilir. Dahas� r < q2

8m
bölgesinde

NEC2,WEC2, SEC enerji ko³ullar�n�n üçü de ihlal edilir.
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4. SONUÇ VE ÖNERİLER

Bu tezde Einstein'in gravitasyon teorisinde kar³�m�za ç�kan kara delik

tekilliklerinden kurtulmak için modi�ye edilmi³ Y (R)F 2 tipi minimal olmayan

ba§lanmal� teoriler incelendi. Bu teoriler ilk olarak diferansiyel formlar

kullan�larak d�³ cebir hesab�yla tan�t�ld�. Einstein teorisinin ve Einstein-Maxwell

teorisinin tekillikleri gösterildi. Bu tekillikleri içermeyen literatürdeki metrik

fonksiyonlar� kullan�larak bunlara minimal olmayan ba§lanmal� Y (R)F 2

formundaki modeller bulundu. Daha önce Sert (2016) makalesinde incelenmi³

olan bu modellerin çözümlerinin r = 0 da tekil olmayan elektrik alan veya

manyetik alan ile uyumlu olduklar� gösterildi. Bu tekilliklerin ortadan kald�r�ld�§�

enerji ko³ullar�yla da kontrol edildi. Genel Görelilik teorisine tekilliklerin ortaya

ç�kabilmesi için üç enerji ko³ulununda s�f�r veya s�f�rdan büyük olmas� gerekir. Bu

çözümlerden birincisi belirli bir yar�çaptan küçük iç bölgelerde sadece güçlü enerji

ko³ulunu ihlal etmektedir. �kincisi ise bir d�³ yar�çaptan daha büyük mesafelerde

enerji ko³ullar�n� sa§lamakta, fakat, bir iç yar�çap ile d�³ yar�çap aras�ndaki

bölgede sadece Güçlü enerji ko³ulunu ihlal etmektedir. Bununla birlikte r = 0

civar�nda olan en iç bölgede ise üç enerji ko³uluda ihlal edilmektedir. Bu ise bu

bölgede tekilliklerin ortadan kalkt�§�n�n i³areti olarak de§erlendirilir.
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