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OZET

ANALITIK FUZZY DUZLEM GEOMETRIDE KONIiKLER VE
UYGULAMALARI
DOKTORA TEZi
SECIL OZEKINCI
PAMUKKALE UNIVERSITESI FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILiM DALI

(TEZ DANISMANI:PROF. DR. CANSEL AYCAN)
DENIZLi, MART - 2023

Bu tez ¢alismasinda amag; Fuzzy parabol, Fuzzy elips ve Fuzzy hiperbol
olusturmaktir. Daha 6nce Fuzzy parabol olusturmak i¢in tartisilan metotlardan
uygulanabilirligi en yiiksek olan bes ayni1 Fuzzy noktadan gecen Fuzzy konikler
elde edilecektir. Bu tez ¢alismasi bes boliimden olusmaktadir. Ik béliimde Fuzzy
mantigin ortaya ¢ikis sebebi ve kullanim alanlar1 hakkinda bilgi verilmistir. Fuzzy
mantikla ilgili geometride yapilan caligmalarin genel 6zellikleri, tez ile ilgili 6n
bilgiler ve sonraki béliimlerde kullanilacak olan tanimlara yer verilmistir. ikinci
bolimde; Fuzzy uzayinda Fuzzy parabol elde etmek igin bazi yoOntemler
tartisilmis ve parabolii elde etmek i¢in uygulanabilirligi en yiiksek olan metot
tespit edilerek geometrik uygulamalar1 yapilmistir. Ugiincii boliimde; ikinci
bolimde kullanilan metotta gerekli degisiklikler yapilarak Fuzzy elips elde
edilmistir. Kesin elips lizerinde bes ayni1 Fuzzy nokta alinarak ,bu noktalardan
gecen Fuzzy elips olusturulmustur. Sonra da bu elipste yer alan bir noktanin
tiyelik derecesi hesaplanarak bu noktayr kapsayacak Fuzzy elips denklemi
yazilacak sekilde uygulamalara yer verilmis ve Fuzzy elipsin grafigi cizilmistir.
Ayrica Fuzzy elips olusturmak i¢in yeni bir algoritma olusturulmustur. Dérdiincii
bolimde ikinci ve ilgiincii bolimde kullanilan metot ile Fuzzy hiperbol igin
teoremler elde edilmis ve Fuzzy hiperbolii olusturulmustur. Fuzzy hiperbolii elde
edilirken uygulanan asamalar grafik tizerinde resmedilmis ve Fuzzy hiperbolii ile
ilgili uygulamalar yapilarak geometrik yorumlar elde edilmistir. Bu 6rneklerde
herhangi bir noktanin Fuzzy hiperboliine olan iiyeligi incelenmis ve bu noktadan
gecen Fuzzy hiperbol denklemi elde edilmis ayrica Fuzzy hiperbol elde etmek i¢in
yeni bir algoritma olusturulmustur. Bdylece hesaplamalar kisa siire iginde
yapilarak Fuzzy hiperbol ¢izilmistir. Besinci boliimde ise tezden ¢ikarilabilecek
sonuglara yer verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Fuzzy uzay, Fuzzy nokta, Fuzzy parabol, Fuzzy
hiperbol, Fuzzy elips, Aynmi Fuzzy noktalar, Uyelik derecesi.



ABSTRACT

CONICS IN ANALYTICAL FUZZY PLANE GEOMETRY AND THEIR
APPLICATIONS
PH.D THESIS
SECIL OZEKINCI
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS

(SUPERVISOR:PROF. DR. CANSEL AYCAN)
DENIiZLi, MARCH 2023

The aim of this thesis is to create Fuzzy parabola, Fuzzy ellipse, and Fuzzy
hyperbola. Fuzzy conics that passing through the five same fuzzy points are
obtained by using the most applicable method among the discussed methods to
create a fuzzy parabola. In the first section, the short history of this subject is
presented. Firstly, information is given about the reason for the emergence of
Fuzzy logic and its usage areas. Studies in geometry related to Fuzzy logic and the
general properties of this studies have been mentioned. Then, the preliminary
information about the study and the definitions that will be used in the next
chapters are given. In the second section, some methods for obtaining a Fuzzy
parabola in the fuzzy space are discussed and the most accurate method to obtain
this parabola has been determined, its geometric properties have been examined.
Then various geometric applications have given. In the third section, necessary
studies have been done to obtain a Fuzzy ellipse. Suitable changes are made in the
method which used to obtain a Fuzzy parabola in the previous section and a Fuzzy
ellipse has been created. Five same points have been taken on the core ellipse and
a Fuzzy ellipse which passing through the points has been created. Then, the
membership value of a point in this Fuzzy ellipse has been calculated and the
applications have been given to form the equation of the Fuzzy ellipse that cover
this point and the graph of the fuzzy ellipse is drawn. In addition, a new algorithm
has been created to generate Fuzzy ellipses. In the fourth section, the necessary
theorems have been obtained by making changes for the Fuzzy hyperbola in the
method used in the second and third sections, and the Fuzzy hyperbola has been
created. The steps applied in obtaining the fuzzy hyperbola have been depicted on
the graph and geometric comments have been obtained by making applications a
Fuzzy hyperbola. In these examples, the value of membership of any point to the
Fuzzy hyperbola has been investigated and the fuzzy hyperbola equation which
passing through these points have been obtained and a new algorithm has been
created to obtain fuzzy hyperbola. So, calculations have been made in a short time
and the Fuzzy hyperbola has been drawn. In the fifth section, the result can be
derived from the thesis are included.

KEYWORDS: Fuzzy Space, Fuzzy Points, Fuzzy Parabola, Fuzzy Ellipse, Fuzzy
Hyperbola, Same Fuzzy Points, Membership Value.
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1. GIRIS

Fuzzy (Bulanik) kiime tanimi ilk olarak 1965 yilinda ABD, Berkeley
Universitesi'nde Profesér Lotfi A. Zadeh ‘in ‘Information and Control’ isimli
dergide ‘Fuzzy Sets’ baslikli bir makale yayinlamasiyla ortaya ¢ikmistir. Teknik bir
probleme ¢oziim arayisinda gergeklestirdigi calismalar1 Fuzzy kavrami i¢in baslangic
olmustur. Zadeh, insanin hayat tecriibelerinden ve her tiirlii bilgisinden yararlanilarak
kurallar isleyisini olusturup makinaya aktarma fikrinin temellerini atmistir. Fuzzy
mantik en yalin haliyle bir karar verme mekanizmasi tasarimi olarak tanimlanabilir.
Klasik kiimenin ¢aligma prensipleri matematiksel olarak ifade edildiginde ‘1’ ve ‘0’
degerlerinden olusan bir tablo c¢ikar. Buna gore de klasik mantik bir¢ok sorunun
cevabini tam olarak verememektedir. Ciinkii hayat kesinliklerden ibaret degildir. Bu
mantia gore bir varlik ancak belirli bir kiimeye ait olabilir. Dogru olmay1 ‘1’ ile
ifade ederken yanlis da ‘0’ olarak degerlendirilir. Fuzzy mantik, klasik mantiktan
belirsizlik icermesiyle ayrildigir gibi ‘dogru’ ve ‘yanlis’ gibi kavramlarin yanina
bunlar gii¢lendirmek veya zayiflatmak i¢in kullanilan niceleyicilere de baghdir. Bir
kosulun dogrulanmasinda derece kavramimi tanitarak dogru veya yanlisin disinda
farkli bir durumun olma kosulunda Fuzzy mantik 6nemli veriler saglar. Matematiksel
olarak Fuzzy mantik ¢ok degerlilik demektir. Fuzzy kiime ise ait olma derecesine
sahip elemanlar1 olan bir kiimedir. Fuzzy kiimeler iiyelik fonksiyonlar1 yardimiyla
belirlenir. Bir eleman bir Fuzzy kiimeye iiyelik derecesiyle aittir ve bu derece [0,1]
kapali araliginda bir degerdir. Giinliikk hayatta kullandigimiz bir¢ok ifade aslinda
bulanik (Fuzzy) bir yapiya sahiptir. Ornek verecek olursak sicaklik kavraminda kesin
mantifa gore sicak ya da sofuk olarak nitelendirilen durum Fuzzy kiime ile
modellenecek olursa ¢ok sicak, sicak, soguk ya da ¢ok soguk olarak dilsel ifadelerle
tanimlanir. Yani sicaklig1 derecelendirerek ifade eder. Fuzzy mantik yaklasim yapisi

geregi daha esnek sonuglar ortaya koymaktadir.

Fuzzy kiimeler teorisi, gercek zamanli uygulamalarda uygulamasi kolay
uygun bir yontem sunar ayrica tasarimcilarin ve operatorlerin bilgilerinin dinamik
kontrol sistemine aktarilmasini saglar. Fuzzy mantik yalnizca teorik degil, ayni

zamanda uygulamaya da yonelik oldugu bir yaklasim oldugundan bir¢ok c¢alismaya



konu olmustur. Zadeh ’in calismalariyla baslayarak o zamandan beri bu alanda
bir¢ok teorik ve uygulamali atilim gerceklestirildi ve teorik ¢aligmalar gelistiren ¢ok
sayida aragtirmaci tarafindan ilgi gordii. Baz1 aragtirmacilar zor oldugu diisiiniilen
problemlerin Fuzzy mantikla ¢dziimiine dikkat ¢ekmistir. ilk uygulama olarak
1975’te Londra da Profesér Mandan1 tarafindan, proses kontrolii icin bir strateji
gelistirildi ve bir buhar motorunun kontroliinde kullanildi. Elde ettigi sonuglari
yayinladi. “Eger tiirbinin hizlanma ivmesi ylikseliyorsa basing ¢ok diislince buhar
vanasini bir miktar a¢ seklinde kurallar ile bu sistemi gerceklestirmislerdir (Bih
2006). 1978 de Danimarka sirketinde F.L Smith, bir ¢imento firininin kontroliinii bu
sonuclarla sagladi. Bu, Fuzzy mantigin ticari anlamda ilk gercek endiistriyel
uygulamasiydi. Seksenlerin sonunda Fuzzy mantik biiyiik bir ¢ikis yapip ¢amasir
makineleri, kameralar gibi tiiketici iirlinlerinin yapiminda kullanildi. Suyun
aritilmasi, liman konteyner vingleri, yer altt ve havalandirma/iklimlendirme
sistemleri gibi endiistriyel uygulamalarda kullanilmaya baslandi. Finans ve tibbi
teshis gibi diger alanlarda gelistirilen uygulamalar 1990°dan itibaren Almanya da ve
ABD de ¢ok sayida caligmalara konu oldu. Fuzzy mantik, glinlimiizde yapay zeka,
bilgisayar, sibernetik internet teknolojileri, yliz tanima sistemleri, uzay araglari,
evrenin olusumu, Elektra teknolojileri, robot teknolojileri, savas teknolojileri gibi
farkli alanlarda da kullanilmaktadir (Isikli 2008). Ayrica bu ¢alismada Isikli (2008),
Fuzzy mantigin ortaya ¢ikisini, hangi alanlarda kullanildigini, ne gibi sonuglar ortaya
koydugunu, bilimsel buluslar1 ele alarak mantik ve sibernetigin gelismesini
aciklamistir. Zimmerman (2001), Fuzzy mantik hakkinda gerekli teorileri ele almus,
cesitli kullanim alanlarindan bahsetmis, karar analizi yaparak literatiire katki

saglamigtir.

Matematik ve geometrik alanda incelendiginde de Fuzzy mantigin
kullanildig1 bir¢ok ¢alisma mevcuttur. Zadeh (1965) calismasinda Fuzzy kiimenin
stirekli liyelik derecesine sahip bir nesne sinifi oldugundan ve bilesme, kesisme,
timleme gibi kavramlarin Fuzzy kiimelere genisletilebileceginden bahsetmistir.
Dubois ve Prade (1979) calismalarinda kesin dogrunun normallestirilmis dis biikey
Fuzzy alt kiimeleri yani Fuzzy sayilar igin toplama, ¢ikarma, carpma bdlme
islemlerine yer vermislerdir. Rosenfeld (1984), Fuzzy alt kiime i¢in yiikseklik ve
genislik tanimlamis ayrica igsel, digsal captan bahsetmistir. Rosenfeld (1998)

calismasinda ise mesafe ve goreceli konumdan bahsetmis ayrica alan, g¢evre, dis



biikeylik kavramlarinin goriintii isleme ve analizindeki bazi uygulamalarina yer
vermistir. Muganda (1990) calismasinda Fuzzy olmanin temel 6zelliklerini lineer ve
afin uzaylar i¢in incelemis ayrica Fuzzy bir lineer uzay ic¢in taban kavramin
tanimlamistir. Chaudhuri (1991), iki boyutlu destek uzayinda nokta, dogru, ¢ember,
cokgen gibi Fuzzy geometrik sekilleri tanitmistir. Tanimlar Fuzzy kiimenin seviye
kiimelerine dayanmaktadir. Buckley ve Eslami (1997 %) Fuzzy diizlem geometrisi
hakkinda fikirler ortaya atmiglardir. Calismalarinda Fuzzy nokta ve Fuzzy noktalar
arasindaki Fuzzy uzakligt tanimlamiglar ve bunun zayif metrik oldugu
gostermislerdir. Fuzzy dogru pargasi, iki Fuzzy dogru arasindaki dar ag1, ayni ve ters
noktalar tanimlanmistir. Fuzzy diizlem geometrisinde Ghosh ve Chakraborty (2019)
Fuzzy daireler, Fuzzy dikdortgenler, Fuzzy iicgenler ve Fuzzy ¢okgenler iizerinde
calismiglardir. Dubois ve Prade (1979) c¢alismasinda kesin  dogrunun
normallestirilmis dig bilikey Fuzzy alt kiimeleri yani Fuzzy sayilar i¢in toplama,
cikarma, carpma bolme islemlerine yer vermislerdir. Yine ayni ¢alismada Fuzzy bir
daire ya da Fuzzy bir c¢okgenin alanin ve g¢evresinin Fuzzy bir say1r oldugunu
gostermislerdir. Fuzzy diizlem geometrisinde Fuzzy daireler olusturarak
merkezlerinin Fuzzy bir noktada olamayabilecegini ifade etmislerdir. U¢ Fuzzy yar
diizlemin kesisimi ile elde edilen Fuzzy liggen ve bu Fuzzy liggenin alan ve cevresi
Rosenfeld (1990) tarafindan tamitilmistir. Cinar (2015) ¢alismasinda farkli Fuzzy
metrik uzay tanimlarina yer vermistir. Ghosh ve Chakraborty (2019) bes ayni1 Fuzzy
noktadan gegen Fuzzy parabolii olusturmak i¢in metot tanitmislardir. Tim bu
caligmalar incelendiginde geometri alaninda koniklerden sadece Fuzzy daire ve
Fuzzy parabol egrilerinin incelendigi goriilmiistiir. Bu tez ¢alismasinda Fuzzy elips
ve Fuzzy hiperbol tanitilmis ve bu egrileri olusturmak i¢in gerekli bilgi ve teoremler
gosterilmistir. Daha sonra Fuzzy hiperbol ve Fuzzy elips denklemlerini elde edip
herhangi bir noktanin bu koniklere olan iiyelikleri incelenerek, Fuzzy elips ve Fuzzy

hiperbol uygulamalarina yer verilmistir.

1.1  Fuzzy Mantigin Avantaj ve Dezavantajlari

Bu kisimda Fuzzy mantigin avantaj ve dezavantajlarindan bahsedecegiz.



1.11 Avantajlan

Fuzzy mantigin en biiyiik avantaji insan diisiinme tarzina yakin olmasidir.
Insana o6zgii tecriibe ile dgrenme olaymin kolay modellenebilmesi ve belirsiz
kavramlarin bile matematiksel olarak ifade edilebilmesi Fuzzy mantigi kullanish
kilar. Bu nedenle Fuzzy mantik, klasik mantigin kapladigi alandan daha ileri
gidebilmis, insanlarin gergek hayatta sahip oldugu ve ¢ogu alanda kullandig1 mantik
modelini alip bilgisayarlar ve makineler iizerinde yeniden yapilandiran 6nemli bir
alandir. Karsimiza ¢ikan problemler basit bir matematiksel modelle tanimlanabilen
bir sistem ise klasik mantik uygulanabilir bir yontemdir fakat daha karmagsik bir
problemse ¢ozlim tiretebilmek icin ihtiya¢ duyulan sayisal verilere geleneksel mantik
sistemini kullanarak ulasmak hem zor hem de maliyetli olabilir. Boyle durumlarda
Fuzzy mantik, sistemi daha iyi analiz edebildiginden daha basit ¢ozlimler getirerek

daha ekonomik olur.

Fuzzy mantikta isaretlerin bir 6n isleme tabi tutulmalar1 ve oldukg¢a genis bir
alana yayilan degerlerin az sayida liyelik fonksiyonlarina indirgenmeleri nedeni ile
Fuzzy denetim genellikle daha kiiciik bir yazilimla daha hizli bir sekilde sonuglanir.
Soz edilen az sayida degerler iizerinde uygulanacak kural sayist da az oldugundan
sonuca ulasmak daha da ¢abuklasacaktir. Bu durum geleneksel bilgisayar ortaminda
boyledir. Ozel gelistirilmis bir donanimla sonuca daha da hizli ulasmak olasidir.
Ornegin Sanyo-Fisher firmasi miihendisleri, video kayit cihazinda kullanmayi
diistindiikleri mikro bilgisayarin yetersiz kalmasindan dolayi, Fuzzy denetim
kullanmaya karar vermislerdir. Fuzzy denetim yazilim boyutlariin daha kiiciik

olmasini sagladigindan, dis bellek kullanimina gerek kalmamistir.

1.1.2 Dezavantajlar

Fuzzy mantigin denetiminde kullanilan kurallar deneyime baghidir. Daha
fazla dogruluk i¢in daha cok Fuzzy dereceler elde edilmesi gerekir. Bunun igin
tiyelik fonksiyonlar1 segmek gerekmekte fakat {iyelik fonksiyonlar:t bulmak igin
belirli bir yontem olmadigindan en uygun fonksiyonun deneme ile bulunmasi

gerekmektedir. Bu da bazen daha fazla ¢alisma siiresi gerektirebilir. Bulanik bilgiye



dayal1 bir sistemin denetlenip dogrulanmasi kapsamli bir ¢alisma gerektirir, sistemin

nasil cevap verecegi 6nceden kestirilemez. Ancak benzetim ¢aligmasi yapilabilir.

1.2 Temel Kavramlar

Bu bolimde tez calismamda kullanacak oldugumuz temel tanimlardan
bahsedecegiz.

Tammm 1.1 (Karakteristik Fonksiyon) X herhangi bir kiime olmak {izere
A c X olsun.

1, €A
XA(x) = {0 i& A (1.1)

seklinde tanmimhi yA(x): X — {0,1} fonksiyonuna A kiimesinin karakteristik
fonksiyonu denir (Cinar 2015).

Tammm 1.2 (Fuzzy Kiime) X bos kiimeden farkli herhangi bir kiime ve
u: X - [0,1] seklinde verilen bir fonksiyon olsun. A = {(x, u(x)): x € X} kiimesi u
fonksiyonu ile karakterize edilen Fuzzy kiime olarak adlandirilir. Ayrica p ya A
Fuzzy kiimesinin iéiyelik fonksiyonu ve her x € X igin p (x) € [0,1] degerine de x in
A ya ait olma derecesi denir (Zadeh 1965). Klasik kiime teorisinde A bir kiime
olmak tizere; A nin iyelik (karakteristik) fonksiyonu p(x), x € A iken 1 ve x &
A iken 0 olmak iizere iki deger almaktadir. Uyelik fonksiyonu sadece 0 ve 1 degerini

alan bu kiimelere adi veya basit kiime denir. Ozel olarak;
X Fuzzy kiimesi; p,(x) = 1 olmak iizere X = {(x,1)|x € X},

® Fuzzy kiimesi; pg(x) = 0 olmak tizere @ = {(x,0)|x € X} seklinde gosterilir
(Cmar 2015).
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Sekil 1.1: Bir Klasik A kiimesi

Sekil 1.2: Bir Fuzzy A kiimesi

Tamm 1.3 (a-kesimleri) R™ de bir A Fuzzy kiimesinin iiyelik dereceleri a
‘ya esit veya daha biiyiik elemanlarindan olusan klasik kiimeye a-kesim kiimesi

denir yani A Fuzzy kiimesinin a-kesim kiimesi asagidaki gibi gosterilebilir;
A(a) = {x|pi(x) = a,x € X,a € [0,1]}

{x: u(x|A) > 0} kiimesine A kiimesinin destegi denir.



B *
A, =Xy (x)za xeU}

Sekil 1.3: a-kesim kiimesinin gosterimi

Tamim 1.4 (Fuzzy say1) R de bir A Fuzzy kiimesi u iiyelik fonksiyonu icin
asagidaki kosullar1 sagladiginda R iizerinde bir Fuzzy sayt olarak adlandirilir.

i) (x| A) iist yart siireklidir.

ii)Bir [a,d] araligi disinda p(x|4) = 0 olur.

iil) a<b<c<d icin u(x|A), [a,b] aralifinda artan, [c,d] araliginda
azalan ve her x € [b, c] i¢in /,t(x|/i) = 1 olan b ve c sayilar1 vardr.
Burada b =c igin f(x) = u(x|A),Vvx € [a,b] ve g(x) =pu(x|4), Vx € [cd]
olmasi durumunda yukarida tanimlanan Fuzzy sayilar1 (a/c/d)r4 seklinde gosterilir.
Ozellikle f(x) ve g(x) lineer fonksiyonlar ise o zaman bu Fuzzy say1ya iiggen Fuzzy

say1 denir ve (a/c/d) seklinde gosterilir (Buckley ve Eslami 1997).

Tamm 1.5 (Fuzzy Nokta) R? de (a,b) noktasinda P(a, b) olarak yazilan
Fuzzy bir noktanin u iiyelik fonksiyonu i¢in asagidaki 6zellikleri saglarsa P(a, b) ye

Fuzzy nokta denir.
i) u((x,¥)|P(a, b)) iist yari siireklidir.
i) (G, »)IP(a, b)) =1 & (x,y) = (a,b)
iii) Va € [0,1] igin P(a, b)(a), R? nin kompakt ve konveks alt kiimesidir.

Genellikle Fuzzy noktalar1 temsil etmek igin Py, P,,Ps, ... notasyonlari

kullanilir (Cinar 2015). Calismamizda Fuzzy parabolde kullanilan noktalar P;, P,, ...



Fuzzy elipste kullandigimiz noktalar1 E;, E,, ... ve Fuzzy hiperbolde kullandigimiz

noktalar1 A, H,, ... ile gosterecegiz.

Tanmmm 1.6 (LR-tip Fuzzy sayisi) L: [0,0) — [0,1] fonksiyonu artmayan
olup asagidaki ozelliklerden herhangi birini saglarsa bir Fuzzy sayisinin referans
fonksiyonu adini alir;

i) L(0) =1veL(1) =0 veya

i) Vx € [0,00) i¢in L(x) > 0ve L(+o) =0

L ve R gibi referans fonksiyonlar1 varsa asagidaki iiyelik fonksiyonu ile verilen bir A
Fuzzy sayisi, LR-tip fuzzy sayist adini alir ve o > 0 ve f > 0 iki say1 olmak iizere
tiyelik fonksiyonu asagidaki gibi yazilir:
m—x
L ( ),x <m
Y a
u(x|A4) = R (x -m
B

),me

LR tip Fuzzy sayisim temsil etmek i¢in (m —a/m/m+ ),z notasyonunu
kullanacagiz (Ghosh ve Chakraborty 2019).

Tanim 1.7 (Fuzzy sayilara gore Fuzzy ayni-ters noktalar) x ve y sirasiyla
d ve b Fuzzy sayilarinin desteklerine ait iki sayr olsun. Asagidaki ozellikleri

saglayan x ve y sayilarma @ ve b Fuzzy sayilarina gore ayni noktalar denir.
i) u(x|@) = u(ylb)

ii)ave b siasiyla @(1) ve b(1) in orta noktalari olmak iizere x < a ve

y < byadax > avey > b (Ghosh ve Chakraborty 2019).

Tanmim 1.8 (Fuzzy noktalara gore Fuzzy aymi-ters noktalar) (x;,y,) ve
(x5, y,) sirastyla Fuzzy P(a, b) ve P(c,d) noktalarinin destekleri iizerinde iki nokta
ve L, ise (x;,y;) ve (a, b) den gegen bir dogru olsun. P(a, b) Fuzzy noktas1 ve L,
boyunca P(a, b) nin desteginde 7; Fuzzy sayisini alalim. Her (x,y), L; iizerinde ise
7; Fuzzy sayisinin iyelik fonksiyonunu u((x,y)|f) = u ((x, y)|P(a, b)) seklinde,
diger durumlarda ise 0 olarak yazabiliriz. Benzer sekilde (x5, y,) ve (c,d) den gegen
L, boyunca 7, fuzzy sayisin1 P(c, d) noktasinin destegi iizerinde alalim. Eger

(i) (x4, y1) Ve (x,,y,) 17 Ve 15 ye gore ayni noktalar ve

8



(if)Ly, Ly, (a, b) ve (¢, d) dan gecen dogru ile ayn1 agty1 yapiyor ise (xq,V;)
ve (x,,y,) noktalarma P(a,b) ve P(c,d) ye gore aym noktalar denir. Ayrica
(x1,y1) ve (—x,,—y,) noktalar1 aymi noktalar ise (xq,y;) Ve (x,,y,) noktalarina

P(a,b) ve P(c,d) ye gore ters noktalar denir (Ghosh ve Chakraborty 2019).



2. FUZZY PARABOL

Bu boliimde Fuzzy parabolii hakkinda mevcut bilgilere bagli olarak iki farkl
metot kullanilip Fuzzy parabolii elde edilmeye c¢alisilacaktir. Bu anlamda
calismamizda Fuzzy bir dairesel koninin kesin bir diizlemle kesilmesiyle elde edilen
egrilerden ti¢ Fuzzy egri tizerinde durulacaktir. Diger boliimlerde Fuzzy elips ve

Fuzzy hiperbol tanitilacaktir.

2.1  Fuzzy Parabol Olusturma

Geleneksel Oklid geometrisinde, bir parabolii iki farkli sekilde
tammlayabiliriz. Ik olarak odak (u,v) ve ax + by +c¢ =0 dogrusu verilsin.
Parabol; sabit bir noktaya (odak) ve sabit bir dogruya esit uzaklikta bulunan

noktalarin kiimesidir. Bunun denklemi asagidaki gibi verilir.

(ax + by + ¢)?
a? + b?

=(x-uw+y-v)?

Ayrica bir parabol lizerindeki bes noktasi biliniyorsa parabolii bes parametre

belirleyerek (a, b, g, f ve c) elde ederiz. Yani genel cebirsel denklem;
ax? + 2hxy + by?> + 2gx + 2fy+c=0 ,h> = a.b
dir. Fuzzy parabol olusturmak i¢in iki farkli yol verilmistir.

1) Ilk olarak temel parabol; sabit bir Fuzzy nokta (odak) ve verilen Fuzzy

dogruya uzakliklari esit olan noktalar kiimesi tanimi1 kullanilacaktir.

2) Ikinci yaklasimda ise bes Fuzzy noktasi bilinen Fuzzy parabol elde edilecektir
(Ghosh ve Chakraborty 2019).

Verilen bu yaklagimlara gore Fuzzy parabolii elde etmek icin metotlar
tanitacagiz. Daha sonra konik olusturmak i¢in en uygun metot belirlenerek Fuzzy

elips ve Fuzzy hiperbolii elde edecegiz.

10



2.1.1 Fuzzy Parabol Olusturmak i¢in Kullanilan Metot 1

F(a,b) bir Fuzzy nokta ve L bir Fuzzy dogru olsun. Fuzzy paraboliinii

asagidaki gibi tanimlayalim.

F odag1 ve L dogrusu ile verilen FP; Fuzzy parabolii E(P, F ) =D (ﬁ,Z)
esitligini saglayan P Fuzzy noktalar kiimesinin koleksiyonudur (Ghosh ve
Chakraborty 2019). Her ne kadar bu yontem bir Fuzzy parabol tanimlamak igin
geleneksel fikri genellestirse de keyfi F odagi ve L dogrusu igin ¢ok kisitlayici ve iyi
tamimlanmamustir. Ciinkii F ve L nin secilimine gore D (P, F ) = E(ﬁ, f) yi saglayan
P Fuzzy noktas1 bulunamayabilir. Tanimdaki esitlik durumu kesin olmayacaktir,
Fuzzy ya da kesin olmayan yapida olmak zorunda oldugundan dolay1 ayni ¢ekirdege
sahip sonsuz sayida P lerin varhig durumu da ortaya ¢ikabilecektir. Bu durumda tek

olmayan Fuzzy parabol durumu ortaya ¢ikar. Ornegi asagida verilmistir.

Ornek 2.1.1: L = (x + 2/x + 1/x) = 0 fuzzy dogru ve iiyeligi dairesel koni
olan F(1,0) Fuzzy noktay1 diisiinelim. {(x,y): (x — 1)? + y% < 1} ve tepe noktasi
(1,0) olsun. F ve L ile elde edilen cekirdek parabol FP;(1), y? = 4x paraboliidiir.
(4,4) € FP;(1) noktasina dikkat edelim. Py(4,4) Fuzzy noktamiz asagidaki iiyelik

fonksiyonu ile verilsin.

_ 1-Ja -2+ -9Lx -9+ -49*<1
i (G P44 =

0 , diger durumlar
D(Py, F) = D(Py, L) = (3/ 5/ 7)1z olur. Belirtmeliyiz ki (4,4) de asagida verilen

iiyelik fonksiyonu ile P. sonsuz tane Fuzzy nokta

_4\2 N
MERACE 1‘JG?) +(i5g) G-t o-ptsarey

0 ,diger durumlar

D(P,F)=D(P,L)=(3—¢/5/7+¢),,, olacak sekilde mevcuttur. Fuzzy

noktalar P.(4,4), genisletilmis déniisiim uygulanarak asagidaki gibi elde edilir.

(c,y) > 4 +k(x—4),4+k(y—4))
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(k=1+¢, e>0)

D(P., L) hesaplandiginda D(P,,L) = (3 —¢/5/ 7 + ¢ ) bulunur. F(1,0) ve P.(4,4)

nin ¢ekirdeklerini birlestiren dogru;

olur. £(1,0) ve P(4,4) iin desteklerinin smirlar1 sirasiyla, C; = (x — 1)? + y? =
1veC, = (x —4)? + (y— 4)? = (1 + €)? ¢cemberleridir.

L dogrusu ve C; ¢emberinin kesim noktast (é, — g) ve (g, g) noktalaridir. L dogrusu

ve C, cemberinin kesim noktasi
3 4
Rg = <4+§(1+€),4+§(1+€)>
ve
3 4
Sg = <4—§(1+€),4—§(1+€)>

dir.

Asagidaki sekilde goriildiigii tizere F(1,0) ve P.(4,4) iizerinde en uzak ve en

yakin noktalar sirasiyla

(2_4) R—4+3(1+)4+4(1+)
55 ) VeTe T o TENETELATE

(§ i) veS, = 4—§(1+e) 4—i(1+e)
5'5 ¢ 5 5

dur. En yakin iki ters nokta arasindaki uzaklik

11 + 3e\? 8 + 4e\2
(4_ 5 )+(4_ 5 ):3_8

En uzak iki ters nokta arasindaki uzaklik




1+ 3e\2 8 + 45\2
(4+ _ )+(4+ _ )=7+g

bulunur. Bu yiizden D(B,,F) = (3—¢/5/7+¢ )1.r, buluruz.

e > 0 keyfi secimi P.(4,4) te D (13;, F ) yi saglayan sonsuz Fuzzy noktalar1 oldugunu
soyler. Bu yiizden FP, tek Fuzzy parabolii F odagi ve L dogrusu ile

tanimlanamamaktadir.

Sekil 2.1: Metot 1’e gore Fuzzy Parabol Olusturma

Teorem 2.1.1.1: ( Ghosh ve Chakraborty 2019) F bir Fuzzy nokta ve L bir
Fuzzy dogru olsun. Eger D(P,F) = D(P,L) sartin1 saglayan bir P(a,b) Fuzzy

noktasi var ise D(Py, F) = D(P, L) olacak sekilde sonsuz tane Py, ler bulunabilir.
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Ispat:

B(B,F) =V {d(Fg‘,Pg‘): F§,P§ ; F ve P lizerinde « ﬁyelik} 2.1)
’ 9“6[0'1] degeri ile verilen ters noktalar '
€[0,2m]
ve
~rx = d(P§,L*): P§, L% P ve L iizerinde aﬁyelik}
D(P,L) = SRS o 2.2
( ) V aclo { degeri ile verilen ters nokta ve egri (22)

0€[0,27]

Kabul edelim ki P§ = (x5, y55) Ve F§ = (xf5,¥f5), Pve F de iiyelik degerleri a

olan iki ters nokta P§’ ve F§ a sirastyla

x—a y—b x—-c y-d

= — ve =—
cos@ sinf cos@ sin@

Dogrulari tizerinde olan noktalardir.
(Odak noktasi F(c, d) ve Fuzzy nokta P(a, b))

Genisletilmis dontigiimii uygulayalim.
(x,y) - (a+ k(x —a),b+ k(y — b)) (k>1)

P.(a,b) Fuzzy nokta olsun. F iizerindeki « iiyelik degeri ile verilen P§ noktalari

tizerinde genisletilmis doniisiimii uygulayalim ve
Fg = (x]f‘e,y]f‘g) € Fvepr§= (a + k(xB, — a)),(b +k(y8, — b)) € Py dir.
Tekrar dikkat edelim ki eger

d(Py,Fg) = d(Pg,Lg) olursa d(Pgy, Fg') = d(Pdy, Ly) olur. Boylece (2.1) ve (2.2)
den D(Py, F) = D(Py, L) elde edilir ve teorem keyfi k > 1 igin ispatlanmus olur.

Sonug: Teorem 2.1.1.1 de Fuzzy odak F ve Fuzzy dogru L oldugundan Fuzzy

parabol FP; tanimlamak i¢in karsimiza iki durum ¢ikabilir.

Durum 1: D(F,P) = D(P, L) yi saglayan bir P Fuzzy nokta olmayabilir. O

halde FP, Fuzzy parabolii tanimlanamaz.
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Durum 2: FP; cekirdek paraboliiniin her noktasinda D(F,P) = D(P,L)

sartin1 saglayan sonsuz P Fuzzy noktalar olabilir. Bu durumda tek bir FP, Fuzzy

parabolii tanimlamak miimkiin olmaz.

2.1.2 Fuzzy Parabol Olusturmak icin Kullanilan Metot 2

P.(a;, b;), i = 1,2,3,4,5 ¢ekirdegi kesin bir CP dedigimiz paraboliin iizerinde
olan bes Fuzzy nokta olsun. Bu bes Fuzzy noktadan gecen Fuzzy bir parabol
olusturmak i¢in once Fuzzy FP; _sdedigimiz parabolik parga ¢izmeliyiz. Sonra

Fuzzy parabol FP yi elde etmek FP, i her iki taraftanda sonsuzluga uzatabiliriz.

FP yi sonsuz olarak genisletmek icin kesin parabol iizerinde gekirdekleri ile
verilmis varsayimsal iki Fuzzy nokta diisiinelim. Biri P; (ay, b;) in diger tarafinda
sonsuz bir mesafe, digeri ise Ps(as, bs) in tarafinda sonsuz bir mesafe olan bu Fuzzy

noktalar sirastylaP; o, Ve Pse Olsun. FP ve FP_  sirasiyla Py ve P, u ve Ps ve

ﬁSW u Dbirlestiren Fuzzy parabol pargasi olsun. Sonra FP Fuzzy parabolii

FP = F"T’loo UFP; sU 1?'15500 olarak tanimlanabilir. FP, 5 orta pargca, }?Ploo ve

FP__sonsuz uglardir.

2.1.2.1 FP; 5 Yapim

Bu boliimde ﬁf’l_.___s 1 elde edecegiz.

FP . = U FP,:P;(a;b;) i =1,2,3,4,5 noktalarindan gecen iiyelik
L To1] derecesi a olan bes ayni noktadan gegen kesin parabol}
Matematiksel olarak, FP, s pargasi ,iiyelik fonksiyonu yardimiyla

. a: (x,y); tyelik derecesi a olan P;,i =1,2,3,4,5 bes
7 ((x, ) |FP1,...,5) = sup ayni noktadan gecen F P, lizerinde bir nokta

seklinde tanimlanir.
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Buna gore tanimlardan da anlagilacag: lizere FP, s Fuzzy parabolik parca
P,i=1,..,5 larin destegi iizerindeki bes ayni noktadan gegen tiim kesin

parabollerin birlesimidir.

2122 FP 100 V€ FP Eoo larin Elde Edilmesi

Sonsuz uglarin elde edilmesi leoove ﬁSOO Fuzzy noktalarin elde edilmesine

baghdir.

P, ve P__ Fuzzy noktalarini nasil elde edebiliriz ve sonsuz (uzak) mesafe ne

anlama geliyor? Bu sorularin cevaplar1 Onerme 2.1.2.1. de tanitilmistir.

Onerme belirtir ki ﬁmo ve FP 50oun elde edilmesi igin ﬁloove ﬁSmun sekli ve
konumu 6nemsenmemektedir. ﬁloo ve P 5o FUzzy noktalar iki varsayimsal Fuzzy
noktalardir. ﬁlw ve FP soun elde edilmesi i¢in sadece gerekli bilgi ﬁloo ve FSOO un

desteklerinin (u > 0) kompakt kiimeler olmasi ve bunlarin g¢ekirdeklerin ¢ekirdek

parabol CP iizerinde olmasi gerekmektedir.

F"T’loo ve WSMu elde etmek igin sirastyla P; ve ﬁloo, Ps ve ﬁSOO ayni
noktalariin tiim parabolik pargalarmin bilesimini almamiz gerekmektedir. Ancak,
Onerme 2.1.2.1°¢ gore bu parabolik parcalar FP(1) cekirdek paraboliine paralel
olmalidir. Bu yiizden ﬁloo ve ﬁSw yart sonsuz Fuzzy pargalari, farkli iyelik

dereceleri ile verilen kesin yari sonsuz parabolik parcalarin iki takimidir ve yar

parabolik pargalar kesin parabol CP ye paralel olmalidir.

Onerme 2.1.2.1: (Ghosh ve Chakraborty 2019) Fuzzy noktalarm koleksiyonu
seklinde bir FP Fuzzy parabolii diisiinelim. I?Ploo ve ﬁSW da kesin parabolik

parcalar FP(0) kesin paraboliine paralel olmalidir.

Ispat: Aksini diisiinelim FP;,, bir yar1 sonsuz kesin parabol pargas1 cekirdek
parabol FP(1) e paralel olmasin. Fplw (0), formiiliizasyonuna gore, P; ve ﬁlm
Fuzzy noktalarin aym1 noktalariyla birlesen yar1 sonsuz parabolik pargalarin
birlesimidir. Bu nedenle FP;,, a karsilik gelen (x;,v;) € P;(0) Ve (X100 Y100) €

P 160 (0) 1ki ayni noktalar meveuttur ki bunlarda FP, o, un iki uglardir.
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FP.,, FP(1) e paralel olmadiginda ya FP,, ile FP(1) kesisebilir ya da
(X100, Y1) noktast ve yar1t sonsuz parabolik parca FP;, arasindaki mesafe
sonsuzdur. Ik bahsedilen durum, (x1,y;) € P,(0) Ve (X100, ¥100) € P, (0) m aym
noktalar olmadigini gosterir. Ciinkii bu durumda (x1,y;) Ve (X1c0, V100), FPy iN
farkli iki tarafinda bulunur ve bu yiizden P; ve ﬁloo un c¢ekirdek noktalarinin
birlestigi dogrunun iki farkli tarafinda uzanmaktadir. Diger durumda ﬁloo un
desteginin sinirsiz ve bu yiizden leooun bir Fuzzy nokta olmadigini ima eder. Bu
durumda da bir geliski ortaya ¢ikar yani bu iki durumda imkansizdir. Bu yiizden

FP,., FP(1) e paralel olmak zorundadir. Yani tiim yar1 sonsuz parabolik ﬁlm(O)
daki pargalar FP(1) e paralel olmaldir. Benzer sekilde gosterebiliriz ki FT’SOO (0)

daki tiim sonsuz parabolik pargalarin FP(1) e paralel olmas1 gerekir. Dolayisiyla

sonuca ulasilir.

FP vyi elde ederken, ilk olarak ﬂ,ﬁz,ﬁyR} ve ﬁs de ayni bes noktanin
birlesimi ile elde edilen ortadaki parabolik parga FP; s i ele alip daha sonra FP;
in her iki tarafina yar1 sonsuz ﬁmo ve ﬁSwu ekleriz. ﬁlw ve FT’SOO asagidaki

formiiller kullanarak degerlendirilir;

P - U FPio(x,v): (x,y) € P,(0) ve FP,, P; lizerinde « iiyelik
Leo derecesi ile verilen FP(1) e paralel parabol parcasi

ve

P — U FPso,(x,9): (x,y) € Ps(0) ve FPs, Psiizerinde « iiyelik
50 derecesi ile verilen FP(1) e paralel parabol parcasi
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Sekil 2.2: Metot 2 ye gore Elde Edilen Fuzzy Parabolii

Sekil 2.2°de FP yi elde etmek igin metot gosteriyor ki bes Fuzzy nokta
ﬂ,ﬁz,ﬁg,ﬁ4 ve ﬁs olsun. Merkezi A; olan ¢embersel bolge, merkezi A, olan elips
bolge, merkezi A5 olan elips bolge, A, olan gembersel bolge ve merkezi Ag olan
dortgensel bolge sirasiyla ﬁl,ﬁz,ﬁyﬁ L Ve I~35 in destekleridir. Gri golgeli bolgeler
farkli a-kesimleri i¢in Fuzzy noktalarin desteklerini temsil eder. Fuzzy noktalar igin
tiyelik derecelerinin degismesi gri seviyelerinin yogunlugu ile gosterilir. En koyu gri
seviye en yiiksek iiyelik fonksiyonudur. P, deki A; lerin iiyelik dereceleri 1 dir ve P,

lerin desteginin ¢evresinde giderek 0 a dogru diiser.

A; den gegen L;g bes dogruyu diistinelim (i = 1, 2,3,4,5) Bu bes dogru x
ekseni ile @ derece ag1 yapar.P;(4;)(a), bir Fuzzy noktanin a-kesimi oldugundan,
konvekstir ve 4;, P;(4;)(a) nin icteki noktasidir, Ly dogrusu P;(4;)(a) mn iki
noktasinda smurlart ile kesisir. Burada iki kesisen noktalar Qfy ve Rfj olsun. Bu

yiizden Q7y, 055, Q3g, QFove Q2y, a iiyelik derecesi ile verilen bes ayni noktanin
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kiimesi benzer sekilde Ry, R5y, RS, R4y Ve REy a liyelik derecesi ile verilen bes
ayni noktanin kiimesidir.FPg;;, Qi lardan gegen parabol ve FPg, , Rf lardan gegen
paraboldiir.8 , [0,2m] arahiginda ve a ,[0,1] araliginda degistiginde FP de FPg, ve
FPg, gibi paraboller olusur. Fuzzy parabolik parca a tiyelik derecesi ile verilen FPg;

ve FPg;, larin koleksiyonudur.

5= | ) (FPELFPE)

9€[0,21]
a€l0,1]

dir. FP , FP Fuzzy paraboliiniin desteginde bir parabol olsun. FP de FP ;

u(FP|FP) = (xgzl)iélFP U ((x, y) |ﬁ) tiyeligi ile verilir.

Teorem 2.1.2.1 (Ghosh ve Chakraborty 2019) FP,FP Fuzzy parabolii
tizerinde bir parabol oldugunu varsayalim vei = 1,2,3,4,5 igin u ((xi, yl-)| FT’) =
a iiyelik derecesi ile verilen bes aym nokta (x;, y;) € P.(0) mevcut olsun dyle ki FP,

bu bes (x;, y;) den gegen bir paraboldiir. Oyleyse u(FP| FP ) = a olur.
Ispat:
,u(FP| FP ) <« ave ,u(FPl FT’) * «a oldugunu gostermeliyiz.

(i) Tersine ,u(FPl ﬁp) < a alalim. y(FP| FT’) tammindan, FP icinde
(x0,¥0) meveuttur dyle ki (xq,y,) € FP ve u(FP|FP) < a dir. u(FP|FP) =
B olsun. (xq,y,) € FP ve FP, a iiyelik degeri ile verilen bes ayni noktayi birlestiren

parabol iken

&: (x,y); 6 uyelik degeri ile verilen bes ayni } -

H ((xo, vo)| FP ) - sup{ noktay: birlestiren parabol tizerinde olan nokta

olur. Bununla birlikte § < a oldugundan dolay1 bir geliski ortaya ¢ikar. Bu yiizden
,u(FP| ﬁp) < a olur.

(i) u(FP|FP) = min{a: (x,y), FP iizerinde ve u(FP| FP) = a} ve i=
1,2,3,4,5 i¢in (x;,y;) tim noktalar, FP iizerinde oldugundan bu kisim agiktir.

(Biiyiik olamaz).
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Boylece ispat tamamlanir yani u(F P| FP ) = a olur.

=X

Sekil 2.3: Tamamlanmis Fuzzy Parabol

FP de kesin parabol CP = FP(1) ye dik bir dogru goz oniinde
bulundurulursa bu dogru boyunca FP(0) iizerinde Fuzzy bir say1r oldugunu
unutmayalim. Ornegin CD dogrusu alinirsa, o zaman CD boyunca Fuzzy sayi
(F/G/H) R, LR tipinde bulunabilir. Boylece Fuzzy parabol boyunca ¢apraz kesiti, {i¢
boyutlu Fuzzy say1 olan (F/G/H), (temelde R? x [0,1] in alt kiimesi) olarak

gorsellestirilebilir.
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Fuzzy parabol FP, Fuzzy noktalarm bir bilesimi olarak diisiiniilebilir. Bu
gorsellestirmeye gore FP deki (F/G/H) g Fuzzy sayisin diisiinelim. FP(0), destek
kiimesi konveks kiime olsun Oyle ki FH dogru parcasindaki tim noktalar, F ve H

hari¢ konveks bolgenin i¢ noktalaridir.

2.1.2.1 Ornek: P_(5,-4),P,(3,-2v2),P,(1,0),P,(2,2) ve P_(4,2V/3) bes

Fuzzy nokta olsun. Bu bes Fuzzy noktanin iiyelik fonksiyonlar1 sirasiyla
{(x,y): (x — 5)2+(y + 4)? < 1} cembersel,
{(x, y):(x—=3)2+4(y + 2\/2)2 < 1} elipsel,
{(x,y):(x —1)2+ y?2 <1} cembersel,
{(x,y):4(x — 2)? + (y — 2)? < 1} elipsel,
ve
{(x, y):i(x—4)?+ (y— 2\/§)2 < 1} cembersel

konikler olsun. Uyelik fonksiyonlarin tepe noktalari sirastyla
(5,—4),(3,-2v2),(1,0),(2,2) ve (42v3) olsun. Burada kesin parabol
{(x,):y? = 4x — 4} tiir. a € [0,1] ler igin P}, P, P,, P, ve P_ de iiyelik dereceleri

a olan ayni1 bes noktalar;

Q% (X5, Y1) =G+ (1 —a)cosf,—4+ (1 — a)sinf)

0%y: (X, V) = (3 ) —Y o mia- a)ﬁ)
v1+ 3sin2 6 Vv1+ 3sin26

Q59: (X5, Y55) =1+ (1 —a)cosh,(1—a)sinb)

cos O sin @
Qy: (X5, “)=<2+(1—a)—,2+(1—a)—)
46717462 740 v3cos?26 +1 vV3cos26 +1

ve

Q%: (X%, Y&E) =(4+ (1 —a)cos8,2V3 + (1 — a) sinH)
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olsun. Qfy, Q39 Q35 Q45 Ve Qsp den gecen Ey dedigimiz parabol asagidaki denklem

tarafindan belirlenir.

afx? 4+ 2hSxy + bZy* + 2g8x + 2ffy + c§ = Ove h§® = ag.bg (2.3)

a2
a a a a
—Xip¥ig Y10 Xig Vi 1
a0 a 2 a a
2he X20Y20 Y20 X9 Y20 1
a_ 20| a .« a 2 a a  1q
ag = @ X30Y30 Y3 X306 Y36 )
? |—xfvie ya? Xig Vi 1
a a a a
—X50)16 ygtez Xs9  Yso
a 2 a .a a a
X1g —X1pY1e X196 Yie 1
a 2 a .a a a
Iha X0 —X20Y20 X260 Y20 1
a _ "0 a2 a .a a a
by = k& X3~ —X39¥39 X3g Yzg 1
a 2 a .a a a
Xeo9  —X49Yae Xao Yap 1
a 2 a .a a a
Xs9© —XspY1ie Xso Yso 1
a 2 a2 a .a a
X1~ Yie  —X19Y1ie Yie 1
a 2 a 2 a ..a a
o |26 Yo —X20Y20 V2o 1
a_ 0| a2 a 2 —x X & a9
Yo kg X39  YV3g 30Y30 V30
a 2 a 2 a .a a
Xeo9  Yae  ~X20Yae Yag 1
a 2 a 2 a .a a
Xso  Yso  —Xs6¥Vse Yso 1
a 2 a 2 a a .
X1~ Yie X189 —X1gYV1e 1
a 2 a 2 a a .
R X20 Y29 Xz —X29Y20 1
a _ 0| a2 a2 a a . a
fo = k& X390~ Y3g Xzg ~—X3p¥39 1
a 2 a 2 a a .
Xs9  Vao  Xag —XagYag 1
a 2 a 2 a a .a
Xsg Vs Xsg —Xs9Vse 1
a 2 a 2 a a a .a
X190  Y1ie X186 Yie —X18)1e
a 2 a 2 a a a .
Qe X0 Y20 X20 Y20 TX20)20
a _ 0 a2 a 2 a a a .a
Cog = kg X3p  Y3g X309 Y3e —X39V30
a 2 a 2 a a a .o
X409  Yae  Xa8 Yae TXa9)Yae
a2 a2 a a a .,a
Xsg  Ysg Xso Vso —Xs50)se

ve
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xfez y{xez xig Yig 1
x5g” Vit xSy v 1
kg = |x%" v x§y i 1
xq” v xly ve 1
xgez 3’?92 Xso YVsp 1

P; lerden gegen (i=1,2...,5) FP, s Fuzzy parabol pargasi Qfy ve Q% lar

arasinda uzanan E§ tiim olasi parabolik pargalarin bir bolgesidir.

F"\PL_.,s = U {a§x? + 2hgxy + bgy* + 2g5x + 2f5'y + c§ = 0}

6€l0,27]
a€[0,1]

Sonsuz pargalar F"T’loo ve FP = asagidaki tiyelik fonksiyonlari ile karar verilir;

2 a2 a
=5 _Ja ye =yl =4(x—x7p),0 = 63.43
X, FP =
K (( y)l 1°°) { 0, diger durumlar
ve
2 a2 a
5 )= ye—ysg =4(x —x55), 5 _
, FP = 6 =60
¢ ((x ) 5°°) { 0, diger durumlar

Sirastyla 6 = 63.43° ve 0 = 60" agilar1 kesin paraboliin (5,—4) ve (4,2v3)

noktalarinda x ekseni ile pozitif ag1 yapan agilarin normalleridir.

2.1.2.1 Uyelik Fonksiyonu Olusturma

FP = FP,, U ﬁl,...,S U FPs,, un iiyelik fonksiyonunu degerlendirmek igin iig
parcanin iiyelik fonksiyonlarini ayr1 ayr1 degerlendirmeliyiz. Bunlar ortadaki parca
1?131,...,5 ve FP,,, Ve FPs. sonsuz uglardir. FP;,, un tanimma gore sonsuz uglarin

tiyelik derecelerinin degerlendirilmesi 6nemsizdir ve

— a: (x,y); kesin parabol FP, tizerinde P. (0)da
‘u((x,y)leloo)zsup{ ( y) p a 1( ) }

bir noktadan gecen ve liyeligi « olan nokta

ve
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— a: (x,v); kesin parabol FP, tizerinde P_(0)da
u((x,y)lFPsoo)ZSUP{ () P y (%) }

bir noktadan gecen ve liyeligi a olan nokta

Bununla birlikte u ((x, y)|FF731'___’5) tiyelik derecesinin degerlendirilmesi her zaman

kolay olmayabilir. Ayrica FF731’___’5 in {yelik fonksiyonunun kapali formunu elde
etmek gercekten zor bir istir. Clinkii belirli bir noktadaki iiyelik degeri, bir dizi
dogrusal olmayan (nonlineer) denklemlerin ¢ozliimlerinden elde edilen reel sayilar

dizininin supremumudur.

Metot 2’deki Fuzzy paraboliin tanima,

a: (x,y); P; icinde bes noktadan gecen }

FP =
# ((x, y)l 1'""5) Sup { parabol iizerinde « liyelik degeri ile verilen nokta

yi kastetmektedir. Bu yiizden /,t((x, y)| 1?15) yi elde etmek igin ilk Once iyelik

degeri a € [0,1] olan bes ayni nokta almaliyiz. Daha sonra iiyelik degerleri ile
verilen bes ayni noktay1 birlestiren parabol tizerinde bulunan (x, y) ler i¢in olan «
degerleri tanimlanmalidir. @ nin degerlendirilmesi dogrusal olmayan bir denklem
¢ozmeyi gerektirebilir. Bu a degerlerinin supremumu, y((x, y)|1::f’1‘_.’5) tyelik

degerini verir.

Geometrik olarak da bu iiyelik derecesini igeren parabol kesin paraboliimiize
yakin olan bu parabollerden birisi olacaktir. Hangisi olacagina denklemi c¢ozerek
karar vermemiz en dogrusu olur. Asagidaki paragraf P; bes Fuzzy noktalardan gecen
FP Fuzzy paraboliin iginde (xo,y,) noktasinin iiyelik degerini tanimlamak igin
sistematik bir prosediiri gosterir. (i = 1,2,,...,5) 6 € [0,2r] ve a € [0,1] verilsin.

P;ler iizerinde aym noktalar
(x79, ¥16), (X329, ¥30), (x39, ¥39), (X450, Vzo)ve (Xsg, ¥5g)
ile gbsterelim.

Konik E§ iizerinde (xg,y,) mn olasi a larmin kiimesini tanimlamak igin
0 = 6, € [0,27] belirli degerini saptariz ve Eg nin (2.3) denklemini tanimlariz. Buna
gore a Uzerinde bir denklem elde edilecektir. Bu denklemi ¢ozecegiz. Boylece S,

dedigimiz Eg‘o tizerindeki (xo,yo) min olasi degerlerinin kiimesi elde edilir. Sg 1mn
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supremum degerini aliyoruz ve bu da sg, olsun. O zaman [0,27] kiimesi boyunca 6,

1 degistiririz ve 59“0 lar1 bulmaya devam ederiz.

FP Fuzzy parabolil icinde (X0,¥9) m tyelik degeri
,u((xo,yo)| I::P) = supsg, ile verilir. Alttaki 6rnek prosediirii sayisal olarak

gostermektedir. Ornek 2.1.2.1 de verilen Fuzzy paraboliinii diisiinelim. FP Fuzzy
paraboliiniin (2, 1.78) noktasinin iiyelik degerini belirlemeye ¢alisiyoruz. lk olarak,
(2,1.78) noktanin tizerinde oldugu Eg paraboliniin kiimesini belirliyoruz. Eg nin
denkleminin denklem (2.3) deki gibi olmasi i¢in a olas1 degerlerini asagidaki gibi

tanimlayalim;
ad(2)? + 2h§(2)(1.78) + b§(1.78)% + 295 (2) + 2f§(1.78) + c§ = 0
yani
4ag + 7.12hg + 3.1684bg + 4gg + 3.56f5" +cg =0 (2.4)
elde edilir. 8 = 45" aliirsa asagidaki denklem elde edilir.
—105.61 — 1462.04a + 813.94 a® — 115.70a> 4+ 3.91a* = 0

Denklem ¢6ziildiiglinde

a =—0.07,2.96,6.49,20.19

degerleri bulunur. a nm aralifi geregi ¢Oziim kiimesi bos kiimedir.

(2.4) denkleminde 6 = 30" alinirsa
638.35 — 2499.86a + 1263.57 a® — 290.39a3 + 22.83a* = 0
bulunur. Bu denklem ¢6ziildiiglinde

a = 0.30,6.92

degerleri elde edilir. u ((2,1.78)| FP ) = 0.30 bulunur.
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3. FUZZY ELIPS

Bu boliimde koniklerden elipsi ele alacagiz. Fuzzy elipsi elde etmek igin bes
Fuzzy noktas1 bilinen bir konigi elde etme yontemini kullanacagiz.
E l.(al-, b)), i =1,2,3,4,5 ¢ekirdegi kesin bir CE dedigimiz elipsin lizerinde

olan bes Fuzzy nokta olsun. Bu bes Fuzzy noktadan gegen Fuzzy bir elips

olusturmak i¢in bir Fuzzy FE; s dedigimiz eliptik par¢a ¢izmeliyiz.

P’TE = UFFTEl,---,S

olarak tanimlanacak ve asagida ifade edilen bi¢imde elde edilecektir.

3.1 FE,_giEldeEtme

FE _ U {FEa: E;(a;, b;) i = 1,2,3,4,5 noktalarindan gegen iiyelik
1

rd ot derecesi a olan bes ayni noktadan gecen kesin elips}
ae|0,

Matematiksel olarak FE; s parcast iiyelik fonksiyonu yardimiyla

a: (x,y); FE,lizerindeki E;, i = 1,2,3,4,5 de bes aynl}

FE =
# ((x ' y)l 1""'5) sup{ noktadan gecen ve tuyelik degeri a olan nokta

seklinde tanimlidir. Tanima gére FE; s Fuzzy elipsi gesitli liyelik degerlerine sahip
kesin noktalarin koleksiyonudur. Ayrica u ((x, y)ll?E' 1,___,5) tiyelik fonksiyonunun

tanimi1 gosteriyor ki Fuzzy elipsi E;,i = 1,2,3,4,5 larin destegi iizerindeki bes aym
noktadan gecen yani iiyelik dereceleri sifir hari¢ sifir ile bir aralifinda olan noktalar

ile olusturulan kesin elipslerin birlesimidir.

3.2  Uyelik Fonksiyonu Olusturma

u((x, }’)lﬁl,...,s) tiyelik derecesinin degerlendirmesi her zaman kolay
olmayabilir. Ayrica FE; s in iiyelik fonksiyonunun kapali formunu elde etmek
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gercekten zor bir istir. Clinkii belirli bir noktadaki tliyelik degeri, bir dizi dogrusal
olmayan (nonlineer) denklemlerin ¢oziimlerinden elde edilen reel sayilar dizisinin

supremumudur. Fuzzy elipsin taniminda p liyelik fonksiyonu olarak,

a: (x,y), E; icinde bes ayn1 noktadan gecen elips}

H ((x, y)| FEI'Z'""S) - sup{ uzerinde « uyelik degeri ile verilen nokta

kastedilmektedir. Bu yiizden u ((x, y)| FE ) yi elde etmek i¢in ilk dnce tliyelik degeri

a € [0,1] olan bes ayni nokta almaliyiz. Daha sonra iiyelik degerleri ile verilen bes
ayn1 noktayr birlestiren elips iizerinde bulunan (x,y) ler i¢in olan a degerleri
tanimlanmalidir. ¢ nin degerlendirilmesi dogrusal olmayan bir denklem c¢ozmeyi

gerektirebilir. Bu a degerlerinin supremumu, u ((x, y)| ?E1,z,...,5) tyelik derecesini

Verir.

Sekil 3.1” de goriildiigii tizere (x,y) noktasinda iiyelik dereceleri ile elipse
paralel gercek elipsler ¢izebiliriz. Bu elipsler icin {iyelik derecelerinin supremumunu
bulmak ortaya ¢ikacak nonlineer denklem sistemin ¢Oziimii ile miimkiindiir.
Geometrik olarak bu iiyelik derecesini iceren elips kesin elipsimize paralel olan bu
elipslerden biri olacaktir. Buna {iyelik derecesinin denklemini ¢dziince karar

vermemiz en dogrusu olur.

Asagida E;bes Fuzzy noktadan gegen FE Fuzzy elipsinin iginde (xq,Vo)

noktasinin iiyelik degerlerini tanimlamak i¢in sistematik bir prosediir bulunur.
E; ler iizerinde iiyelik dereceleri ayn1 noktalari
(X1, ¥10)» (X239, ¥30), (X3, ¥30), (X4, Va)» (X5, ¥50)
ile gosterelim.

Konik Eg ftizerinde (xg,y,) mn olast a iyelik degerlerinin kiimesini

tanimlamak igin 6 = 6, € [0,27] belirli degerlerini saptariz ve E§ in
afx? + 2hSxy + bZy* + 2g5x + 2f'y + c§ = 0ve h¥® < af.bg

denklemini tanimlariz. Buna gore a iizerinde bir denklem elde edilecektir, bulunan

bu denklemi ¢dzecegiz. Boylece Sy dedigimiz Eq iizerindeki (xo,¥o) m olasi

degerlerinin kiimesi elde edilir. Sg, 1n supremumu degerini aliriz ve bu da sg olsun.
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O zaman [0,2m] kiimesi boyunca 6, degerini degistiririz ve sg lar1 bulmaya devam
ederiz. FE Fuzzy elipsi icinde (xg, yo)in iiyelik degeri u ((x, y)| FE ) = sup sy, ile

verilir.

FE vyi elde etmek i¢in Ej, E,, ..., Es bes ayn1 noktanin birlesiminden olusan

FE, s elipsini diisiinelim.

FEgy

»x
O(A4
oo
Sekil 3.1: Fuzzy Elipsin Elde Edilisi
Yukaridaki sekilde FE Fuzzy elipsini olusturulan

E E,E, E,veE_ noktalarmi disiindiik. A; merkezli g¢embersel bélge,
A, merkezli elips bolge A; merkezli dortgensel bolge, A, merkezli elips bolgesi ve
As merkezli dortgensel bolge sirasiyla E " E 2 E 3 E Lve E 5 noktalarinin
destekleridir. Gri golgeli bolgeler Fuzzy noktalarin destekleri igindeki farkli a -
kesimlerin bolgelerini gostermektedir. Fuzzy noktalar igin iiyelik derecelerinin
degismesi gri seviyelerinin yogunlugu ile gosterilir. En koyu gri seviye en yiliksek
iiyelik fonksiyonudur. E; deki 4; lerin iiyelik dereceleri 1 dir ve E; lerin desteginin

cevresinde giderek 0 a dogru diiger.
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A; den gecen L;g dogrularmi diisiinelim. (i = 1,2,3,4,5) Bu bes dogru x
ekseni ile 6 derece a¢1 yapar. E;(4;)(a), bir Fuzzy noktanin a -kesimleridir,
konvekstir ve 4;, E;(A;)(a) nin icteki noktasidir, L;g dogrusu E;(4;)(a) mn iki
noktasinda sinirlari ile kesisir. Burada kesisen iki nokta Qf ve Rfj olsun. Bu yiizden
Q7, Q59,Q59, Q59ve QZy, a tyelik derecesi ile verilen bes ayni noktanin kiimesi
benzer sekilde RY,, R5y, RSy, Rygve RE,y a iliyelik derecesi ile verilen bes ayni
noktanmn kimesidir. FEg;,, Qfy lardan gecen elips ve FE§, da, Rfy lardan gegen

PR

elipstir. 8 , [0,27] arahiginda ve a da [0,1] arahiginda degistiginde FE de FE§, ve
FEg, gibi elipsler olusur. Fuzzy eliptik parga « liyelik derecesi ile verilen FEg, ve

FEg;, larin koleksiyonudur.

FEy.s= | ) (FE6FEG)

6€[0,2m]
a€l0,1]

dir. FE , FE Fuzzy elipsinin desteginde bir elips olsun.
u(FE|FE) = min u((x,y)|FE ) iiyeligi ile verilir

Teorem 3.2.1: FE, FE Fuzzy elipsi iizerinde bir elips oldugunu varsayalim ve
i=1,2,3,45 igin u ((xi,yl-)l FT) = a 1lyelik derecesi ile verilen bes ayni
nokta (x;,y;) € E,(0) olsun. Oyle ki FE, bu bes (x;,y;) noktalarindan gecen bir
elipstir, dyleyse ,u(FE| FE ) = a olur.

Ispat:

i) u(FE| FE ) « a veii) u(FE| FE ) # a oldugunu gostermeliyiz.

i) Tersine ,u(FE| 1375") < a alalim. ,u(FE| IEF) tammindan, FE iginde
(%0, ¥o) noktas1t mevcuttur 6yle ki (x4, y,) € FE Ve u ((xo, y0)| FE ) < a dir.
U ((xo,y0)| FE) = B olsun. (x,,y0) € FE ve FE, a iyelik degeri ile verilen bes
ayni1 noktay1 birlestiren elips iken

&: (x,y), 6 tuyelik degeri ile verilen bes ayni } S g

H ((xo, vo)| FE ) - Sup { noktayi birlestiren elips tizerinde olan nokta
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olur. Bununla birlikte f < a oldugundan dolay1 bir ¢eliski ortaya ¢ikar. Bu yiizden
,u(F E | FE ) <« a olmalidir.

i) wu(FE|FE) = min{a: (x,y), FE tizerinde ve u((x,y)| FE) = a}  ve
i =1,2,3,4,5 i¢in tiim (x;, y;) noktalar1 FE ilizerinde oldugundan bu kismin ispati
aciktir. Yani ,u(FE| FE) = a olur.

FE de kesin elipse CE = FE (1) dik bir dogru géz 6niinde bulundurulursa, bu
dogru boyunca FE (0) iizerinde bir Fuzzy say1 oldugunu unutmayalim. Ornegin CD
dogrusu alinirsa, o zaman CD boyunca Fuzzy say1 (F/G/H).z , LR tipinde
bulunabilir. Boylece Fuzzy elips boyunca capraz kesiti, li¢ boyutlu Fuzzy say1 olan

(F/G/H), (temelde R? x [0,1] in alt kiimesi) olarak gorsellestirilebilir.

Fuzzy elips FE, Fuzzy noktalarin bir bilesimi olarak diisiiniilebilir. Bu
gorsellestirmeye gore FE deki (F/G/H) g Fuzzy sayism diisiinelim. FE(0), destek
kiimesindeki konveks kiime olsun oyle ki FH dogru parcasindaki tiim noktalar, F

ve H hari¢ konveks bolgenin i¢ noktalaridir.

}v

Sekil 3.2: Tamamlanmis Fuzzy Elips
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3.3 Fuzzy Elips Uygulamalari

Bu boliimde Fuzzy elips uygulamalarina yer verecegiz.

Omek 331 E (10,5, (320), 5 (-2,22) £, (-2, —V3) e

Es (1 if) bes Fuzzy nokta olsun. Bu bes Fuzzy noktanin liyelik fonksiyonlari

sirastyla

{y):(x =1 +y* <1} (Cembersel )

12 INGY
{(x, V): (x — E) + 4( — T) < 1} (Elipssel )

(x,y): (x + 1)2 +|y— E <1 (Cembersel )
Nk 4 y > =

2

{(x, y): (x + %) + 4(y + \/§)2 < 1} (Elipssel )

2 2
{(x, y): (x - %) + <y - g) < 1} (Cembersel )

olsun. Uyelik fonksiyonlar: tepe noktalar1 sirastyla (1,0), (1 4‘/_)

(-2,35),(-1,—v3) ve (3.22) dir.a € [01] ler icin B, E, E, E,ve E de

4" 2

tiyelik degerleri @ olan bes nokta sirasiyla;

Qf: (X%, V) =1+ (1 —a)cosb,(1 —a)sind)

0% (X, V2) = ( fa ) cos @ 46 ra ) sin @ )
, —«a , —q)——
20+ (%20, 120 V1+3sin20 V1+3sin20

1 V15
Q39: (X559, Ysp) = <_Z+ (1—a)cosf,—+(1—a) sin9>

2
1 cos @ sin 8

0So: K50, ¥i5) = (=5 + (1= ) e V3 + (1 — ) )

46717402 740 2 V1+3sin20 V1+3sin26

31



1 42
Q%y: (X2, YSp) = <§ +(1—-a) cosH,T +(1—-a) siné))

olsun. Qfy, @55, Q59, Q59 Ve QF,y dan gegen E5 dedigimiz elips asagidaki denklem

tarafindan belirlenir.
afx? + 2hSxy + bZy* + 2g8x + 2ffy + c§ = 0 ve hg’ < agb§ (3.1)

Simdi bu denklem i¢in katsayilar1 hesaplayalim;

—xip¥le Y10 Xig Yig 1
a .a a 2 a a
2h2 —X20Y20 Y20 X290 Y20 1
af = —o [~x5evse ¥5® x5 Yip 1,
k
o —X10Y10 a2 Xio Vig 1
—xZ v Va6 x& a 1
50Y16 yéxez 56 Yso
a2 a .« a a
X1 ~X19Y16 X6 Yie 1
a 2 a .a a a
Iha Xo9 TX20Y20 X20 Y20 1
a_ 20| a2 a .a a a
bg = kg X39" ~X3pY39 X3zo V3o 1
a 2 a .a a a
Xg9" ~XapYao Xao Yag 1
a 2 a .« a a
Xs9© —XspYie Xso YVsg 1
a 2 a 2 a .« a
X19" Yo ~XieYie Yig 1
a 2 a 2 a . a a
a|X20° Y200 “X20¥20 Y20 1
a_ 0| a2 a2 __a.a a 1
9o = k2 X3  Yag X39Y30 Y30
a 2 a 2 a .a a
Xs9~ Yap  ~XagVag Yag 1
a 2 a 2 a ..a a
Xs9© Yse  —Xs6¥se Yse 1
a2 a 2 a a .a
X" Yie X19 —XigY1e 1
X X290 Yoo X260 —X29Y20 1
fa _ bl a2 a 2 a L aa 1
6 = k& X3 Y3e X3¢ X39Y30
a 2 a 2 a a .a
X6~ Yao Xa9 ~XapYae 1
a 2 a 2 a a .a
X5 Ysg Xso —Xsp¥Vsg 1
a 2 a 2 a a a .,a
X186 Y16 *18 Yie ~*18)16
a 2 a 2 a a a .a
2 X0 Y20  X20 Y20 TX20)20
a _ 0l a2 a2 a a 0
Co = k& X39  Y3g X309 Y3 X39Y30
Xs9  Vae  Xa0 Yae —Xs0)a0
a 2 a 2 a a a .o
X5 Vs Xsg YVsp  ~Xs59)sg
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ve

a2 a 2 a a
Xie~ Yie X109 Yie 1
a 2 a 2 a a
X290~ Yzo X260 Y2 1
a _ |.a?2 a 2 a a
ko = [x30” Y36~ x39 YVso 1
a 2 a2 a a
Xso  Yag Xag Yag 1
a 2 a 2 a a
Xs9. Ysg Xsg Ysg 1

Bu determinant degerlerini elde etmek i¢in asagidaki determinantin siitunlar1 yerine

xixez J’fez Xip Yig 1
xgez ygez X0 Yao 1
xéxez yéxez X35 V3o 1
xfez J’fez Xzo Yao 1
8yt y&® xS Vi 1
sirastyla

[—X{o Vi)

—X20 Y20

—X39 Y30

—Xa9 Yao

—Xs9 Yso

Stitununu yazmak gerekir.

ag, by, cg, fs', 94 and kg determinant degerlerini bulmak i¢in kullanilan determinant

degerlerini sirasiyla 4, B, C, F, G and K alalim. Boylece,

2h%
ag :k—g.A

2hg
bg = EB

2hg
Cg = EC
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a 0
=—.F
f9 kg
6
a-"0 ¢
Yo kg
ke = K

(3.2
ifadesi elde edilir.

E; lerden gegen (i = 1,2,..,5) Fuzzy elipsi Q% ve Qg lar arasinda uzanan E§ tiim

olasi elips parcalarinin bir bolgesidir.

FEizos = ] {0o):afix® + 2hgxy + by? + 2g§x + 268y + c§ = 0)
0€[0,21]

a€l0,1]
(3.3)
dir.

Kesin elips FE,

2
{(x,y):x2 +yT = 1}

dir. 8 =[0,2n] ve a € [0,1] oldugunda, (x79,¥1e), (X530, V50), (X530, V50), Xaa, Vap)

ve (x&5,y55) E; ler lizerinde bes ayn1 nokta olsun.

Konik E§ tizerinde (xq,yo) 1n olast @ larinin kiimesini tanimlamak igin
0 = 0y € [0,2m] belirli degeri saptanir ve E§ 1n (3.3) denklemi tanimlanir. Buradan
a ya bagh bir denklem elde edilir. Bu denklem ¢éziildiigiinde Sg, dedigimiz Eg_
tizerindeki (Xo,yo) mn olasi degerlerinin kiimesi elde edilir. Sg, 1n supremum degeri
almir ve bu da sg olsun. [0,2m] kiimesi boyunca 8, 1 degistirip, sg, lar bulunmaya

devam edilir.

FE Fuzzy elipsindeki (x,, o) 1n iiyelik degeri;
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w((x0,¥0))IFE = SUp So,

ile verilir. FE Fuzzy elipsinin (1,0.5) noktasinin iiyelik degerini belirlemeye
calisalim. Ilk olarak (1,0.5) noktasinin iizerinde oldugu E§ elipsinin kiimesini
belirleyelim. E§ nin denkleminin, denklem (3.3) deki gibi olmasi i¢in « olasi

degerlerini asagidaki gibi tanimlayalim;
ag(1)? + 2hg(1)(0.5) + bg(0.5)% + 2gg(1) + 2£5(0.5) + c§ = 0
yani
ag +hg + 0,25bg + 2gg +fg +cg =0 (3.4)

elde edilir. 6, = 45° alinirsa kg = 0 bulunur. O halde 45° i¢in denklemin ¢oziimii

yoktur.
[1 + (1 - a) cos 45"]2 [(1 - a) sin 45"]2 1+ (1 - a) cos 45° (1 - oz) sin 45° 1
[1 (1 - a) cos 45°]2 [(1 - a) sin 45°]2 1 (1 - a) cos 45° (1 - oz) sin 45° 1
s Se— —_— -+
5 1+ 3sin®45° V1 + 3sin® 45° 5 1+ 3sin?45° V1 + 3sin2 45°
- 12
1 AN 1 V15
-——+(- 45°] — + (1 — a) sin45° ——+ (- 45° — + (1 —a)sin45° 1
K= [ n ( a)cos E ( a)sm | 4+( a)cos 5 +( oz)sm
2
1 (1 - a) cos 45° (1 — a) sin45°1? 1 (1 - a)cos45° (1 — a)sin 45°
[——+7] [—\/§+7] b B ——
2 4/1+3sin?45° V1 + 3sin® 45° 2 4/1+3sin?45° V1 + 3 sin? 45°
- 12
1 2 w2 1 w2
[g +(1-a)cos 45°] = + (1 - a) sin45° [g +(1-a)cos 45°] e + (1 —a)sinas° 1
=0

Simdi de denklem (3.4) i elde etmek i¢in 6, = 30° alalim ve ag, by, gg, f4', cg

and kg degerlerini hesaplayalim.

kg =K
[1+ (1 - a)cos30°]? [(1 — @) sin 30°]? 1+ (1 — a)cos30° (1 - a)sin30° 1
[1 (1 —a)cos 30°]2 (1 —a)sin 30°]Z 1, (1 — a) cos 30° (1 —a)sin30° .
5 1+ 3sin230° V1 + 3sin? 30° 5 V1 +3sin230° V1 + 35sin230°
1 2 V15 | V15
[——+(1—a)cos30°] ——+ (1 — a)sin30° ——+(1—-a)cos30° —+(1—a)sin30° 1
K = 4 2 4 2
1 1 — &) cos 30°]? 1 — @) sin 30°7? 1 1—a)cos30° 1— a)sin30°
I:__+¥:| [_\/§+¥] __+¥ _\/§+¥ 1
2 /1 +35sin230° V1 + 3sin2 30° 2 1+ 35in230° V1 + 3sin230°
2
2 42 1 442
[14_(1_0_,)“)5 300] [T+ (1-a) sin30°] §+ (1 — a) cos30° §+(1 —a)sin30° 1
3

determinantinin sonucu
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= —0,02a3 + 0,37a? + 0,69a — 1,02 elde edilir.

O halde diger determinantlar1 da elde etmeye calisalim. A determinant degeri igin

[(1 — &) sin 30°]?
(1 — a) sin 30° 2

—[1+ (1 — @) cos 30°][(1 — @) cos 30°] 1+ (1 —a)cos30°

(1 —a) cos 30°

(1 — a)sin30°
(1 - a)sin30°

[ (1 -a)cos 30°] [(1 — @) cos 30°]

5 V1 +3sin230°] |[V1 + 3sin? 30° V1 + 3sin? 30° V1 + 35sinZ 30°
Vi _ Vis 17
—[—Z+(1—a)c0530°] T+(1—a)51n30° T+(1—a)sm30° —Z+(1—a)cos30°

1 1—a)cos30° 1— a)sin30° 1 — a)sin30°7° 1 1— a) cos 30°
_[__+( ) [_ +( ) [_@Jr( ) ] __+( )
2 1+ 3sin%30° V1 + 3sin? 30° V1 + 3sin? 30° 2 1+ 3sin%30°

2
—E+ (1 —a)cos 30°] [43—ﬁ+ (1— a)sin 30°] [¥+ (1 —a)sin 30"] §+ (1 — a) cos 30°

=0.011a3® — 0.477a? + 3.221a — 1.696 elde edilir.

Simdi de B determinant degerine bakalim

[1+ (1 - a) cos30°)? —[1+ (1 — @) cos30°][(1 — @) cos 30°] 1+ (1 —a)cos30°

-3+

V1 + 35sinZ 30°
V15 )
T+ (1 — a)sin30°
(1 - a)sin30°
V1 + 3sin? 30°

W2
T+ (1 — a)sin30°

(1 - a)sin30°
(1 - a)sin30°

1 + (1 - a)cos30° 2 [1 (1 —a)cos 30°] [ (1 —a)cos 30°] 1 (1-a)cos30°
5 V1+3sin230° 5 V1 +3sin?30°] |V1 + 3sin? 30° V1 + 3sin% 30°

1 z 1 1
[—Z+(1—a)c0530°] —[—Z+(1—a)cos30° [T+(1—a)sin30°] —Z+(1—a)c0530°
[ 1 (1-a)cos30° 2 [ 1+(1—a)cos30° [ + (1—a)sin30°] 1+(1—a)c0530°
V1 + 3sin?30° 2 1+ 35in?30° V1 + 3sin?30° 2 V1+3sin%30°

1 z 1 W2 1
[§+ (1 —a)cos 30"] —[§+ (1—a)cos 30"] [T+ (1 —a)sin 30°] §+ (1 — @) cos30°

=0.033a3® — 0.255a? + 0.230a + 0.717 bulunur.

G determinant degeri i¢in hesaplama yapildiginda

=—0.555a3 + 5.777a? — 10.915a + 5.693 elde edilir.

F determinant degeri

| [1+ (1 —a)cos 30 1? [(1 — a) sin 30°]? 1+ (1 —a)cos30°

[1+4 (1 — a) cos 30°]? [14+ (1 — @) cos 30°]? [1+ (1 - @) cos 30°]?
[1 (1 - a) cos 30° 2 (1 - a)sin 30"]2 [ (1 — a) cos 30°] [(1 — a) cos 30"]
V1 + 3sin? 30° V1 + 3sin? 30° 5 V1 +3sin? 30°] |[V1 + 3sin? 30°
2

1

[ 1 (I—a)c0530] [—+(1—a)sm30] —[—Z+(1—a)c0530° [T+(1—a)sin30°]
. 2 .

1 1—a)cos30° 1—a)sin30° 1 1—a)cos30° 1—a)sin30°
[_ ( ) ] [_\/5_'_( ) _[__+( ) H_ +( ) ]

2 41+ 3sin230° V1 + 3sin? 30° 2 V1+3sin230° V1 + 3sin? 30°

21442 : 1 42

[§+ (1 —a)cos 30"] T+ (1 — a)sin30° —[§+ (1 —a)cos 30"] T+ (1 — a)sin30°

V1 + 3sin230°
V15 ,
T+ (1 — a)sin30°

1— a)sin30°
5, A-@sin30
V1 + 3sin? 30°

W2

T+ (1 — a)sin30°

[1+4 (1 = a)cos 30°)?
(1 —a)sin30°
VI 3sinZ30°

V15

T+ (1 —a)sin30°

1— a)sin30°
54 0 @sin30°
V1 + 3sin? 30°

42

T+ (1 —a)sin30°

—[1+ (1 - a)cos30°][(1 — a) cos 30°] 1|

[ 4 (-9)cos30 (1—a) cos 30° [(1—a)sin30°]2 1 (1-a) cos 30° [ (1 a) cos 30° ] [(1 a) cos 30° ] 1
V1+3sin? 30°. V1+3sin?30° 5 V1+3sin230° V1+3sin?30°) [V1+3sinZ30°
2 2
[_Z+ (1 —a)cos 30°] [E+ (1 —a)sin 30°] —i+ (1—-a)cos30° — [_Z+ (1 - a)cos 30°] [‘/_+ (1 —a)sin 30°] 1

(1-a) cos 30° 2

(1 @) sin 30°
-3+ === - -
V1+3sin? 30° 2 V1+3sin?30°

[—+ (1—a)sin 30°] §+ (1 — @) cos30°

V1+35inZ30° 1+3sin230°]

E + (1 —a)cos 30°]2
= 0.057a3 + 0.141a% + 0.649a — 0.848 olarak bulunur.

C determinant degeri de,
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(1-a) cos 30° _ [_% + (1-a) cos 30° ] [_\/— +

(1-a)sin30° ]
1+3 sin? 30°

—l+(1—a)cos30° £+(1—a)sin30° 1
3 3




[14+ (1 — ) cos30°]? [(1 — @) sin 30°]? 1+ (1—a)cos30° (1 - a)sin30° —[14+ (1 — @) cos 30°][(1 — @) cos 30°]

[1 (1-a) cos 30°]? (1—a)sin30“]2 1, (1-a)cos30° (1-a)sin30° _[1 (1—a)c0530°] (1-a) cos 30°

5 1+3sin? 30°. /143 sinZ 30° 5 1+3sin? 30° 1+35in2 30° 5 1+3sin2 30°) Ly1+3 sin2 30
2 2
[7;1+(17a)c0530°] [?+(17a)sin30°] 741+(17a)cos30° J§+(1fa)sin 30° 7[741+(17a) cos30°] [J§+(lfa) sin30°]
_1, (-@cos30°]? _3 4 Gzwsina0]? _1y s g (-wsinae _[-14 G@cossol [ Gr@sinse)
[ 2t 1+3sin2 3u°] [ V3 + J1+35in230°. ] 2t J1+35in230° V3 + V1+35sin230° [ 2t 1+3sin230°) [ VBt 1
2
[l+(1—a)cos30°]2 [%E+(1fa)sin30°] §+(17a)cos30° ng(lfa)sin 30° 7E+(17:1)c0530°] [ng(lfa)sin 30“]
3

= —0.194a* + 2.264a3 — 5.842a% + 6.232a — 3.518 bulunur.

Buldugumuz degerleri denklem (3.4) te yerine koyalim ve ag, by, cg, fo', gg Ve

cg katsayilarini elde edelim.

Bu katsayilari denklem (3.4) te yerine koyar ve denklemi hg (hg # 0) ile

sadelestirirsek asagidaki lineer olmayan denklemi elde ederiz;
—0,389a* + 3,475a% — 0,692a% — 1,706a — 0,555 = 0 (3.5)
Denklem (3.5) ¢oziildiigiinde, a reel degerleri;
0.96,—0.35
Olarak bulunur.

Bu degerlerden 0 ile 1 arasinda olan 0.96 alinmalidir. 6, = 30° alindiginda
olabilecek a degerlerinin kiimesi sg, = {0.96}  bulunur. [0,2r] araliginda 6,
degerleri degistirilerek yazilir ve sg  kiimeleri bulunur. Daha sonra sg, larin
supremumu alinacaktir. A¢i degerleri determinantlarda degistirilerek hesaplama

yapildiginda bulunan sg kiimelerinin supremumu sg, = {0.96} olur.

Bes ayn1 noktadan gegen konigi 6, = 30° ve a = 0.96 i¢in elde etmis oluruz.

Bu noktalar (1.01,0.01) € £;, (0.21,1.96) € E,, (—0.23,1.94) €
E;, (—0.48,—1.72) € E, ve (0.35,1.89) € E olarak bulunmustur.

Bu beg ayn1 noktadan gegen konik denklemi
0.96x? + 0.27y? — 0.04xy + 0.05x — 0.03y — 1.03 = 0

yaklasik olarak elde edilir. Bu konik denklemi (1,0.5) noktasini igerir ve Fuzzy

elipsinin a- kesiminde

u ((1,0.5)|1?E) = 0.96
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olur.

Ornek 3.3.2: Asagidaki gibi merkezil olmayan bir kesin elips alalim;

(x—1)2% y*
{(X,y):T-FR = 1}

Kesin elips iizerinde bes Fuzzy nokta £; = (1,4), E, = (0,@),& = (-2,2v3),

E, = (—3,—43£) ve Fg= (4,—2\/?) olsun. Bu bes noktanin iiyelik

fonksiyonlarini sirasiyla asagidaki gibi alalim.

{Gy):(x—1D?+(y-9*<1}
2
{(X,y):x2 + 9<y—%ﬁ> < 1}

{(X, y):(x+2)2+(y— 2\/§)2 < 1}

2
{(x,y): (x+3)% + <y +§) < 1}

{(x,y): I(x—4)?+(y— 2\/5)2 < 1}

olsun. Uyelik fonksiyonlarin tepe noktalar1 sirasiyla (1,4), (o,%ﬁ),(—z, 2\/§),

(—3,%3) ve (4,-2v3) dir. Simdi de iyelik fonksiyonlart « olan

E E, E,E veE dekibes ayni noktay: alalim.

0%: (X5 Ye) =1+ (1 —-a)cosh,4+ (1 —a).sinf)

cos O 2/35 sin @

0%y (X5, Y55) = | (1 — a). 3 TA-a) m——
20° 4261 20 Vi+8sin26 3 1+ 8sin26

0% (X%, V) = (=24 (1 — a) cos@,2V3 + (1 — a).sin @)

445
0.9 (X359, Yip) = (—3 +(1- a).cosH,—T + (1 — a).sin 9)
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cos @ sin @
0%, (X, YH) = (4-1— 1-a)—,-2V3+(1 —a).—)
56 \750: 750 V8cos?6 +1 V8cos?6 +1

79,059, 059,059 ve 0, dan gegen E5 dedigimiz elips asagidaki denklem tarafindan

belirlenir;
afx? + 2hGxy + bgy* + 2g8x + 2f§'y + ¢§ = 0ve h§® < a%b§  (3.6)

Bir dnceki drnekte elde ettigimiz gibi a§, bg, g5, f&* ve c§ leri elde ederiz. E;
lerden gegen (i = 1,2,...,5) Fuzzy elipsi, 67, ve 65y ler arasinda uzanan Eg tim

olas1 elips parcalarinin bir bolgesidir.

FEi, 5= U {(x,y): agx? + 2hgxy + bgy? + 2ggx + 2f§'y + c§ = 0}

”

3.7)

Simdi de (1,4.1) in FE fuzzy elipsine iiyelik degerini bulalm. (1,4.1)
noktasimin tizerinde oldugu E§ larin kiimesini belirleyelim. (3.7) denkleminde

(1,4.1) noktasini yazalim.
Buradan
ad(1)? + 2hg (1) (4.1) + b (4. 1% + 2g3 (1) + 2f§(4.1) +c§ =0
bulunur. Bu denklem
ag + 8.2h% + 16.81b% +2g% +8.2fF +cZ =0 (3.8)

seklinde olur. (3.8) te 8 = 45° alinir ve ag, bg, g5, f4', Ve cg hesaplanir ve yerine

yazilirsa asagidaki non-lineer denklem elde edilir;
—31.18a* — 1303.24a> — 5634.93a* — 6568.61a + 10404.88 = 0

Bu denklem ¢oziilerek reel a degerleri bulunur; o« = 0.85 ve a = —2.78 0 ile 1

arasinda a degerini 0.85 almaliy1z.

6 = 45° icin, Sp, kiimesinin a elemanlar1 {0.85} olur. [0,27] arahiginda 6,
lar yazilir ve sg degerleri bulunur. sg lardan supremum olani alinir. 6 = 45° ve a =

0.85 i¢in ayn1 noktalardan gecen konik bulunur. Bu bes ayn1 nokta;
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(1.31,4.31) € E;, (0.13,4.08) € E,, (—1.68,3.7) € E5, (—2.68,—2.67) € E,
Ve (4.13,—3.32) € E5 dir. Bu bes noktadan gegen konik denklemi;
—524.85x2 + 74.07xy — 2027.74y% 4+ 1902.47x + 907.46y + 28574.06=0
(3.9)
olarak elde edilir.

Konik denklemi (1,4.1) noktasini igerir ve Fuzzy elipsinin a-kesiminde

u ((1,4.1)|FE) = 0.85 dir.

3.4  Fuzzy Elips Elde Etmek i¢in Algoritma

Bu caligmanin uygulamalarinda verilen 6rneklerde kullanilan hesaplamalar
i¢in Maple programi kullanilmistir. Orneklerde tiim hesaplamalar ayrintil bir sekilde
gosterilmistir. Fakat hesaplamalar1 ayr1 ayr1 yapip cikan sonuglarin uygunluguna
gore denklemlerde yerlerine yazmak ve karsilastirma yapmak zaman alic1 olmustur.
Bu durumlar goz 6niine alindiginda farkli agilar altinda Fuzzy elips denklemleri elde
edilip, degerleri karsilastirilarak Fuzzy elips ¢izmek igin algoritma olusturma
gerekliligi goriilmiistiir. Olusturdugumuz algoritma ile bu hesaplamalar kisa siirede
tamamlanmaktadir. Onerilen algoritma; yontemin dogrulugunu, verimliligini ve

uygulanabilirligini gostermek igin baz1 Fuzzy elips 6rneklerine uygulanmustir.
ALGORITMA :

Bes ayn1 noktadan gegen Fuzzy elipsi olusturmak ve herhangi bir noktanin
Fuzzy elipsine olan iiyeligini hesaplayip, Fuzzy elips ¢izebilmek i¢in asagidaki

algoritmay1 verecegiz:

1. Adim: Merkezi kesin elips tizerinde ve liyelik degeri & € [0,1] olan bes ayni
nokta al.

2. Adim: Konik denkleminde yerine yazmak i¢in determinantlar yaz.

3. Admm: [0,2] boyunca belli araliklarla determinantlarda kullanilan 6 agilarini
tara ve determinantlari al.
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4. Adim: (3.2) genel konik denkleminde iiyelik incelenecek olan nokta igin
dogrusal olmayan denklem elde et.

5. Adim: Dogrusal olmayan ve degiskeni a olan denklemleri ¢oz.

6. Adim: Bulunan a degerlerinden [0,1] araliginda uygun olanlart al.

7. Adim: a € [0,1] degerlerinin supremumunu al, 1. Adimda yerine yaz ve ayni
noktalar1 bul.

8. Adim: Ayni noktalardan gecen elipslerin denklemlerini yaz.

9. Adim: 7. Adimda elde edilen elipsleri koyu mavi, agik mavi, gri, sari... olacak

sekilde supremum iiyeligi olandan infimum iiyeligi olana dogru ¢iz.

Omek 3.3.1 ve Ornek 3.3.2 de bir Fuzzy elips elde etmenin adimlar
gosterilmis, herhangi bir noktanin Fuzzy elipsine olan iiyeligi arastirilmis ve
bunlar1 yaparken kullanilan hesaplamalar gosterilmistir. Belirli araliklarla agilar
incelenmis ve bu segilen noktadan gegen kesin elipse en yakin elips denklemi

elde edilmistir.

Simdi Omek 3.3.1 de merkezleri kesin elips iizerindeki bes nokta
algoritmaya yazilarak (1, 0.5) noktasinin kesin elipse olan iiyeligi incelecek ve

bu noktadan gecen Fuzzy elips cizilecektir. Algoritmaya

E,(1,0),E, (1 4‘/—) E3( 2 ‘/_> (—— —\/_) ve E‘;G‘:—ﬁ) Fuzzy

noktalarmin « kesitlerinde yer alan asagida verilen bes ayni noktay: sirasiyla

yazalim:

Qf: XH V) =A+ (A —-a)cosb, (1 — a)sinbd)

0% (X, V2) = ( fd- cos @ 4\/€+(1 ) sin >
, —a , - Q) ———
20° (K20, V2o V1+3sin20 V1+3sin20
1 V15
Q5y: (XY, “9)=<—Z+(1—a)cosH,T+(1—a)sin9>
1 cos6 sin @
= (20— g )
Qio: (X Vi) ( 2 0= e =9 i see
42
Q& (X3, YH) = +(1—a)c059 T+(1—a)51n9
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Uyeligini aradigimz (1, 0.5)noktasin1 da konik denkleminde yerine yazarak

programi ¢alistirdigimizda program [0,2m] araliginda agilart 15° dan baglayip 15°

artirarak tek tek tarama yapar ve elde edilen a ya bagli dogrusal olmayan

denklemleri ¢ozerek Sg, kiimelerini elde edip supremumunu verir. Elde edilen a

tiyelik derecelerini ayn1 noktalarda yerine yazar ve farkli elips egrileri elde eder. Bu

egrilerin bilesimi bize Fuzzy elipsini verir. Algoritmada elde edilen Fuzzy elips sekil

3.3 de gosterilmistir.

Sekil 3.3: Ornek 3.3.1 de Elde edilen Fuzzy Elips

/r Kesin
elips

\*-

]
oy

Simdi de elde edilen Fuzzy elipsinde, farkli elips egrilerinin iyeliklerini

karsilastiralim.

Tablo 3.1: Ornek 3.3.1 de Elde Edilen Fuzzy Elipsinin iiyelikleri

Ag1 degerleri Uyelik dereceleri
0 = T[/6 0,964
6="7/, 0,957
0= 77/3 0,941
6=51/ 0,894
6 =12 0,499
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Olusturdugumuz algoritmaya gore Fuzzy elipsi kisa siire i¢erisinde olusturup,
her elips egrisinin kesin elipse gore durumu yorumlanabilir. Agilar1 daha kiigiik

araliklara gore secip inceleme de yapilabilir.
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4. FUZZY HIiPERBOL

Bu béliimde koniklerden hiperbolii ele alacagiz. Fuzzy hiperbol tanimlamak

icin elipste kullandigimiz metodu kullanacagiz.

Hi(ai, b;),i = 1,2,3,4,5 c¢ekirdekleri kesin bir CH dedigimiz hiperboliin
tizerinde olan, {i¢ii bir kolda ikisi diger kolda olan bes Fuzzy nokta olsun. Bu bes
Fuzzy noktadan gecen Fuzzy hiperbolii olusturmak igin Once FF"I:IL_.,E, Fuzzy
hiperbolik pargay1 cizmeliyiz. Sonra Fuzzy hiperbol FH yi elde etmek igin bu

hiperbolik parcanin iki kolunun iki tarafindan da sonsuzluga uzatmaliy1z.

FH yi sonsuz olarak genisletmek igin cekirdegi kesin hiperbol iizerinde
varsayimsal olarak ikisi bir kolda ikisi diger iki kolda olan doért Fuzzy nokta
diisiinelim. Ikisi H; (ay, b;) ve Hz(as, b3) iin tarafinda sonsuz mesafeler, diger ikisi
H, (a4, b,) ve Hs(as, bs) in tarafinda sonsuz mesafeler olan Fuzzy noktalar sirasiyla
H, o, H3oo Ve Hyoo, Hsoo Olsun. FH, o, Ve FHso,, H; ve Hyo, ile H; ve Hso, den gegen
yar1 sonsuz Fuzzy hiperbolik parca, FH,o, Ve FHso,, H, ve H,o, ile Hs ve Hso, den

gegen Fuzzy hiperbolik parca olsunlar. Sonra FH, fuzzy hiperbolii
FH = FHyo, U FHse, U FH, 5 U FHye U FHser

olarak tanimlayabiliriz. FH 1.5 Fuzzy hiperbolik parca

FH,., ile FH3., ve FH,, ile FHs,, sonsuz uglardir.

41  FH,_;5iElde Etme

FH,:H;(a;, b)), i =1,2,3,4,5 noktalardan
FH, s = gecen Uyelik derecesi a olan
aelo,1] bes noktadan olusan kesin hiperbol

Matematiksel olarak FH; _s hiperbolik pargasi iiyelik fonksiyonu yardimiyla

asagidaki gibi tanimlanir;
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a: (x,y), H; de a iiyelik derecesi ile
U ((x, V| F Hl’___’5) = sup verilen bes ayn1 noktadan
gecen FH, iizerinde yer alir.

Tanima gore ﬁHL...,s hiperbolik pargasi ¢esitli iliyelik degerlerine sahip kesin
noktalarin  koleksiyonudur. u ((x, V)| FF"I:IL_.‘E;) tiyelik  fonksiyonunun tanimi

gosteriyor ki Fuzzy hiperbolii H;,i = 1,...,5 lerin destegi iizerindeki bes aym

noktadan gegen kesin hiperbollerin birlesimidir.

4.2  FH, ile FH3,, ve FH,, ile FHs,, lerin Elde Edilmesi

Sonsuz uglarm elde edilmesi Hy, Hse ile Hyoo, Hsoo Fuzzy noktalarm elde

edilmesine baglidir.

H, . ile H;., ve H,q, ile Hs,, Fuzzy noktalarini nasil elde edebiliriz ve sonsuz
(uzak) mesafe ne anlama gelir? Bu sorularin cevaplar1 asagidaki Onermede

tanmitilmustir.

Onerme belirtir ki FH;o, Ve FHs4, un elde edilmesi igin H;, Ve Hso, un sekli
ve konumu 6nemsenmemektedir. H,,, H3c Fuzzy noktalar iki varsayimsal Fuzzy
noktalardir. FH;, ve FH;, un elde edilmesi i¢in sadece gerekli bilgi H;o, Ve Hze UN
desteklerinin (u > 0) kompakt kiimeler olmasi ve bunlarin ¢ekirdeklerinin ¢ekirdek
hiperbol CH iizerinde olmasi gerekmektedir. Ayni durum H,., ile Hs, un elde

edilmesi i¢in de gegerlidir.

FHio, }7‘}”]3Oo ile ﬁl4m,P?H5m elde etmek igin sirasiyla Hyve Hi, H3 ve
H;.,, H, ve H,o, Hs ve Hs, aym noktalardan gecen hiperbolik parcalari belirlemeye
ihtiyag vardir. Onermeye gore bu pargalar FH (1) cekirdek hiperboliine paralel
olmalidir. Bu yiizden FH nin FH,o, FHse, FH,o Ve FHs, farkli iiyelik dereceleri
ile verilen yar1 sonsuz Fuzzy hiperbolik pargalar, kesin hiperbol CH ye paralel

olmalidir.

Onerme 4.2.1: Fuzzy noktalarin koleksiyonu seklinde bir FH Fuzzy hiperbol
diisiinelim. FH, o, FHso, ile FH,o,FHso, deki tiim yar1 sonsuz hiperbolik pargalar

FP(1) kesin hiperboliine paralel olmalidir.

45



Ispat: Aksini diisiinelim, kabul edelim ki FH,, yar1 sonsuz hiperbol parcasi

FH(1) gekirdek hiperboliine paralel olmasm.

FH,(0), formiiliizasyonuna gére H,ve H;,, Fuzzy noktalarm ayni noktalart
ile birlesen yar1 sonsuz hiperbolik parcalarin birlesimidir. Bu nedenle FH;, a
karsilik gelen (x;,y;) € H1(0) Ve (X100, V1) € Hio(0) iki aymi noktalari
mevcuttur ki bunlarda FH,, un iki uglaridir. FH,;.,, FH (1) e paralel olmadiginda,
ya FH; ., ile FH(1) kesisir ya da (X, Y100) noktasi ile yar1 sonsuz hiperbolik parga

FH, ., arasindaki mesafe sonsuz olur.

flk bahsedilen durum (x5,y;) € H;(1) Ve (X160, Vico) € H10o(0) 1n aym
noktalar olmadigimi gosterir. Ciinkii (x1,y1) V& (X100, V1), FH (1) in farkli iki
tarafindadir ve dolayisiyla H; ve H,, un cekirdek noktalarmi birlestiren dogrunun

iki farkli tarafinda uzanir.

fkinci durumda ise; H;o un desteginin smirsiz oldugunu ve bu yiizden H;
un fuzzy nokta olmadigini ima eder. Bu da kabuliimiiz ile ¢elisir. Yani bu iki
durumda imkansizdir. Bu yiizden FH;.,, FH (1) e paralel olmak zorundadir. Bu
nedenle tiim yar1 sonsuz FH,;.(0) daki tiim sonsuz hiperbolik pargalarn FH(1) e

paralel olmasi gerekir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.

FH vyi elde ederken ilk olarak H,, H,, H3, H, ve Hs de aym bes nokta ile elde

edilen hiperbolik parcanin FH , g In iki kolunun her iki tarafina da yar1 sonsuz

,5
hiperbolik FH,, ile FH3e, Ve FH,o ile FHs, U ekleriz. FH, o, FH3o, FH oo Ve FHs,

asagidaki formiiller kullanilarak bulunur.

FHio: (x,y) € H,(0) ve FH,,, H; lizerinde « iiyelik

F’-‘\I-:Iloo =

derecesi ile verilen FH (1) e paralel hiperbolik parca
N FHs: (x,v) € H3(0) ve FHs, H; lizerinde a iiyelik
FHy =

derecesi ile verilen FH (1) e paralel hiperbolik parca
. FH,e: (x,y) € H,(0) ve FH,o, H, lizerinde o iiyelik
FH4-00 =

derecesiile verilen FH (1) e paralel hiperbolik parca
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N FHso: (x,y) € Hs(0) ve FHs,,, Hs iizerinde a iiyelik

FHSOO ==
derecesiile verilen FH (1) e paralel hiperbolik parca

-~

Sekil 4.1: Fuzzy Hiperbol Elde Etme

Sekilde FH vyi elde etmek icin H,, H,, H3, H, ve Hs bes fuzzy nokta alalim.
Merkezi A; olan dortgensel bolge, merkezi A, olan elips bolge, merkezi A; olan
cembersel bolge, merkezi A, olan elipsel bolge ve merkezi A5 olan dortgensel bolge
sirastyla Hy, H,, Hs, H, ve Hs in destekleridir. Gri golgeli bolgeler farkli ar -kesimleri

icin Fuzzy noktalarin desteklerini temsil eder.

Fuzzy noktalar i¢in liyelik derecelerinin degismesi daha dnce gosterdigimiz
dogru, parabol ve elips gibi gri seviyelerinin yogunlugu ile gosterilir. En koyu gri
seviyesi en yiiksek iiyelik fonksiyonudur. H; deki 4; lerin iiyelik dereceleri 1 dir ve
H; lerin desteginin ¢evresinde giderek 0 a dogru diiser. Sekilde, igteki merkezi A; ler

olan elips ya da ¢emberler H;(a) nin a- kesimleridir.
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Simdi de A; den gegen bes L;g dogrularimi disiinelim. (i = 1,2,3,4,5) Bu bes
dogru pozitif x ekseni ile 6 derecelik ag¢1 yapar. Bir Fuzzy noktanin a-kesimi olan
H;(4)(a) konveks ve A;, H;(A;))(a) nin i¢ noktasi oldugunda, L;; dogrusu
H;(4;)(a) nin smirlan ile iki nokta kesisir. Bu kesisim noktalar1 Q% ve R% olsun.
Q7, Q59,0Q59, Q5y Ve QFy, « liyelik derecesine sahip bes ayni noktanin kiimesini
olusturur. Benzer sekilde R{y, RSy, RSy, Ryy V€ REy, a liyelik derecesine sahip bes

ayn1 noktadir.

Q/p lardan gegen Fuzzy hiperbol FHY,; ve Rf, lerden gecen Fuzzy hiperbol
FHg, olsun. Tim Qf ve R{ noktalarmin iyelik degerleri a oldugunda, FHg, ve
FHg, nin FH hiperboliinde iiyeligi a olur. 6,[0,2r] arahiginda ve a,[0,1] araliginda
degistiginde FH de FHg;, ve FH, gibi hiperboller olusur. Fuzzy hiperbolik parga a

tiyelik derecesi ile verilen FHg}; ve FHg, larin koleksiyonudur.

ﬁh,...,s = U {FHgU‘ FHgL}

6€l0,2m]
a€lo,1]

FH, FH nin desteginde bir hiperbol olsun. FH de, FH hiperboliiniin iiyelik

degeri asagidaki gibi tanimlanir.

M(FH|I~:T-I)= min u((x,y)|1~:7-1)

(x,y)EFH

Asagidaki teorem H; lerdeki ayni noktalar kullanarak FH de FH

hiperboliiniin tiyelik degerini nasil bulacagimizi gosterir.

Teorem 4.2.1 FH Fuzzy hiperbolii iizerinde FH hiperboliinii diisiinelim ve
i =1,2,3,4,5 igin u((x;,y)| FH) = a iiyelik derecesi ile verilen bes ayni nokta
(x;,y;) € H;(0) mevcut olsun yle ki FH, bu bes (x;,y;) den gegen bir hiperboldiir
ve y(ﬁ'ﬁ| FH) = q dir.

Ispat:
u(FH| FH) <« ave u(FH| FH) # a oldugunu gostermeliyiz.

(i) Tersine u(FH| F"TI) < «a alalim. u(FH| P?I:I) nin tammmindan, FH de dyle
bir (xq,y,) nokta wvardir ki (xo,y,) E FH ve pu ((xo,y0)| F’:I:I) <a d.

48



U ((xo,y0)| ﬁ-l) = B alalim. (x,,y,) € FH ve FH iiyelik degeri a olan bes ayni
noktadan gecgen hiperbol oldugundan,
8: (x,y), 6 lyelik degeri ile verilen

U ((xo,y0)| 17"7:1) = sup bes ayn1 noktadan gecen >a olur. Bu da
hiperbol iizerinde olan nokta

f < a kabuliimiiz ile ¢elisir. Bu yiizden ,u(F H| FH ) <« a dir.

— a: (x,y) noktasi FH lizerinde
(ii) (u(FH| FH) =min{ ) N }ve

ve u(FH| FH) = «

i =1,2,3,4,5 icin (x;,y;) tim noktalar FH iizerinde oldugundan bu kisim agiktir.
(Yani Biiyiik olamaz). Yani ,u(F H|FH ) = o dir.

Sekil 4.2: Tamamlanmis Fuzzy Hiperbolii

Tamamlanmis Fuzzy hiperbolii FH Sekil 4.2°de gosterilmistir. fi¥ ve fV
egrileri arasindaki bolge FH Fuzzy hiperboliiniin destekleridir. Fuzzy noktalar H;

lerin bes kesin noktas1 A4; lerden gegen kesin hiperbol CH dir.

49



Ornegin Sekil 4.2°de H; ¢ember bolgesinin gevresinde iiyelik degeri 0 iken

H;(0) 1n temas ettigi yerler f& ve fU harig tiim noktalar FH igin bir iiyelik degerine
sahiptir. H;(0) da her (x,,v,) noktas: icin ,u((xo,yo)| 15'7{) biiyiik ya da esit
i (o yo) H;) dir. (i = 1,2,3,45)

FH de kesin hiperbol CH = FH(1) e dik dogru diisiinelim. Bu dogru
boyunca FH(0) iizerinde Fuzzy bir say1 oldugunu unutmayalim. Sekil 4.2°de CD
boyunca (F/G /H ),z dedigimiz Fuzzy say1 vardir. Boylece Fuzzy hiperbol boyunca

kesit (F/G /H),r gibi Fuzzy say1 olan ii¢ boyutlu bir sekil (temel olarak R? x
[0,1] alt kiimesi) olarak gorsellestirilebilir. Sadece G de tiyelik degeri 1 e esittir.

4.3  Fuzzy Hiperbol Uygulamalari

Ornek  43.1:  H,(1,0),4,(2,3V3), A5(-3,6v2), H, (-5, —V7)  ve

Hs (5 3v21

> _T) bes Fuzzy nokta olsun. Bu bes Fuzzy noktanin iiyelik fonksiyonlari

sirastyla
{(x,y): (x — 1)2 + y? < 1} dairesel
{(6,y): (x — 2)? + 4(y — 3V3)% < 1} elips
{G6,y): (x + 3)2 + (y — 6v2)? < 1} dairesel
{(y):4(x —2)2 + (y +V7)? < 1} elips
{(x, y): (x — g)z + W+ 37‘@)2 < 1} dairesel
olsun. Uyelik fonksiyonlarinin tepe noktalar1 sirasiyla  (1,0), (2, 3\/§),

(—3,6v2), (—g, —\/7) ve (Z —%m) dir. « € [0,1] ler igin H,, H,, H;, H, ve H; de

tiyelik degerleri @ olan bes ayni nokta sirasiyla;

Q% = (x5, v) =1+ (1 —a)cosb,(1 —a)sinbh)
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26 20: Y26 ‘V1+3sin%6 'V1+3sinZ6

Q5 = (59, ¥59) = (—3 +(1—a)cosO,6vV2 + (1 —a)sin 9)

4 cos @ sin @
Q4o = (x40, Vs0) = (——"' 1-a)——=,-V7+(1 —a).—)
40 467746 3 V14 3cos26 V1 + 3cos26

5 3v21
Q59 = (x50, Y50) = <§+ 1-a) COSQ,—T+ 1-a) sinB)

olsun. Qf%, Q5, Q59, Q59 ve Q%5 dan gegen HY dedigimiz Fuzzy hiperbolii yine

asagidaki denklem tarafindan belirlenir.
a%x? + 2hSxy + bSy® + 2g%x + 2ffy + c§ = 0ve h§ > af.bg (4.1)

Simdi bu denklem i¢in katsayilar1 hesaplayacagimiz determinantlar1 verelim.

(24 a (04 a
—x{p¥ie Y16 xig ¥ig 1
LA ya 2 a a
2h2 X20Y20 Y20 X209 Y20 1
a _ 0 a 2 a a
ag = @ X39Y30 Y55~ X389 Y3a 1
7] a a (24 (24
—X49Y40 yfgz X409 Vao 1
a a (04 (04
~X50)16 a2 Xsg Ysg
Vse
a 2 a .« a a
X1g~ —X1Y1p Xig Yig 1
a 2 a .a a a
2RE Xo9 TX20Y20 X20 Y20 1
a _ 0. a2 a . a a a
bg = kg X39" ~X3pY39 X3z Y3o 1
a 2 a .a a a
Xg9~ ~XapYae Xao Yag 1
a 2 a .« a a
Xsg~ —XspVie Xso Vs 1
X1~ Yie —X19Y1e Yie 1
a 2 a 2 a ..a a
o |X26° Y2o© —X20Y20 V2o 1
a _ 0| a2 a 2 —x& ya a 1
9o = k2 X3  Y3e 30Y30 V3e
a 2 a 2 a .a a
X9  Yae  —X20Yae Yag 1
X5  Yso  —Xse¥Vse YVso 1
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a a a
X1g~ Yie X1 —X19YV1e 1
a 2 a 2 a a .a
R X209 V2o X20 —X20Y20 1
fa _0 ) a2 a 2 a L 1
0 = k& X3 YV3g X3¢ X39Y36
a 2 a 2 a a .a
Xs9  Vag  Xap —XagYap 1
a 2 a 2 a a .a
Xsg Vs Xsg —XsgVsg 1
a 2 a 2 a a a a
X190  Yie X198 Yie —X16V1e
a 2 a 2 a a a .a
IR X0 Y20 X200 Y20 TX20)20
a _ 0l a2 a2 a a L a
Co = k& X3  Y3g X389 V3p X30Y30
a 2 a 2 a a a .a
X0 Yae  Xa0 Yae TX10Ya0
a 2 a 2 a a a .a
Xs9 Vs Xsg Vso  TXs59)sg
ve
a2 a2 a a
X1~ Yie X186 Yie 1
2 2
X55° Y39~ X9 Yoo 1
a _ a 2 a 2 a a
kg = |x35" v3zg~ X39 Y3p 1
a 2 a 2 a a
Xeo Yie Xag Yae 1
a 2 a2 a a
Xso  Yso Xsg YVsg 1

H; lerden gegen (i =1,2,...,5) FH,, s fuzzy hiperbolik parga Q%, ve Qg lar

arasinda uzanan Hg tiim olast hiperbol parcalarinin bir bolgesidir.

FH, 5= U {a§x? + 2hixy + biy? + 2g5x + 2§y + ¢§ = 0}

0€l0,2m]
a€[0,1]

(4.2)

Sonsuz ﬁlzm, F?Iflgm, ﬁl4m ve ﬁlSm uclan asagidaki iiyelik fonksiyonlari

tarafindan belirlenir.

— 2 _ 0% = 42 _ 4,2 _ o
#((x,y)IFHzoo) {“'9(" x59) =y* —yse, 0=161

0, diger durumlar

— 2 _ 0% = 42 _ a2 _ o
#((x,y)IFHgoo) {“'9(" x59) =y* —yS,  0=194

0, diger durumlar
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. p 9(362 _ xaz) — yZ _ yaz 0 = 26,7°
X, FH,., ) = ! 40 40 )
u (( Y)|FH, ) {0’ diger durumlar

—— a,9(x? — x“z) =y2 —y% 6 = 16,98°
X, FH:. ) = ’ 56 56~ ’
# (( MIFHs ) {0, diger durumlar

0 =16,1°, 19,4°,26,7 ve 16,98° acilar1 sirastyla
(2, 3\/§), (—3,6\/5), (—%, —\/7) ve (g, —3Tm) noktalarindan  gecen kesin

hiperboliin normallerinin x ekseni ile yaptigi pozitif yonlii acidir. FH Fuzzy

hiperboliine

2
{(x,y): x? —% = 1}

dir. Simdi de (1.2,0.4) noktasmin FH Fuzzy hiperboliine iiyeligini bulalim. ilk

olarak (1.2,0.4) noktasinin iizerinde oldugu H§ hiperboliiniin kiimesini belirleyelim.

Hg nin denkleminin (4.1) deki gibi olmasi i¢in « olasi degerlerini agagidaki

gibi tanimlayalim.
ag(1.2)® + 2hg(1.2)(0.4) + b5 (0.4)* + 295 (1.2) + 2f55(0.4) + c¢§ = 0
1,44ag + 0,96hgy + 0,16b5 + 2,495 + 0,8f5 +cg =0 (4.3)

(4.3) denklemindeki ag, bg, cg, f5', g4 and kg katsayilarini bulmak i¢in  kullanilan

determinant degerleri sirasiyla A, B, C, F, G and K olsun. Boylece,

aé‘:%.A
bg:%.B
c§‘=%.€
fgazg.F
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96 = k—gc-G
ki =K

(4.4
Alinip,

(4.3) denkleminde ag, hg,bg, g4, fs' ve cg yerine yazilip % parantezine
alinirsa;

ke(288A+096K+03ZB+24G+08F+2C)—0 (4.5)

bulunur.

8o = 45° alahm. (x{p, ¥7p), (29, ¥20), (X309, V30), (X39, Y4e) Ve (x54,Ys5p)
yerlerine yazilip A, K, B, G, F ve C determinantlarini yaklasik olarak hesaplayalim

a _
kS =K
[1+ (1 — @) cos 45°]? [(1 = a) sin 45°)? 1+ (1 — a)cos45° (1 - a)sin45° 1
2 . 2 .
1 — a) cos45° 1 — a)sin45° 1 — a) cos 45° 1 — a) sin45°
7( ) [3\/§ + 7( ) 2+ 7( ) 3V3 + 7( ) 1
V1 + 3sin? 45° V1 + 3sin? 45° V1 + 3sin? 45° V1 + 3sin? 45°
Ko [-3+ (1 — a) cos 45°]2 [6\/5 + (1 — a)sin 4-5"]2 —3+ (1 — a) cos 45° 6vV2 + (1 — a) sin 45° 1
B [ 4+(1—a)cos4-5° 2 [ (1 - a)sin45°7? 4-+(1—a)cos45° V4 (1 — @) sin45°
V1 + 8cos? 45° V1 + 8cos? 45° 3 V1 +8cos?45° V1 + 8cos? 45°
2
5 3v21
[2+(1—a)cos45] [——+(1—a)sm45] [§+(1—a)cos45° —T+(1—a)sin45° 1

K = 2.337a3 — 73.417a* — 657.057a — 585.977

Simdi de ag, bg, cg, fg' ve gg leri hesaplayalim
A determinant degeri i¢in,

—[14+ (1 — a)cos45°][(1 — a) cos 45°]

[ (1 —a)cos 45°] [ (1 — @) cos 45°
V1 + 3sin? 45° \/1+3$1n245°

—[-3+ (1 — @) cos 45°][6v2 + (1 — a) sin 45°]

4 1 — a) cos45° 1 — a)sin45°
_[__+¥“_ﬁ+¥] [
V1 + 8 cos? 45° V1 + 8cos?45°

[(1 — a) sin 45°]? 1+ (1 — a) cos 45°

[3\/_ (1-a)sin45°]? 2t (1 — @) cos45°
V1 + 35inZ 45° V1 + 3sin? 45°
[6\/5 + (1 — a) sin 45° ] —3+ (1 — a) cos 45° 6V2 + (1 — @) sin 45° 1
(1 — @) sin45°1? _f+ (1 — @) cos 45°
m 3 V1+8cos245°

2
[+(1—a)cos45][——+(1—a)sm45] [——+(1—a)sm45] [;+(1—a)cos45°] —£+(1—a)sm45 1

(1 — a) sin45° 1

1 — a)sin45°
3v3 4 LD ds
V1 + 3sin? 45°

1 — a)sin45°
5, (A-wsinas
V1 + 8 cos? 45°
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=—1.168a3 4 859.293a?% — 1587.371a — 71752.51
Bulunur.

B determinantini hesaplarsak

[1+ (1 - a)cos45°]? —[1+ (1 — a) cos45°][(1 — a) cos 45°] 1+ (1 — a) cos 45° (1 — a) sin45° 1
(1-a) cos 45° 2 (1-a) cos 45° (1—a) cos 45° (1-a) cos 45° (1-a) sin45°
[2 + V1+3sin? 45° - [2 t it V1+3sin? 45° [3\/— t it V1+3sin? 45° Z+ V1+3sin?45° 3‘/— 3+ V1+3sin? 45° 1
[-3+ (1 —a)cos45°]> —[—3+ (1 — a)cos45° ][6\/— + (1 — a)sin 45°] —3+(1—a)cos45° 6vV2Z+ (1—a)sind5® 1
[ 44 U-a@jcosast a- a)cos45° _ [_ 4 Uza@)cosast (1-a) cos 45° [ \/— 7 4 U-a@)sinas® (1-a) sin45° _i (1-a) cos45° \/— 7+ (1-a) sin45° 1
V1+8cos? 45°. V1+8cos?45° V1+8cos?45°. 3 V1+8cos?45° V1+8cos?45°
[E+(1—a)cos45] [ + (1 — a) cos45 ” +(1—a)sm45] [§+(1—a)cos45°] —3—221+(1—ot)51n45° 1

= —1.168a® — 121.751a? + 643.496a + 7532.952

Elde edilir. Simdi G i¢in hesaplama yapilirsa

[1+ (1 —a)cos 45"] [(1 — ) sin 45°]? —[1+ (1 — @) cos 45°][(1 — a) cos 45°] (1 — a) sin45°
. 2 .
1- 45°1? 1- 45° 1- 45° 1- 45° 1- 45°
[ ( a) cos [3\5 + (1 —a)sin s (1 —a)cos ] [ ( a) cos Wi+ (1 —a)sin
VI+3sinZ4a5° V1 + 3sin? 45° V1 + 3sin? 45° \/1+351n245° V1 + 3sin? 45°
~3+(1—a)cos452  [6VZ+ (1 —a)sin45]’ —[-3+ (1 - a) cos45° [6\/— + (1 — @) sin45°) 6V2 + (1 — @) sin 45°
4 1— a)cos45°]? 1 — a)sin45°1% 4 1 — a) cos 45° — a) sin 45° 1 — a)sin45°
3 V1+8cos?45° V1 + 8cos? 45° VI+8cos?45° \/1+8€05245° V1 + 8 cos? 45°
5 2 321 3J_
[E+(1—a)cos45°] [——+(1—a)sm45] [2+(1—a)cos45 ”——+(1—a)sm4—5] ———+ (1 — @) sin45°

= 1033.751a® — 2942.633a% — 86043.569a + 87952.451 bulunur.

F i¢in hesaplama yapalim;

[1+4 (1 — a) cos 45°]? [(1 — @) sin45° ] 1+ (1 — a)cos45° —[1+ (1 — a) cos45°][(1 — a) sin 45°] 1
(1-a) cos 45° 2 (1-a) sin 45° (1-a) cos 45° (1-a) cos 45° (1-a) sin45°
[2 + V1+3sin? 45°. [3\/— RN V1+3sin?45° Z+ V1+3sin? 45° - [2 + 1+3sin? 45° ] [3\/— + 1+3sin? 45“] 1
[-3+ (1 —a)cos 45"]2 [6vZ+ (1 - a)sin 4-5"]2 -3+ (1-a)cos45° —[-3+ (1 —a)cos45°][6V2+ (1 —a)sin45°] 1
(1-a) cos45° (1-a@) sin45° 2 _i (1-a) cos 45° _ _i (1-a) cos 45° _ (1—-a) sin45°
[ 3T Virscoras V1+8cos?45° [_\/7 + V1+8cos? 45° 3 + V1+8cos?45° [ 3 + 1+8cos? 45° ] [ \/7 + 1+8cos? 45"] 1
2
[E+(1—a)cos45°] [—32£+(1—a)sin45°] [ + (1 — a) cos 45° ] —[ +(1—a)cos45°” +(1—a)sm4-5°] 1
= —267.139a® + 1601.891a? — 13501.485a — 14836.237
Bulunur. C determinantinin degeri ise
[1+ (1 - a)cos45°]? [(1 — a) sin 45°]? 1+ (1 —a) cos45° (1 — @) sin45° —[1+ (1 — @) cos 45°][(1 — ) sin 45°]
(1 - @) cos 45°]° [3\f+(1—a)sin45°]2 gy Uo@eoostse o (-a)singse 2+(1—a)cos45°H 3 (1—a)sin45°]
V1 + 3sin? 45° V1 + 3sin? 45° V1 + 3sin? 45° V1 + 3sin? 45° V1 + 3sin? 45° V1 + 3sin? 45°
[-3 + (1 — a) cos 45°]? [6VZ+ (1 —a)sin 45"]2 —3+4 (1 — @) cos 45° 6V2 + (1 — a)sin 45° —[=3+ (1 — @) cos 45°][6vZ + (1 — a) sin 45°]
[_f+(1—a)cos45°]2 [-ﬁ+ (1—a)sin45°]z _f+(1—a)cos45° _\/7+(1—a)sin45° _[_f+(1—a)cos45°H_‘/— (1—a)sin45°]
3 V1+8cos245° V1 + 8 cos? 45°. 3 V1+8cos?45° V1 + 8cos? 45° 3 V1+8cos245° V1 + 8cos?45°
2
[;+(1—a)cos45°] [—£+(1—a)sm45 ] [;+(1—a)cos45°] —3Tm+(l—a)sin45° —E+(1—a) cos45°] [—3Tm+(1—a)sin45°]

= 210.014a* — 551.863a® — 19423.306a? + 25857.334a + 66389.578
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Bulunur.

Bulunan determinant degerlerini (4.5) denkleminde yerine yazarak, denklemi

hy (hg # 0) a boldigiimiizde asagidaki lineer olmayan denklemi elde ederiz;
420.029a* + 1162.068a® — 42262.096a? — 147723.644a + 127196.826 = 0
(4.6)

Bu denklemi Maple programinda ¢oziilerek, @ degerleri 0.717,10.197, —4.516 ve
—9.164 olarak bulunur.

Bu degerlerden O ile 1 arasinda olan 0.717 alinmahdir. 6, = 45° alindiginda

olabilecek « degerlerinin kiimesi sp, = {0.717} bulunur. [0,27r] arahiginda 6,
degerleri degistirilerek yazilir ve s, kiimeleri bulunur. Daha sonra sq, larin

supremumu alinacaktir. A¢i degerleri determinantlarda degistirilerek hesaplama

yapildiginda bulunan sg kiimelerinin supremumu sy, = {0.717} olur.

Bes ayn1 noktadan gegen konigi 8, = 45° ve @ = 0.717 i¢in elde etmis oluruz.

Bu noktalar vyaklasik (1.205,0.205) € {;, (2.129,5.325) € H,
(—2.784,8.69) € H;, (—1.203,—2.516) € H, ve (2.705,—6.668) € Hs dir. Bu bes
noktadan gegen hiperbol denklemi asagidaki gibi;

—72372.62x% — 159.62xy + 7917.21y? + 25766.96x — 4541.24y +
74675.32 =0

Elde edilir.
Bu hiperbol denklemi (1.2,0.4) noktasini igerir ve Fuzzy hiperboliiniin «

kesitinde u ((1.2,0.4)|1?F1) = 0,717 olur.

Ornek  43.2:  H,(6,2v17),H,(2,2), H5(0,2V5), H,(—-3,-2vV26) ve
H (4, —2\/3) bes Fuzzy nokta olsun. Bu bes Fuzzy noktanin iiyelik fonksiyonlar

sirastyla
{(,): (x — 6)% + (y — 2/17)% < 1} dairesel

{(x,y):(x —2)2+9(y — 2)? < 1} elips
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{(x,¥):x% + (y — 24/5)? < 1} dairesel
{(6,3):9(x +3)2 + (y + 2v/26)2 < 1} elips
{(6,9): (x —4)? + (y + 2v/5)? < 1} dairesel

olsun. Uyelik fonksiyonlarinin  tepe  noktalar1  sirasiyla (6,2\/?), (2,2),
(0,2v/5), (=3, —2v26) ve (4, —2+/5) dir. a € [0,1] ler i¢in H,, H,, H3, H, ve Hs de

tiyelik degerleri @ olan bes ayn1 nokta sirasiyla

QY = (x5, y%) = (6+ (1 — @) cos 6,2V17 + (1 — a) sin 9)

cos 6 sin @
05y = (xfo,¥5) = (2+ (1= .y 2V5 + (1= @) )
Q5 = (x5, v$H) = ((1 —a)cos8,2V5 + (1 — a)sin 9)

cos @

/—3 + (1 —d).\/ﬁ ,—2\/%\

Qo = (X490, Vsg) = sin @
+(1 - ). —=
V14 8cos? 6

Q% = (x5, ¥5) = (4 +(1—a)cosf,—2V5+ (1 — a)sin 9)
olsun.

Kesin hiperbol denklemi

2
yT—(x—2)2=1

dir.

Q75 059,0%5, Q59 ve Q2 dan gegen HY dedigimiz Fuzzy hiperbolii yine
asagidaki denklem tarafindan belirlenir.

a%x? + 2h%xy + by? + 2g%x + 2f{y + c§ = Ove h” > a%. bg 4.7)

Bu denklemde kullanilan ag, by, gg,fs* ve c§ y1 bulmak igin kullanilan
determinantlar bir onceki ornekteki gibi alinip segecegimiz bir noktanin iyeligi

hesaplanacaktir.
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H; lerden gegen (i = 1,2,...,5) FH; _s Fuzzy hiperbolik parga Qfy ve Q2 lar

arasinda uzanan Hg olasi tiim olas1 hiperbol pargalarinin bir bolgesidir.

ﬁﬂ,...,s = U {agx? + 2h§xy + biy?* + 2g5x + 2f5y + c§ = 0}

06€l0,2m]
a€[0,1]

(4.8)

Sonsuz Fﬁlm,ﬁ3m,ﬁ4m ve 17"1:15Oo uclart asagidaki tiyelik fonksiyonlari

tarafindan belirlenir.

2y =4((x - 2% +x), 0=272°

u(CoIFy,) =57
iger durumlar

)

, diger durumlar

2 _y@ =4((x-2)2+x%), 0=267°
,diger durumlar

)

)
i () FHso0)
)

v

0,d
{a,yz —y% =4((x—2)2+x), 0=292°
0,d
X, V)| FHyo

u (Coy)IFH, {Od

1 (Gl = {“’yz —y% = G- +xly),  0=292°
, * 0, diger durumlar

6 = 27.2°,29.2°,26,7° ve 29.2° agilan swasiyla (6,2v17),(0,2V15),
(—3, -2+ 26) ve (4, —2\/§) noktalarindan gegen kesin hiperboliin normallerinin x

ekseni ile yaptig1 pozitif yonlii agidir.

Simdi de (2.05,2.05) noktasinin tyeligini arastiralim. (2.05,2.05)

noktasinin izerinde oldugu Hg hiperboliiniin kiimesini belirleyelim.
Hg nin denkleminin a olasi degerlerini agagidaki gibi tanimlayalim.
ag (2.05)% + 2h§(2)(2.05)(2.05) + bg (2.05)* + 295 (2.05)
+2f55(2.05) +c§f =0
4.2025ag + 8.405hg + 4.2025bg + 4.1gg + 4.1f5 +c4g =0 (4.9)

ag,bg,cg, fs, g6 ve kg lart hesaplarken kullanilan determinantlara sirasiyla

A,B,C,F,G ve K olmak tizere;
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hg

7z (84054 + 8405K + 8.4058 + 4.1G + 4.1F +20) = 0 (4.10)
0

bulunur.

6o = 150° alalim. (x19,¥10), (X20,¥20), (X30,Y30), (X209, V10) V& (X509, V50)

yerlerine yazilip 4, K, B, G, F ve C determinantlarini yaklasik olarak hesaplanip lineer

olmayan denklem;
—3.184a* — 17.469a3 + 14514.314a? — 204227.678a + 204987.984 = 0
seklinde bulunur.
Denklem ¢oziilerek reel a degerleri 0,886 ve 42.001 bulunmaktadir.

a € [0,1] olmas1 gerektiginden 0,886 alinmalidir. 6, = 150° igin Sg  larin
supremumu bulunmus olur. Yani bes ayni noktadan gegen konigi 8, = 150° ve
a=0,886 icin elde etmis oluruz. Bu noktalar (6.079,8.383) € f;,
(2.029,2.051) € H,,(0.079,4.608) € H; ,(—4.954,—14.063) € A, ve
(4.079,—4335) € Hs dir. Bu bes noktadan gecen hiperbol denklemi;

348199.353x2 — 1624.867xy — 86002.529y2 — 1445151.495x
+27947.976y + 1809949.889 = 0
olarak elde edilir.
Bu hiperbol denklemi (2.05,2.05) noktasini igerir ve Fuzzy hiperboliiniin

a-kesiminde

1 ((2.05,2.05)|FH ) = 0,886 olarak bulunur.

4.4  Fuzzy Hiperbol elde etmek i¢in Algoritma

Bu calismanin uygulamalarinda verilen orneklerde kullanilan hesaplamalar
icin Maple programi kullanilmistir. Orneklerde tiim hesaplamalar ayrintili bir sekilde
gosterilmigtir. Fakat hesaplamalar1 ayr1 ayr1 yapip ¢ikan sonuglarin uygunluguna

gore denklemlerde yerlerine yazmak ve karsilastirma yapmak zaman alic1 olmustur.
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Bu durumlar g6z oniine alindiginda farkli agilar altinda Fuzzy hiperbol denklemleri
elde edilip, degerleri karsilastirilarak Fuzzy hiperbol ¢izmek i¢in algoritma olusturma
gerekliligi goriilmiistiir. Olusturdugumuz algoritma ile bu hesaplamalar saniyeler
icinde tamamlanmaktadir. Onerilen algoritma; ydéntemin dogrulugunu, verimliligini

ve uygulanabilirligini gdstermek i¢in baz1 Fuzzy hiperbol drneklerine uygulanmaistir.

ALGORITMA :

Bes aymi noktadan gegen Fuzzy hiperbolii olusturmak ve herhangi bir
noktanin Fuzzy hiperboliine olan iiyeligini hesaplayip, Fuzzy hiperbolii ¢izebilmek

icin agagidaki algoritmay1 verecegiz:

1. Adim: Merkezi kesin hiperbol {izerinde ve iiyelik degeri a € [0,1] olan bes

ayni nokta al.
2. Adim: Konik denkleminde yerine yazmak icin determinantlari yaz.

3. Adim: [0,27] boyunca belli araliklarla determinantlarda kullanilan 6 agilarini

tek tek tara ve determinantlar: al.

4. Adim: (3.2) genel konik denkleminde iiyelik incelenecek olan nokta igin

dogrusal olmayan denklem elde et.
5. Adim: Dogrusal olmayan ve degiskeni a olan denklemleri ¢6z.
6. Adim: Bulunan a degerlerinden [0,1] araliginda uygun olanlari al.

7. Adim: a € [0,1] degerlerinin supremumunu al, 1. Adimda yerine yaz ve ayni

noktalar1 bul.
8. Adim: Ayn1 noktalardan gecen hiperbollerin denklemlerini yaz.

9. Adim: 7. Adimda elde edilen hiperbolleri koyu mavi, a¢ik mavi, gri, sart...

olacak sekilde supremum {iyeligi olandan infimum tiyeligi olana dogru ¢iz.
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Ornek 4.3.1 ve Ornek 4.3.2 de bir Fuzzy hiperbol elde etmenin adimlar
gosterilmisg, herhangi bir noktanin Fuzzy hiperboliine olan iiyeligi arastirilmis ve
bunlar1 yaparken kullanilan hesaplamalar gosterilmistir. Belirli araliklarla acilar
incelenmis ve bu secilen noktadan gecen kesin hiperboliimiize en yakin hiperbol

denklemi elde edilmistir.

Simdi ilk olarak Ornek 4.3.1 de merkezleri kesin hiperbol iizerindeki bes
nokta algoritmaya yazilarak (1.2,0.4) noktasinin kesin hiperbole olan iiyeligi

incelecek ve bu noktadan gegen Fuzzy hiperbol ¢izilecektir. Algoritmaya

A,(1,0), F5(2,3V3), As(-3,6V2), B, (=%, —V7) ve Hs(3,-220) Fuzzy

EI

noktalarda olan asagida verilen bes ayn1 noktayi sirastyla yazalim;

Q7 = (x5, ¥75) = 1+ (1 —a)cosO,(1 —a)sinh)

cos @ sin 8
Q5 = (x5, “)=<2+(1—a).—,3\/§+(1—a).—>
20 = 2620 V1 +3sin26 V1+3sin26

Q% = (x55,¥55) = (-3 + (1 —a) cos0,6vV2 + (1 — a) sin )

4 cos@ sin @
Q%, = (x4, a):(——+(1—a).—,—\/7+(1_“)'—>
40 46, Y46 3 1+ 8cos20 1+ 8cos?6

5 321
Q% = (x5, ¥89) = <Z+ 1-a) cose,—T +(1-a) sin9>

Uyeligini aradigimiz (1.2,0.4) noktasini da konik denkleminde yerine
yazarak programi c¢alistirdigimizda program [0,27] araliginda agilar1  45° dan
baslaylp 7,5° artirarak tek tek tarama yapar ve elde edilen a ya bagli dogrusal
denklemleri ¢ozerek Sg, kiimelerini elde edip supremumunu verir. Elde edilen
tiyelik derecelerini ayni noktalarda yerine yazar ve farkli hiperbol egrileri elde eder.
Bu egrilerin bilesimi bize Fuzzy hiperboliinii verir. Algoritmada elde edilen Fuzzy

hiperbol sekil 9 da gosterilmistir.
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Kesin

hiperbol

=
[ 3]

Sekil 4.3: Ornek 4.3.1 de olusturulan Fuzzy Hiperbol

Algoritma sonucu karsilastirmay1 da kolaylikla yapabiliriz. Asagida verilen
tabloda kesin hiperbole en yakin ve en uzak hiperbollerin iiyelik dereceleri

verilmistir. Ayrica Sekil 4.3’te bir kesit ele alinip biiytitiilerek en yakin ve en

uzak hiperboller goésterilmistir.

Tablo 4.1: Ornek 4.3.1 de Elde Edilen Fuzzy Hiperboliiniin iiyelikleri

Act Uyelik Derecesi

0 = 77/4 0,717
= 77T/24 0,671

="/, 0,599

9 =3"/g 0,479

6=51/, 0,259

Simdi de algoritmay1 Ornek 4.3.2 ye uygulayip, Fuzzy hiperbolii elde ederek

cizimini gosterelim. Uyeligini aradigimiz (2.05,2.05) noktasmi da konik
denkleminde yerine yazarak programi ¢alistirdigimizda program [0, 3”/ o] araliginda

acilart 0° dan baglayip 30° ar artirarak tek tek tarama yapar ve elde edilen a ya bagh
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dogrusal denklemleri ¢dzerek Sy, kiimelerini elde edip supremumunu verir. Elde
edilen a tiyelik derecelerini ayni noktalarda yerine yazar ve farkli hiperbol egrileri
elde eder. Bu egrilerin bilesimi bize Fuzzy hiperboliinii verir. Algoritmada elde

edilen Fuzzy hiperbol Sekil 4.4’ de gosterilmistir.

._.

R
(V8]
S

Sekil 4.4: Ornek 4.3.2 de verilen Fuzzy Hiperbol

Son olarak bulugumuz degerleri tablo iizerinde karsilagtiralim.

Tablo 4.2: Ornek 4.3.2 de Elde Edilen Fuzzy Hiperboliiniin iiyelikleri

Act Uyelik Derecesi
0=0nm 0,692
6="7/ 0,84
0 = ”/3 0,841
6="1/, 0,857
0 = 27'[/3 0,877
6 =51/ 0,886
= =
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Algoritma sonucu karsilastirmay1 da kolaylikla yapabiliriz. Yukarida verilen

tabloda kesin hiperbole en yakin ve en uzak hiperbollerin iiyelik dereceleri
verilmigstir. 8 = 7”/ ¢ degerinden sonra bulunan iyelik dereceleri [0,1] araligina

diismemektedir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu ¢aligmada Fuzzy parabol, Fuzzy elips ve Fuzzy hiperbol tanimlanmig ve
ozellikleri detayl bir sekilde anlatilmistir. Daha 6nceki ¢aligmalarda bulanik parabol
igin bazi yontemler ele alinmistir (Ghosh ve Chakraborty 2019). Fuzzy elips ve
Fuzzy hiperbolii tanimlamak icin, Fuzzy parabol i¢in uygulanan yontemi degistirmek
gerekir. 1k olarak, kesin konik iizerinde bes nokta almir. Bes ayni nokta olarak
adlandirilan bu noktalar belirli 6zellikler saglatilarak olusturulmustur. Elips kapali
bir egri oldugundan bes ayn1 nokta ile eliptik parcalar olusturularak Fuzzy elipsi elde
ederiz. Fuzzy hiperbol igin ise hiperbolik pargalar olusturulduktan sonra dort
ucundan sonsuza uzatmak gerekir. Boylece belirli @ € [0,1] degerlerine karsilik ayn1
noktalar belirlenir. Ve tiim bu ayni1 noktalardan gegen kesin konikler Fuzzy konikler
olusturur. Bu 6zelligi ile noktalar1 belirlemek zor olsa da Fuzzy konik denklemini
olusturmak i¢in 6nemlidir. Bu ¢alismada bu kosulu saglayan noktalar belirlenmekte
ve bu noktalar kullanilarak olusturulacak Fuzzy konikler elde edilmesi i¢in gerekli
ozellikler ispatlanmaktadir. Fuzzy Koniklerin grafikleri c¢izilerek, farkli tyelik
derecelerine sahip Fuzzy noktalarin geometrik konumunu grafik {izerinde
gosterilmistir. Ornekler iizerinde bazi geometrik uygulamalarina da yer verilmistir.
Bu c¢alismada Fuzzy elips ve Fuzzy hiperbol olusurken katsayilarinin
hesaplanmasinda tanimlanan determinantlarin farkli nokta ve acgilar igin
hesaplanabilecegi verilen Orneklerle agikgca gosterilmistir fakat bu islemlerin
algoritma kullanilmadan yapilmasi zaman almaktadir bu sebeple de Fuzzy elips ve
Fuzzy hiperboller igin yeni bir algoritma olusturulmustur. Onerilen algoritma;
yontemin dogrulugu, etkinligi ve uygulanabilirligi i¢in birka¢ 6rnege uygulanmistir.

Algoritma kullanilarak Fuzzy elips ve hiperbol denklemlerinin elde edilmesi igin
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gerekli determinantlar hesaplanmakta ve katsayilar kolayca elde edilebilmekte,
istenen noktalarin Fuzzy hiperbole iiyelik dereceleri saniyeler iginde bulunabilmekte
ve grafikleri kolaylikla ¢izilebilmektedir.

Fuzzy uzay, teknolojik cihazlarin kodlanmasi ve programlanmasinda
onemli bir yere sahiptir. Hiperbolik egriler ise biyolojide bitkilerin fotosentez, CO2
ve 1s1 dagilimlarinda siklikla karsilasilan egrisel yapilardir. Ayrica radar dalgalarinin
dagilimlan 6zellikle spektral radar ve hatta sinir agina dayali yayinlarda karsimiza
cikmaktadir. Belgeleri tararken kullanilir. Bu alanlar birbiriyle birlestiginde
bahsedilen teknolojik yapilarin Fuzzy uzayda yer almasi sonucunda Fuzzy hiperbol
olusturulmasina ihtiya¢ duyulmaktadir. Ayrica Fuzzy elips bobrek tasi kirma
makinelerinde, bilardo oyunlarinda, uzay miithendisliginde ve lazer teknolojisinde vb.
kullanilabilir. Matematiksel olarak, gelecekte faydali olacagimi diistinerek Fuzzy
elips ve Fuzzy hiperbolii tanimlayarak analiz etmeyi amagladik. Bu ¢alismamizda
gosterdigimiz yontem ve uygulamalarla yukarida belirtilen alanlarda yapilacak
calismalara yol gosterecek sekilde Fuzzy koniklerden elips ve hiperbolii detayli bir

sekilde ortaya koyduk.
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