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OZET

INCE YAPI SABITININ KOZMOLOJIK OLCEKTE SKALAR
ALANLA DEGISIiMI

DOKTORA TEZI
ZABIHULLAH ISAQI
PAMUKKALE UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU
FiZIK ANABILIM DALI
TEZ DANISMANI: PROF. DR. OZCAN SERT

DENIZLI, MAYIS-2023

Bu tezde, ince yap1 sabitinin kozmolojik zaman dl¢eginde degisimi incelendi.
Oncelikle diferansiyel hesap teknikleri &grenilerek Einstein’in gravitasyon teorisi
difreransiyel formlarla ifade edildi. Daha sonra bu teoride ince yap1 sabitine bak-
abilmek icin bu teoriye elektromanyetik alan ilave edildi. Ek olarak, bu ince yap1
sabitinin de8isimine izin veren bir skalar alan teoriye minimal olmayacak sekilde
eklendi. Modelin kozmolojik dlcekte ince yapi sabitinin degisimini incelemek i¢in
Friedmann—Lemaitre—Robertson—Walker (FLRW) metrigi altinda ¢éziimleri ele alindi.
Bu coziimler evrenin radyasyon baskin doneminde ve madde baskin doneminde
skalar alanin nasil degistigini ve boylece ince yapi sabitinin kozmolojik dl¢ekte nasil
degistigini ortaya ¢ikarmaktadir.

ANAHTAR KELIMELER: ince Yapi Sabiti, Einstein-Maxwell Teorisi, Skalar
Alan, Kozmolojik Coziimler.



ABSTRACT

VARIATION OF THE FINE STRUCTURE CONSTANT WITH
THE SCALAR FIELD ON THE COSMOLOGICAL SCALE
MSc THESIS
ZABIHULLAH ISAQI
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

PHYSICS _
(SUPERVISOR: PROF. DR. OZCAN SERT)

DENIZLI, MAY-2023

In this thesis, the variation of the fine structure constant on a cosmological time
scale was investigated. Firstly, by learning differential calculus techniques, Einstein’s
theory of gravity was expressed in differential forms. Then, in order to look at the fine
structure constant in this theory, an electromagnetic field was added to it. Additionally,
a scalar field theory that allows for the variation of this fine structure constant was
added in a non-minimal way. To investigate the variation of the fine structure
constant on a cosmological scale in the model, solutions were considered under the
Friedmann-Lematitre-Robertson-Walker (FLRW) metric. These solutions reveal how
the scalar field changes during the radiation-dominated and matter-dominated eras of
the universe, and thus how the fine structure constant changes on the cosmological
scale.

KEYWORDS: Fine Structure Constant, Einstein-Maxwell Theory, Scalar Field,
Cosmological Solutions.
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1. GIRIS

Evrenin baglangici, evrimi ve sonu bilimin en onemli konularindan biridir. Bunun
icin gravitasyon dedigimiz kavramin ne oldugunu anlamak cok énemlidir. Bugiin hala
gravitasyonun tam olarak ne oldugu bilinmemektedir. Gezegenlerin Giines etrafindaki
yoriinge hareketinin nasil oldugunun tam olarak anlasilmasi, Kepler’in bu hareketi
aciklayan 3 onemli yasay1 ortaya koymasiyla miimkiin olmugtur. Daha sonra Newton
1687°de yayinlanan kitabinda Evrensel Gravitasyon Yasasini; "Her pargacik, baska
bir parcacig kiitleleriyle dogru orantili ve birbirlerine olan uzakligin karesiyle ters
orantili bir kuvvetle ¢eker" olarak ifade etmigtir; F' = G™5*. Burada G gravitasyonel
cekim sabiti denilen bir evrensel sabittir ve deneysel olarak ol¢iilebilir. Bu formiil
kiitleleri m; ve mo olan iki parcacik birbirlerinden 7 kadar bir uzaklikta bulunuyorlarsa
cekim kuvvetinin biiyiikliigiiniin formiildeki F kadar olacagin1 sdyler. Newton’ un
bu teorisi Gilines sistemindeki gezegenlerin yoriinge hareketlerini incelemekte oldukca
kullanigliydi. Ancak bazi konularda bu teori yetersiz kalmaktaydi. Bu yetersizliklerden

bazilarim1 asagidaki gibi siralayabiliriz.

* Merkiir'iin yoriingesinin uzun siire incelenmesi sonucu gozlenen presesyonlu

yoriinge hareketi Newton teorisi ile agiklanamiyordu.

* Yildizlardan gelen goriilebilen 15181in dalga boyunun artmasi 15181in kirmiziya
kaymasi olay1 olarak agiklanabilir. Evrende gok cisimlerinden gelen 15181in hemen
hemen hepsinin kirmiziya kaydigir gozlemlendi. Bu durum bize evrenin yonden

bagimsiz olarak bizden uzaklastigini yani evrenin genisledigini gosterir.

* Newton teorisine gore foton gibi kiitlesiz nesnelerin yildizlarin yakinindan
gecerken, etkilenmeden yoluna devam etmesi yani hi¢ bir kuvvet etki etmemesi
gerekiyor. Fakat Giines tutulmasi sirasinda yapilan gozlemlerde 15181n yildiz gibi
biiyiik kiitleli cisimler tarafindan ¢ekilerek yolunun biikiildiigii gézlenmisgtir. Yine
bir yildizin gravitasyonel mercekleme yoluyla birden fazla goriintiisiiniin olmasi bu

sekilde aciklanabilmektedir.



* Newton Gravitasyon teorisine gore her kiitleli cisimin, birbirine uyguladigi kuvvet
aninda meydana gelir. Yani, cisimlerden birinin konumu degistiginde sonsuz bir
hizla digerinin de degismesi gerekir. Bu ise Ozel Gorelilik kuramima uymaz. Yani
Einstein, kiitle cekimi de dahil hi¢ bir etkinin 1s1k hizindan daha hizli olamayacagini

kesfetmisgtir.

Bu ve benzeri sorunlar Newton mekanigiyle ¢oziilemedi. Einstein 1905 yilinda
Ozel Gorelilik teorisini ve 1915 yilinda da Genel Gérelilik teorisini ortaya koyarak
bu sorunlara ¢oziim bulmugtur. Genel Gorelilik teorisine gore uzay ve zaman
kiitlenin etkisiyle biikiilmektedir. Olusan bu biikiilmiis geometri kiitle-cekim

etkisine yol acar.

Ayrica Einstein’in gravitasyon teorisi kiitle-cekim dalgalarinin olmas1 gerek-
tigini ongdrmektedir. Bu 6ngorii ise 2016 yilinda 1.3 milyar yil 6nce carpisan iki
karadelikten kaynaklanan kiitle-cekim dalgalar1 gozlenerek dogrulanmistir(Abbott ve

dig. (2016a,b)).

Einstein’in Gravitasyon Teorisi uzay-zaman metriginin ikinci mertebeden
tiirevlerini iceren alan denklemiyle ifade edilir. Bu alan denklemi Einstein-Hilbert
eylemi denilen bir eylemden (action) varyasyon hesabiyla elde edilebilir. Bu eylem

integrali R Ricci skalartyla orantilidir.

Her ne kadar yukarida bahsettigimiz problemlerde basar1 gosterse de Ein-
stein’in Gravitasyon teorisi hala bazi giincel problemlere sahiptir. Bunlardan birisi,
Planck ol¢egi gibi ¢ok kiiciik dlceklerde teorinin ne olacagi tam olarak bilinmemek-
tedir (Brill ve Wesson 1970, Isham (1981)). Yani, gravitasyonun kuantumlanmasi
nasil olacaktir? Yine kuantum alan teorisinin klasik 6l¢eklerde gravitasyon ile uyumlu

olmasi gerekir ( Sotiriou 2007).

Ayrica son yapilan astrofiziksel ol¢timler Einstein’in Gravitasyon teorisinin
biiyiik olgeklerde diizeltilmesi gerektigini ortaya koymustur. Bu gozlemlerden en

onemlisi Hubble teleskobunun ortaya c¢ikardigi evrenin ivmeli bir sekilde genisleme-
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sidir (Albrecht ve Steinhardt 1982, Starobinsky 1980). Bu gozlemi aciklayacak sekilde
karanlik enerji (dark energy) ( Amanullah ve dig. (2010), Knop ve dig. (2003),
Perlmutter ve dig. (1999), Riess ve dig. (1998), Schwarz ve dig. (2016),
Weinberg ve dig. (2013)) denilen bilinmeyen bir nicelik ortaya atilmistir. Yine bir
diger onemli gozlem ise evrendeki galaksiler incelendiginde galaksilerin donme hiz
egrilerinin yildizlarin parlakliklarindan elde edilen kiitle miktarindan daha fazla kiitle
varlifin1 ongdrmesidir. Bu olayr aciklamak i¢in ise karanlik madde (dark matter)
( Baer ve dig. (2015), Overduin ve Wesson (2004)) denilen bir nicelik ortaya
atilmistir. Bu nedenlerle Einstein’n gravitayon teorisini modifiye edecek sekilde yeni
teorilere ihtiya¢ vardir. Bazi modifiye gravitasyon modelleri Adak ve Sert (2005),
Adak ve dig. (2006), Allemandi ve dig. (2004), Arapoglu ve dig. (2011), Alavirad
(2013), Astashenok ve dig. (2013), Astashenok (2014), Cognola ve dig. (2005),
Capozziello ve dig. (2004, 2007a, 2006), Capozziello ve Ritis (1993), Capozziello
ve dig. (1996, 2007b), Capozziello ve Lambiase (2000), Capozziello ve De Felice
(2008), Capozziello (2002), Capozziello ve dig. (2003a), Carroll ve dig. (2004),
Capozziello ve dig. (2007c), Cartan (1923), Dereli (1984), Dereli ve dig. (1995,
1996), Fiziev (2013), Flanders (1963), Ganguly (2014), Goswami (2014), Kerner
(1982), Nojiri ve Odintsov (2003, 2004), Roshan ve Shojai (2008), Sert (2017), Sert
(2005), Stephani ve dig. (2018), Starobinsky 1980, Thring (1997), Trautman (1972),
Vakili (2008) kaynaklarinda bulunabilir.

Modifiye gravitasyon modellerinin gecerliligini test etmenin cesitli yollar
vardir. Kara delikler ve notron yildizlar1 gibi yogun nesnelerin incelenmesi bu

modellerin gegerliligini oldukca ayird edebilmektedir.

Dirac’in 1937 yilindaki temel sabitlerin uzay-zamanla degisebilecegiyle ilgili
onerisinden (Dirac (1937)) sonra bu alanda 6nemli caligmalar ortaya cikmustir.
Ozellikle Sicim teorisinin diisiik enerji limitinde kiitlesiz skalar alanlarin varligim
ongormesi Onemli bir etkiye yol agcmistir. Skalar alanin varlig1 alternatif gravitasyon

modellerini akla getirmistir. Bu modellerde ince yapi sabitinin nasil degisecegi onemli



hale gelmistir. Bekenstein, 1982 yilindaki ¢alismasinda 6zellikle bu ince yap1 sabitinin
degisebilecegini ongdren bir teori formiile etmistir (Bekenstein1982). Daha sonra
bu calisma Olive ve dig. (2002), Sandvik ve dig. (2002) yayinlarinda kozmolojik
durumlara genigletilmistir. Son zamanlarda bu yondeki arastirmalar daha da artmustir.
Bu calismalarda ozellikle skalar alanin elektromanyetik alan ile minimal olmayan
ciftlenimi incelenmistir (Anchordoqui ve dig. (2003), Avelino (2008), Bento ve
dig. (2004), Chiba ve dig. (2002), Copeland ve dig. (2004), Lee ve dig. (2004),
Marra ve dig. (2005), Mota (2004), Wetterich (2003)).

Bu tez caligmasinda skalar alanin elektromanyetik alana minimal olmayan
baglanmasini igeren gravitasyonel bir model kullanarak, ince yap sabiti incelenmistir.
Bu modelin alan denklemleri elde edilerek bu denklemlere FLRW metrigi icin
kozmolojik ¢oziimler arastirilmistit. Bu ¢aligmalar farkli bir notasyonla Barrow ve
Li (2008) makalesinde verilmistir. Bu makalede yer alan hesaplamalar diferansiyel
form notasyonuyla tekrar ara islemleriyle birlikte burada yapilarak ilgili makalede elde

edilen c¢oziime ulagilmigtir.



2. INCE YAPI SABITININ TARIHSEL BAGLAMI

Yunanca alfa harfiyle temsil edilen ince yapir sabiti boyutsuz bir sayidir, bu ne-
denle hangi birimde hesaplanirsa hesaplansin, her zaman ayni degere sahip olur ve

1,5 x 107! mertebesinde bir belirsizlikle yaklasik olarak 0, 0073 ~ say1sal

degerindedir. Bu sabit, elektromanyetik teori, kuantum teorisi gibi fizigin bir ¢ok
alaninda ortaya ¢ikmaktadir. Yine de degeri su anda herhangi bir teoriden dogrudan
tahmin edilemez ve dogada deneysel olarak 6lcebilecegimiz temel sabitlerden biridir.
Bu sabiti, temel elektrik yiikii e = 1,602 x 107'°C boslugun gecirgenlik (dielektrik)
sabiti ¢g = 8,854 x 107'2F/m planck sabiti h = 6,626107%*Js ve 151k hizi

¢ = 299792458 m /s cinsinden agagidaki orandan bulabiliriz.
2

e
= 2.1
@ 2e0hc .1
Bu formiilii yeniden diizenlersek, elektronun relativistik olmayan hizi olan 4::0 -
cinsinden
2
= 1
4megh
= ~— 2.2
T T (22)

oranina ulasiriz. Bu oran, Bohr yoriingesindeki bir elektronun hizinin, 1s1k hizina
oranini temsil eder. Bagka bir deyisle, bir atomun klasik modelinin yo&riingesinde
donen bir elektronun hizi, 151k hizinin yaklagik 1/137’si kadardir. Bugiinkii atom
modeli anlayisimiz bu goriisten farkli olsa da bu oldukga iyi bir 6ngoriidiir. Bu oranin
boyut analizi yapildiginda hangi birim sistemi kullanilirsa kullanilsin boyutsuz oldugu

goriilir.

2.1 Ince Yapi Sabitinin Yorumu

Bu gizemli say1y1 veren formiiliin fiziksel yorumunu bulmak i¢in formiile daha

detayli bakalim. Bu sayinin neyi temsil ettigini bulmanin bir kag¢ farkli yolu vardir.

I1k olarak, ince yapi sabitini asagidaki orandan elde edebiliriz:

2

a = Ared (2.3)
by

(W)



e2

Bu ifade aralarinda d mesafesi olan iki elektronun elektrostatik enerjisi Tneod

ve
bunlarin birbirleriyle etkilesirken kullandiklar1 fotonun enerjisi % oranindan elde
edilen ince yapi sabitini temsil eder. Yani; elektronlarin etkilesim enerjisinin,
etkilesimi saglayan fotonun enerjisine orani olarak tariflenir. Boylece aslinda, iki yiiklii
parcacik arasindaki etkilesimin siddetini temsil eder. Bu say1 1/137 den daha biiyiik
olsaydr iki elektron arasindaki etkilesim enerjisi daha biiyiik olacak yani elektronlar
birbirlerini daha fazla bir enerjiyle iteceklerdi. Bu aslinda ¢evremizde gordiigiimiiz
fiziksel olaylarin daha farkli bir sekilde gerceklesecegi anlamina gelirdi. Boylece

aslinda bu sabitin hayatimizda ne kadar 6nemli oldugunu anlayabiliriz.

Ince yap1 sabitinin karsimiza ¢iktig1 bir diger alan ise kuantum mekanigidir.

Bohr atom modeline gore her bir n. yoriingeye ait enerji seviyeleri

me , €2 1
=5 ()5

En =~ (2.4)

dmteg’ n?
olarak bulunur. 1916 yilinda Alman teorik fizik¢i Arnold Sommerfeld Bohr atom
modelini genellestirerek, Modern kuantum mekanigine gore daha hassas hesaplar

yapti. Yani elektronlarin spini ve goreli etkilerini de hesaba katarak enerji seviyelerini

Eny=E[1+ %2 (j Jlr - %)] 2.5)

olarak elde etti. Burada n,j kuantum sayilaridir. Bu ifade ince yap1 sabiti a y1

icermektedir. Bu ince yapi sabiti siklotron hizlandiricilarinda elektronu hizlandirarak

ve manyetik alan i¢inden gecirerek deneysel olarak oOlciilebilir (Sommerfeld (1916)).

2.2 Ince Yapi Sabitinin Kozmolojik Zamanla Degisimi

Ince yapr sabitinin degisken olabilicegi fikri, Lorentz invaryanthgin bozul-
mastyla sonuglanan 151k hizi limitinin cok az da olsa kozmolojik zamanla degise-
bilecegi fikrinden kaynaklanabilir Albrecht ve dig. (1999), Barrow (1999), Moffat
(1930). Diger bir olasilik ise elektron yiikii e nin kozmolojik zaman Ol¢eginde

degisebilecegi olmasidir. 1982 yilinda Bekenstein lokal ayar invaryantliginin lokal

6



Lorentz invaryanthi§inin ve genel kovaryantlik ilkesinin korunabildigi ve elektrik
yiikiiniin degisebileceginden kaynakli boyle bir model 6ne siirdii, Bekenstein (1982).
Ince yap1 sabitinin degisim miktariyla ilgili en hassas ol¢iimler yaklagik 2 milyar
yillik oldugu diisiiniilen Afrika’da bulunan Oklo madeni olarak bilinen dogal niikleer
fizyon reaktorlerindeki verilerden elde edilmistir. Giiclii ve zayif baglanma sabitlerinin
degismedigi kabul edilerek, bu verilerden ince yapi sabitindeki degisim oraninin
—0,9 x 1077 < 22 < 1,2 x 1077 aralifinda bir fark oldugu bulunmustur, Damour
ve dig. (1996). Burada % = %gao ve « simdiki degeri iken «(t) belirli bir ¢ koz-
molojik zamanindaki degeridir. Bununla birlikte ince yapi sabitinin degisebileceginin
en onemli kanitlar1 kuasarlarin sogurma spektrumlarindan elde edilmistir Chand ve
dig. (2004), Murphy ve dig. (2001, 2007, 2008), Srianand ve dig. (2004), Webb
ve dig. (1999). Bu c¢alismalarda ince yapi sabiti kirmiziya kayma cinsinden «/(z)
olarak ifade edilmigtir. Simdiki kirmiziya kayma degerindeki ince yap1 sabiti «(0),
gegmisdeki ince yapr sabiti a(z) olmak iizere 1 < z < 3,5 araligindaki kirmiziya

kaymalar incelendiginde

Aa  a(z) —a(0) B _5
—= a0) ~ —0,57 x 10 (2.6)

ile verilen bir fark oldugu ortaya ¢ikmustir.



3. DIFERANSIYEL GEOMETRI VE GENEL GORELILIiK
TEORISI

3.1 Das Cebir ve Diferansiyel Formlar

Bu calisma boyunca diferansiyel geometrik kavramlar dig cebir yardimiyla
kullanilacaktir. D1g cebir islemlerinin daha detayl analizi Adak ve Sert (2005), Adak
ve dig. (2006), Cartan (1923), Dereli (1984), Dereli ve dig. (1995, 1996), Flanders
(1963), Sert (2017), Sert (2005), Stephani ve dig. (2018), Thring (1997), Trautman
(1972) kaynaklarinda bulunabilir.

Burada uzay-zaman (0,2) tipi metrik tensor ile donatilmig 4-boyutlu bir
M manifoldu olarak alinir. Ayrica, tensorlerin paralel tasinmasinda kullanilan bir
nicelik olan A baglant1 1-formlar1 metrik ile uyumlu bir sekilde, metrikten tiiretilerek
burada kullanilacaktir. Manifoldun bir noktasindaki koordinat haritasim {x*} ile
gosterelim. Bu durumda manifoldun bir noktasindaki 7'(M) tanjant uzayi, {52}
koordinat bazlarina sahiptir. Yine bu uzaym duali olan 7*(M) kotanjant uzay1 ise
{dz#"} baz 1-formlarina sahiptir. Bu koordinat bazlarinin ortanormal halini {X,} ile
gosterelim. Duali olan ortonormal ortanormal 1-fromlart ise {e®} ile gosterebiliriz. Bu

uzay-zamandaki (p, ¢) tipi bir T" tensori

T (M) x . T*"(M)T(M) x ..T(M) - R (3.1)
pﬁz q?@rez

gonderimiyle temsil edilebilir. Diiz uzay-zaman metrigini ifade eden Minkowski
metrigi
g(XaaXb) = TNab avbv"' = 0717273 (32)

iki ortonormal baz vektoriiniin i¢ ¢arpimiyla tanimlanir. Burada 7,;, matrisinin kogsegen
elemanlar1 (—1,1,1,1) diger elemanlar ise sifirdir. Gravitasyon alaninin varliginda
uzay-zamanin iki noktasi arasindaki sonsuz-kiiciik uzakli1 ifade eden metrik ise

ortanormal 1-formlar cinsinden

d82=nabe“®eb:—eo®eo+61®61+62®62+63®63 (3.3)
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olarak ifade edilir.

A p-form olan bir tensor olmak iizere, A € AP(M) dz* 1-formlar ve A,

bilesenler cinsinden

1
4= HA”“‘Q“'updxm AN fiad (3.4)

seklinde acilabilir.

3.2 Dis Carpim Ozelligi
Dis cebirde manifold tizerindeki p-formu uzaymni A?(M) ile gosterelim. Asagi-
daki gibi iki tane tensorii A; € AP(M) ve Ay € A9(M) olarak alalim. Bu elemanlar
icin A simgesi ile gosterilen dig carpim asagidaki 6zellikleri saglar:
® (OéAl) N A2 = Al AN (OJAQ) = Oé(Al A Ag)
® Al/\(AQ/\Ag) = (Al/\AQ)/\Ag
hd A1 A AQ = (_1)p.qA2 N A1

bu oOzelliklere sirasiyla dagilma, skaler fonksiyon ile carpim, birlesme ve sira

degistirme denir.

3.3 Dis Cebirde Dis Tiirev Kavram

Manifold iizerinde tanimlanan bir diger diferansiyel geometrik kavram ise

tirevdir. Bu tiirev dig cebirde dis tiirev olarak asagidaki gibi tanimlanir.
d: AP(M) — APTI(M) (3.5)

Yani; bir p-formu p + 1-forma doniistiiriir. Genel bir A tensoriiniin dis tiirevini

1 0A
- H1p2..-Hp dx* N dxzP*r A N dxte (36)

dA =
pl Ozt

olarak yazabiliriz. Dis tiirev operatoriiniin 6zellikleri su sekildedir:

9



d(Al + AQ) - dAl + dA2

d(Al VAN AQ) - dAl A AQ + (—1)pA1 A dA2

d(dA) = d*A =0

df () = 2 da

3.4 I¢ Carpm

Yine Manifold iizerinde tanimlanan bir diger diferansiyel geometrik kavram
olan i¢ carpim ise dis cebirde ¢ semboliiyle gosterilir ve p-formu p — 1-forma indirger.

Yani bir tane 1-formu yok eder.

L AP(M) — AP7H(M) (3.7)
I¢ carpim, 8;;(1 bazina gore alinacag i¢in asagidaki kisaltma semboliinii kullanabiliriz.
la = Lx, =L o (3.8)
Genel bir A tensoriintin i¢ ¢arpimi alindiginda asagidaki ifade elde edilir:
A 1 A fi2 fip
1A= H ppiz gy AT N N dx (3.9)

Ornek olarak 1-form olan e nin 4, ile i¢ carpimi Kroenecker delta 6¢ ile ifade edilir.

e = 1"ep = 0y (3.10)

I-formlar ile vektorler birbirine dualdir: V bir vektor alani olsun, bir A p-formu

i¢in i¢ carpim operatorii asagidaki 6zellikleri sahiptir:

*Lf=0
® LfaA = fLaA

e "N, A=pA
10



o LatbA = —up, A

o 1o(A1 AN Ag) = 1, A1 AN Ay + (—1)PAL A 1, As
o 16" =0

o (Lo + w)A = A1 + A

° La(Al + AQ) = LaAl + LbAg

3.5 Hodge Star Islemi

Hodge star ise bu (x) simgesiyle gosterilir.
x: AP(M) — A"7P(M)
p-formu n boyutlu bir manifold i¢in n — p forma gotiiren bir iglemdir.

— A[a eal...ap eap+1...an
1...Gp) Apt1.--Gn
(n—p)!

4-boyutta yonlendirilmis hacim elemani:

x1 =B =P Ael Ae? A€

1
x] = Esabcde“ Ae’ AeC A el

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

olarak ifade edilir. e, 1-fomunun e, 2-fromunun ve e 3-fromunun Hodge star islemi

asagidaki gibidir.

_ 1 bed
1. xe, = (1)1 Cabed® c

_ 1 d
2. *€ah — (4_2)!5abcdec

_ 1 d
3. *€abe = mgabcd6

Bu * operatorii w p-fomu ve ¢ g-formu icin asagidaki ozelliklere sahiptir:

11



* WA *p =pA*w
e xW A =*xp Aw

o xx W = <_1)P(n*p)w

3.6 Kovaryant Dis Tiirev ve Egrilik Tensorii

Egri uzayda yeni bir tiirev kavramina ihtiya¢ vardir, bu ise kovaryant dis
tirevdir.  (p, ¢)-tipi bir A tensoriiniin kovaryant dig tiirevi, baglanti (connection)

1-formlar1 kullanilarak asagidaki gibi tanimlanir.

by--b byb b bo--b
DAg.a,™ = dAga, 7AW AN Agpag, A

— Wy A Acgga, P — (3.15)

Egri uzayda egrilik tensorii 2-formu gravitasyonu temsil eden temel bir tensordiir ve

R (w) := dw® + we A w (3.16)
olarak tanimlanir.

3.7 Burulma Tensorii

Yine bagka bir diferansiyel geometrik kavram olan Burulma tensorii ise

ortanormal 1-formlar olan e® larin kovaryant dig tiireviyle
T® := De* = de® +w", A e’ (3.17)

olarak ifade edilir.

3.8 Varyasyon Hesabi

12



Di1s cebir difransiyel hesabi, teorik fizik alaninda kullanilan ¢ok onemli ve
giiclii bir aragtir. Bu nedenle tez ¢alismasinda dis cebiri kullanarak ilgilendigimiz
modeli tarif eden bir teori kurmak i¢in bir eylem integralinden yararlaniriz. Daha sonra

bunun ekstramumunu alarak alan denklemlerini elde ederiz.

I:/ L (3.18)
M

* [: eylem integrali
» [: Lagrange 4-formu

* M: 4-boyutlu M manifoldu

L Lagrange 4-formu ve £ Lagrange fonksiyoneli arasinda asagidaki gibi bir ilsiki

vardir:
L=Lx1 (3.19)
Boylece eylem integrali asagidaki formu alir.
I = / L1 (3.20)
M

Bu integralin ekstramumunu bulmak i¢in eylemin varyasyonu aliriz ve sifira esitleriz.
0l =0 (3.21)

Burada ¢ sembolii varyasyon operatoriinii ifade eder.
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4. EINSTEIN’IN GRAVITASYON TEORISI

Einstein’in ortaya attigt Genel Gorelilik kurami, Newton’un ¢ozemedigi sorunlari
basariyla aciklayabilmis ve cok popiiler bir teori haline gelmistir. Onerilen bir
gravitasyon teorisinin Lagrange formiilasyonunun olmasi ve bir eylem ilkesiyle
tiiretilebilmesi teorinin iistiinliiii olarak goriiliir ve aranan bir 6zelligidir. Burada bir

I eylemi (action), Lagrangianin manifold iizerinden integraliyle
I= / (L + Lypat + Na ANT?) 4.1)
M

olarak ifade edilir. Burada L gravitasyonel Lagrangian, L,,,; ise madde Lagrangiam
olarak isimlendirilir. ), ise burulmasiz bir geometriye yol acan Lagrange carpani

2-formudur.

Genel Gorelilik teorisinde gravitasyonel Lagrangian 4-formu asagidaki

Einstein-Hilbert Lagrangiani
| R 1
LE,H = @R (CL)) N *<€a VAN eb) = @R *1 (42)

ile verilir. Burada ~? gravitasyonel sabit, R egrilik tensorii 2-formu, ve R = 15, R

ise egrilik skalaridir. Bu Lagrangianin varyasyonunu aldigimizda

1 1
OLp_pg = 0e* N\ [ﬁRbc(w) A %€ ] — Sw’y A [@Tc Axe”] =0 4.3)

gravitasyonel alan denklemi elde edilir. Bu eylemin ortonarmal 1-formlara gore

varyasyonu
G* = k*r° (4.4)

ile verilen Einstein alan denklemi olarak bilinir. Burada

1 0 Lmg
G = =5 Rye(w) A st To=— é (4.5)
olarak kisaltildi. Ayrica A\, varyasyonu burulmanin sifir olmasi kosulunu verir:
T =0 (4.6)

boylece baglanti varyasyonundan elde edilen denklem sifir olur.
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4.1 Einstein-Maxwell Teorisi

Einstein’in Gravitasyon toerisi (0, 2)-tipi metrik tensoriin ikinci mertebeden
tiirevlerini iceren bir tensor teorisidir. Bu teoriye Maxwell alanin1 da eklersek buna
Einstein-Maxwell teorisi denir. Bu durumda diferansiyel form notasyonuyla bu
teorinin Lagrangiani

B 1
- 2K2

1
L R*l—éeoF/\*F—l—/\“/\Ta 4.7)

olarak yazilir. Burada R egrilik skalar1, ¢ skalar alan, )\, ise burulma tensoriinii sifir
yapan, yani 7" = 0 veren Lagrange carpanidir. Bu Lagrangianin temel degiskenlere
gore varyasyonu alinarak bu modelin alan denklemleri bulunur. Einstein-Maxwell
teorisinde ¢ogu zaman boslugun dielektrik sabiti ¢, = 1 alinarak hesaplar yapilir.
Fakat biz burada ince yap1 sabitinin ¢, igerdigini vurgulamak ve bu ¢, sabitinin
madde i¢inde e olarak karsimiza ¢ikacagini gostermek istiyoruz. Buradaki madde
kavrami, gravitasyonel etkilerin baskin oldugu durumu ifade eden 6zel bir ortam olarak

diisiiniilecektir.
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5. GRAVITASYONEL ALANDA SKALAR ALANIN
ELEKTROMANYETIK ALANA MINIMAL OLMAYAN
BAGLANMASI

Dirac’in 1937 yilindaki temel sabitlerin uzay-zamanla degisebilecegiyle ilgili Oner-
isinden (Dirac (1937)) sonra bu alanda 6nemli caligmalar ortaya ¢ikmustir. Ozellikle
Sicim teorisinin diisiik enerji limitinde kiitlesiz skalar alanlarin varliim1 ongormesi
onemli bir etkiye yol agmistir. Skalar alanin varlig1 alternatif gravitasyon modellerini
akla getirmigtir. Bu modellerde ince yap1 sabitinin nasil degisecegi onemli hale
gelmigtir. Bekenstein 1982 yilindaki calismasinda 6zellikle bu ince yapi sabitinin
degisebilecegini ongoren bir teori ortaya koymustur, Bekenstein (1982). Daha sonra
bu calisma Olive ve dig. (2002), Sandvik ve dig. (2002) yayinlarinda kozmolojik
durumlara genisletilmistir. Son zamanlarda bu alandaki ¢aligmalar daha da artmistir.
Bu caligmalarda 6zellikle skalar alanin elektromanyetik alan ile minimal olmayan
ciftlenimi incelenmistir (Anchordoqui ve dig. (2003), Avelino (2008), Bento ve
dig. (2004), Chiba ve dig. (2002), Copeland ve dig. (2004), Lee ve dig. (2004),
Marra ve dig. (2005), Mota (2004), Wetterich (2003)).

Bu tezde skalar alanin elektromanyetik alana minimal olmayan baglanmasini
iceren asagidaki Lagrangiani diisiinecegiz.

B 1
T 2K2

Burada R Ricci skalari, ¢ boyutsuz skalar alan, Y (¢) ve V(¢) skalar alana bagl

1 1
L Rx1— §cld¢ Axdp+V(p) 1 — §eoY(¢)F AN*E 4+ X, AT (5.1)

fonksiyonlardir ve V' (¢) skalar alanin potansiyel terimi olarak bilinir. F' ise Maxwell
tensorii 2-formu veya elektromanyetik alan tensorii olarak isimlendirilir ve F' = dA
seklinde bir A elektromanyetik potansiyel 1-formdan tiiretilebilir. Ayrica c¢; ¢iftlenim
sabitidir, 151k hiz1 ve uzunluk boyutu cinsinden ¢; = 5 olarak tanimlamr ve bu
modellerde c¢; ~ 1 (Sandvik ve dig. (2002)) mertebesinde oldugu i¢in bu hesaplarin

sonunda c¢; = 1 alacagiz.

Y(¢) = e2? oldugu durum igin bu model ilk olarak Bekenstein tarafin-
dan Onerilip Bekenstein (1982), daha sonra Sandvik-Barrow-Magueijo tarafindan
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gelistirildigi i¢in Bekenstein-Sandvik-Barrow-Magueijo (BSBM) modeli olarak bilinir
Barrow ve dig. (20021,2,3), Magueijo ve dig. (20021,2).

Burada Maxwell Lagrangiani olan /' A xF' teriminin Oniindeki fonksiyon

Y (¢) = 1 iken, modeldeki elektrik yiikiinden kaynakli Maxwell alan1 F olur. Maxwell

denklemi ise €od * F' = 0 ve elektrostatik yiik i¢in ¢oziimii F' = Fe' = %e!°

haline gelir. Burada F elektrik alani ifade eder. Fakat Y (¢) # 1 oldugunda Maxwell

denklemi €yd * YF' = 0 oldugundan bunun ¢oziimii ise asagida gosterildigi gibi
F = ;%' haline gelir.
edxYF = 0

. /V d+YF) = 0

60/ xYEe® = 0
oV

60/ YE€23 =0
ov

60/ YEr?sin(0)dd Adp = 0
av
AreYErt = q (5.2)

oldugu bulunur. Buradan elektrik alan £ ¢ekilip asagida yerine yazilir. Boylece

_ 0_ _ 9 10

oldugu gosterilmis olur. Dikkat edilirse minimal olmayan baglanma fonksiyonu Y (¢)
nin varliginda, bogluktaki €, dielektrik sabitini, madde icindeki dielektrik sabiti olan
€ = oY (¢) ile degistirmek gerekir. Boylece minimal durumda ince yap1 sabiti oy =

2

2

e, . o e €,

5o iken minimal olmayan durumda o = - olur ve bunlarin orani;
eghc 2¢ehc

— == (5.4)

olarak elde edilir. Boylece ince yapi sabitinin ¢ skalar alan ile degisiminin nasil olacagi

belirlenmis olur. Sonucta bu modelde ince yapi sabiti

a(¢) = (5.5)




bagintisiyla ¢ skalar alanina bagh olarak degisir. Bu fonksiyonun simdiki degeri olan
Y (¢o) = 1 baglangi¢ kosulu kullanilarak, bu sabitin simdiki degeri oy bulunur. Bu
ince yapi sabitinin degerinin hassasiyeti i¢in deneysel bir aralik bulunabilmektedir. Bu
hassasiyet arahig1 teoriyi test etmek i¢in kullanilabilir. Bu ¢alismada Y (¢) = e~2¢

minimal olmayan fonksiyonunun, ince yap1 sabitini nasil etkiledigi incelenecektir.

[k olarak (5.1) Lagrangianinin €%, w%, ¢ ve A temel potansiyel degiskenlerine
gore varyasyonunu alalim. Bu varyasyon hesaplari her bir terim icin asagida tek tek

hesaplanmugtr.

5.1 6(R = 1) Varyasyonu

I1k olarak (5.1) eylemindeki ilk terimin varyasyonunu hesaplayalim. Bu terimi

asagidaki gibi yazabiliriz.
Rx1=R%Axe,’ (5.6)

Bu esitlik Hodge yildiz islemi ve diger i¢ carpim dzellikleri kullanilarak gosterilebilir.

Daha sonra varyasyonun dagilma 6zelligini kullanilarak bunu
S(R*1) = 0R% A xe’ + R%W A6 % ey’ (5.7)
olarak ifade edebiliriz. Varyasyon isleminin devami soyledir:

1
S(Rx1) = 6(dw® + w Aw) Axes” + R% A §€ab6d566d
= Sw Ad* ey’ 4+ 0wly Awbe A ke, + w? A dwSy A ke’

1 1
+R% A ieabcdéec Aed + R A Eeabcdec A del (5.8)

burada de® ve dw?, parantezlerine aliriz

S(Rx1) = 0w A (d*e” +wle Axe,S —wey A xe’,)
1 1
+8e¢ A (R A Egade Aed — R A §5abcdec A e?)
= Sw A D e, + de® ARG A xel, (5.9)
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oldugunu buluruz. Boylece ilk terimin varyasyonunu asagidaki gibi elde ederiz.

1 a 1 b a 1 c b
(5(@R*1):5&)b/\@D*ea +56 /\ﬁRb/\*eca (510)

5.2 §(%do A xd¢) Varyasyonu

(oY

Bu terimdeki 5

sabit oldugu icin kalan kismin varayasyonunu alip hesapla-

maya en son ekleyebiliriz.

d(dp N\ xdp) = ddp N xdp + odp N *dep
—6€" A [Lodp A xdp — (—1)'do A 14 * dg]
= 20dp N\ xdp — §e® A [todp A *dd + dp N 1 x dd]  (5.11)

(5.11) denkleminin sag tarafdaki ilk terimi bir tam tiirevden (tam tiirevin integrali
sinirlarda sifir olup sonuca katki vermediginden tam tiirevi sifira esitleyerek) asagidaki
gibi tiiretebiliriz. Ayrica d ile J isleminin yerdegistirebilecegini hesaba katarak, yani

0d = do

d(6p A *dp) = 0O
d6p A xdp + 5o Ndxdp = 0O (5.12)

Sonugcta
dop N\ xdep = —0p N\ d * do (5.13)

oldugunu gosterebiliriz. Simdi, (5.11) denkleminin sag tarafindaki ilk terim yerine

(5.13) esitligi yazilarak, asagidaki sonug elde edilir.

5(%d¢ Axdd) = —6et A %[Ladqb A xdp + dp A 1y + o)
—0¢ A c1d * do (5.14)

5.3 6(V(¢) * 1) Varyasyonu
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Skalar alanin potansiyel terimi olan V' (¢) * 1 ifadesinin varyasyonuna bakalim.
V() Ax1) =0V () Ax1+5e* AV () Aig*1 (5.15)

Burada ¢, f = 0 ve ¢, x 1 = xe, Ozelliklerini kullanabiliriz. Ayrica §V (¢) asagidaki

tirevli ifadeyi yaziyoruz.

dv
6V (¢) = %&b (5.16)

Boylece potansiyel teriminin varyasyonu soyle olur.

I(V () A1) —5¢/\g—‘;*1+5e“/\‘/(¢)*6a (5.17)

5.4 0(Y(¢)F A +F) Varyasyonu

Maxwell Lagrangianinin, skalar alanin herhangi bir fonksiyonu olan Y (¢) ile
baglanmis halinin varyasyonuna bakalim. Bu hesaplarda kolaylik olmasi agisindan

€p = 1 alinmagtir.

Y (P)F ANxF) = —(0Y(¢))F NxF + %Yd(F A xF) (5.18)

1
2
Burada 0Y (¢) yerine onun tiirevini soyle aliriz:

§Y (¢) = %M (5.19)

Daha sonra sag tarafdaki ikinci terimin varyasyonunu asagidaki gibi hesapliyoruz.

SFN*F) = SFA*F+0F N*F —§e* N [1,F N*F — F Ny * F]

= 20F N*xF —0e* A [1L,F N*F — F Ny F| (5.20)
Simdi bunlar (5.18) denkleminde yerine yerlestiriyoruz.

1dY
S(Y(O)F A*F) = 00350 F A+ YOF NaF = 3¢'l1uF AwF —F A tox F]
10Y a1
= 39500 NF N*E = 0" NS taF AxF = F Aty % F

+YOF A *xF (5.21)
20



Burada elektromanyetik tensor /' = dA, seklinde A elektromaynatik potansiyel

I-formundan elde edilir. Simdi (5.21) denklemindeki son terimi acik¢a yazalim:
SFANY xF=06dANY « F = (doA) A (Y % F) (5.22)
Bu terimin esitini agsagidaki gibi bir tam tiirev kullanarak tiiretebiliriz.
AJANY * F] =d0ANY x F —ANd(Y % F) (5.23)
Boylece (5.21) denklemindeki son terim
AOANY x F =0ANd(Y * F) + mod(d) (5.24)

olarak elde edilir ve varyasyonun sonucu hesaplanir.

70k par) = 5¢%%FA*F‘5€“Ag[ﬁa“*F—F“a*F]
FSAN(Y % F) (5.25)

5.5 §(A\y AT*) Varyasyonu

Son olarak teoride burulma tensorii sifir oldugu i¢in, burulmayi sifira kisitlayan

Ao A\ T ifadesinin varyasyonunu hesaplayalim.

S(Aa AT = A AT + Xy A S(de® + w A €)
= A AT+ 6de® A Ny + dw® A Xg A €
+w A e’ A A, (5.26)

Denklemin sag tarafindaki son terimde a ve b indislerinin yerlerini degistirip dd = d¢

ve w? A e’ = —e® A w?, 6zelliklerini kullanarak varyasyonu yeniden soyle yaziriz:
SAa AT = A AT+ doe® A Xg + 5w A Xg A €°
—5e* Aw’y AN (5.27)
sonra ge® parantezine aliriz.

SAa AT™) = A AT + 0w A XNy A €®+ e A DX\ +mod(d) (5.28)
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5.6 Toplam Varyasyon

Sonug olarak modelin toplam varyasyonunu elde edebilmek i¢in yukarida terim

terim hesapladigimiz varyasyonlari topluyoruz.

1 1
OL = 0wy A —=D % e’ +6e* AN —=R A xel, + 06 A crd * dop
2k2 2K2

+56a/\%[Lad¢A*d¢+d¢ALa*d¢]+5¢/\8—V*1

99
10Y
—0e* ANV () A xeg + 00 N =——F NxF +JANd(Y % F)

2 0¢
Y<2¢)[LGF/\*F—F/\LG*F]—|—5)\a/\Ta

—de® A

+6w A Ag A €” 4 5e* A DX, + mod(d) (5.29)

Daha sonra dw?,, de®, d¢, 0 A, 6\, varyasyonlarini ayni parantez altinda asagidaki gibi

topluyoruz:
ab 1 a 1 c b G
0L = dw A(2—/£2D>keab+)\a/\eb)+5e /\[2—H2Rb/\*ec a+5Lad¢/\*d¢
Y

+%d¢/\La*dgb—V(¢)/\*ea— <2¢)(LQF/\>|<F—F/\LG*F) + D),
dav 1dY
— %1 — ——F A%xF

—|—5¢/\[cld*dgb+d¢* > do A *F]

+OIANAY () x F) + Ny N T (5.30)

Modelin alan denklemleri, varyasyonu sifira esitleyerek bulunur, L = 0. Sirasiyla
baglanti, kocerceve, skalar alan, elektromanyetik alan ve burulmay1 sifir yapan kosul

asagidaki gibi elde edilir.
® 5w“b
1 b b
—Dxe,”+ A Ne” =0 (5.31)
2kK2
e e

1
R A xel, + %[Ladgb A xd + dp A tg * do]

2K
V() A\ xe, — %@[%F AxF —FNix Fl+ DX\ =0 (5.32)
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. 5¢
dV 1dY

adxdp— o w1+ 5o F AsF =0 (5.33)

.« §A
d(Y(¢) % F) =0 (5.34)

© )
T¢ =0 (5.35)

Burada (5.31) denkleminden A\, y1 ¢cozdiigiimiizde
A =0 (5.36)

bulunur. Ciinkii D * e, = T¢ * ¢,°, oldugundan ve 7°¢ = 0 esitligi kullamlmstir.
Buradan D)\, = 0 olur ve boylece geriye gravitasyonel alana, skalar alana ve

elektromanyetik alana ait asagidaki tic denklem kalir.

1
— R A xel, + C—I[Lad¢ A xdp + do A g * di]
2kK2 2
Y
—V(p) A\ xe, — E[LGF/\*F—F/\LGJ*F] =0 (5.37)
av 1dY

Cld*d¢—%*1+§%ﬁ’/\*F=0 (5.38)
d(Y * F) =0 (5.39)

Bu c¢alismada ince yapi1 sabitinin ¢ skalar alanina bagli olarak degisi-
mini inceleyece8iz. Bu incelemeyi evrenin zamanla evrimini ifade eden Fried-

mann—Lemaitre—Robertson—Walker (FLRW) metrigini kullanalarak yapacagiz.
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6. INCE YAPI SABITININ EVRENIN EVRIMi SURECINDE
SKALAR ALANLA DEGISIMi

Asagidaki FLRW metriginin diisiinelim:
ds® = —dt* + a(t)*(d2® + dy* + d2?) (6.1)

Burada a(t) evrenin genislemesini zamana bagl olarak ifade eden 6lgek carpanidir
(scale factor). Elektromanyetik alanin varligi uzay-zaman geometrisinde bir ani-
zotropiye ve tercihli bir yone neden olur. Gergekte, bu yon ile uyumlu yani aym
simetriye sahip anizotropik bir metrik kullanmak gerekir. Fakat evrenin genislemesi
ile ilgili kabul gbrmiis genel kani, izotropiklikten cok kii¢iik sapmalarin olduguna dair
fikirler ileri siiriilse de; izotropik oldugu yoniindedir. Bu nedenle yukaridaki homojen

izotropik metrigi kullanacagiz. Bu durumda ortanormal ko-¢erceve 1-formlari
e =dt, e' =a(t)dr, €* =a(t)dy, ¢*=a(t)dz (6.2)
aliir ki bunun uzay kismini genel bir ifadeyle asagidaki gibi yazabiliriz:
eV = dt, e = a(t)ds’, 1=1,2,3 (6.3)

Boylece (6.1) metrigini koordinat haritasindan bagimsiz olarak ortonormal koordinat-

lar cinsinden
ds?’ = - @ +el@el + 2@+ el (6.4)
veya
ds? = nge’ @ e (6.5)

olarak yazabiliriz. Buradaki 7,, metrik tensoriiniin bilesenlerinin matris temsili soyle

olur:

-1 0 0 0
0 1 00
0 0 0 1
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Simdi yukaridaki (6.3) ile verilen ortanormal 1-formlarin dig tiirevini sirasiyla alalim.

Ik olarak
de® = d*t =0 (6.7)

ve diger 1-formlar i¢in sdyle yaziyoruz:
, - da(t ;
de' = da(t) A dz' = %)dt A da' (6.8)

(i=1,2,3). Yukardaki dz* yerine %) yazarak

det = Lol (6.9)
a
oldugunu buluruz. Daha sonra
LLfio = Wi = —Wo; = Woi (6.10)
wij = wij = _wji = —(,dji (611)

ozelliklerini saglayan antisimetrik Levi-Civita baglanti 1-formlarmi (3.17) bagin-

tisinda burulmanin sifir oldugunu kullanarak
T =de® +w'y N e’ =0 (6.12)
asagidaki gibi buluruz.
e a=20
de® + Wl nel + W Anet+ W5 Aned =0 (6.13)
birinci terim (6.7) ifadesine gore sifir olur de® = d(dt) = 0.
cea=1
det +wione +wlane? +wlisned =0 (6.14)

ilk terim (6.9) sonucuna gére de' = 2¢% olur,
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de? + g Ne + W  Nel + w5 Aed =0 (6.15)
burda da yukaridaki gibi ilk terim de? = 2¢%2 olur.
e a=3
de* + W N +wP i Ael + Wiy Ae? =0 (6.16)
Bu denklemleri diizenleyip cozersek bilinmeyen baglanti bilesenleri asagidaki
gibi elde edilir.
w%::aﬂozzgei (6.17)

Bunlar sadece sifirdan farkli olan terimlerdir diger terimler sifir bulunur. Simdi

Riemann egrilik 2-formu tanimi olan
Rab = dw“b -+ (J.Jac A wcb (618)

ifadesini kullanarak bunun bilesenlerini hesaplayalim. Ilk olarak R°; bilesenini

bulalim (i=1,2,3):

d Roi =7
ROZ' = dwoi —+ woc A wci
= dw’ + W Awl; + w0 AW + W5 A WP (6.19)

yukarida buldugumuz baglanti formlarin1 kullanarak
a -
R’ = d(—¢
(2
2

— (Sydtne + e (6.20)
a a
haline gelir. Burada tiirevi a¢ikca yazdigimizda

RO, — 20 (6.21)
a

oldugunu buluruz ve burda R°; = R% = R'; = R;, birbirine esittir. Daha sonra
sirastyla R'y, R'3 ve R?3 bilesenlerini asagidaki gibi hesaplariz.
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® ng =7

ng = dw12+wlc/\wcg

= wlo N wog + wll VAN wlz + w12 VAN w22 + ng A w32

- L (6.22)
Burada w'; = 0 oldugundan dw’; = 0 esitligi kullanilmugtir.
. Ry =7
R's = dw's+w'. Aws

= wioAws+wh Awls +wly Aw?s + wis Aws

= Lew (6.23)
Son olarak 12?3 bilesenine bakalim.
® R23 =7

R23 = dw23 + wzc A wcg

= w20 A wog + w21 VAN w13 + w22 VAN w23 + w23 A w33

_ & (6.24)

Bu egrilik bilesenlerini genel formda soyle yazabiliriz:

C'LQ

RY = —¢¥ (6.25)

a?

Bu egrilik tensorii 2-formlarini kullanarak Ricci egrilik 1-formlarimi asagidaki for-

miilden hesaplayabiliriz.

R, = ,R’, (6.26)
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vj¢/ = 0% dzelligini kullanarak, her bir Ricci 1-formu sirasiyla a = 0,1,2, 3 yazarak
asagidaki gibi bulunur.
Ry = R,
= wR% 4+ 1R+ 1R% + ;3R
a a a a
= (@ Qe+ (Q) + Q)
a a
Q)+ Q)

= 3% (6.27)

a

Burada egrilik tensorii antisimetrik oldugundan simetrik bilesen olan R’ sifira esittir.

Ry = 1R + uRY + 1R + 13R%

= ((9)~+(d) )LonI+(g)2b2621+(g)2b3631

a’ " a
— (% G 2.1 1
- (& +<a>>€ + (G 4 ()%
. 2 ! 6.28
= (54' 5)6 (6.28)
Benzer sekilde @ = 1 i¢in b indisi iizeriden toplam yazilip i¢ carpim oOzelligi

kullanilarak yukaridaki sonu¢ bulunmustur. ¢ = 2 alindiginda

Ry = 1R’ + R + 1,R% + L3R 2
a
— L0<(5>.+(a) ) 02+L ( )2 12+L (a)2€32

a a

= (& + )+ Cpe+ Gy

a
.. . 2
a a
= (= +2-)€ 6.29
(2 +25)e (6.29)
elde edilir. Ayni igslem a = 3 icin tekrarlanir.

Rg = L0R3+L1R3+L2R3+L3R3

= L0<(%>.+<g) ) 03+L1((Z)2€13>+L2<(g)2623>
= (& Ep)e+ Gper s (dye
= (é+2a—2)e‘°’ (6.30)

a a?
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Bu Ricci Egrilik 1-formundan Ricci egrilik skalarina agsagidaki bagilanti

yardimiyla ulagilabilir.
R = (,R" (6.31)
Yine yukarida hesaplanan Ricci 1-fromlar1 kullanilarak Ricci egrilik skalari

R = LoRO + LlRl + L2R2 + L3R3
_ 4((2)’ + (%)2)060 + ((%)' + 3(3)2)L161 + ((g)' + 3(%)2)@@2
+<(g)' + 3(%)2> L3€3
R = 6 +65 (6.32)

olarak elde edilir.

Bu sonuglar1 (5.37) ile elde ettigimiz Gravitasyonel alan denkleminde yerine
yazarak bu alan denkleminden elde edilen diferansiyel denklemlere ulasacagiz. Grav-
itasyonel alan denklemindeki ilk terim Rcb A *e.b, olan Einstein tensoriinii bilesen

bilesen hesaplayalim.

* a = 0icin

Ry Axely = R Axegly+ Rig A xely + Rij A xe
= RY A *6120 + RS A *6130 + R* A *6210 +
R%; A *6230 + R} A xes’o + R A *6320
= (3)2612 A ke + (3)2613 A ke + (3)2 2LA xeylt

a a
(=)%e® A xey 0+(a)2 3t A xeq 0+<a)2 €3 A xes?,

_ gL (6.33)

* ¢ =1i¢in
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R Axel; = R% Axe?; + R% A xes’, + RS A xep’, +
Ry A xes”) + R%3 A ke’ + Ry A xes®)
a . a 2 02 2 a . a 2 20 0
= —+—)e N *e +<—+—)e N *ex ) +
(Cy+¢) i+ (G + ) "1
a a a
(G +(C)2)e™ Ases®s + ((5) +(5)2) e Awes”s +
a a
(5)2623 A e + (5)2632 A xes?)

.. .2
= (42428 (6.34)
a a

* a = 2icin

R A *ecbz = R% Axeply + Ry A xe1® + R A xegsy +
R%g A xes’y + R's A xer®y + R% A xeg'y

.. . 2
_ a @\ o013
Benzer sekilde a = 3 icin islemler tekrarlanirsa
.. . 2
Ry A xels = —(4= 4+ 27 )e? (6.36)
a a

oldugu bulunur. Simdi (5.37) gravitasyonel alan denklemini tekrar yazalim.

)

1 1

c b _
2R2Rb/\*eca =

[Ladd N\ xdp + dd N 1y % d@] + V(@) A xe,

+—[ta FN*F — F N1 % F| (6.37)

o <ol

Bu denklemin sag tarafindaki enerji-momentum tensoriiniin elektromanyetik alandan

kaynaklanan kisminin bilesenlerini bulalim.

Y
To(F) = E[LGF ANxF — F Nigx F| =7 (6.38)

Bu calismada izotropik olan FLRW metrigi kullanilarak yukaridaki hesaplar
yapilmugtir. Fakat bu calismaya bir elektromanyetik alan ekledigimizde, uzay-zamanda
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bir yon tercihli hale gelir. Yani; elektromanyetik dalganin ilerledigi yon digerlerinden
farkli oldugu i¢in bu alan izotropiyi bozar. Bu ise metrik ile uyumsuzluga neden
olur. Bu nedenle anizotropiye neden olan elektromanyetik alanlarin uzaysal bir hacim
izerinden ortalamasi alinarak bu alanlara ait izotropik enerji momentum tensorii elde
edilir. Bu ortalama alma prosediirii ilk olarak Tolman ve Ehrenfest tarafindan 1930
yilinda Onerilmistir ( Tolman ve dig. 1930). E; ve B; elektrik ve manyetik alanin ii¢

uzaysal bileseni olmak iizere her yondeki bu bilesenlerin ortalamalart sifir alinir.

1 1
< E; >= lim V/Eia?’dsx =0, < B;>= lim V/Bia?’d%zo (6.39)

V-V V-V

Burada V' = f a®d®x ve V bu bagintilarin saglanabilecegi kadar yeterince genis bir

uzaysal hacimdir. Bunlarla birlikte asagidaki kabuller kullanilabilir.

1 1
< EBE; >= §E277ij < B;B; >= 532% < B;E; >=0 (6.40)

Bu durumda (5.37) alan denklemindeki elektromanyetik radyasyon icin

enerji-momentum tensorii, hacimsel ortalama alinarak hesaplanir.
Y Y
E(LQF/\*F—F/\L(I*F):>§<Fa/\*F—F/\za*F> (6.41)

Bu hacimsel ortalama, radyasyonu izotropik radyasyon akiskanina doniistiirerek
radyasyonun enerji yogunlugu ve basing cinsinden asagidaki gibi yazilmasina imkan

saglar.
< F NKF — F Nigx F >= (pp + pp)ug * U+ pr x € (6.42)

Burada v = wu.e® ve u, zamansal birim vektor alanidir. Buradaki elektromanyetik

alanin enerji yogunlugu pr ve basinci pg

pr = E*+ B (6.43)

pr = pr/3 (6.44)
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ile verilir. Burada E? =< E? + FE2 + E? > ve B> =< B? + B2 + B > tanimlari

kullanilmigtir. Boylece Maxwell enerji-momentum tensorii bilesenleri ( Sert (2020))

Y Y 4
ra(F) = 5 < Fa AxF = F Ny x F >= E(%ua*u—i-%*ea) (6.45)
ifadesinden
Y 4
(F) = —(ﬂug*u—l——*eo)
253
Y
= _§PF€1237 (6.46)
Y 4
n(F) = S(Erurut v
2° 3
Y
= Zorre (6.47)

olarak elde edilir. (5.38) Skalar alan denklemini tekrar hatirlayacak olursak

dV 1dY
cld*d¢—%*1+§%F/\*F:0 (6.48)

buradaki F' A xF' = %anFm" teriminin ortalamasi
1
< FAF >= 5 < Fp F™ >= (B? — E?) (6.49)

bulunur. Bu terim sadece elektrik alanin yada manyetik alanin baskin oldugu
kaynagin varliginda sifirdan farkli olur. Evrenin baglangicindaki enflasyonel genisleme
evresinde bu terimler sifirdan farkli etkilere sebep olabilir. Fakat, sonraki ge¢ evren
evresinde ve elektromanyetik radyasyonun denge durumunda elektrik ve manyetik
bilesenlerden aym biiyiikliikte katki geleceginden, yani; £? = B? oldugundan bu terim

ortadan kalkar ve alan denklemlerine katkida bulunmaz.

Simdi ise (5.37) alan denklemindeki skalar alan enerji-momentum tensoriiniin

bilesenlerini hesaplayalim.
7a(0) = =S ltadd A+ do Aok ]+ V(O) kea =7 (6.50)

Bu islemde kullanilacak bazi ifadeleri once hesaplayip sonra yerine yazabiliriz.
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¢ =@(t) = dp = Ldt = ¢dt,dt = € — dp = e°

et =00 a=b—=0=1vea#b—4 =0

3 _ _ 123

—e!2 xeg = €123

o kel = 501236123 = —50123612

6023 013 v 012

® *xe1 = — V€ *€9 = € € xe3 = —¢€

7.(¢) enerji-momentum tensoriinii sirasiyla a = (0, 1,2, 3) i¢in hesaplaylim.
c
() = —ElLodgb A *dp + V(9) * eo
= —%& x e’ —V(p)* e
cr -
= (G + V(@)™ (651)

Yukarida i¢ ¢carpim ve Hodge yildiz isleminin 6zellikleri kullanilmigtir. Siradaki a =

1,2, 3 bilesenleri ise

n(e) = —%[legb Axdd+do Ay x do] + V(9) * e
= —%(bQ xe' +V(p)* e
_ +%$26023 — V ()", (6.52)

m(0) = Sladd Ado+do A radd] = V(6) %y

= S8 x e+ (=) x ®] = V(9) x ez
_ %q'526013 . V(¢)€013, (6.53)

7(9) = Sliadd Add+do A isdd] - V(6) % es
= Sl=9) x4 (9) %] = V(d)es
_ _%&26012 +V(¢)e? (6.54)
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olarak elde edilir. Yukarida FLRW metrigi kullanilarak ve sirasiyla (a = 0,1,2,3)
almarak hesaplanan bu souglar, (5.37) alan denkleminde yerine yazilir. Boylece a = 0
icin ko-cerceve denklemi

.2 . Y
S L em (%& +V(¢) + 5,0;7) e (6.55)

K2 a2
olur. Burada e'?® parantezindeki kisimlar sifira esitlenerek a = 0 denklemi
3 dQ Y C1 19
S gt ot V(o) (6.56)

ve a =1 = 1, 2, 3 i¢in ko-gerceve denklemi

1 a éz2 Y C1 59
—2—-4+ =)=——=pr — — .57
olur. (6.48) Skalar alan denklemi ise
. a-  dv
- — = 6.58
o+ 3a925 + o 0 ( )

haline gelir. Simdi bu ii¢ diferansiyel denkleme (6.56,6.57,6.58) ¢6ziim arayabiliriz.

6.1 Ustel Potansiyel Altinda Radyasyon Baskin Evrende Coziimler

Evrenin radyasyon-baskin doneminde, relativistik olmayan hizlardaki madde
ve vakum enerji yogunlugu ihmal edilebilir. Radyasyon baskin evrende asagidaki

Olcek fonksiyonu kullanilir. Asagidaki hesaplar Barrow ve Li (2008) makalesinde

bulunabilir.
a(t) = agt/? (6.59)
Bu o6l¢ek fonksiyonu bize
a 1
H=-=— 6.60
a 2t ( )

ile degisen Hubble parametresini verir. Ayrica skalar alan potansiyeli olarak asagidaki
tistel potansiyeli kullaniriz, (Barrow ve Li (2008)).

V() = Voe? (6.61)
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Ayrica Y (¢) fonksiyonunu ise
Y(¢) =e (6.62)

ve buradaki radyasyonun enerji yogunlugunu
t2

PF = 2pot—262¢ (6.63)

alirsak, (6.56,6.57) denklemleri t% parantezine alinabilecek hale gelir. Yine skalar alan

fonksiyonunun

2
P(t) = do + Xl”% (6.64)

formunda oldugunu 6nerirsek bu denklemleri ¢ozebilmek icin gerekli olan t% paran-
tezine alabilmemize imkan saglar. Burada, ¢, bir sabit, ¢, bir referans zamani ve
A bir sabit parametredir. Kolaylik olsun diye x> = ¢; = 1 alarak, bu &nerilen
olcek fonksiyonu, skalar alan fonksiyonu, potansiyel fonksiyonu ve minimal olmayan
baglanim fonksiyonunu (6.56,6.57,6.58) diferansiyel denklemlerinde yerine yazarsak:

(6.56) denkleminden

2 742
(6.57) denkleminden
—ﬁ:—ﬁog_i+%+_vf_§g (6.66)
ve (6.58) denkleminden
Vots = % (6.67)

kosulu bulunur. (6.67) sonucunu (6.66) ve (6.65) denklemlerinde yerine yazip
diizenledigimizde

3(A2 —4)

o (6.68)

pol =
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kosulunu elde ederiz. Boylece yukaridaki kosullar altinda ¢oziimiin saglandigini

gostermis oluruz. Bu ¢6ziim i¢in ince yap1 sabitinin nasil degistigine bakalim. Bu

modelde ince yapi sabiti skalar alan ile (5.5) denkleminden de goriilecegi gibi

(6.69)

ifadesine gore degisiyordu. Burada Y (¢) = e~2? igin bir ¢oziim elde ettik. (6.64)
¢Oziimiinii burada yerine koyarsak ince yapi sabitinin evrenin evrimi sirasindaki

radyasyon baskin doneminde kozmolojik sabitle

alg) = ape®® = aoe¢°(%)4/)‘ (6.70)

olarak degistigini buluruz. (6.68) kosullarinda p, pozitif olan radyasyon enerji
yogunlugu oldugu igin A\, A> > 4 kosulunu saglayacak araliklarda degerler alabilir,

A< —2veya\ > 2.

6.2 Ustel Potansiyel Altinda Madde-Baskin Evrende Coziimler

Zamanla, evrenin sogudugu ve yogunlugunun diistii§ii duruma bakalim. Bu
evre madde baskin evren olarak isimlendirilir. Maddenin baskin oldugunda, 6l¢cek
faktorii ¢« maddenin yogunluguna bagli olarak genisler ve madde yogunlugu zamanla

azalir. Bu nedenle, a o< t*/? iliskisi gegerlidir. Bu evrede genisleme fonksiyonu
a(t) = agt?? (6.71)

olarak alimir. Bu hesaplar Barrow ve Li (2008) makalesinde bulunabilir. Hubble
parametresi, kozmolojik modelleme sirasinda siklikla kullanilan bir parametredir ve
kozmik 6l¢ek faktorii olan a’nin zamana gore tiirevinin kendisine oranidir ve

.2 ,1/3

a aot 2

H=-=3_"__=_ 6.72

a agt?/3 3t 6.72)

olarak bulunur. Potansiyel fonksiyonunu V(¢) = Vpe*? olarak alacagiz, burada V;

ve A sabit degerlerdir ve ¢ bagimsiz degiskendir. Potansiyelin ¢’ye gore tiirevi,

avd

% = % (VYQ@_/\QS) = —)\‘/E)G_Aqb
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olarak bulunur.

Verilen iki farkli ol¢ek faktorii a(t), farkli kozmolojik evrim senaryolarini
temsil eder ve bu nedenle madde-baskin evren i¢in farkli yogunluk ve basing profilleri
olusur. Madde baskin evrende py yerine p,, madde yogunlugu gelir pp ise sifir alinir.

£

2 (6.73)

Pm = Pmo

Yine yukaridaki (6.64) skalar alan fonksiyonu i¢in buradaki kosullar1 elde edelim. Bu

fonksiyonun birinci tiirevi, zamanla degisimin hizimi verir ve su sekilde yazilabilir:

o(t) = — (6.74)

Ikinci tiirev ise, zamanla degisimin hizinin degisimini verir ve su sekilde

yazilabilir:

21

o(t) = -1z (6.75)

Bu ifadeleri (6.58) skalar alan denkleminde yerine yazarsak

2 -

= = Vyto? (6.76)
kosulu bulunur. Burada ‘70 = Vpe % olarak kisaltilmistir. Bu kosulu (6.57) ve (6.56)
denklemlerinde yerine yazip diizenledigimizde

4(4 — \?)

oy (6.77)

met2 =

kosulunu elde ederiz. Yine bu evrede enerji yogunlugu py pozitif oldugu i¢in A\, \? > 4
kosulunu saglayacak araliklarda degerler alabilir, A < —2 veya A > 2. Boylece madde

baskin evrende iistel potansiyel altinda modelin ¢6ziimiinii bulmusg oluruz.

37



7. SONUC VE ONERILER

Bu tezde ince yap1 sabitinin ¢ skalar alanina bagh olarak degisimi incelendi. Bu in-
celeme evrenin zamanla evrimini ifade eden Friedmann—Lemaitre—Robertson—Walker
(FLRW) metrigini kullanarak yapildi. Ilk once gravitasyonun temel kavramlar
diferansiyel formlarin cebriyle birlikte 6grenildi. Daha sonra, BSBM modeli olarak
bilinen skalar alanin Maxwell alanina minimal olmayan baglanmasini iceren eylem
integrali yazildi. Bu eylemin varyasyonu alinarak her bir alan icin ayr1 ayri alan
denklemleri tiiretilerek modelin alan denklemleri elde edildi. Elektromanyetik alanlar
ortalama alma prosediirii kullanilarak izotropik geometriyle uyumlu hale getirildi.
Radyasyon baskin evrende elektrik ve manyetik katkilarin birbirine esdeger olacagi
varsayimiyla alan denklemlerine ¢oziim arastirildi. FLRW metrigi i¢in alan denklem-
lerinden Barrow ve Li (2008) makalesinde verilen diferansiyel denklemler tiiretildi
ve Barrow ve Li (2008) makalesinde ortaya ¢ikarilan ¢oziimlerin bu diferansiyel
denklemleri sagladig1 goriildii. Boylece ince yapi sabitinin skalar alana bagli degisimi
ve kozmolojik zamana baglh degisimi elde edildi. Sonraki calismalarda bu modelin

farkli baglanma fonksiyonlar1 i¢in yine benzer geometrilerde ¢oziimler arastirilabilir.
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