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Lie Çaprazlanmış Modüllerin Bazı Kategoriksel Özellikleri hakkında 

hazırlanan bu tez üç bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde, Lie cebirleri ve 

çaprazlanmış modüller ile ilgili temel özelliklere yer verilmiştir. İkinci bölümde, bazı 

kategoriksel özellikler tanıtılmıştır. Üçüncü bölümde, Lie çaprazlanmış modüller 

kategorisinde bazı kategoriksel özellikler incelenmiştir.  
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This thesis based on Some Categorical Aspects of Lie Crossed Modules consist 

of three chapters. In the first chapter, elementary properties were given about Lie 

algebras and their crossed modules. In the second chapter, some categorical aspects 

were introduced. In the third chapter, some categorical aspects were examined in the 

category of Lie crossed modules. 
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GİRİŞ 

Lie cebirleri, sonsuz küçük dönüşümler kavramını incelemek üzere (Sophus 

Lie 1871) tarafından tanımlanmıştır ve (Killing 1880, 1885) tarafından Lie’den 

bağımsız bir şekilde keşfedilmiştir. Daha önceki çalışmalarda “sonsuz küçük grup” 

şeklinde ifade edilen cebirsel yapıya (Weyl 1931) tarafından “Lie cebir” ismi 

verilmiştir. Norveçli matematikçi Sophus Lie tarafından, Lie grupları ve cebirleri ile 

diferansiyel denklem sistemlerinin integrasyonuyla ilgili çalışmalar geliştirilmiştir. 

Lie cebirleri ve Lie teorisi matematiğin diferansiyel geometri, analiz, topoloji ve cebir 

gibi pek çok dalında çeşitli uygulamalara sahiptir. Diğer yandan (Adams 1982), 

(Samelson 1990), (Conway ve Sloane 1991), (Serre 2001), (Carter ve Carter 2005) 

gibi pek çok araştırmacı basit ve yarı basit Lie cebirleri ile ilgili çalışmalar yapmıştır. 

Sonlu boyutlu yarı basit Lie cebirleri ile ilgili (Löh 2006) tarafından araştırmalar 

yapılmıştır. (Bauerle, De Kerf and Kroode 1990) tarafından ise özel lineer Lie 

cebirlerinin genel yapısı incelenmiştir. Ayrıca (Formanek 1985) bir serbest cebir 

üzerine etki eden bir sonlu grubun sabit noktalarıyla alakalı sonuçlara ulaşmıştır. 

(Bryant 1991) ve (Drensky 1994) de serbest Lie cebirleri için benzer sonuçları ispat 

etmiştir. Ek olarak (Hall 1950) bir serbest Lie cebirinin bazını bulmuştur. (Shirshov 

1962) tarafından da Lie cebirlerinde kompozisyon yöntemi geliştirilmiştir ve (Bokut 

1972) tarafından yapılan çalışma ile son halini almıştır.  

(Whitehead 1941, 1946) tarafından homotopi 2-tiplerin cebirsel 

modellemesinden bahsedilmiştir. Daha sonra, gruplar üzerinde çaprazlanmış modül 

kavramı ilk kez (Whitehead 1949) tarafından tanımlanmıştır.  Whitehead tarafından 

yapılan çalışmada özellikle relatif homotopi gruplarının cebirsel yapıları üzerine 

çaprazlanmış modüllere yer verilmiştir. O dönemden sonra çaprazlanmış modül 

kavramı pek çok başka alanda yer almıştır. Çaprazlanmış modülleri temel cebirsel 

yapılardan biri şeklinde düşünmek mümkündür. Bu konudaki çalışmalardan bazıları 

(Brown ve Higgins 1981), (Brown ve Huebschmann 1981), (Loday 1982) ve (Brown 

1982, 1984) tarafından yapılmış olup eskiye dayanmaktadır. Daha yakın tarihte (Ege 

1998) tarafından da çaprazlanmış modüller üzerine çalışmalar yapılmıştır. 

Çaprazlanmış modüllerin homotopi teorisi, cebirsel K-teori, kombinatoriyel grup teori, 

gruplar üzerinde homoloji ve kohomoloji, devirli homoloji, ve diferansiyel geometri 
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gibi matematiğin pek çok alanında önemli yer tutmaktadır. Ayrıca (Gerstenhaber 

1966) ve (Lichtenbaum ve Schlessinger 1967) çalışmalarında ise asosyatif cebirler 

üzerinde çaprazlanmış modül kavramı yer almıştır. Değişmeli cebirler üzerinde 

çaprazlanmış modül kavramını (Porter 1986) tarafından tanımlamıştır ve (Arvasi ve 

Porter 1996) da çalışmalarında bu konuya dair pek çok önemli sonuca ulaşmıştır. Ek 

olarak (Lue 1979) ele alınan bir çaprazlanmış modülün otomorfizm grubunun 

çaprazlanmış modüllerin derivasyon grubuna etkisini göstermiş ve homoloji karenin 

bazı uygulamaları üzerine çalışmalar yürütmüştür. (Guin-Walery ve Loday 1981) 

çaprazlanmış kare kavramını cebirsel K-teorideki problemlerde uygulanması amacıyla 

tanımlamıştır. (Brown ve Loday 1987) ise homoloji karenin bazı uygulamaları üzerine 

çalışmalar yapmıştır. (Norrie 1987) aktör çaprazlanmış modül kavramını 

tanımlamıştır. Öte yandan (Conduche 1984) gruplar için 2-çaprazlanmış modüller 

kavramını tanımlamıştır. (Grandjean ve Vale 1986) tarafından da değişmeli cebirler 

için 2-çaprazlanmış modüllerin homolojisi üzerine çalışmalar yürütülmüştür. (Arvasi 

1997), (Arvasi ve Porter 1998), (Mutlu ve Porter 1998, 2000) ve (Arvasi ve Ulualan 

2007) gibi araştırmacılar da konu ile alakalı çalışmalar yapmıştır.  

Lie cebirleri için çaprazlanmış modüller ise ilk defa (Kassel ve Loday 1982) 

tarafından tanımlanmıştır. Daha sonra yapılan tanımlamanın üzerine (Porter 1978, 

1986), (Casas 1990), (Ellis 1993), (Arvasi ve Porter 1996, 1997), (Casas ve Ladra 

1998, 2000) ve (Akça ve Arvasi 2002) gibi çalışmalar yapılmıştır. Ayrıca (Shammu 

1992) Lie cebir için çaprazlanmış kare tanımını vermiş ve farklı çalışmalarda 

bulunmuştur. Diğer taraftan (Kan 1958) tarafından simplisel gruplar tanımlanmıştır. 

(Ellis 1993) de simplisel Lie cebirlerini tanımlamış ve Moore kompleksi 1 olan 

simplisel Lie cebirler kategorisi ile Lie çaprazlanmış modüller kategorisinin doğal 

denkliğinin ispatını yapmış, Moore kompleksi 2 olan simplisel Lie cebirler kategorisi 

ile Lie 2-çaprazlanmış modüller kategorisinin doğal denkliğinin de ispatını yapmıştır.  

Kategori teorisi, matematiksel yapılar ve bu yapılar arası ilişkiler ile soyut 

açıdan ilgilenen bir matematik kuramı olarak bilinmektedir. Farklı kategoriler, 

funktorlar aracılığıyla ilişkilendirilebilmektedir. Funktorlar, bir kategorinin her bir 

nesnesini diğer kategorinin bir nesnesi ile ve bir kategorideki morfizmi diğer 

kategorideki bir morfizm ile ilişkilendiren fonksiyonların bir genelleştirmesi olarak 

düşünülmektedir. Kategoriler, funktorlar ve doğal transformasyonlar (Eilenberg ve 
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MacLane 1945) tarafından ortaya atılmıştır. Özellikle cebirsel topolojide, geometrik 

ve sezgisel bir kavram olan homolojiden aksiyomatik bir yaklaşım olan homoloji 

teorisine geçiş için mühim bir yer tutmuştur. Kategoriksel özellikler, diğer 

matematiksel soyut terimler gibi yeni bir dil elde edilmesini sağlamaktadır. Bu dil, 

düşünce tasarrufuna yardım etmektedir ve farklı alanlarda araştırmacılar arasında daha 

kolay iletişim sağlanmasının yanı sıra görünüşte ilgisiz çeşitli teoremlerin ve yapıların 

altında yatan ortak temel fikirleri yüzeye çıkarmaktadır. Bu nedenle eski sorunları 

görmek için yeni bir bağlam ortaya koymaktadır. Böylece derin, güçlü, klasik 

sonuçların gerçekte ne olduğunu belirlemeye ve tasvir etmeye yardımcı olmaktadır. 

Kategoriksel özellikler ile ilgili (MacLane 1969, 1971), (Herrlich ve Strecker 1973) 

tarafından detaylı çalışmalar yapılmıştır. Ayrıca kategori ve funktorlarla ilgili (Brown 

1982, 1984), (Mitchell 1972, 1978), (Amgott 1986) ve (Mosa 1986) gibi araştırmacılar 

çeşitli çalışmalarda bulunmuştur. Diğer taraftan, kategori teoride bir 𝑀: 𝐴 → 𝐵 

funktorunun 𝑀 ko-limiti 𝑐𝑜𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡𝑀 biçiminde gösterilmektedir ve bir 𝑓: 𝑀 ⇒ 𝑁 sabit 

funktoruna giden bir doğal transformasyondur. Bu doğal transformasyonun da sabit 

funktorlar üzerinde evrensel olduğu bilinmektedir. Başka bir deyişle, eğer 𝑁′ sabit 

funktoruna giden bir diğer doğal transformasyon 𝑔: 𝑀 ⇒ 𝑁′ ise bu durumda      

ℎ: 𝑁′ ⇒ 𝑁′ doğal transformasyonunun var olduğu bilinmektedir. Tüm bunlara ek 

olarak ko-eşitleyici ve ko-çarpım, ko-limitin özel birer hali olarak kabul edilmektedir. 

(Brown ve Higgins 1987) tarafından verilen önerme ile ko-limitin, ko-eşitleyici ve ko-

çarpım yardımıyla bulunabileceği gösterilmiştir. Öte yandan (Brown 1984) tarafından 

gruplar için ve (Shammu 1992) tarafından cebirler için sabit bir R objesi üzerinde 

çaprazlanmış modüller kategorisinde, ilişkili çaprazlanmış modüllerin kategoriksel 

özellikleri incelenmiştir. 

Lie çaprazlanmış modüllerin bazı kategoriksel özellikleri hakkında yapılan bu 

çalışmada; Lie cebirleri ve çaprazlanmış modüller ile ilgili bazı temel kavramlara yer 

verilmiş, Lie cebirleri üzerinde çaprazlanmış modüller ile ilgili bazı kavramlar 

irdelenmiş, bazı kategoriksel özellikler ele alınmış ve Lie çaprazlanmış modüller 

kategorisinde kategoriksel özellikler incelenmiştir.   
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1. LİE CEBİRLERİ VE ÇAPRAZLANMIŞ MODÜLLER 

Bir cismin üzerine bir dönüşüm ile tanımlanan vektör uzayı Lie cebir olarak 

isimlendirilir. Çaprazlanmış modüller ise temel cebirsel yapılardan biri şeklinde 

düşünülebilir. Bu bölümde Lie cebirleri ve çaprazlanmış modüller ile ilgili bazı temel 

kavramlara, açıklamalara ve örneklere yer verilmiştir. Detaylı bilgi için (Samelson 

1969), (Grandjean 1971), (Guin 1986), (Norrie 1987) ve (Casas 1990) bakılabilir.  

1.1 Lie Cebirleri 

Tanım 1.1.1 𝒌 birimli ve değişmeli bir halka, 𝐿 bir 𝒌-modül olmak üzere;                      

her 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐿 için  

i. [𝑎, 𝑎] = 0 

ii. [𝑎, [𝑏, 𝑐]] + [𝑏, [𝑐, 𝑎]] + [𝑐, [𝑎, 𝑏]] = 0 

özelliklerini sağlayan bir [, ]: 𝐿 × 𝐿 → 𝐿 bilineer (iki-lineer) fonksiyonu var ise 𝐿 ye 𝒌 

üzerinde bir Lie cebir veya Lie 𝒌-cebir, [, ] fonksiyonuna da Lie çarpımı denir. Burada 

(ii) özelliğine jakobi özdeşliği denir.  

(i) sebebiyle; 0 = [𝑎 + 𝑏, 𝑎 + 𝑏] = [𝑎, 𝑏] + [𝑏, 𝑎] olduğu için,  

iii. [𝑎, 𝑏] = −[𝑏, 𝑎] 

iv. [𝑎, [𝑏, 𝑐]] = [[𝑎, 𝑏], 𝑐] + [𝑏, [𝑎, 𝑐]] 

elde edilir. 

 Bu çalışma boyunca Lie 𝒌-cebir yerine Lie cebir ifadesini kullanacağız.  

Örnek 1.1.1 𝐿, 𝒌 üzerinde bir cebir olmak üzere; ele alınan [, ]: 𝐿 × 𝐿 → 𝐿 fonksiyonu 

[𝑎, 𝑏] = 𝑎𝑏 –  𝑏𝑎 biçiminde tanımlansın. [, ] fonksiyonu 

i. [𝑥 + 𝑥′, 𝑦] = (𝑥 + 𝑥′)𝑦 − 𝑦(𝑥 + 𝑥′) 

      = 𝑥𝑦 + 𝑥′𝑦 − 𝑦𝑥 − 𝑦𝑥′  
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            = 𝑥𝑦 − 𝑦𝑥 + 𝑥′𝑦 − 𝑦𝑥′ 

            = [𝑥, 𝑦] + [𝑥′, 𝑦]  

ii. [𝑥, 𝑦 + 𝑦′] = 𝑥(𝑦 + 𝑦′) − (𝑦 + 𝑦′)𝑥 

      = 𝑥𝑦 + 𝑥𝑦′ − 𝑦𝑥 − 𝑦′𝑥  

       = 𝑥𝑦 − 𝑦𝑥 + 𝑥𝑦′ − 𝑦′𝑥  

       = [𝑥, 𝑦] + [𝑥, 𝑦′]  

iii. 𝑟[𝑥, 𝑦] = 𝑟(𝑥𝑦 − 𝑦𝑥) = 𝑟𝑥𝑦 − 𝑟𝑦𝑥 

 = 𝑟𝑥𝑦 − 𝑦𝑟𝑥 = [𝑟𝑥, 𝑦]  

 = 𝑥𝑟𝑦 − 𝑟𝑦𝑥 = [𝑥, 𝑟𝑦]  

olduğundan bilineerdir. Ayrıca  

i. [𝑎, 𝑎] = 𝑎𝑎– 𝑎𝑎 = 0 

ii. [𝑎, [𝑏, 𝑐]] + [𝑏, [𝑐, 𝑎]] + [𝑐, [𝑎, 𝑏]] 

        = [𝑎, 𝑏𝑐 − 𝑐𝑏] + [𝑏, 𝑐𝑎 − 𝑎𝑐] + [𝑐, 𝑎𝑏 − 𝑏𝑎]  

                       = 𝑎(𝑏𝑐 − 𝑐𝑏) − (𝑏𝑐 − 𝑐𝑏)𝑎 + 𝑏(𝑐𝑎 − 𝑎𝑐) − (𝑐𝑎 − 𝑎𝑐)𝑏 

+ 𝑐(𝑎𝑏 − 𝑏𝑎) − (𝑎𝑏 − 𝑏𝑎)𝑐 = 0  

olup 𝐿, [, ] ile birlikte bir Lie cebirdir. 

Tanım 1.1.2 𝐿 bir Lie cebir olsun. Her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 için [𝑎, 𝑏] = 0 oluyor ise, 𝐿 ye Abelyen 

(değişmeli) Lie cebir denir.  

Tanım 1.1.3 𝐿1 ve 𝐿2 , 𝒌 üzerinde iki Lie cebir ve 𝜕: 𝐿1  →  𝐿2 bir 𝒌-modül 

homomorfizmi olsun. Her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿1 için 𝜕([𝑎, 𝑏]) = [𝜕(𝑎), 𝜕(𝑏)] ise 𝜕 ye bir Lie cebir 

homomorfizmi denir. Eğer 𝜕 bir Lie cebir homomorfizmi ve birebir örten ise 𝜕 ye bir 

Lie cebir izomorfizmi, 𝐿1 ve 𝐿2  ye de izomorfiktirler denir. 
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Tanım 1.1.4 𝐴 bir Lie cebir olsun.  𝐵 ⊆ 𝐴 olmak üzere, her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐵 için [𝑎, 𝑏] ∈ 𝐵 

ve 𝐵, 𝐴 nın alt modülü ise; 𝐵 ye 𝐴 nın bir Lie alt cebiri denir. 𝐵, 𝐴 nın Lie alt cebiri 

ve her 𝑎 ∈ 𝐵, 𝑏 ∈ 𝐴 için [𝑎, 𝑏] ∈ 𝐵 oluyorsa 𝐵 ye 𝐴 nın ideali denir.  

1.2 Çaprazlanmış Modüller 

Çaprazlanmış modüller, modüller ve ideallerin genişlemesidir. Aynı zamanda 

herhangi bir halka (cebir) da bir çaprazlanmış modüldür. Dolayısıyla çaprazlanmış 

modüller, halka kavramının genelleştirilmesi biçiminde düşünülebilir.  

Tanım 1.2.1 Bir 𝒌 sıfırdan farklı birimi olan değişmeli halka, 𝐿 ve 𝑁 iki Lie cebir 

olsun. O halde,  

𝑁 × 𝐿 → 𝐿 

 (𝑛, 𝑙) ↦ 𝑛 ∙ 𝑙   

dönüşümü her 𝑘 ∈ 𝒌, 𝑙, 𝑙′ ∈ 𝐿, 𝑛, 𝑛′ ∈ 𝑁 için  

i. 𝑘 ∙ (𝑛 ∙ 𝑙) = (𝑘 ∙ 𝑛) ∙ 𝑙 = 𝑛 ∙ (𝑘 ∙ 𝑙)  

ii. 𝑛 ∙ (𝑙 +  𝑙′) = 𝑛 ∙ 𝑙 +  𝑛 ∙ 𝑙′ 

iii. (𝑛 +  𝑛′) ∙ 𝑙 = 𝑛 ∙ 𝑙 +  𝑛′ ∙ 𝑙 

iv. [𝑛, 𝑛′] ∙ 𝑙 = 𝑛 ∙ (𝑛′ ∙ 𝑙) –  𝑛′ ∙ (𝑛 ∙ 𝑙)  

v. 𝑛 ∙ [𝑙, 𝑙′] = [𝑛 ∙ 𝑙, 𝑙′]  +  [𝑙, 𝑛 ∙ 𝑙′]  

şartlarını sağlıyorsa, bu dönüşüme 𝑁 nin 𝐿 üzerinde Lie etkisi denir.  

Tanım 1.2.2 𝐿 ve 𝑁 iki Lie cebir olsun. 𝛼: 𝐿 → 𝑁 bir 𝒌-cebir morfizmi olmak üzere 

ve 

𝑁 × 𝐿 → 𝐿 

 (𝑛, 𝑙) ↦ 𝑛 ∙ 𝑙  

𝑁 nin 𝐿 üzerine Lie etkisiyle beraber, her 𝑙, 𝑙′ ∈ 𝐿 ve 𝑛 ∈ 𝑁 için 
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i. α(𝑛 ∙ 𝑙) = [𝑛, α(𝑙)] 

ii. α(𝑙) ∙ 𝑙′ = [𝑙, 𝑙′] 

şartları sağlanıyorsa (𝐿, 𝑁, 𝛼) üçlüsüne Lie çaprazlanmış 𝒌-modül (crossed k module) 

veya kısaca Lie çaprazlanmış modül denir. Yalnızca (i) şartını sağlayan (𝐿, 𝑁, 𝛼) 

üçlüsüne Lie ön çaprazlanmış 𝒌-modül (precrossed k module) denir. (ii) özelliğine ise 

Peiffer özdeşliği denir. 

Örnek 1.2.1 𝐿 bir Lie cebir ve 𝑁, 𝐿 nin bir ideali olsun. 𝑛 ∈ 𝑁 ve 𝑙 ∈ 𝐿 olmak üzere 

𝜕: 𝑁 → 𝐿 

   𝑛 ↦ 𝑛 

içine dönüşümü alınsın. 𝐿 nin 𝑁 üzerine etkisi 

𝐿 × 𝑁 → 𝑁 

        (𝑙, 𝑛) ↦ [𝑙, 𝑛] 

biçiminde Lie çarpım işlemi olarak verilsin. O halde çaprazlanmış modül 

aksiyomlarının sağlandığı  

i. 𝜕(𝑙 ∙ 𝑛) = 𝜕[𝑙, 𝑛] = [𝑙, 𝑛] = [𝑙, 𝜕𝑛] 

ii. 𝜕𝑙 ∙ 𝑙′ = 𝑙 ∙ 𝑙′ = [𝑙, 𝑙′]  

şeklinde gösterilir. Dolayısıyla (𝑁, 𝐿, 𝜕) bir çaprazlanmış modül yapısı oluşturur. 

Örnek 1.2.2 𝐿, herhangi bir 𝒌-modül ve 𝑙1, 𝑙2 ∈ 𝐿 olmak üzere  

𝐿 × 𝐿 → L 

               (𝑙1, 𝑙2) ↦ [𝑙1, 𝑙2] = 0 

çarpımı tanımlansın. 𝐿 bir Lie cebir yapısı oluşturur.  

Diğer taraftan  
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0: 𝐿 → 𝑁 

                 𝑥 ↦ 0(𝑥) = 0 

biçiminde verilen sıfır morfizmi ve  

𝑁 × 𝐿 → L 

                (𝑛, 𝑙) ↦ 𝑛 ∙ 𝑙 = 𝑛𝑙 

etkisi her 𝑛 ∈ 𝑁, 𝑙, 𝑙′ ∈ 𝐿 için  

i. 0(𝑛 ∙ 𝑙) = 0[𝑛, 𝑙] = 0 = [𝑛, 0𝑙] 

ii. 𝜕𝑙 ∙ 𝑙′ = 0𝑙′ = 0 = [𝑙, 𝑙′] 

olduğundan (𝐿, 𝑁, 0) çaprazlanmış modül yapısı oluşturur. 

Örnek 1.2.3 𝐿 bir Lie 𝑁-cebir ve 𝛽: 𝐿 → 𝑁 ikinci izdüşüm fonksiyonu bir Lie 𝑁-cebir 

morfizmidir. 𝑁 nin 𝑁 ⋉ 𝐿 üzerine Lie etkisi 𝑛′ ∈ 𝑁 ve (𝑛′, 𝑙) ∈ 𝑁 ⋉ 𝐿 için 

𝑛′ ∙ (𝑙 ∙ 𝑛) = (𝑛′ ∙ 𝑙 ∙ [𝑛′, 𝑛]) 

biçiminde tanımlasın. O halde (𝑁 ⋉ 𝐿,𝑁, 𝛽) bir ön çaprazlanmış modüldür. 

Çoğunlukla (𝑁 ⋉ 𝐿,𝑁, 𝛽) bir çaprazlanmış modül değildir. 

Teorem 1.2.1 (𝐾,𝑊, 𝜕) bir Lie çaprazlanmış modül olmak üzere, 𝐾/𝐾2 ve 𝜕𝐾/𝜕𝐾2 

birer 𝑊/𝜕𝐾-modül yapısı oluşturur. 

İspat: 𝜕𝐾 nin 𝐾/𝐾2 üzerine etkisinin incelenmesi için; 𝑗, 𝑘 ∈ 𝐾 ve 𝑘 + 𝐾2 ∈ 𝐾/𝐾2 

olup 𝑎 = 𝜕𝑗 ∈ 𝜕𝐾 olmak üzere  

𝑎(𝑘 + 𝐾2) = 𝑎𝑘 + 𝐾2 = 𝜕𝑗𝑘 + 𝐾2 = 𝑗𝑘 + 𝐾2 

bulunur. 𝑗, 𝑘 ∈ 𝐾2 ve 𝐾2/𝐾2 ≅ {0̅} olduğu için bulunan ifade sıfırı verir. Bu sebeple, 

𝜕𝐾 nin 𝐾/𝐾2 üzerine etkisi sıfırdır.  

O halde, 
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𝑊/ ∂K × 𝐾/𝐾2 → 𝐾/𝐾2 

                                             (𝑤 + ∂𝑘, 𝑘 + 𝐾2) → (𝑤 + ∂𝑘) ∙ (𝑘 + 𝐾2) = 𝑤𝑘 + 𝐾2   

fonksiyonu ile  

i. (𝑤 + ∂𝑘) ∙ (𝑘1 +𝐾
2 + 𝑘2 + 𝐾

2) = (𝑤 + ∂𝑘) ∙ ((𝑘1 + 𝑘2) + 𝐾
2) 

= 𝑤 ∙ (𝑘1 + 𝑘2) + 𝐾
2  

= (𝑤 ∙ 𝑘1 + 𝑤 ∙ 𝑘2) + 𝐾
2  

= 𝑤 ∙ 𝑘1 + 𝐾
2 + 𝑤 ∙ 𝑘2 + 𝐾

2  

= (𝑤 + ∂𝑘) ∙ (𝑘1 + 𝐾
2) + (𝑤 + ∂𝑘) ∙ (𝑘2 +𝐾

2)  

ii. ((𝑤1 + ∂𝑘) + (𝑤2 + ∂𝑘)) ∙ (𝑘 + 𝐾
2) = ((𝑤1 + 𝑤2) ∙ ∂𝑘) ∙ (𝑘 + 𝐾

2)  

= (𝑤1 + 𝑤2) ∙ 𝑘 + 𝐾
2  

= (𝑤1 ∙ 𝑘 + 𝑤2 ∙ 𝑘) + 𝐾
2  

= 𝑤1 ∙ 𝑘 + 𝐾
2 + 𝑤2 ∙ 𝑘 + 𝐾

2  

= (𝑤1 + ∂𝑘) ∙ (𝑘 + 𝐾
2) + (𝑤2 + ∂𝑘) ∙ (𝑘 + 𝐾

2)   

iii. ((𝑤1 + ∂𝑘) ∙ (𝑤2 + ∂𝑘)) ∙ (𝑘 + 𝐾
2)  =  ((𝑤1 ∙ 𝑤2) ∙ ∂𝑘) ∙ (𝑘 + 𝐾

2)  

= (𝑤1 ∙ 𝑤2) ∙ 𝑘 + 𝐾
2  

= 𝑤1 ∙ (𝑤2 ∙ 𝑘) + 𝐾
2  

= (𝑤1 + ∂𝑘) ∙ (𝑤2 ∙ 𝑘 + 𝐾
2)  

= (𝑤1 + ∂𝑘) ∙ ((𝑤2 + ∂𝑘)(𝑘 + 𝐾
2))  

eşitlikleri sağlandığı için, 𝜕𝐾 bir 𝑊/𝜕𝐾-modüldür. Benzer şekilde 𝜕𝐾/𝜕𝐾2 nin de 

𝑊/𝜕𝐾-modül olduğu gösterilebilir. 



10 
 

Tanım 1.2.3 (𝐿, 𝑁, 𝛼) ve (𝐿′, 𝑁′, 𝛼′) iki Lie çaprazlanmış modül olmak üzere, 

𝑓(𝑛 ∙ 𝑙) = 𝑔(𝑛) ∙ 𝑓(𝑙) 

olup  

 

diyagramı değişmelidir. Dolayısıyla, 

𝛼′𝑓(𝑙) = 𝑔𝛼(𝑙) 

olacak biçimde 𝑓: 𝐿 → 𝐿′, 𝑔: 𝑁 → 𝑁′ Lie 𝒌-cebir morfizmleri varsa 

 (𝑓, 𝑔): (𝐿, 𝑁, 𝛼) →  (𝐿′, 𝑁′, α′)   

morfizmine çaprazlanmış modüller arasındaki morfizm adı verilir. Eğer 𝑓 ve 𝑔 örten 

ise (𝑓, 𝑔) ye örten, 𝑓 ve 𝑔 bire bir ise (𝑓, 𝑔) ye bire bir denir. 𝑓, 𝑔 izomorfizma ise 

yani 𝑓 ve 𝑔 bire bir örten ise 

 (𝑓, 𝑔): (𝐿, 𝑁, 𝛼) →  (𝐿′, 𝑁′, α′)   

morfizmine izomorfizm denir. O halde 

 (𝑓, 𝑔)−1 = (𝑓−1, 𝑔−1): (𝐿′, 𝑁′, α′) → (𝐿, 𝑁, 𝛼)   

bir çaprazlanmış modül morfizmidir ve 

 (𝑓, 𝑔)−1(𝑓, 𝑔) = (𝐼𝑑, 𝐼𝑑) = (𝑓, 𝑔)(𝑓, 𝑔)−1  

olur. Böylece çaprazlanmış modüllerin kategorisi oluşturulabilir ve bu kategori 

LXMod(k) ya da LXMod biçiminde gösterilir.  

Ayrıca 𝑁 = 𝑁′ ve 𝑔 birim dönüşüm ise, 𝑓 de bir Lie 𝒌-cebir morfizmi olduğu için  
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𝑓(𝑛 ∙ 𝑙) = 𝑛 ∙ 𝑓(𝑙) 

olur ve diyagram değişmeli olduğu için  

𝛼′𝑓(𝑙) = 𝛼(𝑙) 

eşitliğinin sağlandığı bilindiğinden, 𝑓 bir çaprazlanmış Lie 𝒌-modül morfizmidir. 𝑁 

üzerinde iki çaprazlanmış modülün bileşkesi bir çaprazlanmış Lie 𝒌-modül morfizmi 

olduğu için LXMod(k) nin bir alt kategorisi bulunur ve bu kategori LXMod(k)/N ya 

da LXMod/N şeklinde gösterilir. 

Örnek 1.2.4 (𝑓, 𝐼): (𝐿, 𝑁, 𝛼) → (𝐿′, 𝑁′, α′) bir çaprazlanmış modül homomorfizmiyse 

(𝐿, 𝐿′, 𝑓) bir çaprazlanmış modüldür. O halde 𝐿′ nün 𝐿 ye etkisi 𝛼′ yardımıyla, yani   

her 𝑙′ ∈ 𝐿′ ve 𝑙 ∈ 𝐿 için  

𝑙′ ∙ 𝑙 = 𝛼′(𝑙′) ∙ 𝑙 

şeklindedir. (𝐼𝑑𝐿 , 𝐼𝑑𝑁) ∶  (𝐿, 𝑁, 𝛼) → (𝐿, 𝑁, α) birim homomorfizmi (𝐼, 𝐼) ile 

gösterilebilir.  

Tanım 1.2.4 (𝐿, 𝑁, 𝛼) bir çaprazlanmış modül olsun. Ayrıca 𝐿′, 𝐿 nin ve 𝑁′, 𝑁 nin bir 

alt Lie cebiri olmak üzere 

𝛼′: 𝛼|𝐿: 𝐿
′ → N′ 

𝛼 nın 𝐿 ye kısıtlanışı ve 𝑁′ nün 𝐿′ ne etkisi 𝑁 nin 𝐿 üzerine etkisinin kısıtlanışı olmak 

üzere (𝐿′, 𝑁′, α′) çaprazlanmış modülüne, (𝐿, 𝑁, 𝛼) çaprazlanmış modülünün alt Lie 

çaprazlanmış modülü kısaca alt çaprazlanmış modülü denir ve (𝐿′, 𝑁′, α′) ≤ (𝐿, 𝑁, 𝛼) 

biçiminde gösterilir.  

Örnek 1.2.5 𝐾, 𝑁 Lie cebirinin bir alt Lie cebiri olmak üzere, burada 

(𝐾, 𝐾, 𝐼𝑑𝐾), (0, 𝐾, 𝑖), (𝑁,𝑁, 𝐼𝑑𝑁) ve (0, 𝑁, 𝑖) birer çaprazlanmış modüldür. Ayrıca 

(𝐾, 𝐾, 𝐼𝑑𝐾), (𝑁,𝑁, 𝐼𝑑𝑁) nin bir alt çaprazlanmış modülü, (0, 𝐾, 𝑖) de (0, 𝑁, 𝑖) nin alt 

çaprazlanmış modülüdür. 

Örnek 1.2.6 𝐼, 𝑁 Lie cebirinin herhangi bir ideali olsun. (𝐼, 𝑁, 𝑖), (𝑁,𝑁, 𝐼𝑑) 

çaprazlanmış modülünün alt çaprazlanmış modülüdür. 
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Örnek 1.2.7 𝐾 ve 𝐽, 𝑁 nin ideali; 𝐽 ⊆ 𝐾 olmak üzere; (𝐽, 𝐾, 𝑖), (𝐾,𝑁, 𝑖) çaprazlanmış 

modülünün alt çaprazlanmış modülüdür.  

Örnek 1.2.8 𝐾, 𝑁-modül; 𝐽, 𝐾 içinde 𝑁-alt modül olmak üzere; (𝐽, 𝑁, 0), (𝐾,𝑁, 0) 

çaprazlanmış modülünün alt çaprazlanmış modülüdür. 

Tanım 1.2.5 (𝐿, 𝑁, 𝛼) çaprazlanmış modül ve (𝐿′, 𝑁′, α′) alt çaprazlanmış modülü 

olmak üzere,  

i. 𝑁′, 𝑁 cebirinin bir idealidir. Yani 𝑁′ ⊴ 𝑁 olur.  

ii. Her 𝑛 ∈ 𝑁 ve 𝑙′ ∈ 𝐿′ için 𝑛 ∙ 𝑙′ ∈ 𝐿′ 

iii. Her 𝑛′ ∈ 𝑁′ ve 𝑙 ∈ 𝐿 için 𝑛′ ∙ 𝑙 ∈ 𝐿′ 

şartları sağlanıyorsa (𝐿′, 𝑁′, α′) alt çaprazlanmış modülüne, (𝐿, 𝑁, 𝛼) çaprazlanmış 

modülünün ideali denir. Ve (𝐿′, 𝑁′, α′) ⊴ (𝐿, 𝑁, 𝛼) biçiminde gösterilir. Burada 

(𝐿′, 𝑁′, α′) ⊴ (𝐿, 𝑁, 𝛼) oluyorsa 𝑙 ∈ 𝐿 ve 𝑙′ ∈ 𝐿 için  

[𝑙, 𝑙′] = 𝛼(𝑙) ∙ 𝑙′ ∈ 𝐿′ 

olduğundan 𝐿′, 𝐿 nin bir idealidir. 

Örnek 1.2.9 𝐼, 𝑁 Lie cebirinin bir ideali olmak üzere (𝐼, 𝐼, 𝐼𝑑), (𝑁,𝑁, 𝐼𝑑) nin ve 

(0, 𝐼, 𝑖) de (0, 𝑁, 𝑖) nin bir çaprazlanmış idealidir. 

Örnek 1.2.10 𝑊 bir 𝒌-cebir ve 𝐼, 𝑊 nin ideali, 𝑎 ∈ 𝐼 olmak üzere  

𝑖: 𝐼 → 𝑊 

  𝑎 ↦ 𝑎 

içine (inclusion) dönüşümü ve 𝑊 nin 𝐼 üzerine etkisi  

𝑊 × 𝐼 → 𝐼 

            (𝑤, 𝑎) ↦ 𝑤 ∙ 𝑎 = 𝑤𝑎 

ile birlikte her 𝑤 ∈ 𝑊 ve 𝑎 ∈ 𝐼 için çaprazlanmış modül aksiyomları  
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i. 𝜕(𝑤 ∙ 𝑎) = 𝜕(𝑤𝑎) = 𝑤𝑎 = 𝑤𝜕(𝑎) 

ii. 𝜕𝑎 ∙ 𝑎′ = 𝑎 ∙ 𝑎′ = 𝑎𝑎′ 

olduğundan, (𝐼,𝑊, 𝑖) bir çaprazlanmış modül yapısı oluşturur.  

Tersine, herhangi bir 𝜕: 𝐾 → 𝑊 çaprazlanmış 𝑊-modül ele alındığında, 𝜕𝐾 = 𝐼 nın 

𝑊 de ideal olduğu açıktır. 

Teorem 1.2.2  (𝐿′, 𝑁′, α′) ≤ (𝐿′′, 𝑁′′, α′′) ≤ (𝐿, 𝑁, 𝛼) şeklindeki alt çaprazlanmış 

modülleri için; (𝐿′, 𝑁′, α′), (𝐿, 𝑁, 𝛼) nın ideali ise; (𝐿′, 𝑁′, α′), (𝐿′′, 𝑁′′, 𝛼′′) nın 

idealidir. 

İspat:  

i. 𝑛 ∈ 𝑁, 𝑛′ ∈ 𝑁′, 𝑛′′ ∈ 𝑁′′, 𝑙 ∈ 𝐿 ve 𝑙′ ∈ 𝐿′ için (𝐿′, 𝑁′, α′) ⊴ (𝐿, 𝑁, 𝛼) 

olduğu için 𝑁′ ⊴ 𝑁 olur. 𝑁′ ≤ 𝑁′′ ≤ 𝑁 olduğu için [𝑛′, 𝑛′′] ∈ 𝑁′ olup; 𝑁′, 

𝑁′′ nin ideali olur. Yani 𝑁′ ⊴ 𝑁′′ olur. 

ii. (𝐿′, 𝑁′, α′) ⊴ (𝐿, 𝑁, 𝛼) olduğu için 𝑛. 𝑙′ ∈ 𝑁′ olur ve 𝑁′′ ≤ 𝑁 olduğu için 

𝑛′′ ∙ 𝑙′ ∈ 𝐿′ olur.  

iii. 𝑛′ ∙ 𝑙 ∈  𝐿 ve 𝐿′ ≤ 𝐿′′ ≤ 𝐿 olduğu için 𝑛′ ∙ 𝑙′′ ∈ 𝐿′ olur.  

Buradan (𝐿′, 𝑁′, α′), (𝐿′′, 𝑁′′, 𝛼′′) nın ideali olduğu sonucuna ulaşılır ve      

(𝐿′, 𝑁′, α′) ⊴ (𝐿′′, 𝑁′′, 𝛼′′) biçiminde gösterilir. 

Tanım 1.2.6 (𝐿′, 𝑁′, α′), (𝐿, 𝑁, 𝛼) nın bir ideali olmak üzere; 𝑁′ nün, 𝐿/𝐿′ üzerine 

etkisi  

𝑁′ × 𝐿/𝐿′  → 𝐿/𝐿′ 

       (𝑛′, (𝑙 + 𝐿′)) ↦ 𝑛′ ∙ (𝑙 + 𝐿′) 

olmak üzere 

𝑛′ ∙ (𝑙 + 𝐿′) = 𝑛′ ∙ 𝑙 + 𝐿′ 

olup 𝑛′ ∙ 𝑙′ ∈ 𝐿′ olduğu için sıfır olur. Buradan, 𝑁/𝑁′ bölüm Lie cebiri 𝐿/𝐿′ üzerine 
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𝑁/𝑁′ × 𝐿/𝐿′ → 𝐿/𝐿′  

                                        ((𝑛 + 𝑁′), (𝑙 + 𝐿′)) ↦ 𝑛 ∙ 𝑙 + 𝐿 

biçiminde Lie etkisi vardır. Ayrıca 

�̅�: 𝐿/𝐿′ → 𝑁/𝑁′ 

      (𝑙 + 𝐿′) ↦ 𝛼(𝑙) + 𝑁′ 

bölüm dönüşümü bir Lie cebir homomorfizmidir. Buradan, dönüşüm ve etki 

fonksiyonu gereğince 

(𝐿/𝐿′, 𝑁/𝑁′, �̅�)  =
(𝐿, 𝑁, 𝛼)

(𝐿′, 𝑁′, 𝛼′)
 

Lie çaprazlanmış modül yapısı oluşturulur ve bu yapıya bölüm çaprazlanmış modül 

denir. 

Örnek 1.2.11 𝑁′, 𝑁 nin ideali olmak üzere; 

(0, 𝑁, 𝑖)

(0, 𝑁′, 𝑖)
= (0, 𝑁/𝑁′, 𝑖) 

ve 

𝑁,𝑁, 𝐼𝑑

𝑁′, 𝑁′, 𝐼𝑑
= (𝑁/𝑁′, 𝑁/𝑁′, 𝐼𝑑) 

biçiminde bölüm çaprazlanmış modülleri elde edilir. 

Tanım 1.2.7 (𝑋, 𝑌, 𝛼), (𝐿, 𝑁, 𝛼′) iki çaprazlanmış modül ve 𝑋 × 𝐿 ile 𝑌 × 𝑁 Lie 

cebirlerin direkt çarpımı olsun. Bu durumda 

𝛼 × 𝛼′: 𝑋 × 𝐿 → 𝑌 × 𝑁  

                           (𝑥, 𝑙) ↦ (𝛼(𝑥), 𝛼′(𝑙)) 

dönüşümü ve  
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(𝑌 × 𝑁) × (𝑋 × 𝐿) → 𝑌 × 𝑁 

                                                ((𝑦, 𝑛), (𝑥, 𝑙)) ↦ (𝑦, 𝑛) ∙ (𝑥, 𝑙) = (𝑦 ∙ 𝑥, 𝑛 ∙ 𝑙) 

biçiminde verilmiş olan çaprazlanmış modüllerin indirgenen Lie etkileri ile beraber, 

(𝑋 × 𝐿, 𝑌 × 𝑁, 𝛼 × 𝛼′) çaprazlanmış modülü oluşturulabilir. Bu modüle ise (𝑋, 𝑌, 𝛼) 

ve (𝐿, 𝑁, 𝛼′) çaprazlanmış modüllerinin direkt çarpımı denir ve (𝑋, 𝑌, 𝛼) × (𝐿, 𝑁, 𝛼’) 

şeklinde gösterilir. 

Tanım 1.2.8 Bir çaprazlanmış modül morfizmi (𝑓, 𝑔): (𝐿, 𝑁, 𝛼) → (𝐿′, 𝑁′, α′) olsun. 

Burada, 

𝛼:𝐾𝑒𝑟𝑓 → 𝐾𝑒𝑟𝑔 

çaprazlanmış modülüne (𝑓, 𝑔) morfizminin çekirdeği denir ve 𝐾𝑒𝑟(𝑓, 𝑔) şeklinde 

gösterilir. 

Teorem 1.2.3 𝐾𝑒𝑟(𝑓, 𝑔) = (𝐾𝑒𝑟𝑓, 𝐾𝑒𝑟𝑔, 𝛼) çaprazlanmış modülü, (𝐿, 𝑁, 𝛼) nın bir 

idealidir. 

İspat: 𝑛 ∈ 𝑁, 𝑛1 ∈ 𝐾𝑒𝑟𝑔 için,  

𝑔([𝑛, 𝑛1]) = [𝑔(𝑛), 𝑔(𝑛1)] = [𝑔(𝑛), 0] = 0 

olduğu için [𝑛, 𝑛1]  ∈ 𝐾𝑒𝑟𝑔 olur. O halde 𝐾𝑒𝑟𝑔, 𝑁 nin idealidir.  

Ek olarak, 𝑛 ∈ 𝑁 ve  𝑙1 ∈ 𝐾𝑒𝑟𝑓 için  

𝑓(𝑛 ∙ 𝑙1) = 𝑔(𝑛) ∙ 𝑓(𝑙1) = 𝑔(𝑛) ∙ 0 = 0 

olduğu için 𝑛 ∙  𝑙1 ∈ 𝐾𝑒𝑟𝑓 olur.  

𝑛1 ∈ 𝐾𝑒𝑟𝑔 , 𝑙 ∈ 𝐿 için  

𝑓(𝑛1 ∙ 𝑙) = 𝑔(𝑛1) ∙ 𝑓(𝑙) = 0 ∙ 𝑓(𝑙) = 0 

olduğu için 𝑛1 ∙ 𝑙 ∈ 𝐾𝑒𝑟𝑓 elde edilir. 
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Tanım 1.2.9 (𝑓, 𝑔): (𝐿, 𝑁, 𝛼) → (𝐿′, 𝑁′, α′) bir çaprazlanmış modül morfizmi olmak 

üzere;  

𝛼′: 𝐼𝑚𝑓 → 𝐼𝑚𝑔 

çaprazlanmış modülüne (𝑓, 𝑔) morfizminin görüntüsü denir ve 𝐼𝑚(𝑓, 𝑔) şeklinde 

gösterilir. 

Teorem 1.2.4 (𝑓, 𝑔): (𝐿, 𝑁, 𝛼) → (𝐿′, 𝑁′, α′) bir morfizm olmak üzere; burada 

𝐼𝑚(𝑓, 𝑔), (𝐿′, 𝑁′, α′) nın bir alt çaprazlanmış modülüdür. 

Teorem 1.2.5 (𝑓, 𝑔): (𝐿, 𝑁, 𝛼) → (𝐿∗, 𝑁∗, 𝛼∗) örten olmak üzere; burada (𝐿′, 𝑁′, α′), 

(𝐿, 𝑁, 𝛼) nın bir ideali ise (𝑓, 𝑔)(𝐿′, 𝑁′, α′) = (𝑓(𝐿′), 𝑔(𝑁′), 𝛼′) da (𝐿∗, 𝑁∗, 𝛼∗) nın bir 

idealidir. 

Tanım 1.2.10 (𝐿′, 𝑁′, α′) ve (𝐿′′, 𝑁′′, 𝛼′′), (𝐿, 𝑁, 𝛼) nın alt çaprazlanmış modülü olmak 

üzere, 

𝛼|𝐿′⋂𝐿′′ ∶ 𝐿′⋂𝐿′′ → 𝑁′⋂𝑁′′ 

biçiminde indirgenen alt çaprazlanmış modüle (𝐿′, 𝑁′, α′) ile (𝐿′′, 𝑁′′, 𝛼′′) nın arakesiti 

denir ve (𝐿′, 𝑁′, α′) ⋂ (𝐿′′, 𝑁′′, 𝛼′′) şeklinde gösterilir. 

Teorem 1.2.6 (𝐿′, 𝑁′, α′) ve (𝐿′′, 𝑁′′, 𝛼′′), (𝐿, 𝑁, 𝛼) çaprazlanmış modülünün ideali ise 

(𝐿′, 𝑁′, α′) ⋂ (𝐿′′, 𝑁′′, 𝛼′′) arakesit çaprazlanmış alt modülü de (𝐿, 𝑁, 𝛼) nın idealidir. 

Örnek 1.2.12 𝑁′ ve 𝑁′′ , 𝑁 nin iki Lie alt cebiri olsun. Bu durumda 

(0, 𝑁′, 𝑖)⋂(0,𝑁′′, 𝑖) = (0, 𝑁′⋂𝑁′′, 𝑖) 

ve 

(𝑁′, 𝑁′, 𝐼𝑑)⋂(𝑁′′, 𝑁′′, 𝐼𝑑) = (𝑁′⋂𝑁′′, 𝑁′⋂𝑁′′, 𝐼𝑑) 

olur. 

Tanım 1.2.11 (𝐿′, 𝑁′, 𝛼′) ve (𝐿′′, 𝑁′′, 𝛼′′), (𝐿, 𝑁, 𝛼) çaprazlanmış modülünün ideali, 

𝐿′ + 𝐿′′ , 𝐿 de ideallerin toplamı ve 𝑁′ + 𝑁′′ , 𝑁 de ideallerin toplamı olmak üzere  
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𝛼|𝐿′+𝐿′′ ∶ 𝐿
′ + 𝐿′′ → 𝑁′ + 𝑁′′ 

dönüşümü ve 𝑁 nin 𝐿 üzerine etkisinden kaynaklanan 𝑁′ + 𝑁′′ nin 𝐿′ + 𝐿′′ üzerine 

etkisi ile birlikte oluşturulan çaprazlanmış modüle (𝐿′, 𝑁′, 𝛼′) ile (𝐿′′, 𝑁′′, 𝛼′′) 

çaprazlanmış modüllerinin toplamı denir ve (𝐿′, 𝑁′, 𝛼′) + (𝐿′′, 𝑁′′, 𝛼′′) şeklinde 

gösterilir. 

Örnek 1.2.13 𝑁′ ve 𝑁′′ , 𝑁 nin iki ideali olsun. Bu durumda  

(0, 𝑁′, 𝑖) + (0, 𝑁′′, 𝑖) = (0, 𝑁′ + 𝑁′′, 𝑖) 

ve 

(𝑁′, 𝑁′, 𝐼𝑑) + (𝑁′′, 𝑁′′, 𝐼𝑑) = (𝑁′ + 𝑁′′, 𝑁′ + 𝑁′′, 𝐼𝑑) 

olur. 

Teorem 1.2.7 (𝑋, 𝑌, 𝜕) ve (𝑊, 𝐵, 𝜕) çaprazlanmış modülleri (𝑍, 𝑁, 𝜕) çaprazlanmış 

modülünün idealleri olsun. Eğer  

i. (𝑋, 𝑌, ∂) + (𝑊,𝐵, ∂) ≅ (𝑍,𝑁, ∂) 

ii. (𝑋, 𝑌, ∂)⋂(𝑊,𝐵, ∂) = 0  

ise (𝑍, 𝑁, 𝜕) ≅ (𝑋, 𝑌, 𝜕) × (𝑊,𝐵, 𝜕) olur. 

Tanım 1.2.12 (𝑍, 𝑁, 𝜕) çaprazlanmış modülü Teorem 1.2.7 nin şartlarını sağlıyorsa bu 

(𝑍, 𝑁, 𝜕) çaprazlanmış modülüne (𝑋, 𝑌, 𝜕) ve (𝑊, 𝐵, 𝜕) ideallerinin iç çarpımı adı 

verilir.  

Tanım 1.2.13 𝑁 bir Lie 𝒌-cebir olsun ve 𝑑: 𝑁 → 𝐿 , 𝒌-lineer dönüşüm olsun.              

Her 𝑛, 𝑛’ ∈ 𝑁 için, 

𝑑[𝑛, 𝑛′] = 𝑛𝑑(𝑛′) − 𝑛′𝑑(𝑛) 

özelliği sağlanıyor ise 𝑑 ye bir derivasyon denir. 𝑁 den 𝐿 ye tüm derivasyonların 

kümesi 𝐷𝑒𝑟(𝑁) şeklinde gösterilir. 
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Teorem 1.2.8 (I. izomorfizm) (𝑓, 𝑔): (𝐿, 𝑁, 𝛼) → (𝐿’, 𝑁’, 𝛼’) bir çaprazlanmış modül 

morfizmi olmak üzere,  

(𝐿, 𝑁, α)

𝐾𝑒𝑟(𝑓, 𝑔)
 ≅ 𝐼𝑚(𝑓, 𝑔) 

dir.  

Teorem 1.2.9 (II. izomorfizm) (𝐿′′, 𝑁′′, 𝛼′′) ≤ (𝐿, 𝑁, 𝛼) ve (𝐿′, 𝑁′, 𝛼′) ⊴ (𝐿, 𝑁, 𝛼) ise  

(𝐿′, 𝑁′, α′) + (𝐿′′, 𝑁′′, 𝛼′′)

(𝐿′, 𝑁′, α′)
 ≅  

(𝐿′′, 𝑁′′, 𝛼′′)

(𝐿′, 𝑁′, α′)⋂(𝐿′′, 𝑁′′, 𝛼′′)
 

dir.  

Teorem 1.2.10 (III. izomorfizm) (𝐿′′, 𝑁′′, 𝛼′′) ≤ (𝐿′, 𝑁′, 𝛼′) ve (𝐿′, 𝑁′, 𝛼′) ⊴ (𝐿, 𝑁, 𝛼), 

(𝐿′′, 𝑁′′, 𝛼′′) ⊴ (𝐿, 𝑁, 𝛼) ise 

(𝐿, 𝑁, α)/(𝐿′′, 𝑁′′, α′′) 

(𝐿′, 𝑁′, α′)/(𝐿′′, 𝑁′′, α′′) 
 ≅  

(𝐿, 𝑁, α)

(𝐿′, 𝑁′, α′)
 

dir.  

Tanım 1.2.14 (𝐿, 𝑁, 𝛼) ve (𝑀,𝑁, 𝜃) çaprazlanmış iki Lie modül olsun ve 𝜆: 𝐿 → 𝑀 

bir 𝒌-lineer dönüşüm olmak üzere; her 𝑙, 𝑙′ ∈ 𝐿 için,  

λ[𝑙, 𝑙′] =  α(𝑙). λ(𝑙′) − α(𝑙′). λ(𝑙) 

oluyorsa 𝜆 ya 𝐿 den 𝑀 ye bir derivasyon denir. Tüm derivasyonların kümesi 

𝐷𝑒𝑟𝑁(𝐿,𝑀) biçiminde gösterilir. Ayrıca 𝑛 ∈ 𝑁, 𝜆 ∈ 𝐷𝑒𝑟𝑁(𝐿,𝑀) ve 𝑎𝑑𝑛: 𝐿 → 𝑁 

fonksiyonu 𝑎𝑑𝑛(𝑙) = [𝑛, 𝛼(𝑙)] biçiminde tanımlansın. Buradan, 𝜃(𝜆(𝑙)) = 𝑎𝑑𝑛(𝑙) 

yani 𝜃𝜆 = 𝑎𝑑𝑛 ise (𝜆, 𝑛) ikilisine 𝐷𝑒𝑟𝑁(𝐿,𝑀) nin konjugate (eşlenik) elemanı denir.  

Tanım 1.2.15 Her 𝑛, 𝑛′ ∈ 𝑁 için, 

𝛼: 𝑁 → 𝐷𝑒𝑟(𝑁) 

          𝑤 ↦ 𝛼(𝑤) = 𝛼𝑤 
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olmak üzere, 𝛼(𝑛)𝑛′ =  𝑛𝑛′ biçiminde tanımlı 𝛼(𝑛) = 𝛼𝑛 ∶ 𝑁 → 𝑁 dönüşümüne iç 

(inner) derivasyon denir. 

Teorem 1.2.11 𝐷𝑒𝑟𝑁(𝐿,𝑀) nin konjugate elemanlarının oluşturduğu küme bir Lie     

𝒌-cebirdir denir. 

Tanım 1.2.16 𝑁 nin 𝐷𝑒𝑟𝑁(𝐿,𝑀) üzerine etkisi 𝑛 ∈ 𝑁, (𝜆, 𝑦) ∈ 𝐷𝑒𝑟𝑁(𝐿,𝑀) olmak 

üzere ve her 𝑙 ∈ 𝐿 için,  

𝜇(𝑙) = 𝑛 ∙ 𝜆(𝑙) − 𝜆(𝑛 ∙ 𝑙) 

olmak üzere 

𝑛 ∙ (𝜆, 𝑦) = (𝜇, [𝑛, 𝑦]) 

biçiminde tanımlanır (Casas 1990) ve bu etki Lie etkisidir (Guin 1986). 

Teorem 1.2.12 ℎ(𝜆, 𝑛) = 𝑛 biçiminde tanımlanmış olan ℎ: 𝐷𝑒𝑟𝑁(𝐿,𝑀) → 𝑁 

fonksiyonu bir Lie cebir homomorfizmidir ve ℎ(𝑛(𝜆, 𝑦)) = [𝑛, ℎ(𝜆, 𝑦)] olur. 

Teorem 1.2.13 (𝐿, 𝑁, 𝛼) bir Lie ön çaprazlanmış modül ve (𝑀,𝑁, 𝜃) çaprazlanmış bir 

Lie modülü olmak üzere, 𝐷𝑒𝑟𝑁(𝐿,𝑀) nin konjugati bir ön çaprazlanmış 𝒌-modüldür. 
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2. KATEGORİKSEL ÖZELLİKLER  

Kategori teorisi temelde genel yapılar ile ilgilidir. Bu bölümde bilinen bazı 

kategoriksel özelliklerden bahsedilmiştir. Detaylı bilgi için (MacLane 1971) ve 

(Herrlich ve Strecker 1973) bakılabilir.  

𝒦 ile göstereceğimiz kategori aşağıdaki özellikleri sağlayan bir sistemdir. 

i. 𝒦-obje (ya da 𝑂𝑏(𝒦)) elemanlarına obje diyeceğimiz sınıftır.  

Bu sınıfın elemanları 𝐴, 𝐵, 𝐶, … ile gösterilecektir. 

ii. 𝒦-morfizm (ya da 𝑀𝑜𝑟(𝒦) ya da 𝒦(𝐴, 𝐵)) elemanlarına morfizm 

diyeceğimiz kümedir.  

Bu kümenin elemanları 𝑓, 𝑔, ℎ, … ile gösterilecektir.  

iii. Her objeye karşılık bir morfizm var olmalıdır. Yani, ele alınan 𝐴 objesi 

için  

1𝐴: 𝐴 → 𝐴 

morfizmi vardır. Bu morfizme birim morfizm adı verilir. 

iv. Ele alınan 𝑓: 𝐴 → 𝐵 ve 𝑔: 𝐵 → 𝐶 morfizm çifti için bir tek  

𝑔𝑓 = 𝑔𝑜𝑓: 𝐴 → 𝐶 

morfizmi vardır. Bu morfizme 𝑓 ve 𝑔 nin kompozisyonu adı verilir.  

Yani, kompozisyon 

𝒦(𝐴, 𝐵) × 𝒦(𝐵, 𝐶)
𝑜
→𝒦(𝐴, 𝐶)  

    (𝑓, 𝑔) ↦ 𝑜(𝑓, 𝑔) = 𝑔𝑓 = 𝑔𝑜𝑓  

şeklinde bir fonksiyondur.  
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 Bu durumda 𝒦 sistemi aşağıdaki iki aksiyomu sağlıyorsa 𝒦 ye bir kategori 

denir. 

1. (Asosyatiflik) 𝑓: 𝐴 → 𝐵, 𝑔: 𝐵 → 𝐶 ve ℎ: 𝐶 → 𝐷 morfizmleri için  

ℎ(𝑔𝑓) = (ℎ𝑔)𝑓 

dır. Yani 

 

diyagramı geçerlidir. 

2. (Birimlilik) 𝑓: 𝐴 → 𝐵 morfizmi için  

𝑓1𝐴 = 1𝐵𝑓 = 𝑓 

dır. Yani 

 

diyagramı geçerlidir. 

Şimdi bazı örnekleri inceleyelim. 

𝒦 = 𝑆𝑒𝑡 kümeler kategorisi olmak üzere, 

i. 𝒦-obje tüm kümelerin sınıfıdır. Yani objeler kümelerdir.  

ii. 𝒦-morfizm tüm fonksiyonların sınıfıdır. Yani morfizmler 

fonksiyonlardır.  
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iii. Birim morfizm, birim fonksiyondur. 

iv. Kompozisyon, morfizmler fonksiyon olduğundan bileşke işlemidir. 

1. 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 birer küme olmak üzere 

𝐴
ℎ
→𝐵

𝑔
→ 𝐶

𝑓
→𝐷 

fonksiyonları için 𝑓𝑜(𝑔𝑜ℎ) = (𝑓𝑜𝑔)𝑜ℎ olduğundan asosyatiflik şartı sağlanır.  

2. 𝐴 bir küme, 𝑓: 𝐴 → 𝐵 fonksiyon olmak üzere 

1𝐴: 𝐴 → 𝐴 

             𝑎 ↦ 1𝐴(𝑎) = 𝑎 

fonksiyonu her zaman vardır. Ayrıca her 𝑥 ∈ 𝐴 için 

(𝑓𝑜1𝐴)(𝑥) = 𝑓(1𝐴(𝑥)) = 𝑓(𝑥) ⇒ 𝑓1𝐴 = 𝑓  

(1𝐵𝑜𝑓)(𝑥) = 1𝐵(𝑓(𝑥)) = 𝑓(𝑥) ⇒ 1𝐵𝑓 = 𝑓  

olduğundan birimlilik şartı sağlanır. Benzer şekilde, objeler sonlu kümeler alınırsa 𝒦 

sonlu kümeler kategorisi elde edilir. 

𝒦 = 𝐺𝑟𝑝 gruplar kategorisi olmak üzere, 

i. 𝒦-obje tüm grupların sınıfıdır. Yani objeler gruplardır.  

ii. 𝒦-morfizm tüm homomorfizmlerin kümesidir. Yani morfizmler 

gruplar arasındaki homomorfizmlerdir.  

iii. Birim morfizm, birim homomorfizmdir. 

iv. Kompozisyon, homomorfizm grup işlemini koruyan fonksiyon 

olduğundan bileşke işlemidir. 

1. (𝐺,∗), (𝐻,△), (𝐾,▭), (𝑀, #) birer grup olmak üzere 

(𝐺,∗)
ℎ
→ (𝐻,△)

𝑔
→ (𝐾,▭)

𝑓
→ (𝑀, #) 
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homomorfizmaları için (𝑓𝑜𝑔)𝑜ℎ = 𝑓𝑜(𝑔𝑜ℎ) dır. Çünkü 

 

diyagramı geçerlidir. Ayrıca iki grup homomorfizmasının bileşkesinin de bir grup 

homomorfizması olduğunu göstermeliyiz. Bu sebeple 

(𝐺,∗)
ℎ
→ (𝐻,△)

𝑔
→ (𝐾,▭) 

homomorfizmalarının bileşkesi 

𝑔𝑜ℎ: (𝐺,∗) → (𝐾,▭) 

nin grup homomorfizması olduğunu göstermeliyiz.  

Yani, her 𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝐺 için  

(𝑔𝑜ℎ)(𝑎1 ∗ 𝑎2) = 𝑔(ℎ(𝑎1 ∗ 𝑎2))  

  = 𝑔(ℎ(𝑎1) △ ℎ(𝑎2)) (∵ ℎ ℎ𝑜𝑚𝑜𝑚𝑜𝑟𝑓𝑖𝑧𝑚𝑎)  

  = 𝑔(ℎ(𝑎1))▭𝑔(ℎ(𝑎2)) (∵ 𝑔 ℎ𝑜𝑚𝑜𝑚𝑜𝑟𝑓𝑖𝑧𝑚𝑎)  

  = (𝑔𝑜ℎ)(𝑎1)▭(𝑔𝑜ℎ)(𝑎2)  

geçerlidir.  

2. 𝐺 bir grup, 𝑓: 𝐺 → 𝐻 grup homomorfizması olmak üzere 

1𝐺: 𝐺 → 𝐺 

                      𝑔1 ↦ 1𝐴(𝑔1) = 𝑔1 

ve 
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1𝐻: 𝐻 → 𝐻 

                          ℎ1 ↦ 1𝐵(ℎ1) = ℎ1 

grup homomorfizmi vardır. Ayrıca her 𝑥 ∈ 𝐺 için 

(𝑓𝑜1𝐺)(𝑥) = 𝑓(1𝐺(𝑥)) = 𝑓(𝑥) ⇒ 𝑓1𝐺 = 𝑓  

(1𝐻𝑜𝑓)(𝑥) = 1𝐻(𝑓(𝑥)) = 𝑓(𝑥) ⇒ 1𝐻𝑓 = 𝑓  

olduğundan birimlilik şartı sağlanır. Benzer şekilde, objeler Abelyen gruplar alınırsa 

𝒦 Abelyen gruplar kategorisi elde edilir. 

Şimdi bazı kavramları inceleyelim. 

𝒦 bir kategori olsun. 𝒦 nin her 𝑋 objesi için bir tek  

𝐵
Ǝ!
→𝑋 

morfizmi varsa 𝐵 ye 𝒦 nin ilk (başlangıç, initial) objesi denir ve 0 ile gösterilir.  

Diğer bir deyişle 𝒦 bir kategori, 𝐼 bir 𝒦-obje olsun. Eğer her 𝐴 bir 𝒦-obje iken  

𝒦(𝐼, 𝐴) = {𝑓│𝑓: 𝐼 → 𝐴 𝑚𝑜𝑟𝑓𝑖𝑧𝑚} 

tek elemanlı ise 𝐼 ya 𝒦 nin ilk objesi denir. 

𝒦 bir kategori olsun. 𝒦 nin her 𝑋 objesi için bir tek  

𝑋
Ǝ!
→ 𝑉 

morfizmi varsa 𝑉 ye 𝒦 nin son (varış, terminal) objesi denir ve 1 ile gösterilir.  

Diğer bir deyişle 𝒦 bir kategori, 𝑆 bir 𝒦-obje olsun. Eğer her 𝐴 bir 𝒦-obje iken  

𝒦(𝐴, 𝑆) = {𝑓│𝑓: 𝐴 → 𝑆 𝑚𝑜𝑟𝑓𝑖𝑧𝑚} 

tek elemanlı ise 𝑆 ye 𝒦 nin son objesi denir. 
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2.1 Funktorlar 

Funktor, bir 𝒦 kategorisinden bir 𝒟 kategorisine giden bir ok olarak 

tanımlanır. Diğer bir deyişle funktor, bir matematiksel yapıdan diğer bir matematiksel 

yapıya giden bir dönüşümdür. Homomorfizm, cebirsel özellikleri koruyan dönüşüm 

ise funktorlar da kategoriksel özellikleri koruyan dönüşümdür. 

𝒦 ve 𝒟 iki kategori olmak üzere, 

𝐹:𝒦‒𝑚𝑜𝑟𝑓𝑖𝑧𝑚 → 𝒟‒𝑚𝑜𝑟𝑓𝑖𝑧𝑚 

fonksiyonu 

i. (Birimlerin korunması) 𝒦 nin her 𝐴 objesi için 𝐹(1𝐴) = 1𝐹(𝐴) 

ii. (Kompozisyonların korunması) 𝑓𝑜𝑔, 𝒦 nin bir 

kompozisyonuysa 𝐹(𝑓𝑜𝑔) = 𝐹(𝑓)𝑜𝐹(𝑔) 

şartlarını sağlıyorsa 𝐹 ye 𝒦 kategorisinden 𝒟 kategorisine bir funktor denir ve 

𝐹:𝒦 → 𝒟 ⋁ 𝒦
𝐹
→𝒟 ⋁ (𝒦, 𝐹, 𝒟) 

ile gösterilir. 

2.2 Eşitleyici ve Ko-eşitleyici 

Tanım 2.2.1 𝒦 bir kategori olmak üzere, 𝐶
    𝑓    
→  𝐷 ve 𝐶

    𝑔    
→   𝐷 birbirinden farklı        

𝒦-morfizm çifti olsun. Bir (𝐸, 𝑒) ikilisi, aşağıdaki koşulları sağlıyorsa 𝒦 deki 𝑓 ve 𝑔 

nin eşitleyici objesi (equalizer) olarak adlandırılır.  

i. 𝑒: 𝐸 → 𝐶 bir 𝒦-morfizm, 

ii. 𝑓 ∘ 𝑒 = 𝑔 ∘ 𝑒, 

iii. Herhangi bir 𝒦-morfizm için, 𝑒′: 𝐸′ → 𝐶 olmak üzere 𝑓 ∘ 𝑒′ = 𝑔 ∘ 𝑒′ ve  
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diyagramı değişmeli olacak şekilde biricik (unique) �̅�: 𝐸′ → 𝐸 bir 𝒦-morfizm vardır. 

Örnek 2.2.1 𝒦 kümeler kategorisi olmak üzere,  

 

𝐸 = {𝑥 ∈ 𝑋│𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) ⊆ 𝑋} 

kümesi tanımlansın. Buradan 

𝑗: 𝐸 → 𝑋 

                 𝑥 ↦ 𝑗(𝑥) = 𝑥 

olmak üzere 

𝑓𝑗(𝑥) = 𝑓(𝑥) 

            = 𝑔(𝑥) 

                 = 𝑔(𝑗(𝑥)) 

             = 𝑔𝑗(𝑥) 

olduğundan 𝑓𝑗 = 𝑔𝑗 olur. Ayrıca 

𝑘: 𝑍 → 𝐸 

                         𝑧 ↦ 𝑘(𝑧) = ℎ(𝑧) 
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ve  

𝑓ℎ = 𝑔ℎ ⇒ 𝑓(ℎ(𝑧)) = 𝑔(ℎ(𝑧)) ⇒ ℎ(𝑧) ∈ 𝐻  

olduğundan 𝑘(𝑧) = ℎ(𝑧) biçiminde tanımlanır. O halde, her 𝑧 ∈ 𝑍 için 

𝑗𝑘(𝑧) = 𝑗(𝑘(𝑧)) 

      = 𝑘(𝑧) 

      = ℎ(𝑧) 

olduğundan 𝑗𝑘 = ℎ olur. Buradan, verilen diyagramın değişmeli olduğu sonucuna 

ulaşılır. Şimdi 𝑘 nin biricik olduğunu gösterelim. 

𝑘′ ile 𝑘 aynı özelliğe sahip iki fonksiyon olmak üzere, 𝑘′: 𝑍 → 𝐸 bir morfizm ve   

𝑗𝑘′ = ℎ olur. Buradan, her 𝑧 ∈ 𝑍 için 

𝑗𝑘′(𝑧) = 𝑗(𝑘′(𝑧)) 

      = 𝑘′(𝑧) 

      = ℎ(𝑧) 

            = 𝑗(𝑘(𝑧)) 

      = 𝑘(𝑧) 

olduğundan 𝑘′(𝑧) = 𝑘(𝑧) olur dolayısıyla 𝑘′ = 𝑘 olduğundan 𝑘 biriciktir.  

Örnek 2.2.2 

𝑓: ℝ × ℝ → ℝ 

                 (𝑥, 𝑦) ↦ 𝑥2 + 𝑦2 

𝑔: ℝ × ℝ → ℝ 

     (𝑥, 𝑦) ↦ 1 
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fonksiyonları ele alındığında eşitleyici objesi  

𝐸 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ × ℝ│𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑔(𝑥, 𝑦) ⇔ 𝑥2 + 𝑦2 = 1} 

biçimindeki birim çemberdir. Buradan 

     𝑗: 𝐸 → ℝ × ℝ 

        (𝑥, 𝑦) ↦ (𝑥, 𝑦) 

           𝑘: 𝑍 → 𝐸 

        𝑧 ↦ 𝑘(𝑧) = ℎ(𝑧) 

   ℎ: 𝑍 → ℝ × ℝ 

       𝑧 ↦ ℎ(𝑧) = (𝑥, 𝑦) 

olur. 

Bazı kategorilerde eşitleyici obje yoktur.  

Örnek 2.2.3 Objeleri iki elemanlı kümelerden oluşan bir 𝒦 kategorisi olmak üzere,  

𝐸 = (𝑒1, 𝑒2) → 𝑋 = (𝑥1, 𝑥2) ⇉ 𝑌 = (𝑦1, 𝑦2) 

(𝐸, 𝑗), (𝑓, 𝑔) nin eşitleyicisi olsun. O halde 𝑓 = 𝑔 olur ki bu çelişkidir (𝑓 ≠ 𝑔 

olmalıdır).  

Yani, 𝒦 kategorisinin eşitleyici objesi yoktur. 

Tanım 2.2.2 𝒦 bir kategori olmak üzere, 𝐶
    𝑓    
→  𝐷 ve 𝐶

    𝑔    
→   𝐷 birbirinden farklı        

𝒦-morfizm çifti olsun. Eğer 𝑗: 𝐷 → 𝐽 olmak üzere, ancak ve ancak 𝑗 ∘ 𝑓 = 𝑗 ∘ 𝑔 

sağlanıyorsa ve her 𝑗′ morfizmi için 𝑗′ ∘ 𝑓 = 𝑗′ ∘ 𝑔 olacak şekilde biricik 𝑗 

bulunabiliyorsa (𝑗, 𝐽) ikilisi 𝒦 deki 𝑓 ve 𝑔 nin ko-eşitleyici objesi (coequalizer) olarak 

adlandırılır.  
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2.3 Çarpım ve Ko-çarpım 

Teorem 2.3.1 (𝐶, 𝐷) küme çiftinin kartezyen çarpımı, 𝜋𝑐: 𝑃 → 𝐶 ve 𝜋𝐷: 𝑃 → 𝐷 iki 

izdüşüm fonksiyonu ile birlikte bir 𝑃 = 𝐶 × 𝐷 kümesidir ve şu özelliğe sahiptir; 𝐻 

herhangi bir küme ve 𝑓: 𝐻 → 𝐶, 𝑔:𝐻 → 𝐷 fonksiyonlar ise, o zaman biricik ℎ: 𝐻 → 𝑃 

fonksiyonu vardır ve  

 

diyagramı değişmelidir. 

Tanım 2.3.1 𝒦 bir kategori, (𝐶, 𝐷) ikilisi 𝒦 nin objeleri, ayrıca (𝑃, 𝜋𝑐, 𝜋𝐷) üçlüsünde 

𝑃 bir 𝒦-obje olmak üzere; 𝜋𝑐: 𝑃 → 𝐶, 𝜋𝐷: 𝑃 → 𝐷 de 𝒦-morfizmler olsun. O halde; 𝐻 

bir 𝒦-obje ve 𝑓: 𝐻 → 𝐶, 𝑔:𝐻 → 𝐷 keyfi 𝒦-morfizmler olmak üzere, burada  

 

diyagramı değişmeli olacak şekilde biricik 〈𝑓, 𝑔〉: 𝐻 → 𝑃 morfizmi varsa 𝑃 ye (𝐶, 𝐷) 

nin çarpım objesi (product) denir. Çoğu zaman (𝑃, 𝜋𝑐, 𝜋𝐷) üçlüsü 𝐶 × 𝐷 ile gösterilir. 

𝐶 × 𝐷 sembolünün yalnızca 𝑃 objesini temsil etmek için kullanılması yanlıştır. 

Unutmamalıdır ki bu çarpım sadece bir obje değil üçlüdür.  

Örnek 2.3.1 𝒦 kümeler kategorisi olmak üzere 𝑋, 𝑌 birer 𝒦-obje ve 

𝑍 = 𝑋 × 𝑌 = {(𝑥, 𝑦)│𝑥 ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝑌} 
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kümesinin 𝑋 ve 𝑌 nin çarpım objesi olduğunu gösterelim. 

𝑊 kümesi ve 𝑓: 𝑊 → 𝑋, 𝑔: 𝑊 → 𝑌 fonksiyonları verilsin. Buradan 

 

diyagramı değişmeli olacak şekilde biricik ℎ: 𝑊 → 𝑍 fonksiyonu var olmalıdır. Bu 

durumda  

𝑗: 𝑍 = 𝑋 × 𝑌 → 𝑋 

           (𝑥, 𝑦) ↦ 𝑥 

ve 

𝑘: 𝑍 = 𝑋 × 𝑌 → 𝑌 

           (𝑥, 𝑦) ↦ 𝑦 

olduğundan 

ℎ: 𝑊 → 𝑋 × 𝑌 

                                                               𝑤 ↦ (𝑓(𝑤), 𝑔(𝑤)) 

fonksiyonunun var olduğu bilinmektedir. O halde 

𝑗ℎ(𝑤) = 𝑗(𝑓(𝑤), 𝑔(𝑤)) = 𝑓(𝑤) 

𝑘ℎ(𝑤) = 𝑘(𝑓(𝑤), 𝑔(𝑤)) = 𝑔(𝑤) 

olduğundan verilen diyagram değişmelidir. Şimdi ℎ nin biricik olduğunu gösterelim. 

ℎ′ ile ℎ aynı özelliğe sahip olmak üzere 
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ℎ′: 𝑊 → 𝑋 × 𝑌 

      𝑤 ↦ (𝑥, 𝑦) 

 alalım ve 𝑗ℎ′ = 𝑓, 𝑘ℎ′ = 𝑔 olsun. Buradan 

𝑗ℎ′(𝑤) = 𝑗(𝑥, 𝑦) = 𝑥 = 𝑓(𝑤) 

𝑘ℎ′(𝑤) = 𝑘(𝑥, 𝑦) = 𝑦 = 𝑔(𝑤) 

olduğundan 

ℎ′(𝑤) = (𝑥, 𝑦) = (𝑓(𝑤), 𝑔(𝑤)) = ℎ(𝑤) 

olur. O halde, 𝑤 ∈ 𝑊 keyfi seçildiği için ℎ = ℎ′ olup ℎ biriciktir denir. Buradan 

𝑋 ve 𝑌 nin çarpım objesinin 𝑋 × 𝑌 kümesi olduğu sonucuna ulaşılır.  

Örnek 2.3.2 𝒦 gruplar kategorisi olmak üzere 𝐴, 𝐵 birer 𝒦-obje ve 

𝑍 = 𝐴 × 𝐵 = {(𝑎, 𝑏)│𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵} 

kümesi 

(𝑎, 𝑏)(𝑎′, 𝑏′) = (𝑎𝑎′, 𝑏𝑏′) 

işlemine göre bir gruptur. 𝐴 ve 𝐵 nin çarpım objesinin verilen küme olduğunu 

gösterelim.  

𝑊 bir grup ve 𝑓: 𝑊 → 𝐴, 𝑔: 𝑊 → 𝐵 grup homomorfizmi verilsin. O halde 

 

diyagramı değişmeli olacak şekilde biricik ℎ: 𝑊 → 𝐴 × 𝐵 grup homomorfizmi var 

olmalıdır. O halde,  
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ℎ: 𝑊 → 𝐴 × 𝐵 

                    𝑤 ↦ (𝑓(𝑤), 𝑔(𝑤)) 

fonksiyonu her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑊 için 

ℎ(𝑎𝑏) = (𝑓(𝑎𝑏), 𝑔(𝑎𝑏)) 

                         = (𝑓(𝑎)𝑓(𝑏), 𝑔(𝑎)𝑔(𝑏)) 

                                 = (𝑓(𝑎), 𝑔(𝑎)), (𝑓(𝑏), 𝑔(𝑏)) 

     = (ℎ(𝑎)ℎ(𝑏)) 

olduğundan ℎ bir grup homomorfizmidir.  

Ayrıca 

𝑗: 𝐴 × 𝐵 → 𝐴 

    (𝑎, 𝑏) ↦ 𝑎 

𝑘: 𝐴 × 𝐵 → 𝐵 

     (𝑎, 𝑏) ↦ 𝑏 

ℎ: 𝑊 → 𝐴 × 𝐵 

                   𝑤 ↦ (𝑓(𝑤), 𝑔(𝑤)) 

homomorfizmlerinin olduğu bilindiğinden 

𝑗ℎ(𝑤) = 𝑗(𝑓(𝑤), 𝑔(𝑤)) = 𝑓(𝑤) 

𝑘ℎ(𝑤) = 𝑘(𝑓(𝑤), 𝑔(𝑤)) = 𝑔(𝑤) 

olur ve diyagram değişmelidir denir. Şimdi ℎ nin biricik olduğunu gösterelim. 

ℎ′ ile ℎ aynı özelliğe sahip olmak üzere 
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ℎ′: 𝑊 → 𝐴 × 𝐵 

      𝑤 ↦ (𝑎, 𝑏) 

 alınsın ve  

𝑗ℎ′ = 𝑓 

𝑘ℎ′ = 𝑔 

olsun. Buradan 

𝑗ℎ′(𝑤) = 𝑗(𝑎, 𝑏) = 𝑎 = 𝑓(𝑤) 

𝑘ℎ′(𝑤) = 𝑘(𝑎, 𝑏) = 𝑏 = 𝑔(𝑤) 

olduğundan 

ℎ′(𝑤) = (𝑎, 𝑏) = (𝑓(𝑤), 𝑔(𝑤)) = ℎ(𝑤) 

olur. O halde, 𝑤 ∈ 𝑊 keyfi seçildiği için ℎ = ℎ′ olup ℎ biriciktir denir. Buradan 

𝐴 ve 𝐵 nin çarpım objesinin 𝐴 × 𝐵 çarpım grubu olduğu sonucuna ulaşılır.  

Tanım 2.3.2 𝒦 bir kategori, (𝐶, 𝐷) ikilisi 𝒦 nin objeleri, ayrıca (𝛼𝑐 , 𝛼𝐷 , 𝑅) üçlüsünde 

𝑅 bir 𝒦-obje olmak üzere; 𝛼𝑐: 𝐶 → 𝑅, 𝛼𝐷: 𝐷 → 𝑅 de birer 𝒦-morfizm olsun. O halde, 

𝐻 bir 𝒦-obje ve 𝑓: 𝐶 → 𝑅, 𝑔: 𝐷 → 𝑅 keyfi 𝒦-morfizmler olmak üzere  

 

diyagramı değişmeli olacak şekilde biricik [𝑓, 𝑔]: 𝑅 → 𝐻 morfizmi varsa 𝑅 ye (𝐶, 𝐷) 

nin ko-çarpım objesi (coproduct) denir.  

Ek olarak; (𝛼𝑐, 𝛼𝐷 , 𝑅) üçlüsü ve genellikle sadece 𝑅, sıklıkla 𝐶 ⊔ 𝐷 ile gösterilir. 
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Örnek 2.3.3 𝒦 kümeler kategorisi olmak üzere 

 

diyagramını ele alalım. 𝐶′ = 𝐶 × {1}  ve 𝐷′ = 𝐷 × {2} kümelerini tanımlayalım. 

𝐶 ⊔ 𝐷 = 𝐶′ ∪ 𝐷′, 𝐶′ ∩ 𝐷′ = ∅ 

ve 

𝑖1: 𝐶 → 𝐶 ⊔ 𝐷 

     𝑐 ↦ (𝑐, 1) 

𝑖2: 𝐷 → 𝐶 ⊔ 𝐷 

     𝑑 ↦ (𝑑, 2) 

içine fonksiyonları olsun. O halde 

𝛼: 𝐶 ⊔ 𝐷 → 𝐻  

            ℎ ↦ 𝛼(ℎ) = {
𝑓𝐶(𝑐); ℎ = (𝑐, 1), 𝑐 ∈ 𝐶

𝑓𝐷(𝑑); ℎ = (𝑑, 2), 𝑑 ∈ 𝐷
}  

fonksiyonu için 

𝛼𝑖1(𝑐) = 𝛼((𝑐, 1)) = 𝑓𝐶(𝑐) 

𝛼𝑖2(𝑑) = 𝛼((𝑑, 2)) = 𝑓𝐷(𝑑) 

olduğundan verilen diyagram değişmelidir. Diğer taraftan 𝛼 nın biricik olduğunu 

gösterelim. 
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Bunun için aynı özellikte 𝛼 ile 𝛼′ fonksiyonlarını ele alalım. Yani 

𝛼′: 𝐶 ⊔ 𝐷 → 𝐻 

ve 

𝛼′𝑖1 = 𝑓𝐶 

𝛼′𝑖2 = 𝑓𝐷 

olmak üzere, 𝑐 ∈ 𝐶 için 

𝛼′𝑖1(𝑐) = 𝛼′((𝑐, 1)) = 𝑓𝐶(𝑐) 

ve 𝑑 ∈ 𝐷 için 

𝛼′𝑖2(𝑑) = 𝛼′((𝑑, 2)) = 𝑓𝐷(𝑑) 

olduğundan 

𝛼′(ℎ) = {
𝑓𝐶(𝑐); ℎ = (𝑐, 1), 𝑐 ∈ 𝐶

𝑓𝐷(𝑑); ℎ = (𝑑, 2), 𝑑 ∈ 𝐷
} = 𝛼(ℎ) 

olup 𝛼 = 𝛼′ sonucuna ulaşılır. Buradan, 𝐶 ve 𝐷 kümelerinin ko-çarpım objesinin 

𝐶 ve 𝐷 nin birleşimi olduğu görülür.  

Örnek 2.3.4 𝒦 toplamsal Abelyen gruplar kategorisi ve 𝐴 ve 𝐵 toplamsal Abelyen 

gruplar olmak üzere  

 

diyagramını ele alalım. 
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𝑖1: 𝐴 → 𝐴⊕ 𝐵 

     𝑎 ↦ (𝑎, 0) 

𝑖2: 𝐵 → 𝐴⊕ 𝐵 

     𝑏 ↦ (0, 𝑏) 

fonksiyonları için 

𝑖1(𝑎1 + 𝑎2) = (𝑎1 + 𝑎2, 0) 

                              = (𝑎1, 0) + (𝑎2, 0) 

                            = 𝑖1(𝑎1) + 𝑖1(𝑎2) 

olduğundan 𝑖1 bir homomorfizmdir. Benzer biçimde 𝑖2 nin de homomorfizm olduğu 

gösterilebilir. O halde 

𝛼: 𝐴 ⊕ 𝐵 → 𝐷 

                          (𝑎, 𝑏) ↦ 𝑓(𝑎) + 𝑔(𝑏) 

fonksiyonu 

𝛼((𝑎, 𝑏) + (𝑎′, 𝑏′)) = 𝛼(𝑎 + 𝑎′, 𝑏 + 𝑏′) 

                                               = 𝑓(𝑎 + 𝑎′) + 𝑔(𝑏 + 𝑏′) 

                                                           = 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑎′) + 𝑔(𝑏) + 𝑔(𝑏′) 

                                                           = 𝑓(𝑎) + 𝑔(𝑏) + 𝑓(𝑎′) + 𝑔(𝑏′) 

                                              = 𝛼((𝑎, 𝑏)) + 𝛼((𝑎′, 𝑏′)) 

olduğu için 𝛼 grup homomorfizmidir. Ayrıca 

𝛼𝑖1(𝑎) = 𝛼(𝑎, 0) = 𝑓(𝑎) + 𝑔(0) = 𝑓(𝑎) 
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olduğu için 𝛼𝑖1 = 𝑓 olur. Benzer biçimde 

𝛼𝑖2(𝑏) = 𝛼(0, 𝑏) = 𝑓(0) + 𝑔(𝑏) = 𝑔(𝑏) 

olduğu için 𝛼𝑖2 = 𝑔 olur. Dolayısıyla verilen diyagram değişmelidir. Diğer taraftan 𝛼 

nın biricik olduğunu gösterelim. 

𝛼 ile 𝛼′ aynı özellikte olmak üzere,  

𝛼′: 𝐴 ⊕ 𝐵 → 𝐷 

       (𝑎, 𝑏) ↦ 𝑑 

grup homomorfizmi 𝛼′𝑖1 = 𝑓 ve 𝛼′𝑖2 = 𝑔 olsun. Buradan 

𝛼′𝑖1(𝑎) = 𝛼′((𝑎, 0)) = 𝑓(𝑎) 

𝛼′𝑖2(𝑏) = 𝛼′((0, 𝑏)) = 𝑓(𝑏) 

olduğu için 

𝛼′((𝑎, 𝑏)) = 𝛼′((𝑎, 0)) + 𝛼′((0, 𝑏)) 

   = 𝑓(𝑎) + 𝑔(𝑎) 

           = 𝛼((𝑎, 𝑏))  

olduğundan 𝛼 = 𝛼′ olup 𝛼 biriciktir. Dolayısıyla 𝐴 ve 𝐵 Abelyen gruplarının               

ko-çarpım objesi 𝐴⊕ 𝐵 (direkt toplam) olur.  

2.4 Limit ve Ko-limit 

Tanım 2.4.1 𝒦 bir kategori, 𝑋 bir 𝒦-obje ve (𝑓𝑖: 𝑋 → 𝑋𝑖)𝐼 bir 𝒦-morfizm olmak 

üzere (𝑋, (𝑓𝑖)𝐼) çiftine 𝒦 deki bir kaynak (source) adı verilir. Benzer biçimde, 

kaynağın duali (ikilisi) olan (𝑓𝑖, 𝑋) çiftine 𝒦 deki bir kavşak (sink) adı verilir. 
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Tanım 2.4.2 ℐ ve 𝒦 birer kategori ve 𝑁: ℐ → 𝒦 bir funktor olsun. 𝑁, 𝒦 deki 

(𝐿, (𝐼𝑖)𝑖∈𝑂𝑏(𝐼)) için bir kaynak olmak üzere; her 𝑖 ∈ 𝑂𝑏(𝐼), 𝐼𝑖: 𝐿 → 𝑁(𝑖) ve ℐ daki tüm 

morfizmler 𝑛: 𝑖 → 𝑗 için bir doğal kaynak (natural source) adı verilir ve  

 

diyagramı değişmelidir. Başka bir deyişle; 𝐿: ℐ → 𝒦  her objedeki değeri 𝐿 olan sabit 

funktor ve her morfizmdeki değeri 1𝐿 olmak üzere, (𝐿, (𝐼𝑖)𝑖∈𝑂𝑏(𝐼)) 𝒦 deki bir kaynak 

olsun. Buradan, ancak ve ancak ((𝐼𝑖)𝑖∈𝑂𝑏(𝐼)), 𝐿 den 𝑁 ye doğal bir dönüşüm ise 

(𝐿, (𝐼𝑖)𝑖∈𝑂𝑏(𝐼)), 𝑁 için bir doğal kaynaktır.  

Tanım 2.4.3 ℐ ve 𝒦 birer kategori ve ((𝑚𝑖)𝑖∈𝑂𝑏(𝐼)), 𝑁 den sabit funktor olan      

𝑀: ℐ → 𝒦 ye doğal bir dönüşüm olmak üzere; kavşak ((𝑚𝑖)𝑖∈𝑂𝑏(𝐼)) ye, 𝑁 için bir 

doğal kavşak (natural sink) adı verilir ve   

 

diyagramı değişmelidir. Gösterimi basitleştirmek için genellikle, 𝑁(𝑖) yerine 𝑁𝑖 

yazılır. Ayrıca, doğal kaynak olan (𝐿, (𝐼𝑖)𝑖∈𝑂𝑏(𝐼)) yı belirtmek için de (𝐿, (𝐼𝑖)𝐼) veya 

(𝐿, 𝐼𝑖) yazılabilir.  

Tanım 2.4.4 ℐ ve 𝒦 birer kategori ve 𝑁: ℐ → 𝒦 bir funktor ve (�̂�, 𝐼𝑖), 𝑁 nin herhangi 

bir doğal kaynağı olsun. Her bir 𝑗 ∈ 𝑂𝑏(ℐ) için 
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diyagramı değişmeli olacak biçimde biricik ℎ: �̂� → 𝐿 morfizmi varsa 𝑁 için bir doğal 

kaynak olan (𝐿, 𝐼𝑖), 𝑁 nin limiti olarak adlandırılır. 

Tanım 2.4.5 𝑁 funktorlarının biricik olmasını tüm doğal kavşaklar sağlıyorsa; bir 

doğal kavşak olan (𝑚𝑖, 𝑀), 𝑁 nin ko-limiti (colimit) olarak adlandırılır.  

Örnek 2.4.1 ℳ kategorisinde {𝐴, 𝐵} bir ℳ-obje ve 1𝐴: 𝐴 → 𝐴, 1𝐵: 𝐵 → 𝐵 birer           

ℳ-morfizm olsun. 𝑁: ℳ → 𝒦 funktorunun doğal kaynağı 𝑓: ∆𝐾⇒ 𝑁 doğal dönüşüm 

yani 

 

ve benzer biçimde doğal kavşağı 

 

olur.  

Ayrıca 
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diyagramından 𝑁(𝐴) × 𝑁(𝐵) = 𝐿 = 𝐿𝑖𝑚𝑁 ve  

 

diyagramından 𝑁(𝐴) + 𝑁(𝐵) = 𝐶𝑜𝑙𝑖𝑚𝑁 olur. 

Örnek 2.4.2 ℳ kategorisi boş kategori olsun. O halde 

𝑁:ℳ → 𝒦 

     {} ↦ 𝑂 

funktoru için  

 

diyagramı geçerli olduğundan doğal kaynağı 𝑂 objesidir. Buradan 𝑂 = 𝐿𝑖𝑚𝑁 ⇔ 𝑂, 

𝒦 nin son objesi olur. Aynı zamanda; 𝑂 = 𝐶𝑜𝑙𝑖𝑚𝑁 ⇔ 𝑂, 𝒦 nin ilk objesi olur. 
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Örnek 2.4.3 ℳ kategorisi {𝐴, 𝐶} bir ℳ-obje ve 𝑚𝐴: 𝐴 → 𝐶,𝑚𝐵: 𝐴 → 𝐶 birer                

ℳ-morfizm olsun. 𝑁: ℳ → 𝒦 funktoru yani 𝑁(ℳ)  

 

diyagramına eşittir. 𝑁(ℳ) ⊆ 𝒦 olduğu için 𝑁 üzerinde doğal kaynak 𝑝: ∆𝑃⇒ 𝑁 doğal 

dönüşüm olduğundan 

 

diyagramı değişmelidir. Benzer biçimde doğal kaynağın duali (ikilisi) olan doğal 

kavşak 

 

diyagramı şeklindedir. Buradan (𝑃, 𝑝𝐶 , 𝑝𝐴) = 𝐿𝑖𝑚𝑁 ⇔ (𝑃, 𝑝𝐶), 𝑛𝐴, 𝑛𝐵 eşitleyicidir. 

Benzer biçimde (𝑂, 𝑜𝐶 , 𝑜𝐴) = 𝐶𝑜𝑙𝑖𝑚𝑁 ⇔ (𝑂, 𝑜𝐶), 𝑛𝐴, 𝑛𝐵 ko-eşitleyicidir. 

Limitler ve ko-limitler temelde benzersiz olduğu için, geri çekmeler ve ileri 

itmeler ile ilişkilidir. Bu nedenle, var olduklarında, genellikle bir çift morfizmin geri 

çekmesinden (veya ileri itmesinden) söz edilir. 
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2.5 Geri Çekme ve İleri İtme 

Tanım 2.5.1 𝒦 bir kategori olmak üzere, 𝒦 deki  

 

kare diyagramı verilsin. ℐ bir kategori olmak üzere, (𝑈, (𝑢𝑖)𝑖=0,1,2) nun 𝑆: ℐ → 𝒦 

fonksiyonunun bir limiti olması durumunda bu diyagram geri çekme karesi (pullback 

square) olarak adlandırılır. Buradan, 𝑆(𝑚) = 𝑓1, 𝑆(𝑛) = 𝑓2, 𝑢0 = 𝑓1 ∘ 𝑢1 = 𝑓2 ∘ 𝑢2 

olmak üzere; verilen herhangi bir değişmeli kare  

 

için  

 

diyagramı değişmeli olacak şekilde biricik ℎ: �̂� → 𝑈 morfizmi varsa (𝑢1, 𝑢2), (𝑓1, 𝑓2) 

nin geri çekmesidir. Burada 𝑈 ise geri çekme objesi (pullback) olarak adlandırılır. 

Örnek 2.5.1 𝒦 kümeler kategorisi, 𝑋, 𝑌, 𝑍 birer 𝒦-obje, 𝑢, 𝑣 birer 𝒦-morfizm ve 

𝑢𝑑1 = 𝑣𝑑2 
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olmak üzere (𝑢, 𝑣) nin geri çekmesi  

𝑊 = 𝑋 ×𝑍 𝑌 = {(𝑥, 𝑦)│𝑢(𝑥) = 𝑣(𝑦)} 

olur. Çünkü 

 

diyagramını ele alalım ve  

𝑓: 𝑋 ×𝑍 𝑌 → 𝑋 

       (𝑥, 𝑦) ↦ 𝑥 

𝑔: 𝑋 ×𝑍 𝑌 → 𝑌 

       (𝑥, 𝑦) ↦ 𝑦 

fonksiyonları için 

𝑢𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑢(𝑥) = 𝑣(𝑦) = 𝑣(𝑔(𝑥, 𝑦)) = 𝑣𝑔(𝑥, 𝑦) 

olduğundan 𝑢𝑓 = 𝑣𝑔 olur. Diğer taraftan 

 

diyagramı ve 
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𝑑: 𝑄 → 𝑋 ×𝑍 𝑌 

                                  𝑞 ↦ 𝑑(𝑞) = (𝑑1(𝑞), 𝑑2(𝑞)) 

fonksiyonu için 

𝑓𝑑(𝑞) = 𝑓(𝑑1(𝑞), 𝑑2(𝑞)) = 𝑑1(𝑞) 

olup 𝑓𝑑 = 𝑑1 olur. Benzer biçimde  

𝑔𝑑(𝑞) = 𝑔(𝑑1(𝑞), 𝑑2(𝑞)) = 𝑑2(𝑞) 

olduğundan 𝑔𝑑 = 𝑑2 olur. Şimdi d nin biricik olduğunu gösterelim. 

𝑑 ve 𝑑′ aynı özellikte iki fonksiyon olmak üzere 

𝑑′: 𝑄 → 𝑋 ×𝑍 𝑌 

                    𝑞 ↦ 𝑑′(𝑞) = (𝑥, 𝑦) 

olduğundan  

𝑓𝑑′ = 𝑑1 

ve 

𝑔𝑑′ = 𝑑2 

olur. Ayrıca 

𝑓𝑑′(𝑞) = 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥 = 𝑑1(𝑞) 

𝑔𝑑′(𝑞) = 𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑦 = 𝑑2(𝑞) 

olursa 

ℎ′(𝑞) = (𝑥, 𝑦) = (𝑑1(𝑞), 𝑑2(𝑞)) = ℎ(𝑞) 

olduğundan 𝑑 = 𝑑′ olup d biriciktir. Sonuç olarak (𝑢, 𝑣) nin geri çekmesi 𝑊 dir. 
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Örnek 2.5.2 𝒦 gruplar kategorisi, 𝑋, 𝑌, 𝐻 birer 𝒦-obje ve 𝑢, 𝑣 birer 𝒦-morfizm olmak 

üzere (𝑢, 𝑣) nin geri çekmesi (𝑥, 𝑦)(𝑥′, 𝑦′) = (𝑥𝑥′, 𝑦𝑦′) işlemiyle beraber bir grup 

olan 

𝑇 = 𝑋 ×𝑍 𝑌 = {(𝑥, 𝑦)│𝑢(𝑥) = 𝑣(𝑦)} 

kümesidir. Çünkü 

 

diyagramını ele alalım. O halde 

𝑑(𝑞𝑞′) = (𝑑1(𝑞𝑞
′), 𝑑2(𝑞𝑞

′)) 

                               = (𝑑1(𝑞)𝑑1(𝑞
′), 𝑑2(𝑞)𝑑2(𝑞

′)) 

                                        = (𝑑1(𝑞), 𝑑2(𝑞)) ∙ (𝑑1(𝑞
′), 𝑑2(𝑞

′)) 

= 𝑑(𝑞)𝑑(𝑞′) 

olduğundan 𝑑 bir 𝒦-morfizm olur. Şimdi d nin biricik olduğunu gösterelim. 

𝑑 ve 𝑑′ aynı özellikte iki fonksiyon olmak üzere 

𝑑′(𝑞𝑞′) = (𝑑1(𝑞𝑞
′), 𝑑2(𝑞𝑞

′)) 

                               = (𝑑1(𝑞)𝑑1(𝑞
′), 𝑑2(𝑞)𝑑2(𝑞

′)) 

                                        = (𝑑1(𝑞), 𝑑2(𝑞)) ∙ (𝑑1(𝑞
′), 𝑑2(𝑞

′)) 

 = 𝑑′(𝑞)𝑑′(𝑞′) 
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olduğu için 𝑑′ = 𝑑1 ve 𝑑′ = 𝑑2 olup 𝑑 = 𝑑′ olduğundan d biriciktir. Sonuç olarak 

(𝑢, 𝑣) nin geri çekmesi 𝑇 dir. 

Tanım 2.5.2 𝒦 bir kategori, 𝑓2 nin 𝑓1 boyunca direkt görüntüsü ileri itmelere sahip 

olmak üzere 𝒦 deki  

 

kare diyagramı verilsin. ℐ bir kategori olmak üzere, (𝑉, (𝑣𝑖)𝑖=0,1,2) nin 𝑆: ℐ → 𝒦 

fonksiyonunun bir ko-limiti olması durumunda bu diyagram ileri itme karesi (pushout 

square) olarak adlandırılır. Buradan, 𝑆(𝑚) = 𝑓1, 𝑆(𝑛) = 𝑓2, 𝑣0 = 𝑣1 ∘ 𝑓1 = 𝑣2 ∘ 𝑓2 

olmak üzere verilen herhangi bir değişmeli kare   

 

için  

 

diyagramı değişmeli olacak şekilde biricik ℎ: 𝑉 → �̂� morfizmi varsa (𝑣1, 𝑣2), (𝑓1, 𝑓2) 

nin ileri itmesidir. Burada 𝑉 ise ileri itme objesi (pushout) olarak adlandırılır. 
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Örnek 2.5.3 𝒦 modüller kategorisinde ileri itme objesi bulunur. 𝑋⊕ 𝑌 direkt toplam, 

𝑓1: 𝑍 → 𝑋, 𝑓2: 𝑍 → 𝑌  modül homomorfizmleri olmak üzere 

𝑣: 𝑍 → 𝑋⊕ 𝑌 

                     𝑧 ↦ (𝑓1(𝑧),−𝑓2(𝑧)) 

homomorfizmi tanımlansın. Buradan 𝑣(𝑧) ∈ 𝐾𝑒𝑟𝑢 olmak üzere, 

𝑍
𝑣
→𝑋⊕ 𝑌

𝑢
→ (𝑋 ⊕ 𝑌)/𝐼𝑚𝑣 

𝐾𝑒𝑟𝑢 = 𝐼𝑚𝑣 

(𝑓1(𝑧), −𝑓2(𝑧)) = (𝑓1(𝑧), 0) − (0, 𝑓2(𝑧)) = 𝑣(𝑧) 

𝑢((𝑓1(𝑧), 0) − (0, 𝑓2(𝑧))) = 0 ⇔ 𝑢(𝑓1(𝑧), 0) = 𝑢(0, 𝑓2(𝑧)) 

olur. Yani, 

𝑋
𝑖1
→𝑋⊕ 𝑌

𝑢
→𝑊 = (𝑋 ⊕ 𝑌)/𝐼𝑚𝑣 

𝑔2: 𝑢𝑖1: 𝑋 → 𝑊 

ve 

𝑌
𝑖2
→𝑋⊕ 𝑌

𝑢
→𝑊 = (𝑋 ⊕ 𝑌)/𝐼𝑚𝑣 

𝑔1: 𝑢𝑖2: 𝑌 → 𝑊 

homomorfizmleri bulunur. Ayrıca 

 

diyagramı verilsin. Her 𝑧 ∈ 𝑍 için  
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(𝑔1𝑓2)(𝑧) = (𝑢𝑖2𝑓2)(𝑧) 

                      = (𝑢𝑖2)(𝑓2(𝑧)) 

                      = 𝑢(𝑖2(𝑓2(𝑧))) 

                  = 𝑢(0, 𝑓2(𝑧)) 

                  = 𝑢(𝑓1(𝑧), 0) 

                      = 𝑢(𝑖1(𝑓1(𝑧))) 

                      = (𝑢𝑖1)(𝑓1(𝑧)) 

                  = (𝑢𝑖1𝑓1)(𝑧) 

                = (𝑔2𝑓1)(𝑧) 

olduğundan 

(𝑔1𝑓2) = (𝑔2𝑓1) 

olur. O halde verilen diyagram değişmelidir. Ek olarak (ℎ1𝑓2) = (ℎ2𝑓1) olduğundan 

verilen 

 

diyagramı da değişmelidir. Buradan 

ℎ2⊕ℎ1: 𝑋 ⊕ 𝑌 → 𝑄 

                                           (𝑥, 𝑦) ↦ ℎ2(𝑥) + ℎ1(𝑦) 

homomorfizmi tanımlansın. O halde 
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diyagramı oluşturulabilir. Şimdi ℎ nin biricik olduğunu gösterelim. Evrensellik 

özelliği gereğince 

(ℎ2⊕ℎ1)(𝐼𝑚𝑓) = {0} 

olduğunu göstermek yeterlidir. O halde 

𝑣: 𝑍 → 𝑋⊕ 𝑌 

                     𝑧 ↦ (𝑓1(𝑧),−𝑓2(𝑧)) 

olup 

𝐼𝑚𝑣 ⊴ 𝑋⊕ 𝑌 

ve  

(ℎ2⊕ℎ1)(𝐼𝑚𝑓) = {0} 

olduğundan diyagram değişmeli olacak biçimde biricik  

ℎ: 𝑋 ⊕ 𝑌/𝐼𝑚𝑣 → 𝑄 

homomorfizmi vardır. Şimdi (ℎ2⊕ℎ1)(𝐼𝑚𝑣) = {0} olduğunu gösterelim. Her 𝑧 ∈ 𝑍 

için 

(ℎ2⊕ℎ1)(𝑣(𝑧)) = (ℎ2⊕ℎ1)(𝑓1(𝑧),−𝑓2(𝑧)) 

                           = ℎ2(𝑓1(𝑧)) − ℎ1(𝑓2(𝑧)) 

                           = (ℎ2𝑓1)(𝑧) − (ℎ1𝑓2)(𝑧) 

                 = 0 (∵  ℎ2𝑓1 = ℎ1𝑓2) 

dır. Buradan (ℎ2⊕ℎ1)(𝐼𝑚𝑣) = {0} olur. O halde 
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ℎ:𝑊 → 𝑄 

                  [(𝑥, 𝑦)] ↦ ℎ1(𝑥) + ℎ1(𝑦) 

biricik homomorfizminin var olduğu görülmektedir. Şimdi verilen diyagramın 

değişmeli olduğu gösterelim. ℎ𝑔1 = ℎ1 ve ℎ𝑔2 = ℎ2 olmak üzere 

 

diyagramı verilsin. Her 𝑦 ∈ 𝑌 için  

(ℎ𝑔1)(𝑦) = ℎ(𝑔1(𝑦)) 

                       = ℎ((𝑢𝑖2)(𝑦)) 

                       = ℎ(𝑢(𝑖2(𝑦))) 

                    = ℎ(𝑢(0, 𝑦)) 

                    = ℎ([(0, 𝑦)]) 

                           = ℎ2(0) + ℎ1(𝑦) 

                  = 0 + ℎ1(𝑦) 

          = ℎ1(𝑦) 

olduğundan ℎ𝑔1 = ℎ1 olur. Her 𝑥 ∈ 𝑋 için 

(ℎ𝑔2)(𝑥) = ℎ(𝑔2(𝑥)) 

                       = ℎ((𝑢𝑖1)(𝑥)) 
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                       = ℎ(𝑢(𝑖1(𝑥))) 

                    = ℎ(𝑢(𝑥, 0)) 

                    = ℎ([(𝑥, 0)]) 

                           = ℎ2(𝑥) + ℎ1(0) 

                  = ℎ2(𝑥) + 0 

          = ℎ2(𝑥) 

olduğundan ℎ𝑔2 = ℎ2 olur. Buradan (𝑓1, 𝑓2) nin ileri itmesi (𝑋 ⊕ 𝑌)/𝐼𝑚𝑣 olur. 
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3. LİE ÇAPRAZLANMIŞ MODÜLLER KATEGORİSİNDE 

KATEGORİKSEL ÖZELLİKLER 

Bu bölümde, birinci ve ikinci bölümde bulunan temel yapılar kullanılarak 𝐿 

sabit tabanlı Lie cebirlerinin LXMod/L kategorisi tanımlanmıştır. Bu kategoride 

objeler, 𝐿 sabit tabanlı Lie cebirlerinin çaprazlanmış modülleridir. LXMod/L nin bir 

nesnesine (𝑀, 𝐿, 𝛽) çaprazlanmış 𝐿-modülü denir ve kısaca (𝑀, 𝛽) ile gösterilir. 

Çaprazlanmış 𝐿-modülleri (𝑀, 𝛽) ve (𝑀′, 𝛽′) arasındaki morfizm, Lie cebirlerinin 

𝑓:𝑀 → 𝑀′ homomorfizmi olmak üzere 

 

diyagramı değişmelidir. 

Teorem 3.1 LXMod/L kategorisinde aynı çaprazlanmış modüller arasındaki iki 

morfizma bir eşitleyiciye sahiptir. 

İspat: LXMod/L kategorisinde 𝑓, 𝑔: (𝑀, 𝛽) → (𝑀′, 𝛽′) iki morfizma 

𝐸 = {𝑚 ∈ 𝑀: 𝑓(𝑚) = 𝑔(𝑚)} ve 𝛾 = 𝛽│𝐸: 𝐸 → 𝐿 

olmak üzere, her 𝑙 ∈ 𝐿, 𝑒 ∈ 𝐸, 𝑙 ∙ 𝑒 ∈ 𝐸 için 

𝑓(𝑙 ∙ 𝑒) = 𝑙 ∙ 𝑓(𝑒) = 𝑙 ∙ 𝑔(𝑒) = 𝑔(𝑙 ∙ 𝑒) 

dir. Diğer taraftan her 𝑙 ∈ 𝐿 ve 𝑒, 𝑒′ ∈ 𝐸 için 

i. 𝛾(𝑙 ∙ 𝑒) = 𝛽(𝑙 ∙ 𝑒) = [𝑙, 𝛽(𝑒)] = [𝑙, 𝛾(𝑒)] 

ii. 𝛾(𝑒) ∙ 𝑒′ = 𝛽(𝑒) ∙ 𝑒′ = [𝑒, 𝑒′] 
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olduğundan (𝐸, 𝛾) bir çaprazlanmış 𝐿-modüldür. Ek olarak, ℎ: (𝐸, 𝛾) → (𝑀, 𝛽) 

morfizmi için  

 

diyagramı değişmelidir. O halde, (𝐸′, 𝛾′) bir çaprazlanmış 𝐿-modül ve tanımlanan 

𝑣: (𝐸′, 𝛾′) → (𝑀, 𝛽) morfizmi için 𝑓𝑣 = 𝑔𝑣 olur. O halde  

𝑢: 𝐸′ → 𝐸 

                          𝑒′ ↦ 𝑢(𝑒′) = 𝑣(𝑒′) 

morfizmi olmak üzere, her 𝑒′ ∈ 𝐸′ için (ℎ𝑢)(𝑒′) = ℎ(𝑢(𝑒′)) = ℎ(𝑣(𝑒′)) = 𝑣(𝑒′) 

olduğundan ℎ𝑢 = 𝑣 olur. Şimdi 𝑢 nun biricik olduğunu gösterelim.  

𝑢′ ile 𝑢 aynı özellikte iki morfizma olmak üzere 𝑣 = ℎ𝑢 ve 𝑣 = ℎ𝑢′ olup ℎ𝑢 = ℎ𝑢′ 

olur. Ayrıca, her 𝑒′ ∈ 𝐸′ için 

𝑣(𝑒′) = (ℎ𝑢)(𝑒′) = (ℎ𝑢′)(𝑒′) 

ℎ(𝑢(𝑒′)) = ℎ(𝑢′(𝑒′)) 

𝑢(𝑒′) = 𝑢′(𝑒′) 

olduğundan 𝑢 = 𝑢′ olur. Dolayısıyla 𝑢 biriciktir. Bu morfizm 

 

diyagramıyla gösterilebilir. Buradan (𝐸, ℎ), (𝑓, 𝑔) nin eşitleyicisidir.  
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Teorem 3.2 LXMod/L kategorisi geri çekmelere sahiptir. 

İspat: LXMod/L kategorisinde 𝑓: (𝑀, 𝛽) → (𝑀′, 𝛽′) ve 𝑔: (𝑁, 𝛾) → (𝑀′, 𝛽′) iki 

morfizm olmak üzere 

𝑆 = 𝑀 ×𝑀′ 𝑁 = {(𝑚, 𝑛): 𝑓(𝑚) = 𝑔(𝑛)} 

ve 𝑆 üzerindeki braket (parantez) işlemi her (𝑚, 𝑛), (𝑚′, 𝑛′) ∈ 𝑆 için 

[(𝑚, 𝑛), (𝑚′, 𝑛′)] = ([𝑚,𝑚′], [𝑛, 𝑛′]) olup  

𝛼: 𝑆 → 𝐿 

                                     (𝑚, 𝑛) ↦ 𝛼(𝑚, 𝑛) = 𝛽(𝑚) = 𝛾(𝑛) 

morfizmi ile 𝐿 nin 𝑆 üzerine etkisi her 𝑙 ∈ 𝐿 ve (𝑚, 𝑛) ∈ 𝑆 için  

𝑙 ∙ (𝑚, 𝑛) = (𝑙 ∙ 𝑚, 𝑙 ∙ 𝑛) 

şeklinde tanımlansın. Ayrıca her (𝑚, 𝑛), (𝑚′, 𝑛′) ∈ 𝑆 için 

i. 𝛼(𝑙 ∙ (𝑚, 𝑛)) = 𝛼(𝑙 ∙ 𝑚, 𝑙 ∙ 𝑛) 

     = 𝛽(𝑙 ∙ 𝑚)  

           = [𝑙, 𝛽(𝑚)]  

           = [𝑙, 𝛼(𝑚, 𝑛)]  

ii. 𝛼(𝑚, 𝑛) ∙ (𝑚′, 𝑛′) = 𝛽(𝑚) ∙ (𝑚′, 𝑛′) 

 = (𝛽(𝑚) ∙ 𝑚′, 𝛽(𝑚) ∙ 𝑛′)  

= (𝛽(𝑚) ∙ 𝑚′, 𝛾(𝑛) ∙ 𝑛′) 

  = ([𝑚,𝑚′], [𝑛, 𝑛′])  

  = [(𝑚, 𝑛), (𝑚′, 𝑛′)]  

olduğu için (𝑆, 𝛼) bir çaprazlanmış 𝐿-modüldür. Ek olarak, 𝑓(𝑚) = 𝑔(𝑛) için  
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diyagramı değişmelidir. Buradan, her 𝑙 ∈ 𝐿 ve (𝑚, 𝑛) ∈ 𝑆 için 

(𝛽𝑢)(𝑚, 𝑛) = 𝛽(𝑢(𝑚, 𝑛)) = 𝛽(𝑚) = 𝛼(𝑚, 𝑛) = (1𝐿𝛼)(𝑚, 𝑛) 

ve 

𝑢(𝑙 ∙ (𝑚, 𝑛)) = 𝛼(𝑙 ∙ 𝑚, 𝑙 ∙ 𝑛) = 𝑙 ∙ 𝑚 = 1𝐿(𝑙) ∙ 𝑢(𝑚, 𝑛) 

olduğundan 𝑢 bir çaprazlanmış 𝐿-modül homomorfizmi olur. Benzer biçimde 𝑣 nin de 

bir çaprazlanmış 𝐿-modül homomorfizmi olduğu gösterilebilir. Şimdi (𝑆′, 𝛼′) nın bir 

çaprazlanmış 𝐿-modül olduğunu gösterelim.  

𝑓𝑢′ = 𝑔𝑣′ olduğundan 

 

diyagramı değişmelidir. Buradan, her (𝑚′, 𝑛′) ∈ 𝑆 ve (𝑢′(𝑚′, 𝑛′), 𝑣′(𝑚′, 𝑛′)) ∈ 𝑆 için 

(𝑓𝑢′)(𝑚′, 𝑛′) = 𝑓(𝑢′(𝑚′, 𝑛′)) 

            = 𝑓(𝑚′) 

            = 𝑔(𝑛′) 

                          = 𝑔(𝑣′(𝑚′, 𝑛′)) 

                          = (𝑔𝑣′)(𝑚′, 𝑛′) 
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olur.  

𝑑 bir 𝐿-modül morfizmi olmak üzere 

𝑤: 𝑆′ → 𝑆 

                                            𝑑 ↦ 𝑤(𝑑) = (𝑢′(𝑑), 𝑣′(𝑑)) 

olursa 

 

diyagramı değişmelidir. Şimdi 𝑤 nin biricik olduğunu gösterelim.  

𝑤′ ve 𝑤 aynı özellikte olmak üzere, her 𝑑 ∈ 𝑆′ için 

𝑢𝑤 = 𝑢′ 

𝑢𝑤′ = 𝑢′ 

𝑤(𝑑) = (𝑢′(𝑑), 𝑣′(𝑑)) = 𝑤′(𝑑) 

olur. Dolayısıyla 𝑤 biriciktir. Buradan 

 

diyagramı geçerlidir. O halde (𝑆, 𝛼), (𝑓, 𝑔) nin geri çekmesidir. 
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Teorem 3.3 LXMod/L kategorisi sonlu çarpımlara sahiptir. 

İspat: LXMod/L kategorisinde (𝑀, 𝛽) ve (𝑁, 𝛾) çaprazlanmış modüller olsun. 

Buradan 𝛽 ve 𝛾 nın çarpım objesinin (𝑝:𝑀 ×𝐿 𝑁 → 𝐿) objesi olduğu gösterelim. O 

halde, 

𝑀 ×𝑁 = {(𝑚, 𝑛):𝑚 ∈ 𝑀, 𝑛 ∈ 𝑁} 

olmak üzere, 

𝑓: 𝑀 ×𝐿 𝑁 → 𝐿 

                                                 (𝑚, 𝑛) ↦ 𝑓(𝑚, 𝑛) = 𝛽(𝑚) = 𝛾(𝑛) 

morfizmi ve 

𝐿 × (𝑀 ×𝐿 𝑁) → 𝐿 

                                              (𝑙, (𝑚, 𝑛)) ↦ 𝑙 ∙ (𝑚, 𝑛) = (𝑙 ∙ 𝑚, 𝑙 ∙ 𝑛) 

Lie etkisiyle birlikte 𝑝:𝑀 ×𝐿 𝑁 → 𝐿 çaprazlanmış modüldür. Ayrıca, çaprazlanmış     

𝐿-modülün 

𝑢: 𝑀 × 𝑁 → 𝑀 

   (𝑚, 𝑛) ↦ 𝑚 

ve 

𝑣: 𝑀 × 𝑁 → 𝑁 

   (𝑚, 𝑛) ↦ 𝑛 

iki homomorfizmi olmak üzere  

𝛽
𝑢
← (𝑝:𝑀 ×𝐿 𝑁 → 𝐿)

𝑣
→ 𝛾 

olup 
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değişmeli diyagramı elde edilir. Çünkü 

ℎ: 𝑆 → 𝑀 ×𝑁 

                           𝑠 ↦ ℎ(𝑠) = (𝑓(𝑠), 𝑔(𝑠)) 

olmak üzere, 

(𝑢ℎ)(𝑠) = 𝑢(ℎ(𝑠)) = 𝑢(𝑓(𝑠), 𝑔(𝑠)) = 𝑓(𝑠) 

ve 

(𝑣ℎ)(𝑠) = 𝑣(ℎ(𝑠)) = 𝑣(𝑓(𝑠), 𝑔(𝑠)) = 𝑔(𝑠) 

olduğundan 𝑢ℎ = 𝑓 ve 𝑣ℎ = 𝑔 olur. Ek olarak her 𝑙 ∈ 𝐿, 𝑠 ∈ 𝑆 için 

ℎ(𝑙 ∙ 𝑠) = (𝑓(𝑙 ∙ 𝑠), 𝑔(𝑙 ∙ 𝑠)) 

             = (𝑙 ∙ 𝑓(𝑠), 𝑙 ∙ 𝑔(𝑠)) 

        = 𝑙 ∙ (𝑓(𝑠), 𝑔(𝑠)) 

           = 𝑙 ∙ ℎ(𝑠)  

olduğundan ℎ bir homomorfizmdir. Şimdi ℎ nin biricik olduğunu gösterelim.  

ℎ′ ve ℎ aynı özellikte olmak üzere,  

ℎ′: 𝑆 → 𝑀 ×𝑁 

                             𝑠 ↦ ℎ(𝑠) = (𝑓(𝑠), 𝑔(𝑠)) 
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olup 𝑢ℎ′ = 𝑓 ve 𝑣ℎ′ = 𝑔 olsun. O halde, 

(𝑢ℎ′)(𝑠) = 𝑢(ℎ′(𝑠)) = 𝑢(𝑓(𝑠), 𝑔(𝑠)) = 𝑓(𝑠) 

(𝑣ℎ′)(𝑠) = 𝑣(ℎ′(𝑠)) = 𝑣(𝑓(𝑠), 𝑔(𝑠)) = 𝑔(𝑠) 

ℎ′(𝑠) = (𝑓(𝑠), 𝑔(𝑠)) = ℎ(𝑠) 

olduğundan ℎ = ℎ′ olur. Dolayısıyla ℎ biriciktir. Buradan, (𝑝:𝑀 ×𝐿 𝑁 → 𝐿) objesi 

𝛽: (𝑀 → 𝐿) ve 𝛾: (𝑁 → 𝐿) objelerinin çarpım objesidir.  

Sonuç 3.1 LXMod/L kategorisi sonlu tamdır (complete). Diğer bir deyişle bu kategori 

sonlu limitlere sahiptir. 

İspat: LXMod/L kategorisi eşitleyici ve çarpıma sahip olduğu için sonlu limitlere 

sahiptir. 

Teorem 3.4 LXMod/L kategorisinde aynı çaprazlanmış modüller arasındaki iki 

morfizma bir ko-eşitleyiciye sahiptir. 

İspat: LXMod/L kategorisinde 𝑓, 𝑔: (𝑀, 𝛽) → (𝑁, 𝛾) iki morfizma ve                    

{𝑓(𝑚) − 𝑔(𝑚): 𝑚 ∈ 𝑀} tarafından üretilen ideal Q olmak üzere 

 

diyagramı değişmelidir. Her 𝑚 ∈ 𝑀 için 𝜑(𝑓(𝑚) − 𝑔(𝑚)) = 0 olup  

𝑄 ⊆ 𝐾𝑒𝑟𝜑 

olur. Ayrıca 𝐽/𝑄 bir Lie cebiri olmak üzere her 𝑗 + 𝑄, 𝑗′ + 𝑄 ∈ 𝐽/𝑄 için  

[𝑗 + 𝑄, 𝑗′ + 𝑄] = [𝑗, 𝑗′] + 𝑄 

olur. O halde 𝑙 ∈ 𝐿, 𝑗 + 𝑄 ∈ 𝐽/𝑄 için 
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𝛾: 𝐽/𝑄 → 𝐿 

  𝑗 + 𝑄 ↦ 𝛾(𝑗 + 𝑄) = 𝜑(𝑗) 

ve 

𝐿 × 𝐽/𝑄 → 𝐽/𝑄 

  (𝑙, 𝑗 + 𝑄) ↦ 𝑙 ∙ (𝑗 + 𝑄) = 𝑙 ∙ 𝑗 + 𝑄 

tanımlansın. Bu durumda 𝑗 + 𝑄, 𝑗′ + 𝑄 ∈ 𝐽/𝑄 için 

i. 𝛾(𝑙 ∙ (𝑗 + 𝑄)) = 𝛾(𝑙 ∙ 𝑗 + 𝑄) 

    = 𝜑(𝑙 ∙ 𝑗)  

    = [𝑙, 𝜑(𝑗)]  

    = [𝑙, 𝛾(𝑗 + 𝑄)]  

ii. 𝛾(𝑗 + 𝑄) ∙ (𝑗′ + 𝑄) = 𝜑(𝑗) ∙ (𝑗′ + 𝑄) 

  = 𝜑(𝑗) ∙ 𝑗′ + 𝑄  

        = [𝑗, 𝑗′] + 𝑄  

      = [𝑗 + 𝑄, 𝑗′ + 𝑄]  

olduğundan (𝐽/𝑄, 𝛾) bir çaprazlanmış 𝐿-modüldür. Buradan, 𝛼(𝑗) = 𝑗 + 𝑄 olacak 

şekilde 𝛼 morfizmi için 

 

değişmeli diyagramı vardır.  



61 
 

Ek olarak, çaprazlanmış 𝐿-modülde 𝛿: 𝐽 → 𝐷 homomorfizmi için 𝛿𝑓 = 𝛿𝑔 olmak 

üzere 

𝑢: 𝐽/𝑄 → 𝐷 

𝑗 + 𝑄 ↦ 𝑢(𝑗 + 𝑄) = 𝛿(𝑗) 

morfizmi olsun. Her 𝑗 ∈ 𝐽 için 

(𝑢𝛼)(𝑗) = 𝑢(𝛼(𝑗)) = 𝑢(𝑗 + 𝑄) = 𝛿(𝑗) 

olup 𝑢𝛼 = 𝛿 olur. Buradan 

 

diyagramı değişmelidir. Ayrıca, her 𝑗 ∈ 𝐽 için 𝑢 nun biricik olduğunu gösterelim.  

𝑢′ ile 𝑢 aynı özellikte iki morfizm olmak üzere 

𝑢𝛼 = 𝛿 = 𝑢′𝛼 

(𝑢𝛼)(𝑗) = (𝑢′𝛼)(𝑗) 

𝑢(𝑗 + 𝑄) = 𝑢′(𝑗 + 𝑄) 

olduğundan 𝑢 = 𝑢′ olur. Dolayısıyla 𝑢 biriciktir. Buradan 𝐽/𝑄, (𝑓, 𝑔) nin                       

ko-eşitleyicisidir. 

Teorem 3.5 LXMod/L kategorisi sonlu ko-çarpımlara sahiptir. 

İspat: LXMod/L kategorisinde (𝑀, 𝛽) ve (𝑁, 𝛾) çaprazlanmış modüller olsun. O 

halde, her 𝑚 ∈ 𝑀 ve 𝑛 ∈ 𝑁 için 𝑀 nin 𝑁 üzerinde 𝛾 aracılığıyla 

𝑛 ∙ 𝑚 = 𝛾(𝑛) ∙ 𝑚 
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biçiminde bir etkisi vardır. Bu etki yardımıyla 

𝑀 ⋊𝑁 = {(𝑚, 𝑛): 𝑚 ∈ 𝑀, 𝑛 ∈ 𝑁} 

kümesi her (𝑚, 𝑛), (𝑚′, 𝑛′) ∈ 𝑀 ⋊𝑁 için 

[(𝑚, 𝑛), (𝑚′, 𝑛′)] = ([𝑚,𝑚′] + 𝑛 ∙ 𝑚′ − 𝑛′ ∙ 𝑚, [𝑛, 𝑛′]) 

                                             = ([𝑚,𝑚′] + 𝛾(𝑛) ∙ 𝑚′ − 𝛾(𝑛′) ∙ 𝑚, [𝑛, 𝑛′]) 

braketi ile birlikte bir Lie cebir yapısı oluşturur. Ayrıca her 𝑙 ∈ 𝐿, (𝑚, 𝑛) ∈ 𝑀 ⋊𝑁 için 

𝐿 nin 𝑀 ⋊𝑁 üzerine etkisi 

𝑙 ∙ (𝑚, 𝑛) = (𝑙 ∙ 𝑚, 𝑙 ∙ 𝑛) 

şeklindedir. İki morfizm 

𝑢: 𝑁 → 𝑀 ⋊ 𝑁 

   𝑛 ↦ (0, 𝑛) 

ve 

𝑣: 𝑀 → 𝑀 ⋊ 𝑁 

   𝑚 ↦ (𝑚, 0) 

olmak üzere her 𝑚,𝑚′ ∈ 𝑀, 𝑛, 𝑛′ ∈ 𝑁 için 

𝑢([𝑛, 𝑛′]) = (0, [𝑛, 𝑛′]) 

                         = ([0,0], [𝑛, 𝑛′]) 

                         = [(0, 𝑛), (0, 𝑛′)] 

                       = [𝑢(𝑛), 𝑢(𝑛′)] 

ve 
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𝑣([𝑚,𝑚′]) = ([𝑚,𝑚′], 0) 

                            = ([𝑚,𝑚′], [0,0]) 

                             = [(𝑚, 0), (𝑚′, 0)] 

                         = [𝑣(𝑚), 𝑣(𝑚′)] 

olduğundan 𝑢 ve 𝑣 Lie cebir homomorfizmidir. Şimdi  

𝛼′: 𝑀 ⋊ 𝑁 → 𝐿 

                                                  (𝑚, 𝑛) ↦ 𝛼′(𝑚, 𝑛) = 𝛽(𝑚) + 𝛾(𝑛) 

olmak üzere, 𝑚′ ∈ 𝑀, 𝑛 ∈ 𝑁 için 

(𝛽(𝑚′) ∙ 𝑛, 𝛾(𝑛) ∙ 𝑚′) 

olup 𝐼 ve 𝑅, 𝑀 ⋊𝑁 nin idealidir. Böylece 

       𝛼 ∶  𝑀 ⋊ 𝑁/𝑅 → 𝐿  

                            (𝑚, 𝑛) + 𝑅 ↦ 𝛼((𝑚, 𝑛) + 𝑅) = 𝛼′(𝑚, 𝑛) = 𝛽(𝑚) + 𝛾(𝑛) 

homomorfizmi tanımlanabilir. Buradan, her 𝑙 ∈ 𝐿 ve (𝑚, 𝑛), (𝑚′, 𝑛′) ∈ 𝑀 ⋊𝑁 için 

i. 𝛼 (𝑙 ∙ ((𝑚, 𝑛) + 𝑅)) = 𝛼((𝑙 ∙ 𝑚, 𝑙 ∙ 𝑛) + 𝑅) 

= 𝛼′(𝑙 ∙ 𝑚, 𝑙 ∙ 𝑛)  

= 𝛽(𝑙 ∙ 𝑚) + 𝛾(𝑙 ∙ 𝑛)  

= [𝑙, 𝛽(𝑚)] + [𝑙, 𝛾(𝑛)]  

= [𝑙, 𝛽(𝑚) + 𝛾(𝑛)]  

= [𝑙, 𝛼′(𝑚, 𝑛)]  

= [𝑙, 𝛼((𝑚, 𝑛) + 𝑅)]  
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ii. 𝛼((𝑚, 𝑛) + 𝑅) ∙ ((𝑚′, 𝑛′) + 𝑅) = 𝛼′(𝑚, 𝑛) ∙ ((𝑚′, 𝑛′) + 𝑅) 

= (𝛽(𝑚) + 𝛾(𝑛)) ∙ ((𝑚′, 𝑛′) + 𝑅)  

= ((𝛽(𝑚) + 𝛾(𝑛)) ∙ 𝑚′, (𝛽(𝑚) + 𝛾(𝑛)) ∙ 𝑛′)  

= (𝛽(𝑚) ∙ 𝑚′ + 𝛾(𝑛) ∙ 𝑚′, 𝛽(𝑚) ∙ 𝑛′ + 𝛾(𝑛) ∙ 𝑛′)  

= ([𝑚,𝑚′] + 𝛾(𝑛) ∙ 𝑚′, 𝛽(𝑚) ∙ 𝑛′ + [𝑛, 𝑛′])  

= ([𝑚,𝑚′], [𝑛, 𝑛′]) + 𝛾(𝑛) ∙ 𝑚′, 𝛽(𝑚) ∙ 𝑛′)  

= ([𝑚,𝑚′], [𝑛, 𝑛′]) + 𝑅  

= [(𝑚, 𝑛), (𝑚′, 𝑛′)] + 𝑅  

= [(𝑚, 𝑛) + 𝐼, (𝑚′, 𝑛′) + 𝑅]  

olduğundan ((𝑀 ⋊ 𝑁)/𝑅, 𝛼) çaprazlanmış 𝐿-modüldür.  

Diğer taraftan 

𝑢1: 𝑁 → (𝑀 ⋊ 𝑁)/𝑅 

                𝑛 ↦ (0, 𝑛) + 𝑅 

𝑣1: 𝑀 → (𝑀 ⋊𝑁)/𝑅 

               𝑚 ↦ (𝑚, 0) + 𝑅 

ve  

ℎ: (𝑀 ⋊ 𝑁)/𝑅 → 𝑆 

      (𝑚, 𝑛) + 𝑅 ↦ ℎ((𝑚, 𝑛) + 𝑅) = 𝑓(𝑚) + 𝑔(𝑛) 

olmak üzere 
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diyagramı oluşturulur ve bu diyagram her 𝑚 ∈ 𝑀, 𝑛 ∈ 𝑁 için  

(ℎ𝑢1)(𝑛) = ℎ(𝑢1(𝑛)) = ℎ((0, 𝑛) + 𝑅) = 𝑓(0) + 𝑔(𝑛) = 𝑔(𝑛) 

ve 

(ℎ𝑣1)(𝑚) = ℎ(𝑣1(𝑚)) = ℎ((𝑚, 0) + 𝑅) = 𝑓(𝑚) + 𝑔(0) = 𝑓(𝑚) 

olduğundan değişmelidir. Şimdi ℎ nin biricik olduğunu gösterelim.  

ℎ′ ve ℎ aynı özellikte olmak üzere,  

ℎ′: (𝑀 ⋊ 𝑁)/𝑅 → 𝑆 

      (𝑚, 𝑛) + 𝑅 ↦ 𝑠 

olup ℎ′ çaprazlanmış modül morfizmi ℎ′𝑢1 = 𝑔 ve ℎ′𝑣1 = 𝑓 olduğundan ℎ = ℎ′ olur. 

Dolayısıyla ℎ biriciktir. Sonuç olarak, ((𝑀 ⋊ 𝑁)/𝑅, 𝛼) objesi (𝑀, 𝛽) ve (𝑁, 𝛾) 

objelerinin ko-çarpım objesidir.  

Teorem 3.6 LXMod/L kategorisi ileri itmelere sahiptir. 

İspat: LXMod/L kategorisinde 𝑓: (𝑀, 𝛽) → (𝑈, α) ve 𝑔: (𝑀, 𝛽) → (𝑉, η) iki morfizm 

olmak üzere her 𝑢 ∈ 𝑈, 𝑣 ∈ 𝑉,𝑚 ∈ 𝑀 için 

(𝛼(𝑢) ∙ 𝑣, 𝜂(𝑣) ∙ 𝑢) 

ve 

(𝑔(𝑚),−𝑓(𝑚)) 
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tarafından üretilen ideal 𝑊 olsun. Buradan 

𝜑: 
𝑉 ⋊ 𝑈

𝑊
 → 𝐿 

                                                   (𝑣, 𝑢) +𝑊 ↦ 𝜑((𝑣, 𝑢) +𝑊) = 𝛼(𝑢) + 𝜂(𝑣) 

homomorfizmi ile birlikte (
𝑉⋊𝑈

𝑊
, 𝜑) bir çaprazlanmış 𝐿-modüldür. Ayrıca  

ℎ1: 𝑉 →
𝑉 ⋊ 𝑈

𝑊
 

              𝑣 ↦ (𝑣, 0) +𝑊 

ℎ2: 𝑈 →
𝑉 ⋊ 𝑈

𝑊
 

              𝑢 ↦ (0, 𝑢) +𝑊 

morfizmleri olmak üzere, her 𝑚 ∈ 𝑀 için 

(𝑔(𝑚),−𝑓(𝑚)) = −(0, 𝑓(𝑚)) + (𝑔(𝑚), 0) ∈ 𝑊 

olur ve ℎ2𝑓 = ℎ1𝑔 olup 

 

diyagramı değişmelidir.  

Ek olarak 𝑤1: 𝑈 → 𝑆, 𝑤2: 𝑉 → 𝑆 morfizmleri olmak üzere 



67 
 

 

diyagramı değişmeli olacak biçimde 

𝑤: 
𝑉 ⋊ 𝑈

𝑊
 → 𝐿 

                                                         (𝑣, 𝑢) +𝑊 ↦ 𝑤((𝑣, 𝑢) +𝑊) = 𝑤1(𝑢) + 𝑤2(𝑣) 

morfizmi tanımlanabilir. Şimdi 𝑤 nin biricik olduğunu gösterelim.  

𝑤′ ve 𝑤 aynı özellikte olmak üzere,  

𝑤′: 
𝑉 ⋊ 𝑈

𝑊
 → 𝐿 

        (𝑣, 𝑢) +𝑊 ↦ 𝑙  

olup 𝑤′ çaprazlanmış modül morfizmi 𝑤′ℎ2 = 𝑤1 ve 𝑤′ℎ1 = 𝑤2 olduğundan 𝑤 = 𝑤′ 

olur. Dolayısıyla 𝑤 biriciktir. O halde 

 

diyagramı değişmeli olup (
𝑉⋊𝑈

𝑊
), (𝑓, 𝑔) nin ileri itmesidir.  
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Sonuç 3.2 LXMod/L kategorisi sonlu ko-tamdır (cocomplete). Diğer bir deyişle bu 

kategori sonlu ko-limitlere sahiptir. 

İspat: LXMod/L kategorisi ko-eşitleyici ve ko-çarpıma sahip olduğundan sonlu           

ko-limitlere sahiptir. 
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SONUÇ VE ÖNERİLER 

Bu çalışmada Lie çaprazlanmış modüllerin bazı kategoriksel özellikleri ele 

alındı. İlk olarak Lie cebirleri ve çaprazlanmış modüller ile ilgili temel kavramlara ve 

özelliklere yer verildi. Sonra eşitleyici, ko-eşitleyici, çarpım, ko-çarpım, limit, ko-

limit, geri çekme, ileri itme gibi bazı kategoriksel özellikler tanıtıldı. En son ise Lie 

çaprazlanmış modüller kategorisinde bazı kategoriksel özellikler incelendi.   
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