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Bu tezin tasarimi, hazirlanmasi, yiiriitiillmesi, arastirmalarinin yapilmasi ve
bulgularinin analizlerinde bilimsel etige ve akademik kurallara 6zenle riayet
edildigini; bu caliyjmanin dogrudan birincil iiriinii olmayan bulgularin,
verilerin ve materyallerin bilimsel etige uygun olarak kaynak gosterildigini ve
alint1 yapilan ¢calismalara atfedildigine beyan ederim.
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ONSOZ

Yiiksek lisans tez ¢calismamin tiim asamalarinda bilgi ve tecriibesi ile yanimda
olan, bana destegini ve yardimlarini hi¢ esirgemeyen, her zaman sabirla yol gosteren
ve danismanlik eden gok kiymetli sayin hocam Dr. Ogr. Uyesi Ali AYTEKIN’e; tim
hayatim boyunca maddi ve manevi destekleriyle beni hichir zaman yalniz birakmayan,
beni sonsuz saygi ve sevgi ile yetistiren, daima gelistiren ve mutlu eden ¢ok degerli

sevgili aileme sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.



GIRIiS

Lie cebirleri, sonsuz kii¢lik dontigiimler kavramini incelemek {izere (Sophus
Lie 1871) tarafindan tanimlanmistir ve (Killing 1880, 1885) tarafindan Lie’den
bagimsiz bir sekilde kesfedilmistir. Daha onceki ¢alismalarda “sonsuz kiigiik grup”
seklinde ifade edilen cebirsel yapiya (Weyl 1931) tarafindan “Lie cebir” ismi
verilmistir. Norvegli matematik¢i Sophus Lie tarafindan, Lie gruplari ve cebirleri ile
diferansiyel denklem sistemlerinin integrasyonuyla ilgili ¢alismalar gelistirilmistir.
Lie cebirleri ve Lie teorisi matematigin diferansiyel geometri, analiz, topoloji ve cebir
gibi pek ¢ok dalinda ¢esitli uygulamalara sahiptir. Diger yandan (Adams 1982),
(Samelson 1990), (Conway ve Sloane 1991), (Serre 2001), (Carter ve Carter 2005)
gibi pek cok arastirmaci basit ve yari1 basit Lie cebirleri ile ilgili calismalar yapmustir.
Sonlu boyutlu yar1 basit Lie cebirleri ile ilgili (Léh 2006) tarafindan arastirmalar
yapilmistir. (Bauerle, De Kerf and Kroode 1990) tarafindan ise 0zel lineer Lie
cebirlerinin genel yapisi incelenmistir. Ayrica (Formanek 1985) bir serbest cebir
lizerine etki eden bir sonlu grubun sabit noktalariyla alakali sonuglara ulagsmistir.
(Bryant 1991) ve (Drensky 1994) de serbest Lie cebirleri icin benzer sonuglari ispat
etmistir. Ek olarak (Hall 1950) bir serbest Lie cebirinin bazini bulmustur. (Shirshov
1962) tarafindan da Lie cebirlerinde kompozisyon yontemi gelistirilmistir ve (Bokut

1972) tarafindan yapilan ¢alisma ile son halini almistir.

(Whitehead 1941, 1946) tarafindan homotopi 2-tiplerin  cebirsel
modellemesinden bahsedilmistir. Daha sonra, gruplar tizerinde ¢aprazlanmis modiil
kavramu ilk kez (Whitehead 1949) tarafindan tanimlanmistir. Whitehead tarafindan
yapilan ¢aligmada Ozellikle relatif homotopi gruplarinin cebirsel yapilari {izerine
caprazlanmis modiillere yer verilmistir. O donemden sonra g¢aprazlanmis modiil
kavrami pek ¢ok bagka alanda yer almistir. Caprazlanmis modiilleri temel cebirsel
yapilardan biri seklinde diisiinmek miimkiindiir. Bu konudaki ¢alismalardan bazilari
(Brown ve Higgins 1981), (Brown ve Huebschmann 1981), (Loday 1982) ve (Brown
1982, 1984) tarafindan yapilmis olup eskiye dayanmaktadir. Daha yakin tarihte (Ege
1998) tarafindan da caprazlanmis modiller {izerine c¢alismalar yapilmistir.
Caprazlanmig modiillerin homotopi teorisi, cebirsel K-teori, kombinatoriyel grup teori,

gruplar tzerinde homoloji ve kohomoloji, devirli homoloji, ve diferansiyel geometri



gibi matematigin pek ¢ok alaninda onemli yer tutmaktadir. Ayrica (Gerstenhaber
1966) ve (Lichtenbaum ve Schlessinger 1967) calismalarinda ise asosyatif cebirler
lizerinde c¢aprazlanmis modiil kavrami yer almistir. Degismeli cebirler lizerinde
caprazlanmis modiil kavramini (Porter 1986) tarafindan tanimlamistir ve (Arvasi ve
Porter 1996) da ¢alismalarinda bu konuya dair pek ¢ok 6nemli sonuca ulagsmistir. EK
olarak (Lue 1979) ele alinan bir c¢aprazlanmis modiiliin otomorfizm grubunun
caprazlanmig modiillerin derivasyon grubuna etkisini gostermis ve homoloji karenin
bazi uygulamalari {izerine ¢alismalar yiriitmistir. (Guin-Walery ve Loday 1981)
caprazlanmis kare kavramini cebirsel K-teorideki problemlerde uygulanmasi amaciyla
tanimlamistir. (Brown ve Loday 1987) ise homoloji karenin bazi uygulamalari {izerine
calismalar yapmistir. (Norrie 1987) aktér ¢aprazlanmis modil kavramim
tanimlamistir. Ote yandan (Conduche 1984) gruplar igin 2-caprazlanmis modiiller
kavramini tanimlamistir. (Grandjean ve Vale 1986) tarafindan da degismeli cebirler
icin 2-caprazlanmis modiillerin homolojisi iizerine ¢aligmalar yirttllmistir. (Arvasi
1997), (Arvasi ve Porter 1998), (Mutlu ve Porter 1998, 2000) ve (Arvasi ve Ulualan

2007) gibi arastirmacilar da konu ile alakali caligmalar yapmustir.

Lie cebirleri igin ¢aprazlanmis modiiller ise ilk defa (Kassel ve Loday 1982)
tarafindan tanimlanmistir. Daha sonra yapilan tanimlamanin iizerine (Porter 1978,
1986), (Casas 1990), (Ellis 1993), (Arvasi ve Porter 1996, 1997), (Casas ve Ladra
1998, 2000) ve (Akca ve Arvasi 2002) gibi ¢aligmalar yapilmistir. Ayrica (Shammu
1992) Lie cebir igin g¢aprazlanmis kare tanimimi vermis ve farkli caligmalarda
bulunmustur. Diger taraftan (Kan 1958) tarafindan simplisel gruplar tanimlanmuistir.
(Ellis 1993) de simplisel Lie cebirlerini tanimlamis ve Moore kompleksi 1 olan
simplisel Lie cebirler kategorisi ile Lie ¢aprazlanmig modiiller kategorisinin dogal
denkliginin ispatin1 yapmis, Moore kompleksi 2 olan simplisel Lie cebirler kategorisi

ile Lie 2-¢aprazlanmig modiiller kategorisinin dogal denkliginin de ispatini yapmustir.

Kategori teorisi, matematiksel yapilar ve bu yapilar arasi iligkiler ile soyut
acidan ilgilenen bir matematik kurami olarak bilinmektedir. Farkli kategoriler,
funktorlar araciligiyla iligkilendirilebilmektedir. Funktorlar, bir kategorinin her bir
nesnesini diger kategorinin bir nesnesi ile ve bir kategorideki morfizmi diger
kategorideki bir morfizm ile iliskilendiren fonksiyonlarin bir genellestirmesi olarak

distintilmektedir. Kategoriler, funktorlar ve dogal transformasyonlar (Eilenberg ve



MacLane 1945) tarafindan ortaya atilmistir. Ozellikle cebirsel topolojide, geometrik
ve sezgisel bir kavram olan homolojiden aksiyomatik bir yaklasim olan homoloji
teorisine gegis i¢in mihim bir yer tutmustur. Kategoriksel o6zellikler, diger
matematiksel soyut terimler gibi yeni bir dil elde edilmesini saglamaktadir. Bu dil,
diisiince tasarrufuna yardim etmektedir ve farkli alanlarda aragtirmacilar arasinda daha
kolay iletisim saglanmasinin yani sira goriiniiste ilgisiz ¢esitli teoremlerin ve yapilarin
altinda yatan ortak temel fikirleri yiizeye ¢ikarmaktadir. Bu nedenle eski sorunlari
gormek i¢in yeni bir baglam ortaya koymaktadir. Boylece derin, gucli, klasik
sonuglarin gercekte ne oldugunu belirlemeye ve tasvir etmeye yardimci olmaktadir.
Kategoriksel ozellikler ile ilgili (MacLane 1969, 1971), (Herrlich ve Strecker 1973)
tarafindan detayli caligmalar yapilmistir. Ayrica kategori ve funktorlarla ilgili (Brown
1982, 1984), (Mitchell 1972, 1978), (Amgott 1986) ve (Mosa 1986) gibi arastirmacilar
gesitli calismalarda bulunmustur. Diger taraftan, kategori teoride bir M: A - B
funktorunun M Kko-limiti colimitM biciminde gosterilmektedir ve bir f: M = N sabit
funktoruna giden bir dogal transformasyondur. Bu dogal transformasyonun da sabit
funktorlar (zerinde evrensel oldugu bilinmektedir. Bagka bir deyisle, eger N' sabit
funktoruna giden bir diger dogal transformasyon g: M = N’ ise bu durumda
h: N'= N' dogal transformasyonunun var oldugu bilinmektedir. Tim bunlara ek
olarak ko-esitleyici ve ko-¢arpim, ko-limitin 6zel birer hali olarak kabul edilmektedir.
(Brown ve Higgins 1987) tarafindan verilen dnerme ile ko-limitin, ko-esitleyici ve ko-
carpim yardimiyla bulunabilecegi gosterilmistir. Ote yandan (Brown 1984) tarafindan
gruplar icin ve (Shammu 1992) tarafindan cebirler igin sabit bir R objesi (zerinde
caprazlanmis modiiller kategorisinde, iligkili ¢aprazlanmis modiillerin kategoriksel

Ozellikleri incelenmistir.

Lie ¢aprazlanmis modiillerin bazi kategoriksel 6zellikleri hakkinda yapilan bu
calismada; Lie cebirleri ve ¢aprazlanmis modiiller ile ilgili baz1 temel kavramlara yer
verilmis, Lie cebirleri tizerinde caprazlanmis modiiller ile ilgili baz1 kavramlar
irdelenmis, baz1 kategoriksel 6zellikler ele alinmis ve Lie caprazlanmis modiiller

kategorisinde kategoriksel 6zellikler incelenmistir.



1. LIE CEBIRLERI VE CAPRAZLANMIS MODULLER

Bir cismin Uzerine bir doniisiim ile tanimlanan vektor uzay1 Lie cebir olarak
isimlendirilir. Caprazlanmis modiiller ise temel cebirsel yapilardan biri seklinde
diistiniilebilir. Bu bolimde Lie cebirleri ve ¢aprazlanmis modiiller ile ilgili baz1 temel
kavramlara, agiklamalara ve Orneklere yer verilmistir. Detayli bilgi i¢in (Samelson
1969), (Grandjean 1971), (Guin 1986), (Norrie 1987) ve (Casas 1990) bakilabilir.

1.1 Lie Cebirleri

Tammm 1.1.1 k birimli ve degismeli bir halka, L bir k-modil olmak Uzere;

her a,b,c € L i¢in

i [a,a] =0
ii. [a,[b,c]] +[b,[c,a]] + [c,[a,b]] =0

ozelliklerini saglayan bir [, ]: L X L — L bilineer (iki-lineer) fonksiyonu var ise L ye k
Uzerinde bir Lie cebir veya Lie k-cebir, [, ] fonksiyonuna da Lie ¢arpim1 denir. Burada

(i1) ozelligine jakobi 6zdesligi denir.
(i) sebebiyle; 0 = [a + b,a + b] = [a, b] + [b, a] oldugu i¢in,

iii. [a,b] = —[b,a]
iv. [a,[b,c]] = [[a,b],c] + [b,[a,cl]]

elde edilir.
Bu ¢aligma boyunca Lie k-cebir yerine Lie cebir ifadesini kullanacagiz.

Ornek 1.1.1 L, k (izerinde bir cebir olmak lizere; ele alman [,]: L x L — L fonksiyonu

[a, b] = ab - ba bigiminde tanimlansn. [, ] fonksiyonu
i. x+x",y] =(x+xD)y—ylx+x")

=xy+x'y—yx —yx'



=xy—yx+x'y—yx'
=[x, y] + [x",y]
i y+yl=x(+y) -G +ydx
=xy+xy —yx—y'x
=xy—yx+xy —y'x
=[x, y] + [x, ']
iii. rlx,yl =r(xy —yx) =rxy —ryx
=rxy — yrx = [rx,y]
=xry —ryx = [x,1y]
oldugundan bilineerdir. Ayrica

I. [a,a] = aa-aa =0

ii. [a, [b, c]] + [b, [c, a]] + [c, [a, b]]
= [a,bc — cb] + [b,ca — ac] + [c,ab — ba]

= a(bc — cb) — (bc — cb)a + b(ca — ac) — (ca — ac)b
+ c(ab — ba) — (ab — ba)c =0

olup L, [,] ile birlikte bir Lie cebirdir.

Tamim 1.1.2 L bir Lie cebir olsun. Her a, b € L igin [a, b] = 0 oluyor ise, L ye Abelyen
(degismeli) Lie cebir denir.

Tamm 1.1.3 L, ve L, , k Uzerinde iki Lie cebir ve 9:L; — L, bir k-modul
homomorfizmiolsun. Her a, b € L icin d([a, b]) = [d(a),d(b)] ise 0 ye bir Lie cebir
homomorfizmi denir. Eger d bir Lie cebir homomorfizmi ve birebir Orten ise d ye bir

Lie cebir izomorfizmi, L, ve L, ye de izomorfiktirler denir.



Tanmim 1.1.4 A bir Lie cebir olsun. B € A olmak Uizere, her a,b € B igin [a,b] € B
ve B, A nin alt modiilii ise; B ye A nin bir Lie alt cebiri denir. B, A nin Lie alt cebiri

ve hera € B, b € Aicin [a, b] € B oluyorsa B ye A nin ideali denir.

1.2 Caprazlanmis Modiiller

Caprazlanmis modiiller, modiiller ve ideallerin genislemesidir. Ayni zamanda
herhangi bir halka (cebir) da bir gaprazlanmis modiildiir. Dolayisiyla ¢aprazlanmig

moduller, halka kavraminin genellestirilmesi bi¢iminde diistiniilebilir.

Tamim 1.2.1 Bir k sifirdan farkli birimi olan degismeli halka, L ve N iki Lie cebir

olsun. O halde,
NXL-L
n,)»n-1
dontistimii her k € k, 1,I' € L, n,n’ € N igin

i,  k-mD=((k-n)l=n-(k-D
ii. n(l+0D=n-1+n-l
iii. nm+n)-l=n-1+n""l
iv. [mn']-l=n-n"-D-n"-(n-1)

V. n-[LI]=[n-LUI1+ [Ln-1]
sartlarin1 sagliyorsa, bu dontisiime N nin L tzerinde Lie etkisi denir.

Tanmmm 1.2.2 L ve N iki Lie cebir olsun. a: L — N bir k-cebir morfizmi olmak Uizere

ve
NXL->L
n,D)H—n-l1

N nin L Gzerine Lie etkisiyle beraber, her [,I’ € L ve n € N igin



I. a(n-1) = [n,a(d)]
ii. al)-U'=[L1U]

sartlar1 saglaniyorsa (L, N, @) tg¢liisiine Lie ¢aprazlanmig k-modul (crossed k module)
veya kisaca Lie gaprazlanmis modiil denir. Yalnizca (i) sartin1 saglayan (L, N, )
Ucllisine Lie 6n ¢aprazlanmis k-modul (precrossed k module) denir. (ii) 6zelligine ise

Peiffer 6zdesligi denir.
Ornek 1.2.1 L bir Lie cebir ve N, L nin bir ideali olsun. n € N ve [ € L olmak (izere
Jd:N->1L
nen
igine doniistimii alinsin. L nin N lzerine etkisi
LXN-—>N
(,n) » [LLn]

biciminde Lie ¢arpim islemi olarak verilsin. O halde c¢aprazlanmig modiil

aksiyomlarinin saglandigi

i. d(l-n) =0[,n] =[L,n] =[l,0n]
i, l-U=1-U=[LI]

seklinde gosterilir. Dolayistyla (N, L, d) bir ¢aprazlanmis modiil yapisi olusturur.
Ornek 1.2.2 L, herhangi bir k-modiil ve I;, 1, € L olmak izere
LXL-L
(1) » [, 1] =0
carpimi tanimlansin. L bir Lie cebir yapisi olusturur.

Diger taraftan



0:L—>N
x> 0(x)=0
biciminde verilen sifir morfizmi ve
NXL->L
nD)Hn-l=nl
etkisihern € N, [,I' € L igin

I. 0(n-1) =0[n,1] =0 =[n,0(]
i. al-l'=0U'=0=[Ll]

oldugundan (L, N, 0) ¢aprazlanmis modiil yapisi1 olusturur.

Ornek 1.2.3 L bir Lie N-cebir ve 8: L — N ikinci izdiisiim fonksiyonu bir Lie N-cebir

morfizmidir. N nin N x L Uzerine Lie etkisin’ € N ve (n',l) € N x L igin
n'-(l-n)=(n'"1-[n',n])

biciminde tanimlasin. O halde (N xL,N,B) bir 6n ¢aprazlanmis modiildiir.
Cogunlukla (N x L, N, B) bir ¢aprazlanmis modiil degildir.

Teorem 1.2.1 (K, W, d) bir Lie gaprazlanmis modiil olmak iizere, K /K? ve 0K /K>
birer W /0K -modiil yapisi olusturur.

Ispat: 9K nin K /K? lizerine etkisinin incelenmesi icin; j,k € K ve k + K? € K/K?

olup a = dj € dK olmak Uzere
a(k + K?) = ak + K* = 0jk + K? = jk + K*?

bulunur. j, k € K?ve K?/K? = {0} oldugu i¢in bulunan ifade sifir1 verir. Bu sebeple,

0K nin K /K? iizerine etkisi sifirdr.

O halde,



W/oKxK/K? - K/K?
(w+ 0k, k + K?») -» (w+0k) - (k+ K?) =wk + K?
fonksiyonu ile
i. w+0k) (ky + K+ k, + K?) = (w+ 0k) - (kg + k) + K?)
=w- (ks +k;) +K?
=Ww- ki +w-ky)+K?
=w-k;+K*+w-k, +K?
=(Ww+0k) (ky + K*») + (w+ 9k) - (k, + K?)
. ((wy + 0k) + (W, + 0k)) - (k + K2) = ((wy + wy) - 0k) - (k + K?)
=(w; +wy) k+K?
=(wy k+w, k) +K?
=w; k+K?>+w, k+K?
=(w; +0k) - (k+K?»)+ (w, +0k) - (k+ K?)
ii.  ((wy+0k) - (wy +0k)) - (k + K?) = ((wy-wy)-03k) - (k+K?)
=(wy; wy) k+K?
=w; - (wy - k) + K?
= (wy +0k) - (wy -k + K?)
= (wy + 0k) - ((w,, + 0k)(k + K?))

esitlikleri saglandig1 icin, dK bir W /dK-modiildiir. Benzer sekilde dK/dK? nin de
W /0K -modiil oldugu gosterilebilir.



Tanmm 1.2.3 (L, N, a) ve (L', N', a") iki Lie ¢aprazlanmis modiil olmak Uzere,

fn-D=gm)-fO

olup

diyagrami degismelidir. Dolayisiyla,
af(D = ga
olacak bigcimde f: L —» L', g: N - N' Lie k-cebir morfizmleri varsa
(f,9): (LN, a) = (L, N', ')

morfizmine ¢aprazlanmig modiiller arasindaki morfizm ad1 verilir. Eger f ve g Orten
ise (f,g) ye orten, f ve g bire bir ise (f, g) ye bire bir denir. f, g izomorfizma ise

yani f ve g bire bir Orten ise
(f,9): (LN, a) » (L, N', ')
morfizmine izomorfizm denir. O halde
F 7t =0"1g)UWN,a) > (LN, a)

bir ¢aprazlanmis modul morfizmidir ve

(f,.97'(f,9) =Ud,1d) = (f,9)(f, 97"

olur. Boylece c¢aprazlanmis modiillerin kategorisi olusturulabilir ve bu kategori
LXMod(k) ya da LXMod bigiminde gosterilir.

Ayrica N = N’ ve g birim doniisiim ise, f de bir Lie k-cebir morfizmi oldugu i¢in

10



f-D=n-fO

olur ve diyagram degismeli oldugu i¢in

af(D = al

esitliginin saglandig1 bilindiginden, f bir ¢aprazlanmis Lie k-modil morfizmidir. N
tizerinde iki ¢aprazlanmis modiiliin bileskesi bir ¢aprazlanmis Lie k-modul morfizmi
oldugu i¢in LXMod(K) nin bir alt kategorisi bulunur ve bu kategori LXMod(k)/N ya
da LXMod/N seklinde gosterilir.

Ornek 1.2.4 (f,1): (L,N,a) - (L', N’,a") bir caprazlanmis modiil homomorfizmiyse
(L, L', f) bir ¢aprazlanmis modiildiir. O halde L' niin L ye etkisi a’ yardimiyla, yani
herl' e L' vel € L igin

UV-l=a'(l")-1

seklindedir. (Id;,Idy): (L,N,a) = (L,N,a) birim homomorfizmi (I,1) ile
gosterilebilir.

Tamm 1.2.4 (L, N, @) bir ¢aprazlanmis modiil olsun. Ayrica L', L nin ve N’, N nin bir

alt Lie cebiri olmak tzere
a:al|;: L - N

a nin L ye kisitlanigi ve N’ niin L' ne etkisi N nin L {izerine etkisinin kisitlanigi olmak
uzere (L', N',a") ¢aprazlanmig modiiliine, (L, N, @) ¢aprazlanmig modiiliiniin alt Lie
caprazlanmis modiilii kisaca alt ¢aprazlanmis modiilii denir ve (L', N, o) < (L, N, )

biciminde gosterilir.

Ornek 1.25 K, N Lie cebirinin bir alt Lie cebiri olmak uzere, burada
(K,K,1dK),(0,K,i),(N,N,IdN) ve (0,N,i) birer gaprazlanmig modiildiir. Ayrica
(K,K,1dK), (N, N,IdN) nin bir alt gaprazlanmis modiilii, (0, K, i) de (0, N, i) nin alt

caprazlanmig modiiliidiir.

Ornek 1.2.6 I, N Lie cebirinin herhangi bir ideali olsun. (I,N,i), (N,N,Id)

¢aprazlanmis modiiliiniin alt gaprazlanmig modilidur.
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Ornek 1.2.7 K ve J, N nin ideali; /] € K olmak tzere; (J, K, i), (K, N, i) caprazlanmis

modiiliiniin alt gaprazlanmig modilidur.

Ornek 1.2.8 K, N-modiil; /, K iginde N-alt modul olmak uizere; (J,N, 0), (K, N, 0)

caprazlanmis modiiliiniin alt ¢aprazlanmis modiiliidiir.

Tamm 1.2.5 (L, N, @) ¢aprazlanmis modiil ve (L', N',a’) alt ¢aprazlanmig modiilii

olmak Uzere,

i N’, N cebirinin bir idealidir. Yani N’ < N olur.
ii. HerneNvel € L'icinn-l' e L'

iii. Hern' e N'vel € Licinn'-l e L’

sartlar1 saglaniyorsa (L', N',a’) alt ¢aprazlanmis modiiliine, (L, N, a) ¢aprazlanmis
modulunin ideali denir. Ve (L',N’,a’) 2 (L,N,a) biciminde gdsterilir. Burada

(L',N',a") 2 (L,N,a) oluyorsal € L ve l' € L igin
[LUl=a()-l'€elL
oldugundan L', L nin bir idealidir.

Ornek 1.2.9 I, N Lie cebirinin bir ideali olmak tizere (1,1,1d), (N,N,Id) nin ve
(0,1,i) de (0, N, i) nin bir ¢caprazlanmis idealidir.

Ornek 1.2.10 W bir k-cebir ve I, W nin ideali, a € I olmak lizere

ilI-WwW

icine (inclusion) doniisiimii ve W nin I (izerine etkisi
WxI-1I
(w,a) »w-a=wa

ile birlikte her w € W ve a € I igin gaprazlanmis modiil aksiyomlar1
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I. dw-a) =0d(wa) =wa =wd(a)

ii. da-a'=a-a =ad
oldugundan, (I, W, i) bir ¢caprazlanmis modiil yapis1 olusturur.

Tersine, herhangi bir d: K - W ¢aprazlanmis W-modiil ele alindiginda, 0K = I nin
W de ideal oldugu agiktir.

Teorem 1.22 (L', N, o) < (L",N",a'") < (L,N,a) seklindeki alt ¢aprazlanmis
moddlleri igin; (L',N',a"), (L,N,a) nin ideali ise; (L',N’,a"), (L",N",a’") nm

idealidir.
ispat:

i neNn' eN,n"eN' leL ve l'el igin (L'N,a)=2(LN,a)
oldugu i¢cin N' 2 N olur. N' < N" < N oldugu i¢in [n’,n""] € N' olup; N’,
N'"nin ideali olur. Yani N' 2 N"” olur.

ii. (L',N',a") 2 (L,N, @) oldugu igin n.l' € N’ olur ve N"" < N oldugu i¢gin
n” -1 € L' olur,

iii. n'-l € Lvel' <L" <L olduguiginn'-1" € L' olur.

Buradan (L',N',a’), (L",N”,a'") nin ideali oldugu sonucuna ulagilir ve

(L',N',a") 2 (L",N",a'"") biciminde gosterilir.

Tamm 1.2.6 (L',N’,a"), (L, N, @) nin bir ideali olmak {izere; N' nin, L/L" lizerine

etkisi
N'xL/L' - LJL'
(n,d+L))n'-1+L)
olmak tzere
n-((+L)=n"-l+L

olupn’-1l" € L' oldugu i¢in sifir olur. Buradan, N /N’ b6lim Lie cebiri L/L' Gizerine
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N/N'xL/L" - L/L'
(n+N),(+L))»n-l+L
biciminde Lie etkisi vardir. Ayrica
aL/L'—> N/N'
+L)Y»al)+N

boliim dontsimii bir Lie cebir homomorfizmidir. Buradan, donisim ve etki

fonksiyonu geregince

(L,N,a)

(L/L’,N/N’,CY) = m

Lie ¢aprazlanmis modiil yapisi olusturulur ve bu yapiya boliim ¢aprazlanmis modiil

denir.
Ornek 1.2.11 N’, N nin ideali olmak Uizere;

ON.D _ 0,N/N',i
m—(' /N’ 1)
ve

NNIL _ vy, NN, 1
N NN Id)
biciminde b6lim ¢aprazlanmis modiilleri elde edilir.

Tanmm 1.2.7 (X,Y,a), (L,N,a’) iki ¢aprazlanmis modiil ve X X L ile Y X N Lie

cebirlerin direkt ¢carpimi1 olsun. Bu durumda

aXa: XXL->YXN

(x, ) = (a(x),a’ (D)

doniigiimii ve
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(YXN)X(XXL)->YXN

(), (xD)» ) (D = xn-1)

bi¢iminde verilmis olan ¢aprazlanmis modiillerin indirgenen Lie etkileri ile beraber,
(X XL, Y X N,a X a") ¢aprazlanmig modiilii olusturulabilir. Bu modiile ise (X,Y, @)
ve (L, N, a") ¢aprazlanmis modiillerinin direkt ¢arpimi denir ve (X,Y, @) X (L, N, a’)

seklinde gosterilir.

Tanmm 1.2.8 Bir ¢aprazlanmis modiil morfizmi (f, g): (L, N,a) - (L', N',a") olsun.

Burada,
a:Kerf — Kerg

caprazlanmig modiiliine (f, g) morfizminin ¢ekirdegi denir ve Ker(f,g) seklinde

gosterilir.

Teorem 1.2.3 Ker(f,g) = (Kerf, Kerg, a) ¢aprazlanmis modiilii, (L, N, @) nin bir

idealidir.
Ispat: n € N, n, € Kerg igin,
g([n,n1]) = [g(n), g(n)] = [g(n),0] = 0

oldugu i¢in [n,n,] € Kerg olur. O halde Kerg, N nin idealidir.
Ek olarak, n € N ve [; € Kerf igin

fn-l)=gm)- f(l1) =g(n)-0=0
olduguiginn - [, € Kerf olur.
n, € Kerg,l € L igin

fy-D=gm) fO=0-f(D)=0

oldugu i¢in n; - I € Kerf elde edilir.
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Tamm 1.2.9 (f,g): (L,N,a) — (L', N’, a") bir ¢aprazlanmig modiil morfizmi olmak

Uzere;
a':Imf - Img

caprazlanmis modiiline (f,g) morfizminin gorintlst denir ve Im(f,g) seklinde

gosterilir.

Teorem 1.2.4 (f,g9): (L,N,a) - (L',N',a") bir morfizm olmak uzere; burada
Im(f,g), (L',N',a") nin bir alt ¢aprazlanmis modultidiir.

Teorem 1.2.5 (f,9): (L,N,a) - (L*, N*,a*) orten olmak Uzere; burada (L', N', o),
(L, N, @) nmn bir ideali ise (f, g)(L',N', ") = (f(L"),g(N"),a") da (L*, N*, a*) nin bir
idealidir.

Tamm 1.2.10 (L', N, a") ve (L"",N",a""), (L, N, @) nin alt ¢gaprazlanmis modiilii olmak

Uzere,
alL’nL” . LInLH N NInNII

bigiminde indirgenen alt ¢aprazlanmis modiile (L, N', ") ile (L", N", @’") nin arakesiti

denirve (L',N',a") N (L",N", a’") seklinde gosterilir.

Teorem 1.2.6 (L', N',a") ve (L",N",a'"), (L, N, @) ¢aprazlanmis modiiliiniin ideali ise

(L',N',a") N (L",N", a'") arakesit ¢aprazlanmus alt modiilii de (L, N, @) nin idealidir.
Ornek 1.2.12 N’ ve N"", N nin iki Lie alt cebiri olsun. Bu durumda
(0,N',i)NCO,N",i) = (O,N'NN", 1)
ve
(N',N", Id)N(N",N",Id) = (N'ON",N'NN", Id)
olur.

Tanmm 1.2.11 (L',N’,a") ve (L",N",a’"), (L, N, @) c¢aprazlanmis modiiliiniin ideali,

L'+ L", L de ideallerin toplami ve N' + N"' | N de ideallerin toplam1 olmak iizere
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alL’+L” 2 L -|-L” - N’ +N”

doniisiimii ve N nin L (zerine etkisinden kaynaklanan N’ + N"' nin L' + L"" lzerine
etkisi ile birlikte olusturulan ¢aprazlanmis modile (L',N',a") ile (L",N",a"
¢aprazlanmis modiillerinin toplami denir ve (L',N’,a") + (L",N",a’") seklinde

gosterilir.
Ornek 1.2.13 N’ ve N”", N nin iki ideali olsun. Bu durumda
(O,N’,i) + (0,N",i) = (O,N' + N",1)
ve
(N',N',Id) + (N",N",Id) = (N' + N",N' + N", Id)
olur.

Teorem 1.2.7 (X,Y,0) ve (W, B, d) caprazlanmis modiilleri (Z, N, d) caprazlanmis

modiiliiniin idealleri olsun. Eger

. (X,Y,9) + (W,B,d) = (Z,N, d)
ii. (X,Y,0)N(W,B,d) =0

ise (Z,N,0) = (X,Y,0) x (W,B,d) olur.

Tanim 1.2.12 (Z, N, 9) ¢aprazlanmig modiilii Teorem 1.2.7 nin sartlarini sagliyorsa bu
(Z,N, 0) caprazlanmis modiiline (X,Y,d) ve (W, B, d) ideallerinin i¢ ¢arpimi adi

verilir.

Tanmm 1.2.13 N bir Lie k-cebir olsun ve d: N — L , k-linecer doniisim olsun.

Her n,n’ € N igin,
d[n,n'] =nd(n") —n'd(n)

Ozelligi saglantyor ise d ye bir derivasyon denir. N den L ye tum derivasyonlarin

kiimesi Der(N) seklinde gosterilir.
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Teorem 1.2.8 (I. izomorfizm) (f, g): (L,N,a) = (L', N’, &) bir ¢aprazlanmis modiil

morfizmi olmak Uzere,

(L,N,a)
Ker(f,g)

= Im(f, 9)
dir.
Teorem 1.2.9 (II. izomorfizm) (L",N”,a'") < (L,N,a) ve (L',N',a") 2 (L, N, @) ise

(L,, N,, al) + (L”, NII’ all _ (L”, N”' all
(LI, N,, al) - (L,, N,, al)n(LH, N”, all

dir.

Teorem 1.2.10 (111. izomorfizm) (L",N”,a'") < (L',N',a") ve (L',N',&") 2 (L, N, @),
(L",N",a"y 2 (L,N, ) ise

(L,N,)/(L",N",a) _ (L,N,)
(LI, N’, O(’)/(L”, N”, all) - (L,, N,, al)

dir.

Tanmm 1.2.14 (L, N, «) ve (M, N, 0) caprazlanmis iki Lie modiil olsun ve 2: L - M

bir k-lineer doniisiim olmak tizere; her [,I' € L igin,
ALY = a(D).A1") — a(l).A(1)

oluyorsa A ya L den M ye bir derivasyon denir. Tim derivasyonlarin kiimesi
Dery (L, M) bigciminde gosterilir. Ayrica n € N, 1 € Dery(L,M) ve ad,:L—> N
fonksiyonu ad, (1) = [n, a(l)] bigiminde tanimlansin. Buradan, 9(/1(1)) = ad, ()

yani A = ad,, ise (4,n) ikilisine Dery (L, M) nin konjugate (eslenik) eleman1 denir.
Tanmm 1.2.15 Her n,n" € N igin,
a:N - Der(N)

wealw) =a,
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olmak Uzere, a(n)n’ = nn' biciminde tanimh a(n) = a,, : N = N doniisiimiine i
¢ n S ¢

(inner) derivasyon denir.

Teorem 1.2.11 Dery(L, M) nin konjugate elemanlarinin olusturdugu kiime bir Lie

k-cebirdir denir.

Tamim 1.2.16 N nin Dery(L, M) Uzerine etkisi n € N, (4,y) € Dery(L, M) olmak

Uzere ve her [ € L igin,

uh) =n-2() —A(n-1)
olmak tizere
n-(4y) = (ulnyD
bigiminde tanimlanir (Casas 1990) ve bu etki Lie etkisidir (Guin 1986).

Teorem 1.2.12 h(A,n) =n bi¢giminde tanimlanmis olan h: Dery(L,M) - N
fonksiyonu bir Lie cebir homomorfizmidir ve h(n(4,y)) = [n, h(4,y)] olur.

Teorem 1.2.13 (L, N, @) bir Lie 6n ¢aprazlanmis modiil ve (M, N, ) c¢aprazlanmis bir

Lie modilu olmak lizere, Dery (L, M) nin konjugati bir 6n ¢aprazlanmig k-moduldr.
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2. KATEGORIKSEL OZELLIKLER

Kategori teorisi temelde genel yapilar ile ilgilidir. Bu boliimde bilinen bazi

kategoriksel ozelliklerden bahsedilmistir. Detayli bilgi i¢in (MacLane 1971) ve
(Herrlich ve Strecker 1973) bakilabilir.

XK ile gosterecegimiz kategori asagidaki 6zellikleri saglayan bir sistemdir.

¥ -obje (yada Ob(¥K)) elemanlarina obje diyecegimiz siniftir.

Bu sinifin elemanlar1 4, B, C, ... ile gosterilecektir.

F-morfizm (ya da Mor(¥) ya da K (A4,B)) elemanlarina morfizm

diyecegimiz kiimedir.

Bu kiimenin elemanlari f, g, h, ... ile gosterilecektir.

Her objeye karsilik bir morfizm var olmalidir. Yani, ele alinan A objesi

icin

154> A

morfizmi vardir. Bu morfizme birim morfizm adi verilir.

Ele alinan f: A — B ve g: B = C morfizm ¢ifti icin bir tek

g9f =gof:A->C

morfizmi vardir. Bu morfizme f ve g nin kompozisyonu ad1 verilir.

Yani, kompozisyon

K (A,B) x K(B,C) > K(4,C)

(f,9) » o(f,g9) = gf = gof

seklinde bir fonksiyondur.
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Bu durumda K sistemi asagidaki iki aksiyomu sagliyorsa K ye bir kategori

denir.

1. (Asosyatiflik) f:A = B, g: B = C ve h: C = D morfizmleri i¢in

h(gf) = (hg)f

dir. Yani
h = (h
4 M) = (ho)f
I,
B >
g
diyagrami gecerlidir.

2. (Birimlilik) f: A — B morfizmi icin

fla=1gf =f
dir. Yani
1. =1 =
4 fla=1sf =1 B
1 Al fla 1zf TlB
A »B
f

diyagrami gecerlidir.

Simdi baz1 6rnekleri inceleyelim.

K = Set kiimeler kategorisi olmak (zere,

I. K -obje tiim kiimelerin sinifidir. Yani objeler kiimelerdir.

ii. K -morfizm tiim fonksiyonlarin  smifidir.  Yani

fonksiyonlardir.

morfizmler



iii. Birim morfizm, birim fonksiyondur.

Iv. Kompozisyon, morfizmler fonksiyon oldugundan bileske islemidir.
1. A,B,C,D birer kiime olmak Uzere
atplclp
fonksiyonlar1 i¢in fo(goh) = (fog)oh oldugundan asosyatiflik sart1 saglanir.
2. Abir kime, f: A - B fonksiyon olmak uzere
1:A- A
a-1,(a)=a
fonksiyonu her zaman vardir. Ayrica her x € A igin
(fol)(x) = f(1a(0) = f() = fl = f
(150f)(x) = 15(f(0)) = f(x) > 1f = f

oldugundan birimlilik sart1 saglanir. Benzer sekilde, objeler sonlu kiimeler alinirsa K

sonlu kiimeler kategorisi elde edilir.
K = Grp gruplar kategorisi olmak Uzere,

I. K -obje tiim gruplarin smifidir. Yani objeler gruplardir.

ii. F-morfizm tum homomorfizmlerin kimesidir. Yani morfizmler
gruplar arasindaki homomorfizmlerdir.

iii. Birim morfizm, birim homomorfizmdir.

v, Kompozisyon, homomorfizm grup islemini koruyan fonksiyon

oldugundan bileske islemidir.

1. (G,*),(H,A), (K, O),(M,#) birer grup olmak tzere

G055 oD #)
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homomorfizmalari icin (fog)oh = fo(goh) dir. Clinki

; (09)oh = folgoh)

> M
H » K
g

diyagrami gecerlidir. Ayrica iki grup homomorfizmasimin bileskesinin de bir grup

homomorfizmasi oldugunu gostermeliyiz. Bu sebeple

G0 S H) 5 K o)
homomorfizmalarinin bileskesi
goh: (G,x) - (K, )

nin grup homomorfizmasi oldugunu gostermeliyiz.
Yani, her a;, a, € G igin
(goh)(a; * az) = g(h(a, * az))

= g(h(ay) A h(ay)) (+ h homomorfizma)

= g(h(al))ljg(h(az)) ( g homomorfizma)

= (goh)(a;)d(goh)(az)
gecerlidir.
2. G birgrup, f: G - H grup homomorfizmasi olmak uzere

1l:G6 > G
917 14(91) = 91

ve
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1,:H - H
hy & 15(hy) = hy
grup homomorfizmi vardir. Ayrica her x € G igin
(Fole) () = f(1c(0) = f(x) = flg = f
(1gof)(x) = 15(f (X)) = f(x) = 1yf = f

oldugundan birimlilik sart1 saglanir. Benzer sekilde, objeler Abelyen gruplar alinirsa
K Abelyen gruplar kategorisi elde edilir.

Simdi baz1 kavramlari inceleyelim.

K bir kategori olsun. K nin her X objesi icin bir tek
B E') X
morfizmi varsa B ye XK nin ilk (baslangig, initial) objesi denir ve 0 ile gosterilir.
Diger bir deyisle I bir kategori, I bir K -obje olsun. Eger her A bir ¥-obje iken
K(1,4) = {f|f:1 > Amorfizm}
tek elemanli ise I ya K nin ilk objesi denir.

I bir kategori olsun. I nin her X objesi i¢in bir tek
X E') vV
morfizmi varsa V ye K nin son (varis, terminal) objesi denir ve 1 ile gosterilir.
Diger bir deyisle K bir kategori, S bir K -obje olsun. Eger her A bir ¥ -obje iken
K(A,S) = {f|f:A — S morfizm}

tek elemanli ise S ye K nin son objesi denir.
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2.1 Funktorlar

Funktor, bir ¥ kategorisinden bir D kategorisine giden bir ok olarak
tanimlanir. Diger bir deyisle funktor, bir matematiksel yapidan diger bir matematiksel
yapiya giden bir doniisiimdiir. Homomorfizm, cebirsel 6zellikleri koruyan doniisiim

ise funktorlar da kategoriksel 6zellikleri koruyan dontistimdr.
K ve D iki kategori olmak Uzere,
F:KX-morfizm —» D-morfizm
fonksiyonu

I. (Birimlerin korunmast) X nin her A objesi i¢in F(14) = 1g4)
ii. (Kompozisyonlarin ~ korunmasi)  fog, K nin  bir

kompozisyonuysa F(fog) = F(f)oF(g)

sartlarin1 sagliyorsa F ye K kategorisinden D kategorisine bir funktor denir ve

F
FFX->DVK->DV (K,F,D)

ile gosterilir.

2.2 Esitleyici ve Ko-esitleyici

Tamm 2.2.1 K bir kategori olmak Uzere, C L D ve C -2 D birbirinden farkl
K -morfizm ¢ifti olsun. Bir (E, e) ikilisi, asagidaki kosullari sagliyorsa K deki f ve g

nin esitleyici objesi (equalizer) olarak adlandirilir.

I. e: E — C bir X-morfizm,
ii. fee=goe,
iii. Herhangi bir 7-morfizm igin, e’: E' —» C olmak lizere f o e’ = g o e’ ve
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diyagrami degismeli olacak sekilde biricik (unique) é: E' — E bir Z-morfizm vardir.

Ornek 2.2.1 K kiimeler kategorisi olmak izere,

f
E‘T—>X__?Y

E={xeX|f(x)=gx cX)
kiimesi tanimlansin. Buradan
JtE > X

xmjlx)=x

olmak Uzere
fitx) = f(x)
=g()
=9((x))
= gj(x)
oldugundan fj = gj olur. Ayrica
k:Z > E

z - k(z) = h(z)
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ve
fh=gh=f(h(2)=g(h(2) = h(z) EH
oldugundan k(z) = h(z) bigiminde tanimlanir. O halde, her z € Z icin
Jk(2) = j(k(2))
= k(2)
= h(2)

oldugundan jk = h olur. Buradan, verilen diyagramin degismeli oldugu sonucuna

ulasilir. Simdi k nin biricik oldugunu goésterelim.

k' ile k aym ozellige sahip iki fonksiyon olmak Uzere, k': Z — E bir morfizm ve

jk' = holur. Buradan, her z € Z igin
JK'(2) = j(K'(2))
=k'(2)
= h(z)
= j(k(2))
= k(2)
oldugundan k’(z) = k(z) olur dolayisiyla k" = k oldugundan k biriciktir.
Ornek 2.2.2
fiIRXR - R
() = x4y
gRxR-R
(x,y)» 1
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fonksiyonlar1 ele alindiginda esitleyici objesi
E={(xy) ERXR|f(xy) =gxy) &x*+y* =1}
bicimindeki birim ¢cemberdir. Buradan
J:E->RXR
(x,y) = (x,9)
k:Z - E
z - k(z) = h(2)
h:Z-RxR
z = h(z) = (x,y)
olur.
Bazi kategorilerde esitleyici obje yoktur.
Ornek 2.2.3 Objeleri iki elemanl: kiimelerden olusan bir X Kkategorisi olmak iizere,
E=(ene) > X=(x,x)3Y=1Y2)

(E,j),(f,g) nin esitleyicisi olsun. O halde f =g olur ki bu c¢eliskidir (f # g

olmalidir).

Yani, K kategorisinin esitleyici objesi yoktur.

Tamm 2.2.2 K bir kategori olmak (zere, C LD ve € —2 D birbirinden farkli
K -morfizm ¢ifti olsun. Eger j: D — ] olmak (izere, ancak ve ancak jof =jog
saglantyorsa ve her j' morfizmi igin j'o f =j'o g olacak sekilde biricik j
bulunabiliyorsa (j, ) ikilisi K deki f ve g nin ko-esitleyici objesi (coequalizer) olarak

adlandirilir.
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2.3 Carpim ve Ko-¢carpim

Teorem 2.3.1 (C,D) kiime giftinin kartezyen carpimi, .: P = C ve tp: P = D iKi
izdlisiim fonksiyonu ile birlikte bir P = C X D kiimesidir ve su 6zellige sahiptir; H
herhangi bir kiime ve f: H — C, g: H = D fonksiyonlar ise, o zaman biricik h: H - P

fonksiyonu vardir ve

diyagrami degismelidir.

Tamm 2.3.1 K bir kategori, (C, D) ikilisi K nin objeleri, ayrica (P, ., mp) Uclistunde
P bir K-obje olmak lzere; m,.: P - C,mp: P = D de K-morfizmler olsun. O halde; H

bir 5C-obje ve f: H = C, g: H = D keyfi K-morfizmler olmak Uzere, burada

diyagrami degismeli olacak sekilde biricik (f, g): H — P morfizmi varsa P ye (C,D)
nin ¢arpim objesi (product) denir. Cogu zaman (P, ., mp) Uclust C x D ile gosterilir.
C X D semboliiniin yalnizca P objesini temsil etmek i¢in kullanilmasi yanlistir.

Unutmamalidir ki bu ¢arpim sadece bir obje degil t¢liidiir.

Ornek 2.3.1 K kiimeler kategorisi olmak lzere X, Y birer FC-obje ve

Z=XxY={(xy)|xeXyey}

29



klimesinin X ve Y nin ¢carpim objesi oldugunu gosterelim.

W kimesi ve f: W — X, g: W — Y fonksiyonlari verilsin. Buradan

X

a

diyagrami degismeli olacak sekilde biricik h: W — Z fonksiyonu var olmalidir. Bu

durumda
JiZ=XXY->X
(x,y) = x
ve
k:Z=XXY->Y
(x,y) =y
oldugundan
h:W - XXY

w = (f(w), g(w))
fonksiyonunun var oldugu bilinmektedir. O halde
Jh(w) = j(f (W), gw)) = f(w)
kh(w) = k(f(w), gw)) = g(w)
oldugundan verilen diyagram degismelidir. Simdi h nin biricik oldugunu gosterelim.

h' ile h ayn1 6zellige sahip olmak {izere

30



h':W->XXxY
w e (x,)
alalim ve jh' = f,kh’ = g olsun. Buradan
jh' W) = j(x,y) = x = f(w)
kh'(w) =k(x,y) =y = g(w)
oldugundan
W(w) = (x,y) = (fw), gw)) = h(w)

olur. O halde, w € W keyfi segildigi i¢cin h = h' olup h biriciktir denir. Buradan

X ve Y nin ¢arpim objesinin X X Y kiimesi oldugu sonucuna ulasilir.
Ornek 2.3.2 K gruplar kategorisi olmak lizere A, B birer X -obje ve
Z=AxB={(ab)|aec4beB}
kumesi
(a,b)(@’,b") = (aa’,bb")

islemine gore bir gruptur. Ave B nin carpim objesinin verilen kime oldugunu

gosterelim.

W birgrupve f: W — A, g: W — B grup homomorfizmi verilsin. O halde

Ll
|

Nk

Y

X

diyagrami degismeli olacak sekilde biricik h: W — A X B grup homomorfizmi var
olmalidir. O halde,



h:W —->AXB
w = (f(w), gw))
fonksiyonu her a,b € W igin
h(ab) = (f(ab), g(ab))
= (f(@f (b), g(a)g(b))
= (f(@), (@), (F (b), g(b))
= (h(a)h(b))
oldugundan h bir grup homomorfizmidir.
Ayrica
jiAXB - A
(a,b) » a
k:AXB—-B
(a,b) > b
h:W —-AXB
w e (f(w), g(w))
homomorfizmlerinin oldugu bilindiginden
jh(w) = j(f (W), g(w)) = f(w)
kh(w) = k(f(w), gw)) = g(w)
olur ve diyagram degismelidir denir. Simdi h nin biricik oldugunu gosterelim.

h' ile h ayn1 6zellige sahip olmak {izere

32



hW:W > AXB

w - (a,b)
alinsin ve

jh' = f

kh' =g

olsun. Buradan
jh'(w) = j(a,b) = a = f(w)
kh'(w) = k(a,b) = b = g(w)

oldugundan

h'Ww) = (a,b) = (f(w), gW)) = h(w)

olur. O halde, w € W keyfi segildigi i¢in h = h' olup h biriciktir denir. Buradan

A ve B nin ¢arpim objesinin A X B ¢arpim grubu oldugu sonucuna ulagtlir.

Tamm 2.3.2 XK bir kategori, (C, D) ikilisi K nin objeleri, ayrica (., ap, R) Uclisiunde
R bir 7C-obje olmak lzere; a.: C = R, ap: D — R de birer X-morfizm olsun. O halde,

H bir 5C-obje ve f: C - R, g: D — R keyfi I-morfizmler olmak lizere

diyagrami degismeli olacak sekilde biricik [f, g]: R = H morfizmi varsa R ye (C, D)

nin ko-garpim objesi (coproduct) denir.

Ek olarak; (a., ap, R) uclisu ve genellikle sadece R, siklikla C U D ile gosterilir.
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Ornek 2.3.3 K kiimeler kategorisi olmak tizere

diyagramini ele alalim. C' = C X {1} ve D' = D X {2} kiimelerini tanimlayalim.
cub=c'uD,C'nD' =9
ve
ii:C->Cub
cH (c,1)
i,»D—>CUD
dw (d,2)
igine fonksiyonlari olsun. O halde
a:CuD—->H

fe(©);h=(c1),ceC
fo(d);h=(d,2),dEe D}

h o ah) = {
fonksiyonu igin

aiy(c) = a((c, 1) = fe(c)

aiy(d) = a((d,2)) = fp(d)

oldugundan verilen diyagram degismelidir. Diger taraftan @ nin biricik oldugunu

gosterelim.
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Bunun i¢in aym 6zellikte « ile a' fonksiyonlarini ele alalim. Yani

a:CuD—->H
ve
a'iy = fe
a'i, = fp

olmak Uzere, ¢ € C igin

a'iy(¢) = a'((c, 1)) = fe(e)
ved € D igin

iy (d) = &'((d,2)) = fp(d)
oldugundan

a/(h) — {fC(C);h = (C, 1),C eC

fp(@d);h=(d,2),de D} = a(h)

olup @ = a’ sonucuna ulagilir. Buradan, C ve D kiimelerinin ko-g¢arpim objesinin

C ve D nin birlesimi oldugu goriiliir.

Ornek 2.3.4 K toplamsal Abelyen gruplar kategorisi ve A ve B toplamsal Abelyen

gruplar olmak Gzere

diyagramini ele alalim.
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i;tA>ADB
av~ (a0)
i, B>A®B
b~ (0,b)
fonksiyonlart igin
i1(ay + ay) = (ay +a,,0)
= (a1,0) + (az,0)
= i3(a;) +i;(az)

oldugundan i; bir homomorfizmdir. Benzer bigimde i, nin de homomorfizm oldugu

gosterilebilir. O halde

a:A®B-D
(a,b) = f(a) + g(b)
fonksiyonu
a((a,b) + (a',b")) = a(a+a’,b+b")
=f(a+a)+gb+Db")
=fa@)+f(a) +g(b)+g(b")
=f@+gb) + f(a) + g
= a((a, b)) + a((a',b"))
oldugu igin @ grup homomorfizmidir. Ayrica

aii(a) = a(a,0) = f(a) + g(0) = f(a)
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oldugu i¢in ai; = f olur. Benzer bicimde

aiy(b) = a(0,b) = f(0) + g(b) = g(b)

oldugu i¢in ai, = g olur. Dolayisiyla verilen diyagram degismelidir. Diger taraftan

nin biricik oldugunu gosterelim.
a ile a’ aym 6zellikte olmak lizere,
a"ADB-D
(a,b) » d
grup homomorfizmi a'i; = f ve a’i, = g olsun. Buradan
a'iy(a) = a'((a,0)) = f(a)
a'i(b) = a'((0,b)) = f(b)
oldugu i¢in

' ((a,b)) = @'((a,0)) + a'((0, b))
= f(@) + g(a)
= a((a,b))

oldugundan @ = @' olup a biriciktir. Dolayisiyla A ve B Abelyen gruplarinin
ko-carpim objesi A @ B (direkt toplam) olur.
2.4 Limit ve Ko-limit

Tamm 2.4.1 K bir kategori, X bir K -obje ve (f;: X — X;); bir K-morfizm olmak
uzere (X, (f;);) ciftine K deki bir kaynak (source) adi verilir. Benzer bicimde,
kaynagin duali (ikilisi) olan (f;, X) ciftine & deki bir kavsak (sink) adi verilir.
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Tammm 2.4.2 Jve K birer kategori ve N:J — K bir funktor olsun. N, K deki
(L, ) ieon(n) icin bir kaynak olmak tizere; her i € Ob(1), I;: L — N(i) ve 7 daki tim

morfizmler n:i — j icin bir dogal kaynak (natural source) ad1 verilir ve

N(D)
I
L N(n)
Ij
v
N{)

diyagrami degismelidir. Bagka bir deyisle; L: 7 = K her objedeki degeri L olan sabit
funktor ve her morfizmdeki degeri 1, olmak lzere, (L, (I;);eop)) K deki bir kaynak
olsun. Buradan, ancak ve ancak ((I;);cop()), L den N ye dogal bir doniisiim ise

(L, U)ieon)), N igin bir dogal kaynaktir.

Tammm 2.4.3 Jve K birer kategori ve ((m;)icopr), N den sabit funktor olan
M:J - K ye dogal bir doniisiim olmak iizere; kavsak ((m;);conq)) Y€, N igin bir

dogal kavsak (natural sink) ad1 verilir ve

N (D)

\
N(m) M
A

v
N(@)

diyagrami degismelidir. Gosterimi basitlestirmek i¢in genellikle, N (i) yerine N;
yazilir. Ayrica, dogal kaynak olan (L, (I;);eon()) y1 belirtmek icin de (L, (I;);) veya
(L, I;) yazilabilir.

Tamm 2.4.4 7 ve K birer kategori ve N:J — X bir funktor ve (L, [;), N nin herhangi
bir dogal kaynagi olsun. Her bir j € Ob(7) i¢in
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=
t~4q-----r

diyagrami degismeli olacak bi¢imde biricik h: L — L morfizmi varsa N i¢in bir dogal

kaynak olan (L, I;), N nin limiti olarak adlandirilir.

Tamim 2.4.5 N funktorlarinin biricik olmasi tim dogal kavsaklar sagliyorsa; bir

dogal kavsak olan (m;, M), N nin ko-limiti (colimit) olarak adlandirilir.

Ornek 2.4.1 M Kategorisinde {4, B} bir M-obje ve 1,:A > A,15:B - B birer
M -morfizm olsun. N: M’ —» K funktorunun dogal kaynagi f: Ax= N dogal doniisim

yani

N(4)

4

L

R
N(B)

ve benzer bi¢imde dogal kavsagi

N(4)

\

L
/
N )

olur.

Ayrica



N(A)
N(B)

diyagramindan N(A) + N(B) = ColimN olur.
Ornek 2.4.2 M kategorisi bos kategori olsun. O halde

N:M -> XK

funktoru igin

/{}
N

diyagrami gegerli oldugundan dogal kaynagi O objesidir. Buradan O = LimN < 0,

0

U

XK nin son objesi olur. Ayn1 zamanda; O = ColimN < 0, X nin ilk objesi olur.
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Ornek 2.4.3 M Kkategorisi {4,C} bir M-obje ve my:A - C,mpz:A— C birer
M -morfizm olsun. N: M’ - X funktoru yani N(M)

N(4)
P4
j2 ng| |ng
R
\Ad
N(B)

diyagramina esittir. N(M) € K oldugu igin N {izerinde dogal kaynak p: Ap= N dogal

dontiisiim oldugundan

N(4)
Pa
j2 Ny | [N
Pc
\A 4
N(C)

diyagrami degismelidir. Benzer bi¢imde dogal kaynagin duali (ikilisi) olan dogal

kavsak
N(A4)
04
0 Ny Mg
N
\A
N(C)

diyagrami seklindedir. Buradan (P, pc,ps) = LimN < (P,pc),ny, ng esitleyicidir.

Benzer bicimde (0, o¢, 04) = ColimN < (0, o), ny, ng Ko-esitleyicidir.

Limitler ve ko-limitler temelde benzersiz oldugu i¢in, geri ¢gekmeler ve ileri
itmeler ile iligkilidir. Bu nedenle, var olduklarinda, genellikle bir ¢ift morfizmin geri

cekmesinden (veya ileri itmesinden) soz edilir.
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2.5 Geri Cekme ve Tleri itme

Tamm 2.5.1 K bir kategori olmak lzere, K deki

Ug
U——> Sl

SZ—_’ SO
2

kare diyagram verilsin. J bir kategori olmak lzere, (U, (u;)i=0,12) NUN S:7 > K
fonksiyonunun bir limiti olmas1 durumunda bu diyagram geri gekme karesi (pullback
square) olarak adlandirilir. Buradan, S(m) = f;,S(n) = fL,ug =fiocuy = frou,

olmak tzere; verilen herhangi bir degismeli kare

~

~ U
U__’Sl

SZ_—’Z So

icin

Uq

S27 7 S
f2

diyagrami degismeli olacak sekilde biricik h: U — U morfizmi varsa (uy, u,), (fi, f2)
nin geri cekmesidir. Burada U ise geri ¢gekme objesi (pullback) olarak adlandirilir.
Ornek 2.5.1 K kiimeler kategorisi, X, Y, Z birer -obje, u, v birer X -morfizm ve

ud1 = vdz
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olmak Gzere (u, v) nin geri gcekmesi
W=xXx,Y={(xy|u® =vi)}

olur. Cunki

diyagramini ele alalim ve

FiXx, Y > X

(x,y) o x
g XX, Y-V
(x,y) =y
fonksiyonlart i¢in
uf (6, ) = ulx) = v(y) = v(g(x,y) = vg(x,y)
oldugundan uf = vg olur. Diger taraftan

dy

diyagrami ve
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d:Q->Xx,Y
q = d(q) = (d1(q),d2(9))
fonksiyonu icin
fd(q) = f(di(q),d2(9)) = d1(q)
olup fd = d, olur. Benzer bigimde
gd(q) = g(d1(q), d2(q)) = d2(q)
oldugundan gd = d, olur. Simdi d nin biricik oldugunu gosterelim.
d ve d' aymi 6zellikte iki fonksiyon olmak tizere
d:Q->XXx;Y
q~d(q)=xy)
oldugundan
fd'=d,
ve
gd' =d,
olur. Ayrica
fd'(@) = f(x,y) = x = di(q)
9d'(q) = g(x,y) =y = d,(q)
olursa
h'(q) = (x,y) = (di(9), d2(q)) = h(q)

oldugundan d = d’ olup d biriciktir. Sonug olarak (u, v) nin geri cekmesi W dir.
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Ornek 2.5.2 K gruplar kategorisi, X, Y, H birer %-obje ve u, v birer -morfizm olmak
uzere (u,v) nin geri cekmesi (x,y)(x',y") = (xx',yy") islemiyle beraber bir grup

olan

T=XxzY={(xy|u=v@)

kimesidir. Clnku

diyagramini ele alalim. O halde
d(qq") = (d1(qq"),d,(qq")
= (d1(9)d1(q"), d2(q)d2 ("))
= (d1(9),d2(9)) - (d1(q"), d2(q")
=d(q)d(q")
oldugundan d bir -morfizm olur. Simdi d nin biricik oldugunu gosterelim.
d ve d' aymi 6zellikte iki fonksiyon olmak iizere
d'(qq") = (d1(qq"), d»(qq9"))
= (d1(q)d1(q"), d2(q)d2 ("))
= (d1(9),d2(9)) - (d1(q"), d2(q")

=d'(q)d'(q")
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oldugu i¢in d' = d; ve d' = d, olup d = d’ oldugundan d biriciktir. Sonu¢ olarak

(u, v) nin geri cekmesi T dir.

Tamm 2.5.2 K bir kategori, f, nin f; boyunca direkt goruntusu ileri itmelere sahip

olmak tizere K deki

g

S0 > S5

] T

—
Sy, >V

kare diyagramu verilsin. J bir kategori olmak uzere, (V, (v;)i=g12) nin $:7 - K
fonksiyonunun bir ko-limiti olmas1 durumunda bu diyagram ileri itme karesi (pushout
square) olarak adlandirilir. Buradan, S(m) = f;,S(n) = f,,vo =v1 0o fi =vy0 fy

olmak tizere verilen herhangi bir degismeli kare

icin

diyagrami degismeli olacak sekilde biricik h: V — V morfizmi varsa (vy, v,), (f1, f2)

nin ileri itmesidir. Burada V ise ileri itme objesi (pushout) olarak adlandirilir.
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Ornek 2.5.3 X modiiller kategorisinde ileri itme objesi bulunur. X @ Y direkt toplam,

fi:Z = X, fo,: Z = Y modul homomorfizmleri olmak tzere
vZ->X@PY

z = (f1(2), —f2(2))

homomorfizmi tanimlansin. Buradan v(z) € Keru olmak Uzere,
Z5XDY S X DY)/ Imv
Keru = Imv
(f1(2), —£2(2)) = (f1(2),0) = (0, f2(2)) = v(2)
u((1(2),0) = (0, £(2))) = 0 & u(f,(2),0) = u(0, 2(2))
olur. Yani,
x3x@viw=xav)/imv
gaiuip: X > W
ve
vixeviw=wxov)/m
giiuiy:Y > W

homomorfizmleri bulunur. Ayrica
z Ny
le lgz
Y —W
91

diyagrami verilsin. Her z € Z igin
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(9:1f2)(2) = (uirf2)(2)
= (uiz)(f2(2))
= u(ix(2(2)))
=u(0, /2(2))
= u(f1(2),0)
= u(i1(f1(2)))
= (ui) (1(2)
= (uirf1)(2)
= (92/1)(2)

oldugundan

(91/2) = (92/1)

olur. O halde verilen diyagram degismelidir. Ek olarak (h;f;) = (h,f;) oldugundan

verilen

diyagrami da degismelidir. Buradan
h, Bhi: X®DY - 0Q
(x,y) » hy(x) + hy(¥)

homomorfizmi tanimlansin. O halde
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Xy ha @ hy 0

”'
u ’a”
_--""h

X@®Y/Imf

diyagrami olusturulabilir. Simdi h nin biricik oldugunu gosterelim. Evrensellik
ozelligi geregince
(hy @ hy)(Umf) = {0}
oldugunu gostermek yeterlidir. O halde
1Z->XPY

z = (f1(2), —f2(2))

olup
ImvaX@pyY
ve

(hy @ hy)(Umf) = {0}
oldugundan diyagram degismeli olacak bigimde biricik
h:X®Y/Imv-Q

homomorfizmi vardir. Simdi (h, @ h;)(Imv) = {0} oldugunu gosterelim. Her z € Z

icin
(h, @ hy)(v(2)) = (h, ® hy)(f1(2), —f2(2))
= hy(f1(2)) — 1 (f2(2))
= (h2f1)(2) — (h1f2)(2)
=0+ hofy = hify)

dir. Buradan (h, @ h;)(Imv) = {0} olur. O halde

49



h:W - Q
[(x, )] = hy(x) + Ay (y)

biricik homomorfizminin var oldugu gorilmektedir. Simdi verilen diyagramin

degismeli oldugu gosterelim. hg,; = h, ve hg, = h, olmak lzere

f

Z—» X

le lgz

Y g > (X ®Y)/Imf

-

diyagrami verilsin. Her y € Y igin
(hg) () = h(g:1(»))
= h((uiz)(»)
= h(u(i(y)))
= h(u(0,¥))
= h([(0,»)D
= hy(0) + hy ()
=0+ h(y)
= hi(y)
oldugundan hg, = h; olur. Her x € X icin
(hg2)(x) = h(g2(x))
= h((ui)(x))
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= h(u(iy (x)))
= h(u(x, 0))

= h([(x,0)])

= hy(x) + hy(0)
= hy(x) +0

= hy(x)

oldugundan hg, = h, olur. Buradan (f;, f>) nin ileri itmesi (X @ Y)/Imv olur.
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3. LIE CAPRAZLANMIS MODULLER KATEGORISINDE
KATEGORIKSEL OZELLIKLER

Bu boélimde, birinci ve ikinci bélimde bulunan temel yapilar kullanilarak L
sabit tabanli Lie cebirlerinin LXMod/L kategorisi tanimlanmistir. Bu kategoride
objeler, L sabit tabanli Lie cebirlerinin ¢aprazlanmis modiilleridir. LXMod/L nin bir
nesnesine (M, L,B) caprazlanmig L-modiilii denir ve kisaca (M, [) ile gosterilir.
Caprazlanmis L-modulleri (M,B) ve (M', ") arasindaki morfizm, Lie cebirlerinin

f:M — M' homomorfizmi olmak iizere

diyagrami degismelidir.

Teorem 3.1 LXMod/L kategorisinde ayni c¢aprazlanmis modiiller arasindaki iki

morfizma bir esitleyiciye sahiptir.
Ispat: LXMod/L kategorisinde £, g: (M, ) » (M’, 8" iki morfizma
E={meM:f(m)=g(m}vey=p|gE—L
olmak Uzere, herl € L,e € E,L- e € E igin
fre)y=1-fle)=1-gle)=g("e)
dir. Diger taraftan her [ € L ve e, e’ € E igin

. y(l-e) =Bl e)=[LB(e)] =[ly(e)]
ii. y(e)-e' =pB(e) e =]ee’]
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oldugundan (E,y) bir caprazlanmig L-modildir. Ek olarak, h: (E,y) = (M,B)
morfizmi igin

Y
E—»L

"

M—F>L

B

Id,

diyagrami degismelidir. O halde, (E’,y") bir ¢aprazlanmis L-modil ve tanimlanan

v: (E',y") » (M, B) morfizmi igin fv = gv olur. O halde
wE - E
e’ »ule) =wv(e)

morfizmi olmak (izere, her e’ € E' icin (hw)(e’) = h(u(e")) = h(v(e")) = v(e")

oldugundan hu = v olur. Simdi u nun biricik oldugunu gosterelim.

!

u' ile u aym 6zellikte iki morfizma olmak lizere v = hu ve v = hu' olup hu = hu

olur. Ayrica, her e’ € E' igin
v(e) = (hw)(e) = (hu')(e")
h(u(e)) = h(u'(e")
u(e’) = u'(e")

oldugundan u = u' olur. Dolayistyla u biriciktir. Bu morfizm

f
(EA,y)—h» (M,8) = —F (M)
u E v

(E"y")

diyagramiyla gosterilebilir. Buradan (E, h), (f, g) nin esitleyicisidir.
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Teorem 3.2 LXMod/L kategorisi geri gekmelere sahiptir.

Ispat: LXMod/L Kkategorisinde f:(M,B)—» (M",B’) ve g:(N,y) - (M',B") iki

morfizm olmak tzere

§ =M Xy, N ={(m,n): f(m) = g(n)}

ve S Uzerindeki braket (parantez) islemi her (m,n),(m’,n’)€S icin

[(m,n), (m",n")] = (Im,m], [n, n']) olup
@S- L
(m,n) » a(m,n) = p(m) =y(n)
morfizmi ile L nin S tizerine etkisi her [ € L ve (m,n) € S igin
[-(mn) = (- ml n)
seklinde tanimlansin. Ayrica her (m,n), (m’,n’) € S igin
i a(l-(mn)) =a(l-ml-n)
=p(-m)
= [L,p(m)]
= [l a(m,n)]
ii.  a(mmn)-(m',n") =p(m)- (m',n)
= (B(m)-m',p(m) - n')
= (B(m) -m’,y(n) - n')
= ([m,m'], [n,n'])
= [(m,n), (m’,n")]

oldugu i¢in (S, a) bir ¢aprazlanmis L-moduldur. Ek olarak, f(m) = g(n) icin
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(S, @) ——> (M, B)
L
(N,y) —5 > O, B)
diyagrami degismelidir. Buradan, her [ € L ve (m,n) € S icin
(Buw)(m,n) = B(u(m,n)) = B(m) = a(m,n) = (1,a)(m,n)
ve
u(l - (m,n)) =all-ml-n)=01-m=1,() u(n,n)

oldugundan u bir ¢aprazlanmis L-modil homomorfizmi olur. Benzer bigcimde v nin de
bir ¢aprazlanmis L-modil homomorfizmi oldugu gosterilebilir. Simdi (S’, @") nin bir

caprazlanmig L-modiil oldugunu gosterelim.

fu' = gv' oldugundan

f

(', a')——» (M, B)

v’l lf
Ny) =g > (M, B)
diyagrami degismelidir. Buradan, her (m’,n") € S ve (u'(m',n"),v'(m’,n")) € Sigin
(fu)(m',n') = fu'(m',n"))
= f(m")
=g’
=g@'(m',n"))

= (gv")(m',n)
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olur.
d bir L-modul morfizmi olmak Uzere
w:S' > S
d - w(d) = @W'(d),v'(d)
olursa

!

(5", @) ——> (M, B)

! \\_“W
hE'

(N,y) 5= (M',B")

diyagrami degismelidir. Simdi w nin biricik oldugunu gosterelim.
w' ve w ayni Ozellikte olmak tizere, her d € S’ igin

uw =u’

w(d) = (W' (d),v'(d)) = w'(d)

olur. Dolayistyla w biriciktir. Buradan

(s, a)

4 u
S,a) —»M,B)

vl lf

N,y) —5> (M, B")

diyagrami gegerlidir. O halde (S, @), (f, g) nin geri cekmesidir.
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Teorem 3.3 LXMod/L kategorisi sonlu ¢arpimlara sahiptir.

Ispat: LXMod/L Kkategorisinde (M,p) ve (N,y) caprazlanmis modiiller olsun.
Buradan 8 ve y nin ¢arpim objesinin (p: M X; N — L) objesi oldugu gosterelim. O
halde,

M XN ={(m,n):m € M,n € N}
olmak tizere,
fiMx, N—L
(m,n) > f(m,n) = f(m) =y(n)
morfizmi ve
Lx(Mx,N)-L
(L(mn) »1-(mn)=(1-ml-n)

Lie etkisiyle birlikte p: M X; N — L gaprazlanmig modiildiir. Ayrica, ¢aprazlanmis

L-modiiliin
uMXN-M
(m,n) »m
ve
1M XN-—>N
(mn)»n

iki homomorfizmi olmak Uizere

,Bi(p:MxLN—)L)iy

olup
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degismeli diyagrami elde edilir. Clinkii

h:S—> MXN
s = h(s) = (f(s), g(s))
olmak Uzere,
Wh)(s) = u(h(s)) = u(f(s), g(s)) = f(5)
ve
wh)(s) = v(h(s)) = v(f(s), 9(s)) = g(s)
oldugundan uh = f ve vh = g olur. Ek olarak her [ € L, s € S icin
h(l-s) = (f(1-5), (- 5))
= (1-f(s),1-g(s))
=1+ (f(), 9(s))
=1-h(s)
oldugundan h bir homomorfizmdir. Simdi h nin biricik oldugunu gosterelim.

h’ ve h ayni ozellikte olmak iizere,

h:S—>MXN

s = h(s) = (f(s), g(s))
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olup uh’ = f ve vh’ = g olsun. O halde,
(wh)(s) = u(h'(s)) = u(f(s), g(s)) = f(5)
(wh')(s) = v(h'(s)) = v(f(s), g(s)) = g(s)

h'(s) = (f(s),9(s)) = h(s)

oldugundan h = h' olur. Dolayisiyla h biriciktir. Buradan, (p: M X, N — L) objesi
B:(M — L) vey: (N — L) objelerinin ¢arpim objesidir.

Sonug 3.1 LXMod/L kategorisi sonlu tamdir (complete). Diger bir deyisle bu kategori

sonlu limitlere sahiptir.

Ispat: LXMod/L kategorisi esitleyici ve carpima sahip oldugu icin sonlu limitlere
sahiptir.

Teorem 3.4 LXMod/L kategorisinde ayni c¢aprazlanmis modiiller arasindaki iki

morfizma bir ko-esitleyiciye sahiptir.

Ispat: LXMod/L Kkategorisinde f,g: (M,B) —» (N,y) iki morfizma ve

{f(m) — g(m): m € M} tarafindan Uretilen ideal Q olmak Uzere

f
M—3%]

ﬁg‘g/

diyagrami degismelidir. Her m € M icin <p(f(m) — g(m)) = 0 olup
Q € Kerg
olur. Ayrica J/Q bir Lie cebiri olmak tizere her j + Q,j' + Q € J/Q igin
+Qj +el=0Jj1+@Q
olur.Ohaldel € L,j+ Q €]/Q icin

59



y:J/Q— L
j+Qry(+Q)=9()
ve
LxJ/Q—]/Q
Li+Qel-(+Q)=1-j+0Q
tanimlansin. Bu durumda j + Q,j’ + Q € J/Q igin
. y@-G+Q)=yl-j+Q)
= o))
=[Le()]
=[Ly( + Q)]
i G+ (' +D=0() (' +0
=) j' +0Q
=[Li'1+0Q
=[+@Qj +¢@]

oldugundan (J/Q,y) bir ¢aprazlanmis L-modildir. Buradan, a(j) =j + Q olacak
sekilde a morfizmi igin

;
M—3]-%»J/Q

N

degismeli diyagrami vardir.
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Ek olarak, ¢aprazlanmis L-modilde &:J — D homomorfizmi igin 6f = §g olmak

Uzere
u:J/Q = D
j+Q~ul+Q) =583)
morfizmi olsun. Her j € J icin
wa)() = u(a() =u( + Q) = 8()

olup ua = § olur. Buradan

f
M%ﬁ]iﬂ/@
N iu
v
D

diyagrami degismelidir. Ayrica, her j € J i¢in u nun biricik oldugunu gosterelim.
u' ile u aym Ozellikte iki morfizm olmak tizere
ue=50=ua
(ua)(j) = W'a)(j)
u(G+Q)=v'(G+Q)

oldugundan u =u' olur. Dolayisiyla u biriciktir. Buradan J/Q, (f,g) nin

ko-esitleyicisidir.
Teorem 3.5 LXMod/L kategorisi sonlu ko-¢arpimlara sahiptir.

Ispat: LXMod/L kategorisinde (M, ) ve (N,y) c¢aprazlanmis modiiller olsun. O

halde, her m € M ve n € N igin M nin N Uzerinde y araciligiyla
n-m=yn)-m

61



bi¢iminde bir etkisi vardir. Bu etki yardimiyla
Mx N ={(m,n):me€ M,n € N}
kiimesi her (m,n), (m',n") € M x N icin
[(m,n),(m',n')] = (Imm'] +n-m' —n'"-m,[n,n'])
= (mmT+y@m) -m —y®) -m[nn])

braketi ile birlikte bir Lie cebir yapisi olusturur. Ayricaherl € L, (m,n) € M X N igin

L nin M x N Uzerine etkisi
[-(mn)=(-ml-n)
seklindedir. iki morfizm
wN->MXN
n+~ (0,n)
ve
vM->MX>xN
m = (m,0)
olmak tizere her m,m’ € M,n,n’ € N igin
u([n,n']) = (0, [n,n'])
= ([0,0], [n,n'])
= [(0,n), (0,n")]
= [u(n),u(n’)]

ve
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v([m,m']) = (Im,m’], 0)
= ([m,m],[0,0])
= [(m,0), (m',0)]
= [v(m), v(m")]
oldugundan u ve v Lie cebir homomorfizmidir. Simdi
a:MxN L
(m,n) = a'(m,n) = B(m) +y(n)
olmak lzere, m" € M,n € N i¢in
(Bm") -n,y(n)-m’)
olup I ve R, M x N nin idealidir. Boylece
a: MxN/R—L
(m,n) + R & a((m,n) +R) = a'(m,n) = B(m) +y(n)
homomorfizmi tanimlanabilir. Buradan, her [ € L ve (m,n), (m’,n") € M x N igin
i a(l-((nn)+R))=a((l-m1-n)+R)
=a'(l-m,l-n)
=pU-m)+y(l-n)
= [L,Bm)] + [Ly(n)]
= [, p(m) + y(n)]
= [l a'(m,n)]
= [La((m,n) + R)]

63



i.  a((mn)+R)-((n',n) +R) = a'(m,n) - ((m',n") +R)
= (B(m) +y(m)) - ((m',n') + R)
= (Bm) +ym) -m', (B(m) +y(n)) - n')
=(Bm)-m'+y(m)-m',f(m)-n' +y(n)-n)
= (mm]+ym) -m',f(m) -n' + [n,n'])
= ([m,m'], [n,n']) +y(n) - m’, f(m) - n')
= ([m,m'],[n,n']) +R
= [(mn),(m',n")] + R
=[(m,n) +1,(m',n") + R]

oldugundan ((M % N)/R, @) gaprazlanmis L-modulddr.

Diger taraftan
u:N—-> (MxN)/R
ne (0,n)+R
vi:M - (M xXN)/R
mwe (m,0)+R
ve
h:(MxN)/R—>S
(m,n)+Rw» h((m, n) + R) = f(m)+ g(n)
olmak tizere
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(M, B)

fl\

((MxN)/R,a) ——h-——>(5,5)

g u
(N,y)

diyagrami olusturulur ve bu diyagram her m € M,n € N igin
(hup)(m) = h(ur () = h((0,n) +R) = f(0) + g(m) = g()
ve
(hv)(m) = h(v1(m)) = h((m,0) + R) = f(m) + g(0) = f(m)

oldugundan degismelidir. Simdi A nin biricik oldugunu gosterelim.
h' ve h ayni1 6zellikte olmak tizere,

h:(M>xN)/R—S

(mn)+Res

olup h' gaprazlanmig modiil morfizmi h'u; = g ve h'v; = f oldugundan h = h' olur.
Dolayisiyla h biriciktir. Sonug olarak, ((M x N)/R,a) objesi (M,B) ve (N,y)

objelerinin ko-garpim objesidir.
Teorem 3.6 LXMod/L kategorisi ileri itmelere sahiptir.

Ispat: LXMod/L kategorisinde f: (M, 8) = (U, «) ve g: (M, B) = (V,) iki morfizm

olmak tizere heru € U,v € V,m € M igin

(a@)-v,n(v)-u)

ve

(g(m),—f(m))
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tarafindan uretilen ideal W olsun. Buradan

.V>4U
(p' W

- L

vw+We <p((v,u) + W) =a(u) +n)
homomorfizmi ile birlikte (%, @) bir caprazlanmis L-modiildiir. Ayrica

VxU

hl:V_)

ve (1,0)+ W

VxU

h,:U -
uer (0,u)+ W
morfizmleri olmak tizere, her m € M i¢in
(gm),—f(m)) = —(0,f(m)) + (g(m),0) e W
olurve h,f = hy;g olup
f
(M, B) —> (U' a)
gl lhz

Vxu
v, m T ()

diyagrami degismelidir.

Ek olarak wy: U — S, w,: V' — S morfizmleri olmak tzere
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diyagrami degismeli olacak bicimde

VxU
W

- L

vuw+We W((v, u) + W) =w; (W) + wy(v)
morfizmi tanimlanabilir. Simdi w nin biricik oldugunu gosterelim.

w' ve w aym Ozellikte olmak tizere,

rw+Wwel

olup w' gaprazlanmis modiil morfizmi w'h, = w, ve w'h; = w, oldugundan w = w'

olur. Dolayistyla w biriciktir. O halde

M—f—PU
d
vV h

diyagrami degismeli olup (%) (f, g) nin ileri itmesidir.
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Sonug 3.2 LXMod/L kategorisi sonlu ko-tamdir (cocomplete). Diger bir deyisle bu
kategori sonlu ko-limitlere sahiptir.

Ispat: LXMod/L kategorisi ko-esitleyici ve ko-garpima sahip oldugundan sonlu
ko-limitlere sahiptir.
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SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada Lie caprazlanmis modiillerin baz1 kategoriksel Ozellikleri ele
alind1. ilk olarak Lie cebirleri ve ¢aprazlanmis modiiller ile ilgili temel kavramlara ve
Ozelliklere yer verildi. Sonra esitleyici, ko-esitleyici, ¢arpim, ko-¢arpim, limit, ko-
limit, geri cekme, ileri itme gibi baz1 kategoriksel 6zellikler tanitildi. En son ise Lie

caprazlanmis modiiller kategorisinde baz1 kategoriksel 6zellikler incelendi.
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