
See discussions, stats, and author profiles for this publication at: https://www.researchgate.net/publication/372310005

L-DUAL LIFTED TENSOR FIELDS BETWEEN THE TANGENT AND COTANGENT

BUNDLES OF A LAGRANGE MANIFOLD

Article · January 2013

CITATIONS

2
READS

4

1 author:

Ismet Ayhan

Pamukkale University

17 PUBLICATIONS   10 CITATIONS   

SEE PROFILE

All content following this page was uploaded by Ismet Ayhan on 12 July 2023.

The user has requested enhancement of the downloaded file.

https://www.researchgate.net/publication/372310005_L-DUAL_LIFTED_TENSOR_FIELDS_BETWEEN_THE_TANGENT_AND_COTANGENT_BUNDLES_OF_A_LAGRANGE_MANIFOLD?enrichId=rgreq-bd032d8e498ab64969dbff48abd6f91c-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzM3MjMxMDAwNTtBUzoxMTQzMTI4MTE3NDM1MzY3NkAxNjg5MTkxMzc5NzA5&el=1_x_2&_esc=publicationCoverPdf
https://www.researchgate.net/publication/372310005_L-DUAL_LIFTED_TENSOR_FIELDS_BETWEEN_THE_TANGENT_AND_COTANGENT_BUNDLES_OF_A_LAGRANGE_MANIFOLD?enrichId=rgreq-bd032d8e498ab64969dbff48abd6f91c-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzM3MjMxMDAwNTtBUzoxMTQzMTI4MTE3NDM1MzY3NkAxNjg5MTkxMzc5NzA5&el=1_x_3&_esc=publicationCoverPdf
https://www.researchgate.net/?enrichId=rgreq-bd032d8e498ab64969dbff48abd6f91c-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzM3MjMxMDAwNTtBUzoxMTQzMTI4MTE3NDM1MzY3NkAxNjg5MTkxMzc5NzA5&el=1_x_1&_esc=publicationCoverPdf
https://www.researchgate.net/profile/Ismet-Ayhan?enrichId=rgreq-bd032d8e498ab64969dbff48abd6f91c-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzM3MjMxMDAwNTtBUzoxMTQzMTI4MTE3NDM1MzY3NkAxNjg5MTkxMzc5NzA5&el=1_x_4&_esc=publicationCoverPdf
https://www.researchgate.net/profile/Ismet-Ayhan?enrichId=rgreq-bd032d8e498ab64969dbff48abd6f91c-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzM3MjMxMDAwNTtBUzoxMTQzMTI4MTE3NDM1MzY3NkAxNjg5MTkxMzc5NzA5&el=1_x_5&_esc=publicationCoverPdf
https://www.researchgate.net/institution/Pamukkale-University?enrichId=rgreq-bd032d8e498ab64969dbff48abd6f91c-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzM3MjMxMDAwNTtBUzoxMTQzMTI4MTE3NDM1MzY3NkAxNjg5MTkxMzc5NzA5&el=1_x_6&_esc=publicationCoverPdf
https://www.researchgate.net/profile/Ismet-Ayhan?enrichId=rgreq-bd032d8e498ab64969dbff48abd6f91c-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzM3MjMxMDAwNTtBUzoxMTQzMTI4MTE3NDM1MzY3NkAxNjg5MTkxMzc5NzA5&el=1_x_7&_esc=publicationCoverPdf
https://www.researchgate.net/profile/Ismet-Ayhan?enrichId=rgreq-bd032d8e498ab64969dbff48abd6f91c-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzM3MjMxMDAwNTtBUzoxMTQzMTI4MTE3NDM1MzY3NkAxNjg5MTkxMzc5NzA5&el=1_x_10&_esc=publicationCoverPdf


86  International Journal of Physical and Mathematical Sciences Vol 4, No 1 (2013)  ISSN: 20101791 

International Journal of Physical and Mathematical Sciences 
journal homepage: http://icoci.org/ijpms 

LDUAL LIFTED TENSOR FIELDS BETWEEN THE TANGENT AND COTANGENT 
BUNDLES OF A LAGRANGE MANIFOLD 

ISMET AYHAN 

PAMUKKALE UNIVERSITY, EDUCATION FACULTY, DEPARTMENT OF MATHEMATICS EDUCATION, 20070, 
DENIZLI, TURKEY 
iyusufayhan@gmail.com 

RECEIVED DATE (20121224) 
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1 Introduction 

Lifting  theory between the  tangent and cotangent bundles  is one  of  the  important  subjects  of  differential  geometry, which  has  been 
studied over the last 60 years. 
Lifts on the cotangent bundle of some tensor fields on a differentiable manifold can’t be defined as a complete lifted a one form and 

metric with type II+III in the cotangent bundle. This situation makes greater the lifting theory in the tangent bundles than lifting theory in 
the cotangent bundle. The reexpression idea on the cotangent bundle of general tensor  fields on  the  tangent bundle  is  not a new  idea. 
But the reexpression idea in the cotangent bundle of the lifted tensor fields on the tangent bundle is original. The most ideal tool used 
for the transformation of the tensor fields between the tangent and cotangent bundle is Legendre transformation. 
In  literature, the  tensor  fields on  the tangent bundle and the cotangent bundle of a Lagrange manifold are obtained by two different 

methods. When one of the methods  is  lifting  the tensor  fields  in a Lagrange manifold,  the other  is  the Lduality  property  between  the 
tangent and cotangent bundles of a Lagrange manifold. 
Yano and Ishihara [8] have made extensive studies about vertical, complete and horizontal lifts from a manifold to its tangent bundle 

or its cotangent bundle. 
Crampin [4] defined vertical, complete and horizontal lifts from a Lagrange manifold to its tangent bundle. 
Miron  [5]  obtained  the  images  on  the  cotangent  bundle  of  the  general  differential  geometric  objects  on  the  tangent  bundle  of  a 

Lagrange manifold under the Legendre transformation. 
Oproiu and Papaghiuc [7] found the images on the cotangent bundle of the vertical and horizontal base and dual base vector fields on 

the tangent bundle of a Lagrange manifold under the Legendre transformation. 
Ayhan [3] showed the basic tensor fields as functions, vector fields and one forms obtained by vertical, complete and horizontal  lifts 

from  a  Lagrange  manifold  to  its  tangent  bundle  how  they  were  transformed  on  the  cotangent  bundle  by  using  the  Legendre 
transformation. 
In this paper, we will examine the images on the cotangent bundle of the tensor fields with type (1,1), (0,2), (2,0) obtained in terms of 

vertical, complete and horizontal lifts on the tangent bundle of a Lagrange manifold by using the Legendre transformation. Furthermore, 
we will express to the components of these tensor fields with respect to induced local coordinate on the cotangent bundle. 

2 The Tangent and Cotangent Bundle of a Lagrange Manifold 

Let  M  be an ndimensional differentiable manifold,  TM  be a 2ndimensional differentiable manifold called as the tangent bundle 
of  M  and  M TM → : τ  be a natural projection. If  ) ,..., , , (  2 1  n x x x U  is a local chart on  . M  ) ,... , , ,..., , ), ( (  2 1 2 1 1  n n  y y y x x x U τ τ τ τ o o o −  is 

defined on  TM  where  n y y y  ,... ,  2 1  are vector space coordinate with respect to the natural local frame  n x x x ∂ 
∂ 

∂ 
∂ 

∂ 
∂  ,..., ,  2 1  defined by the 

local chart  ) ,..., , , (  2 1  n x x x U  . 
Let the differentiable function  R TM L → :  called as Lagrangian be expressed by

j i V 
ij 

i i  y y y x g y x L  ) , ( ) (
2 
1 

) , ( =  (1)
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where  ) , ( ) (  y x g  V 
ij  is the vertical lift of  ) (x g ij  on  . M  Since the Hessian of the function  L  with respect to  iy 

n j i 
y y 
L x g y x g  j i ij 

V 
ij  ,..., 1 , , ) ( ) , ( ) ( 

2 

= 
∂ ∂ 

∂ 
= =  (2) 

is non degenerate every all points  M U ⊂  and  L  is  regular when  ) (x g ij  is non singular. A Lagrange manifold is a pair  ) , (  L M 

formed by differentiable ndimensional manifold  M  and a regular Lagrangian  ) , (  y x L  . In the rest of the paper,  M  is considered to 
be a Lagrange manifold. 
Let the functional 

dt 
dx y dt y x L 

i 
i i i 

t 

t 
= = ∫  , ) , ( ] [ 

2 

1 

γ φ  (3) 

be  the  space of curves passing  through  the  points  ) ( ), (  1 1 0 0  t x x t x x  i i i i = =  ).  If  the  curve making minimum  of  the  value  of  ] [γ φ  is  the 

curve  } ), ( : ) , {( :  1 0  t t t t x x x t  i i ≤ ≤ = γ  , then the curve γ  is the solution curve of the Euler Lagrange equations defined by 

. , 0 
dt 
dx y 

x 
L 

y 
L 

dt 
d  i 

i 
i i = = 

∂ 
∂ 

−   
 

 
  
 

 

∂ 
∂  (4) 

Using the composite function differentiation, The Euler Lagrange equations become 

. 0 
2 

2 

2 

= 
∂ 
∂ 

− 
∂ ∂ 

∂ 
+  i 

k 

i k 

k 

ik  x 
L 

dt 
dx 

y x 
L 

dt 
x d g  (5) 

If  the  equation  in  (5)  is  operated  operating  by  ih g  ,  the  entries  of  the  inverse  of  the  non  degenerate matrix  ] [  ik g  ,  the  following 
equation is obtained: 

, 0 ) , ( 2 

2 

= +  i i h 
k 

y x G 
dt 
x d  (6) 

where 

. ,..., 1 , ) , ( 
2 

n h 
x 
L y 

y x 
L g y x G  i 

k 
i k 

hi i i h =   
 

 
  
 

 

∂ 
∂ 

− 
∂ ∂ 

∂ 
=  (7) 

In a Lagrange manifold  M  ,  there exist the nonlinear connections which depend on the Lagrangian  L . One of which has the coefficients 

, 
2 
1  h 

ij 
i 

j 

h 
h 
j  y 

y 
G N Γ = 

∂ 
∂ 

=  (8) 

( [ 5 ], [ 6]). 

Let  VTM  be vertical distribution on  TM  defined as the kernel of the tangent mapping  TM TTM → ∗  : τ  of the natural projection 
. τ  A non linear connection on  TM  is defined as horizontal distribution  HTM  , which complementary to  VTM  in  TTM  . Thus we get 

. HTM VTM TTM ⊕ = 
The  system of  the local vector  fields  ) ,..., , (  2 1  n y y y ∂ 

∂ 
∂ 

∂ 
∂ 
∂  is  a  local  frame  of  VTM  and  ) ,..., , (  2 1  n x x x δ 

δ 
δ 
δ 

δ 
δ  is  a  local  frame  in  HTM  , 

where 

. ,  h 
ij 

i h 
j h 

h 
j j j  y N 
y 

N 
x x 

Γ = 
∂ 
∂ 

− 
∂ 
∂ 

= 
δ 
δ  (9) 

Thus the system of the local vector fields  ) ,..., , ,..., (  1 1  n n  x x y y δ 
δ 

δ 
δ 

∂ 
∂ 

∂ 
∂  is called as the local adapted frame of  TTM  and the local dual 

adapted frame of  TTM  is given by 
) ,..., , ,..., (  1 1  n n  dx dx y y δ δ  , 

where 
. j h 

j 
h h  dx N dy y + = δ  (10) 

Let  M T ∗  be the cotangent bundle of the Lagrange manifold  M  and  M M T → ∗ : π  be a natural projection. If  ) ,..., , , (  2 1  n x x x U  is 

a  local  chart on  M  ,  it  induces  a  local  chart  ) ,..., , ,..., ), ( (  1 
1 1 

n 
n  p p q q U − π  on  M T ∗  , where π o i i  x q =  ,  n i  ,..., 1 =  and  i p  ,  n i  ,..., 1 = 

are vector space coordinate with respect to the natural local frame ( ) n dx dx ,..., 1  defined by the local chart  ) ,..., , , (  2 1  n q q q U  . Let  M VT ∗ 

be vertical distribution on  M T ∗  defined as the kernel of the tangent mapping  TM M TT → ∗ 
∗  : π  of the natural projection π  . A non 

linear connection on  M T ∗  is defined as the horizontal distribution  M HT ∗  , which complementary to  M VT ∗  in  M TT ∗  . Thus we get 
. M HT M VT M TT ∗ ∗ ∗ ⊕ = 

The system of the local vector fields  ) ,..., , ( 
2 1  n p p p ∂ 

∂ 
∂ 

∂ 
∂ 
∂  is a local frame of  M VT ∗  and  ) ,..., , (  2 1  n q q q δ 

δ 
δ 
δ 

δ 
δ  is a local frame in  M HT ∗  , 

where



88  International Journal of Physical and Mathematical Sciences Vol 4, No 1 (2013)  ISSN: 20101791 

. ,  i 
jh i jh 

h 
jh j j  p N 

p 
N 

x q 
Γ = 

∂ 
∂ 

+ 
∂ 
∂ 

= 
δ 
δ  (11) 

Thus  the  system  of  the  local  vector  fields  ) ,..., , ,..., (  1 
1 

n 
n  q q p p δ 

δ 
δ 
δ 

∂ 
∂ 

∂ 
∂  is  called  as  the  local  adapted  frame  of  M TT ∗  and  the  local  dual 

adapted frame or briefly local adapted coframe of  M TT ∗  is  given by  ) ,..., , ,..., (  1 
1 

n 
n  dq dq p p δ δ  , where 

. j jh h h  dx N dp p − = δ  (12) 

The Legendre transformation is defined by ϕ  a smooth mapping: 

M T TM ∗ → : ϕ  (13) 

by using the induced local coordinates on  TM  and  M T ∗  as seen in the equation below: 

. ,..., 1 , ,  n i 
y 
L p x q  i i 

i i = 
∂ 
∂ 

= =  (14) 

Since  L  regular, ϕ  is a diffeomorphism. In fact, ϕ  is a local diffeomorphism with respect to the inverse function theorem. Thus, we 
can consider the following Hamiltonian 

), , ( ) , (  i i i 
i i 

i  y x L y p p q H − =  (15) 

which is a differentiable function on  M T ∗  . Then  1 − ϕ  is given by 

, ,..., 1 , ,  n i 
p 
H y q x 
i 

i i i = 
∂ 
∂ 

= =  (16) 

whenever  ) , (  i 
i  p q  is in the image of ϕ  . From the ( 2 ), ( 14 ), ( 15 ) and ( 16 ) it is obtained 

( )  n k i 
p p 
H x g p q g 
k i 

ik ik V  ,..., 1 , , ) ( ) , ( 
2 

= 
∂ ∂ 

∂ 
= =  (17) 

whenever  ) , ( ) , (  i i 
i 

i  y x p q ϕ =  Thus, it is seen to be 

. ) ( ) , (  k i 
ik 

i 
i  p p x g p q H =  (18) 

( [ 7 ]). 

3 LDual Lifted General Tensor Field 

In this section, we considered the tensor fields on the cotangent bundle, which correspond to some tensor fields on the tangent bundle 
of a Lagrange manifold and we studied on algebraic operations related with these fields. 

Definition 1 Let ∼ P  be a tensor field with  type  (r, s) on TM. The pullback of ∼ P  by  1 − ϕ  , a  tensor  field   with type (r,  s) on  , M T ∗  is 
defined by 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) s 

r 

r 

s 

B B 
A A 

A A 
B B  dx dx 

x x 
P P 

* 1 * 1 
* * 

1 ...
...  ... ) ( ... ) (  1 

1 

1

1 

− − − ∼ ⊗ ⊗ ⊗ 
∂ 

∂ 
⊗ ⊗ 

∂ 
∂ 

= ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ o  , 

where  indices  s r  B B A A  ,..., , ,...  1 1  run  over  the  range ( ) n ,... 2 , 1 n; 1,2,...,  .  Then  P ∼  and ∼ P  tensor  fields  are  dual  by  Legendre 
transformation. These tensor fields are called as L dual tensor fields with type (r, s)  ( [ 5 ]). 

3.1 LDual Lifted a tensor field with type (1,1) between the tangent and cotangent bundle of the Lagrange manifold 

If  F  is  a  tensor field with  type  (1,1) on  M  then  its vertical  lift  , V F  its  complete  lift  C F  and  its  horizontal  lift  , H F  can  a 
tensor field with type (1,1) on  . TM 

Definition  2  Let ∼ F  be a  tensor  field with  type  (1,1)  on  TM  .  The  pullback  of ∼ F  by  1 − ϕ  ,  a  tensor  field  with  type  (1,1)  on 

, M T ∗  is defined by 

( ) ( ) ( ), ) (  1 1  A 
B 

B 
A  dx 

x 
F F 

∗ − 
∗ 

− ∼ ⊗ 
∂ 
∂ 

= ϕ ϕ ϕ o 

or the pullback of  F ∼  by ϕ  , a tensor field with type (1,1) on  TM  , is defined by 

( ) ( ) A 
B 

B
A  dq 

q 
F F  * 1  ) ( 
~ 

ϕ ϕ ϕ ⊗ 
∂ 

∂ 
= − 

∗ 
∼ o 

where  ), , (  R TM C F BA 
∞ ∈  ) , ( ~  *  R M T C F BA 

∞ ∈  and the indices A, B run over the range ( ) n ,... 2 , 1 n; 1,2,...,  . Then  F ∼  and ∼ F  tensor fields 
are dual by Legendre transformation. These tensor fields are called L dual tensor fields with type (1,1)  ( [ 5 ]).
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Theorem 3 If  F  is a tensor field with type (1,1) on M and the tensor field  V F  is a vertical lift of  F  to  TM  then  F V  which is L dual 
tensor field of  V F  is vertical lift of  F  to  . M T ∗  Moreover  F V  has the local expression by 

( )  . i 
j 

kj 
k 
i 

V V  dq 
p 

g F F ⊗ 
∂ 
∂ 

= 

Proof.  Let  F  be a tensor field of  type (1,1) on M and  V F  , the vertical lift  to  TM of  F  , has the local expression by 

( )  i 
j 

V j 
i 

V  dx 
y 

F F ⊗ 
∂ 
∂ 

=  , 

with respect to induced coordinate ( ) i i  y x  ,  of  TM  ([8]). 

The pull back of  V F  by  1 − ϕ  , a tensor field of type (1,1) on  M T *  , is considered by 

( ) ( ) ( ) i j 

V j 
i 

V  dx 
y 

F F 
* 1 

* 
1  ) ( − − ⊗ 

∂ 
∂ 

 
 
  

 
 = ϕ ϕ ϕ o 

By using appropriate the equalities in theorem 1 and theorem 2, it is obtained a local components of Ldual vertical lift  F V  as follow: 

( )  i 

j 
kj 

k 
i 

V V  dq 
p 

g F F ⊗ 
∂ 
∂ 

= 

The values of Ldual lifted tensor field with type (1,1)  F V  on Ldual lifted vector fields to  M T *  are 

( )  , 0 = X F  V V 

( ) ( )  ), (FX 
p 

g F X X F  V 

j 
kj 

k 
i 

i V C V = 
∂ 
∂ 

= 

( ) ( )  ), (FX 
p 

g F X X F  V 

j 
kj 

k 
i 

i V H V = 
∂ 
∂ 

= 

where ( )  j ij 
i V V  p g X X ∂ ∂ =  /  ,  j 

i 
j 

V 
i 

i i V C  p X p q X X ∂ ∂ ∇ + =  / ) ( / ) ( δ δ  and  i i V H  q X X δ δ / ) ( =  . 

Theorem  4  If  F  is  a  tensor  field  with  type  (1,1)  on  M  and  the  tensor  field  C F  is  a  complete  lift  of  F  to  TM  then  F C  which  is 
defined the pushforward  C F  by ϕ  is complete lift of  F  to  , M T ∗  which has the local expression by 

( ) ( ) ( )  , .  i 

j 
m jn 

n 
i k 

km V 
i 

j 

ni n 
m jm 

V i 
j 

j 
i 

V C  dq 
p 

p g F g p 
p 

g F g dq 
q 

F F ⊗ 
∂ 
∂ 

∇ + ⊗ 
∂ 
∂ 

+ ⊗ = δ 
δ 
δ 

with respect to adapted frame and co frame on  M T * 

Proof.  Let  F  be a tensor  field of   type  (1,1) on M and  C F  ,  the complete lift    to  TM of  F  , has  the local expression with  respect  to 
adapted frame and co frame of  TM  by 

( ) ( ) ( )  i 
j 

V j 
i k 

k i 
j 

V j 
i 

i 
j 

V j 
i 

C  dx 
y 

F y y 
y 

F dx 
x 

F F ⊗ 
∂ 
∂ 

∇ + ⊗ 
∂ 
∂ 

+ ⊗ = δ 
δ 
δ  , 

where  h 
ki 

j 
h 

j 
hk 

h 
i 

j 
i k 

j 
i k  F F F F Γ − Γ + ∂ = ∇  ([8]).  The pull back of  C F  by  1 − ϕ  , a tensor field of type on  M T *  , is considered by 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) i j m 
V j 

i k 
km V i 

j 

V j 
i 

i 
j 

V j 
i 

C  dx 
y 

p F g y 
y 

F dx 
x 

F F 
* 1 

* 
1 * 1 

* 
1 * 1 

* 
1  ) ( ) ( ) ( − − − − − − ⊗ 

∂ 
∂ 

 
 
  

 
 ∇ + ⊗ 

∂ 
∂ 

 
 
  

 
 + ⊗  

 
  

 
 = ϕ ϕ ϕ δ ϕ ϕ ϕ ϕ 

δ 
δ ϕ ϕ o o o 

By using appropriate  the equalities  in  theorem 1 and  theorem 2,  it  is  seen  to be  the  local  expression of Ldual  complete  lift  F C  as 
follow: 

( ) ( ) ( )  . i 
j 

nj 
n 
i k 

km V 
m i 

j 

ni m
n jm 

V i 
j 

j 
i 

V C  dq 
p 

g F g p p 
p 

g F g dq 
q 

F F ⊗ 
∂ 
∂ 

∇ + ⊗ 
∂ 
∂ 

+ ⊗ = δ 
δ 
δ 

The values of Ldual lifted tensor field with type (1,1)  F C  on Ldual lifted vector fields in  M T *  are 

( )  ), ( ) (  FX 
p 

g F X X F  V 

j 
kj 

k 
i 

i V V C = 
∂ 
∂ 

= 

( ) ( ) ( )  ), ( ) (  FX 
p 

g F X g p 
q 

F X X F  C 

j 
nj 

n 
i 

i 
k 

ki V 
i j 

k 
i 

i V C C = 
∂ 
∂ 

∇ + = 
δ 
δ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ) ( ) (  *  X F FX 
p 

X g F g 
q 

F X X F  C C 

j 

i 
nj 

n 
i k 

km V 
j 

k 
i 

i V H C ∇ − = 
∂ 
∂ 

∇ + = γ ϕ 
δ 
δ
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where  ) ( ) ( :  1  TM M  r 
s 

r 
s − ℑ → ℑ γ  and ( )  . ) (  h 

V h 
k 

k 

y 
X y X 

∂ 
∂ 

∇ = ∇ γ 

Theorem  5  If  F  is a  tensor  field with  type  (1,1)  on M and  the  tensor  field  H F  is  a  horizontal  lift  of  F  to  TM  then  F H  which  is 
defined the pushforward  H F  by ϕ  is horizontal lift of  F  to  , M T ∗  which has the local expression by 

( ) ( )  i 
j 

V ni n 
m jm 

i 
j 

j 
i 

V H  p 
p 

g F g dq 
q 

F F δ 
δ 
δ 

⊗ 
∂ 
∂ 

+ ⊗ = 

with respect to adapted frame and co frame on  M T * 

Proof. Let  F  be a tensor field of  type (1,1) on M and  H F  ,  the horizontal lift   to  TM of  F  , has the local expression with respect  to 
adapted frame and co frame of  TM  by 

( ) ( )  i 
j 

ni m
n jm 

V i 
j 

j 
i 

V H  p 
p 

g F g dq 
q 

F F δ 
δ 
δ 

⊗ 
∂ 
∂ 

+ ⊗ =  , 

([8]).  The pull back of  H F  by  1 − ϕ  , a tensor field of type on  M T *  , is considered by 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) i j 

V j 
i 

i 
j 

V j 
i 

H  y 
y 

F dx 
x 

F F δ ϕ ϕ ϕ ϕ 
δ 
δ 

ϕ ϕ 
* 1 

* 
1 * 1 

* 
1  ) ( ) ( − − − − ⊗ 

∂ 
∂ 

 
 
  

 
 + ⊗  

 
  

 
 = o o 

By using appropriate  the equalities  in  theorem 1 and  theorem 2,  it  is  seen  to be  the  local  expression of Ldual  horizontal  lift  F H  as 
follow: 

( ) ( )  . i 
j 

ni m
n jm 

V i 
j 

j 
i 

V H  p 
p 

g F g dq 
q 

F F δ 
δ 
δ 

⊗ 
∂ 
∂ 

+ ⊗ = 

The values of Ldual lifted tensor field with type (1,1)  F H  on Ldual lifted vector fields in  M T *  are 

( )  ) ( ) (  FX 
p 

g F X X F  V 

j 
kj 

k 
i 

i V V H = 
∂ 
∂ 

= 

( ) ( ) ( )( ) ( ) C C 

j 
i 

ni m
n 

i 
j jm 

V 
j 

k 
i 

i V C H  X F FX 
p 

p g F X g 
q 

F X X F ∇ − = 
∂ 

∂ 
∇ + = γ ϕ 

δ 
δ 

* ) ( ) ( 

( )  ) ( ) (  FX 
q 

F X X F  H 
j 

j 
i 

i V H H = = 
δ 
δ 

3.2 Ldual lifted tensor field with type (0,2) between the tangent bundle and the cotangent bundle of the Lagrange manifold 

If  G  is a tensor field with type (0,2) on M  then  V G  ,  C G  ,  H G  ,  respectively the vertical, complete and horizontal  lifts of  G  , must 
tensor fields with type (0,2) on  TM  . 

Definition 6 Let ∼ G  be a tensor field with type (0,2)on  TM  The pull back of ∼ G  by  1 − ϕ  , a tensor field with type (0,2)on  M T ∗ 

is defined by 

( ) ∼ − ∼ =  G G 
* 1 ϕ 

and the pull back of  G ∼  by ϕ  , a tensor field on  TM  is defined by 

( ). *  G G ∼ ∼ = ϕ 

The tensor fields  G ∼  and ∼ G  are called L dual tensor fields ( [ 5 ]). 

Theorem 7  If  G  is  a  tensor  field with  type  (0,2) on  M  and  the  tensor  field  V G  is  the  vertical  lift  of  G  to  TM  then  G V 

which is defined the pull back  V G  by  1 − ϕ  is the vertical lift of  G  to  , M T ∗  which has the local expression by 

( )  , j i 
ij 

V V  dq dq g G ⊗ = 

with respect to adapted coframe on  M T ∗  . 

Proof.  Let  G  be a tensor field of type (0,2) on M and  V G  , the vertical lift  to  TM of  G , has the local expression by 

( )  j i V 
ij 

V  dx dx g G ⊗ =  , 

with  respect  to  induced  coordinate ( ) i i  y x  ,  of  TM  ([8]).  The  pull  back  of  V G  by  1 − ϕ  ,  a  tensor  field  of  type  (0,2)  on  M T *  ,  is 
considered by 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) j i V 
ij 

V V  dx dx g G G 
* 1 * 1 1 * 1  ) ( − − − − ⊗ = = ϕ ϕ ϕ ϕ o 

By using appropriate the equalities in theorem 1 and theorem 2, it is obtained a local components of Ldual vertical lift  G V  as follow: 
( )  j i V V  dq dq G ⊗ = =  ij g
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The values of Ldual lifted tensor field with type (0,2)  G V  on Ldual lifted vector fields in  M T *  are 
0 ) , ( = Y X G  V V V  ,  0 ) , ( = Y X G  C V V  ,  0 ) , ( = Y X G  H V V  , 

( ) ( ), ) , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , ( ) , (  Y X G Y X g Y X 
q q 

G Y X G  V j V i V 
ij 

V j V i V 
j i 

V C C V = = = 
δ 
δ 

δ 
δ 

( ) ( ), ) , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , ( ) , (  Y X G Y X g Y X 
q q 

G Y X G  V j V i V 
ij 

V j V i V 
j i 

V H C V = = = 
δ 
δ 

δ 
δ 

( ) ( ). ) , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , ( ) , (  Y X G Y X g Y X 
q q 

G Y X G  V j V i V 
ij 

V j V i V 
j i 

V H H V = = = 
δ 
δ 

δ 
δ 

Theorem 8  If  G  is a  tensor  field with  type  (0,2) on  M  and  the  tensor field  C G  is  the complete  lift of  G  to  TM  then  G C 

which is defined the pull back  C G  by  1 − ϕ  are the complete lift of  G  to  , M T ∗  which has the local expression by 

( ) ( )  j 
i 

j i 
ij k 

V lk V 
l 

C  dq p dq dq g g p G ⊗ + ⊗ ∇ = δ 2 

with respect to adapted coframe on  M T ∗  . 

Proof.  Let  G  be a tensor field of  type (0,2) on M and  H G  , the complete lift  to  TM of  G , has the local expression by 

( ) ( )  j i V 
ij 

j i V 
ij k 

k C  dx y g dx dx g y G ⊗ + ⊗ ∇ = δ 2  , 

with respect to adapted coframe on  M T ∗  ([8]).  The pull back of  C G  by  1 − ϕ  , a tensor field of type (0,2) on  M T *  , is considered by 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) j i V 
ij 

j i V 
ij k 

lk 
l 

C C  dx y g dx dx g g p G G 
* 1 * 1 1 * 1 * 1 1 * 1  ) ( ) ( 2 ) ( ) ( − − − − − − − ⊗ + ⊗ ∇ = = ϕ δ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ o o 

By using appropriate the equalities in theorem 1 and theorem 2, it is obtained a local components of Ldual complete lift  G C  as follow: 
( ) ( )  j 

i 
j i 

ij k 
V lk V 

l 
C  dq p dq dq g g p G ⊗ + ⊗ ∇ = δ 2 

The values of Ldual lifted tensor field with type (0,2)  G C  on Ldual lifted vector fields in  M T *  are 
0 ) , ( = Y X G  V V C  , ( ) ) , ( ) , (  Y X G Y X G  V C V C =  , ( ) ) , ( ) , (  Y X G Y X G  V H V C =  , 

( ) ( ) ( ) ( ), ) , ( ) ( ) ( ) , ( 
* 1  Y X G p Y X g Y X G  i 

j V i 
k 

V 
kj 

V H C C ∇ = ∇ = − γ ϕ ( ) ( ) ( ) ( ), ) , ( ) ( ) ( ) , ( 
* 1  Y X G p Y X g Y X G  k 

j V i V 
ij k 

V H H C ∇ = ∇ = − γ ϕ 

( ) ( ) ( ) ( ). ) , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , (  Y X G p Y X g p Y X g p Y X g Y X G  C 
i 

j V i 
n 

V 
nj 

V 
j 

j 
m 

V i V 
im 

V 
k 

j V i V 
ij k 

V C C C = ∇ + ∇ + ∇ = 

Theorem 9  If  G  is a tensor field with type (0,2) on  M  and the tensor field  H G  is the horizontal lift of  G  to  TM  then  G H 

which is defined the pull back  H G  by  1 − ϕ  are the horizontal lift of  G  to  , M T ∗  which has the local expression by 

, 2  j 
i 

H  dq p G ⊗ = δ 

with respect to adapted coframe on  M T ∗  . 

Proof.  Let  G  be a tensor field of  type (0,2) on M and  H G  , the complete lift  to  TM of  G , has the local expression by 

( )  j i V 
ij 

H  dx y g G ⊗ = δ 2  , 

with  respect  to  induced  coordinate ( ) i i  y x  ,  of  TM  ([8]).  The  pull  back  of  H G  by  1 − ϕ  ,  a  tensor  field  of  type  (0,2)  on  M T *  ,  is 
considered by 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) j i V 
ij 

H H  dx y g G G 
* 1 * 1 1 * 1  ) ( − − − − ⊗ = = ϕ δ ϕ ϕ ϕ o 

By using appropriate the equalities in theorem 1 and theorem 2, it is obtained a local components of Ldual vertical lift  G H  as follow: 
j 

i 
H  dq p G ⊗ = δ 2 

The values of Ldual lifted tensor field with type (0,2)  G H  on Ldual lifted vector fields in  M T *  are 
0 ) , ( = Y X G  V V H  , ( ) ) , ( ) , (  Y X G Y X G  V C V H =  , ( ) ) , ( ) , (  Y X G Y X G  V H V H =  , 

( ) ( ) ( ) ( ), ) , ( ) ( ) ( ) , ( 
* 1  Y X G p Y X g Y X G  i 

j V i 
k 

V 
kj 

V H C H ∇ = ∇ = − γ ϕ  . 0 ) , ( = Y X G  H H H 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ) , ( ) , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , ( 
* 1  Y X G Y X G p Y X g p Y X g Y X G  C 

i 
j V i 

n 
V 

nj 
V 

j 
j 

m 
V i V 

im 
V C C H ∇ − = ∇ + ∇ = − γ ϕ 

3.3 L dual lifted tensor field with type (2,0) between the tangent bundle and the cotangent bundle of the Lagrange manifold 

Let  H  be a tensor field with type (2,0) on  M  then  V H  ,  C H  ,  H H  be tensor fields with type (2,0) on  TM  . 

Definition 10 Let ∼ H  be a tensor field with type (2,0) on  . TM  The pullback ∼ H  by ϕ  is defined by 

( ) ∼ ∗ ∼ =  H H ϕ



92  International Journal of Physical and Mathematical Sciences Vol 4, No 1 (2013)  ISSN: 20101791 

and the pullback  H ∼  by  1 − ϕ  is defined by 

( ) ( ). 1  H H ∼ ∗ − ∼ = ϕ 

The tensor fields  H ∼  and ∼ H  are called L dual tensor field with type (2,0) ( [ 5 ]). 

Theorem 11 If  V H  is the vertical lift to  TM  of a  tensor field with type (2,0)  H  on  M  then  H V  , pullback of  V H  by  1 − ϕ 
is the vertical lift of  H  to  M T ∗  which has the local expression by 

( ) 
j i 

lj 
kl 

ki 
V V 

p p 
g H g H 

∂ 
∂ 

⊗ 
∂ 
∂ 

= 

with respect to  adapted frame on  M T ∗  . 

Proof. Let  H  be a tensor field of  type (2,0) on M and  V H  , the vertical lift  to  TM of  H  , has the local expression by 

( )  j i 

V ij V 

y y 
H H 

∂ 
∂ 

⊗ 
∂ 
∂ 

=  , 

with respect to adapted frame of  TM  ([8]).  The pull back of  V H  by ϕ , a tensor field of type (2,0) on  M T *  , is considered by 

( ) ( )  ) ( ) ( ) (  * * 
1 * 

j i 

V ij V V 

y y 
H H H 

∂ 
∂ 

⊗ 
∂ 
∂ 

= = − ϕ ϕ ϕ ϕ o 

By using appropriate the equalities in theorem 1 and theorem 2, it is obtained a local components of Ldual complete lift  H V  as follow: 

( )  . 
j i 

lj 
kl 

ki 
V V 

p p 
g H g H 

∂ 
∂ 

⊗ 
∂ 
∂ 

= 

The values of Ldual lifted tensor field with type (2,0)  H V  on Ldual lifted one forms in  M T *  are 
0 ) , ( = η θ V V V H  ,  0 ) , ( = η θ  C V V H  ,  0 ) , ( = η θ  H V V H  , 

( ) , ) , ( ) , ( ) , ( ) , ( η θ η θ η θ  H Y X H H H  V H H V C C V H C V = = = 

where ( )  i i V V  dq θ θ =  ,  i 
k 

jk V 
i j 

V 
i j 

ji V C  dq p g p g  ) ( ) ( ) ( θ δ θ θ ∇ + =  and  i j 
ij V H  p g δ θ θ  ) ( =  . 

Theorem 12 If  C H  is the complete lift to  TM  of a tensor field with type (2,0)  H  on  M  then  H C  , pullback of  C H  by ϕ  is 

the complete lift of  H  to  M T ∗  which has the local expression by 

( ) ( ) ( ) 
j i 

k 
ih 

k 
V 

j 
i 

kj 
ki 

V 

j 
i 

ki 
kj 
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+ 
∂ 
∂ 

⊗ =  hj g 
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δ 
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δ 

with respect to dual adapted frame on  M T ∗  , where  . h kl 
il i 

kl 
lh ih 

k 
ih 

k  H H H H Γ + Γ + ∂ = ∇ 

Proof. Let  H  be a tensor field of  type (2,0) on M and  ) (  H H H  H C ∇ + = γ  , the complete lift  to  TM of  H  , has the local expression by 

( ) ( ) ( )  j i 

V ij 
k 

k 
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V ij 
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∂ 

⊗ = 
δ 
δ 

δ 
δ  , 

with respect to adapted frame of  TM  ([8]).  The pull back of  C H  by ϕ , a tensor field of type (2,0) on  M T *  , is considered by 
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⊗ = = − − − ϕ ϕ ϕ 
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By using appropriate the equalities in theorem 1 and theorem 2, it is obtained a local components of Ldual complete lift  H C  as follow: 
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The values of Ldual lifted tensor field with type (2,0)  H C  on Ldual lifted one forms in  M T *  are 
0 ) , ( = η θ V V C H  , ( ) ) , ( ) , ( η θ η θ  H H  V C V C =  , ( ) ) , ( ) , ( η θ η θ  H H  V H V C =  , 
( ) ( )  , ) , H(  ) , ( ) , (  C C η γ θ η θ η θ ∇ =  H H  C H C C 

( ) , ) , ( ) , ( η θ η θ  H H  C C C C = ( ) ( ), )) , ( ( ) , ( 
* 1 η θ γ ϕ η θ  H H  H H C ∇ = − 

where ( )  i i V V  dq θ θ =  ,  i 
k 

jk V 
i j 

V 
i j 

ji V C  dq p g p g  ) ( ) ( ) ( θ δ θ θ ∇ + =  and  i j 
ij V H  p g δ θ θ  ) ( =  . 

Theorem 13 If  H H  is the horizontal lift  to  TM  of a  tensor field with type (2,0)  H  on  M  then  H H  , pullback of  H H  by ϕ 

is the complete lift of  H  to  M T ∗  which has the local expression by 

( ) ( )  , j 
i 

kj 
ki 

V 

j 
i 

ki 
kj 

V H 

q p 
H g 

p q 
H g H 

δ 
δ 

δ 
δ 

⊗ 
∂ 
∂ 

+ 
∂ 
∂ 

⊗ =



93  International Journal of Physical and Mathematical Sciences Vol 4, No 1 (2013)  ISSN: 20101791 

with respect to dual adapted frame on  M T ∗  . 

Proof. Let  H  be a tensor field of  type (2,0) on M and  H H  , the horizontal lift  to  TM of  H  , has the local expression by 
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with respect to adapted frame of  TM  ([8]).  The pull back of  H H  by ϕ , a tensor field of type (2,0) on  M T *  , is considered by 

( ) ( ) ( )  ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (  * * 
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By using appropriate the equalities in theorem 1 and theorem 2, it is obtained a local components of Ldual complete lift  H C  as follow: 

( ) ( ) ( ) 
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The values of Ldual lifted tensor field with type (2,0)  H H  on Ldual lifted one forms in  M T *  are 
0 ) , ( = η θ V V H H  , 

( ) ) , ( ) , ( ) , ( ) , ( η θ η θ η θ η θ  H H H H  V H C H H V H C V H = = =  , 

( ) , ) , ( ) , ( η θ η θ  H H  C C C C = ( ) ( ) )) , ( ( ) , ( 
* 1 η θ γ ϕ η θ  H H  H H C ∇ = −  . 

ACKNOWLEDGMENT 

This study was presented at X. Geometry Symposium organized by Balikesir University 

REFERENCES. 

[1] Abraham R., Marsden J. E., Foundations of mechanics, W. A. Benjamin Inc., New York, 1967. 
[2] Arnold V. I., Mathematical methods of Classical mechanics, SpringerVerlag, Berlin, 1989. 
[3] Ayhan I., Lifts from a Lagrange manifold to its cotangent bundle, Algebras Groups and Geometries, 27(2010), 229246. 
[4] Crampin M. On the differential geometry of the Euler Lagrange equations and the invers problem of Lagrangian dynamics, J. Phys. A, 14, 25672575, 1981. 
[5] Miron R., The geometry of higherorder Hamilton spaces Applications to Hamiltonian mechanics, Kluwer Academic Publishers, Dordrecht, 2003. 
[6] Oproiu V., A pseudoRiemannian structure in Lagrange geometry, An. Stiint. Univ. Al. I. Cuza Iasi, N. Ser., Sect. Ia 33, 239254, 1987. 
[7] Oproiu V., Papaghiuc N., On differential geometry of the Legendre transformation, Rend. Sem. Sc. Univ. Cagliari, 57, 1, 3549, 1987. 
[8] Yano K., Ishihara S., Tangent and Cotangent Bundles, Marcel Decker, Inc., New York, 1973.

View publication stats

https://www.researchgate.net/publication/372310005

