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Özet: Bu çalışmada, diferensiyellenebilir bir manifold üzerindeki bir  semi-Riemann 
metriğin  ikinci mertebeden tam yüseltilmesi ile elde edilen   nin bir semi-Riemann 
metriği olduğu gösterildi ve bu metriğin Levi-Civita koneksiyonu bileşenler cinsinden 
hesaplandı. 
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Anahtar kelimeler: Semi-Riemann metrik, Double tanjant demet, Levi-Civita 
koneksiyonu, Lie Parantez operatörü  
 
 
THE DIFFERENTIAL GEOMETRY OF DOUBLE TANGENT BUNDLE WITH 

 SEMI-RIEMANNIAN METRIC CCg
 

Abstract: In this paper, it is shown that  , which is obtained in term of the second 
order the complete lift of a semi-Riemannian metric on a differentiable manifold, is a 
semi-Riemannian metric and it is calculated the connection coefficients of the Levi-
Civita connection of the this metric.   
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1. GİRİŞ  
 
Bir Riemann manifoldunun tanjant demeti üzerindeki metrikler konusundaki çalışmalar 
1950’li yıların sonlarında başladı. (YANO & ISHIHARA 1970), M manifoldu 
üzerindeki bir Riemann ve semi-Riemann metriğin yükseltmelerine bağlı olarak TM 
manifoldu üzerindeki metrikleri tanımladı ve bu metrikler yardımıyla TM manifoldunun 
diferensiyel geometrisini inceledi. (OPROIU & PAPAGHIUC 1988), TM üzerinde, 
Yano ve Ishihara’nın tanımladığından farklı bir non-lineer koneksiyon kullanarak,  
semi-Riemann metrikli TM manifoldunun diferensiyel geometrisini inceledi. (ESİN & 
CİVELEK 1989), diferensiyellenebilir bir manifold üzerindeki fonksiyon, vektör alanı 
ve 1-form gibi temel tensör alanlarının double tanjant demet üzerine tam yükseltilmişini 
elde etti. (AYHAN vd. 2005 ), diferensiyellenebilir bir manifoldun tanjant demeti 
üzerinde tanımlı fonksiyon vektör alanı ve 1-formun yatay yükseltilmişlerini elde etti. 
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(AYHAN 1997) ve (AYHAN 2006), (0,2) tipinden bir tensör alanının ikinci mertebeden 
dikey ve tam yükseltmelerini inceledi. 
Bu çalışmada, double tanjant demetin uyarlanmış lokal baz vektör alanlarının Lie 
parantez operatörü altındaki değerleri hesaplandı. Daha sonra diferensiyellenebilir bir 
manifold üzerindeki bir semi-Riemann metriğin ikinci mertebeden tam yükseltilmesiyle 
elde edilen  nin bir semi-Riemann metrik olduğu gösterildi ve bu metriğe bağlı 
Levi-Civita koneksiyonu bileşenler cinsinden hesaplandı. 

CCg

 
Çalışma boyunca, tüm diferensiyel geometrik objelerin  sınıftan diferensiyellenebilir 
olduğu ve tekrar eden indisler üzerinden toplam alındığı kabul edilmiştir. 

∞C

 
2. TTM MANİFOLDU ÜZERİNDEKİ DİFERENSİYEL GEOMETRİK 
OBJELER  
 
M n-boyutlu bir semi-Riemann manifold, TM onun tanjant demeti olmak üzere  
nin U açık komşuluğu üzerindeki haritaya bağlı olarak M için bir lokal koordinat 
sistemi  olsun. O zaman 

Mp∈

},...,{)( 1 nxxx = pZ pM =)(τ  eşitliğini sağlayan MTMM →:τ  

kanonik izdüşüm olmak üzere  TM deki  noktasının bir açık 
komşuluğudur. Böylece  noktası için, 

/1 )( UUM =−τ })({1 pM
−τ
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])[],...,[),(),...,(())(,( 11 n
pp

n
p xZxZpxpxZyx =                                             (1)                         

şeklinde tanımlı (x,y) dönüşümü  üzerinde lokal bir harita olup  
sistemi TM için indirgenmiş lokal koordinat sistemidir. Ayrıca 

/U )1;,( niyx ii ≤≤

ZAZTM =)(τ  eşitliğini 
sağlayan TMTTMTM →:τ  kanonik izdüşüm olmak üzere , TTM deki 

 noktasının bir açık komşuluğudur. Böylece  noktası için 
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})({1 ZTM
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)1()),(),(),(),(())(,,,( niAtAzZypxAtzyx ZZZ ≤≤=                                       (2) 
olur. (x,y,z,t) dönüşümünün lokal koordinat fonksiyonları 
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şeklinde tanımlı olup (x,y,z,t),  için bir haritadır ve   sistemi TTM 
için indirgenmiş lokal koordinat sistemidir (CİVELEK 1988). 

//U )1;,,,( nitzyx iiii ≤≤

TM nin tanjant demeti TTM, TM üzerinde dikey dağılım olarak adlandırılan 
*)( MÇekVTM τ=  integrallenebilen altvektör demetine sahiptir. TM üzerinde bir non-

lineer koneksiyon HTM dağılımı ile tanımlı olup VTM nin tamamlayıcısıdır. Bu 
dağılıma TM üzerinde yatay dağılım denir.  
 
Böylece  

HTMVTMTTM ⊕=                                                                         (4)                             
dir. Bu direkt toplam ayrışımına uyarlanmış TM deki lokal çatı }1;,{ niii ≤≤∂δ  dir. 
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HTM deki lokal çatı ve  
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VTM deki lokal çatıdır. Ayrıca  lokal 1-formlarının sistemi, }1;,{ nidxy ii ≤≤δ
i

kj
k

j
ij

j
iii yNdxNdyy Γ=+= ,δ                                                      (7) 

 olmak üzere }1;,{ niii ≤≤∂δ  çatısının lokal dual çatısıdır (OPROIU & PAPAGHIUC 
1988). 
TTM nin tanjant demeti TTTM, TTM üzerinde dikey dağılım olarak adlandırılan 

*)(~
TMÇekTTMV τ=  integrallenebilen altvektör demetine sahiptir. TTM üzerinde bir non-

lineer koneksiyon TTMH~  dağılımı ile tanımlı olup TTMV~  nin tamamlayıcısıdır. Bu 
dağılıma TTM üzerinde yatay dağılım denir. Böylece  

TTMHTTMVTTTM ~~
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dir. (4) eşitliğinden, 
HTMHHTMVVTMHVTMVTTTM ~~~~

⊕⊕⊕=                                                 (8) 
dir. Bu direkt toplam ayrışımına uyarlanmış TTM deki lokal çatı  
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VTMV~  deki lokal çatı,  
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VTMV~  deki lokal çatı ve 
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(13) 
HTMH~  deki lokal çatıdır. 

Ayrıca 
( ) ( ) ( ) ( ) }1;,,,{ nidxtdxzdxydxdx

HHiiVHiiHViiVVii ≤≤==== δδδ                                   (14) 
lokal 1-formlarının sistemi 
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olmak üzere }1;,~,~,~{ niiiii ≤≤∂∂∂∂ δδδδ  çatısının uyarlanmış lokal dual çatısıdır 
 (AYHAN vd. 2005). 
 
Teorem 2.1 TTM  manifoldunun lokal baz vektör alanları ile uyarlanmış lokal dual baz 
1-formları arasında  için  nji ≤≤ ,1
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olup dual baz 1-formların diğer tüm lokal baz vektör alanları üzerindeki aldıkları değer 
sıfırdır. 
 
İspat: Doğrudan hesaplamalar yardımıyla 
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elde edilir. 
TTM nin dual baz 1-formlarının diğer lokal baz vektör alanları üzerindeki değerleri 
sıfırdır. 
 
Teorem 2.2 M flat semi-Riemann manifoldu ve  Christoffel sembolleri olmak üzere 
TTM manifoldu üzerindeki uyarlanmış lokal baz vektör alanlarının Lie parantez 
operatörü altındaki sıfırdan farklı değerleri 
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dir. 
 
İspat: TTM manifoldu üzerinde non-lineer koneksiyon katsayıları 
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i) (12) ve (13) eşitliklerinden   
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M flat semi-Riemann manifoldu olduğu için Riemann eğrilik tensörü  sıfırdır. Bu 
yüzden 
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ii) (11) ve (13) eşitliklerinden 
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olur. 
iii) (10) ve (13) eşitliklerinden 
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bulunur. Benzer hesaplamalar yardımıyla diğer baz vektör alanlarının farklı ikili 
gruplarının Lie parantez operatörü altında almış oldukları değerlerin sıfır olduğu 
görülebilir. 
 
3. TTM ÜZERİNDE  SEMI-RIEMANN METRİĞİ CCg
 
Bu bölümde (M,g) flat semi-Riemann manifoldunun double tanjant demeti üzerinde 
elde edilen  nin bazı şartlar altında  ye eşit olduğu gösterildi ve TTM nin 
uyarlanmış çatısına göre bileşenler cinsinden ifade edildi. Ayrıca  nin TTM 
üzerinde bir semi-Riemann metrik olduğu gösterildi. Son olarak (TTM, ) semi-
Riemann manifoldunun 

CCg HHg
CCg

CCg

∇
~  Levi-Civita koneksiyonu bileşenler cinsinden hesaplandı. 

 
Teorem 3.1 g, M de bir semi-Riemann metrik, ∇  ve ∇  sırasıyla  M de ve TM de  Levi-
Civita koneksiyonları ise  dır. HHCC gg =

 
İspat: M deki (0,2) tipindeki bir g metrik tensörünün TM ye yatay yükseltilmişi 

)( ggg CH ∇−= γ                                                                             (18) 
olup koneksiyonun metrikle bağdaşabilme özeliğinden  

CH gg =                                                                                     (19) 
dir (YANO & ISHIHARA 1970). (19) eşitliğinden  
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CHHH gg =                                                                                   (20) 

dır. TM deki (0,2) tipindeki  metriğinin TTM ye yatay yükseltilmişi Cg

)(~ CCCCHHH gggg ∇−== γ    
olup ∇  nın  metriği ile bağdaşabilme özeliğinden Cg 0=∇ Cg  dır. Bu nedenle 

 dır. CCHH gg =

 
Teorem 3.2 g, M de bir semi-Riemann metrik,  ∇  ve ∇  sırasıyla  M de ve TM de  
Levi-Civita koneksiyonları olmak üzere g nin ikinci mertebeden yatay yükseltilmişi 

 nin TTM nin uyarlanmış çatısına göre bileşenler cinsinden ifadesi CCg

( ) ( ) jiVV
ij

jiVV
ij

CC tdxgyzgg δδδ 22 +=                                                          (21) 
dir. 
 
İspat: : M manifoldu üzerinde QP ⊗  tensör çarpımının  yatay yükseltilmişi 

( ) VHHVH QPQPQP ⊗+⊗=⊗                                                              (22) 
ve ∇ , M de Levi-Civita koneksiyonu olmak üzere f fonksiyonun yatay yükseltilmişi  

0=Hf                                                                                    (23) 
dır (YANO & ISHIHARA 1970). (22) eşitliğinden yararlanarak 

( ) VVHHVHHVHVVHHHVVHH QPQPQPQPQP ⊗+⊗+⊗+⊗=⊗                               (24) 
bulunur. (23) den 

0== HHHV ff                                                                             (25) 
dir.  
Ayrıca  

0=VHf                                                                                    (26) 
dır (AYHAN vd. 2005). (14), (24), (25) ve (26) eşitliklerinden 

( ) ( ) jiVV
ij

jiVV
ij

HHCC tdxgyzggg δδδ 22 +==  
elde edilir. 
 
Teorem 3.3 (M,g) semi-Riemann manifoldu ise (TM, ) semi-Riemann 
manifoldudur. 

CCg

 
İspat: TTM manifoldu üzerinde vektör alanlarının cümlesi ∞C )(TTMχ  ve reel değerli 

 fonksiyonların halkası  olmak üzere  ∞C ),( RTTMC∞

),()()(: RTTMCTTMTTMg CC ∞→×χχ                                                       (27) 
dönüşümü (16) daki eşitlikler göz önüne alınırsa 

( )
( )VVVHHVCCHVVHCC

VVVVHHCCHHVVCC

YXgYXgYXg

YXgYXgYXg

),(),(),(

),(),(),(

==

==                                              (28) 

olup diğer vektör alanları üzerindeki değerleri sıfır olacak şekilde tanımlıdır. 
(TM, ) nin semi-Riemann manifoldu olması için  nin aşağıdaki şartları 
sağlaması gerekir. 

CCg CCg

i) 2-Lineerlik: )(,, MZYX χ∈∀  vektör alanlarının ikinci mertebeden yükseltilmişleri 
~ ~ ~, ,  )(TTMZYX χ∈  olsun. R∈βα ,  için YX ~~ βα +  vektör alanın (8) deki direkt toplam 

ayrışımı cinsinden ifadesi 
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HHHVVHVV YXYXYXYXYX )()()()(~~ βαβαβαβαβα +++++++=+  

olup (28) den  

)~,~()~,~(                             

,
)()(

)()(
)~,~~(

ZYgZXg

ZZZZ
YXYX

YXYX
gZYXg

CCCC

HHHVVHVV
HHHV

VHVV
CCCC

βα

βαβα

βαβα
βα

+=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+++

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++++

++++
=+

 

CCg  1. yere göre lineerdir. Benzer işlemler yardımıyla 2. yere göre de lineer olduğu 
görülebilir. 
ii) Simetriklik :  (8) deki direkt toplam ayrışımı kullanılarak YX ~,~

)~,~()~,~( XYgYXg CCCC =  
olduğundan  metriği simetriktir. CCg

iii) Non-dejenerelik : VVYY~  ve)(~
=∈∀ TTMX χ  için 

( ) 0),(),(g                      

),(),~(
CC ===

+++=
VVVVHH

VVHHHVVHVVCCVVCC

YXgYX

YXXXXgYXg  

eşitliğinden  elde edilir. Benzer işlemler yardımıyla  vektör 
alanları için de sıfır sonucu elde edilir. Böylece 

0=VVY HHHVVH YYY ,,

0~iken  0)~,~(için  )(~
==∈∀ YYXgTTMX CCχ  

olduğundan  metriği non-dejeneredir. CCg

Buna göre (TTM, ) bir semi-Riemann manifoldudur. CCg
 
Teorem 3.4 (M,g) flat semi-Riemann manifoldu ve ∇~ , (TTM, ) semi-Riemann 
manifoldunun Levi-Civita koneksiyonu ise 

CCg

∇
~  nin uyarlanmış lokal bazlara göre 

bileşenler cinsinden ifadesi 

k
k

ijj
i

k
k

ijj
i

k
k

ijj
i

k
k

ijj
i

k
k

ijj
i

∂∂Γ−=
∂

∇

∂∂Γ=∂∂∇∂Γ=∂∇

∂Γ=∂∇Γ=∇

~~
~

~

,~~
~

~,~~
~

~

,~~
~

~,~~
~

~

δδ
δ

δδ
δδ

δδ

δδ
δδ

δδδδ
δδ

 

olup diğer tüm bileşenler sıfırdır. 
 
İspat:  için nkji ≤≤ ,,1

kkkkj
i

kn
jni

kn
jni

kn
jni

k
jni ∂∂Γ+∂Γ+∂Γ+Γ=∂∂∇ +

+
+

+
+

++
~~~~~~~~~

~
~ 3

3
2

333 δδδδ
δδ

 

olsun. Kozsul formülünden 

( ) ( ) ( )]~,~[,~]~,~[,~]~,~[,~

)~,~(~)~,~(~)~,~(~)~,~
~

~(2

-                     jih
CCgihj

CCghji
CCg

ji
CCghih

CCgjhj
CCgihj

i

CCg

∂∂∂∂∂∂

−∂∂+∂∂+∂∂=∂∂∇

++ δδδδδδδδδδδδ

δδδδδδδδδδδδδδ
δδ  

olur. (16), (17), (21) ve (28) eşitliklerinden 
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( )

{ }
k

ij

higjhigjjhgi
hkg

higjhigjjhgikhg

higj

k
jihkgk

jhkighigjjhgihk
CCg

kn
jni

kn
jni

kn
jni

kn
jni

Γ=Γ

∂−∂+∂=Γ

∂−∂+∂=Γ

∂

Γ+Γ+∂−∂=∂∂Γ

+
+

+
+

+
+

+
+

3
3

3
3

3
3

3
3

~                               

2
1~                          

~2                      

~,~~ 2
444 3444 21

δδ

 

olur. j
i

∂∂∇
~

~
~

δδ
, hhh δδ ∂∂∂∂

~  ve~,~  ile Kozsul formülünde işleme sokulduğunda sonuç 

sıfırdır. 
Böylece k

k
ijj

i

∂∂Γ=∂∂∇
~~

~
~

δδ
 olduğu görülür. ∇

~  Levi-Civita koneksiyonunun diğer 

bileşenleri de benzer hesaplamalar yardımıyla elde edilebilir.  
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