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Bu tezin tasarimi, hazirlanmasi, yiiriitiillmesi, arastirmalarmin yapilmasi ve
bulgularinin analizlerinde bilimsel etige ve akademik kurallara 6zenle riayet
edildigini; bu caliymanin dogrudan birincil iiriinii olmayan bulgularin,
verilerin ve materyallerin bilimsel etige uygun olarak kaynak gosterildigini
ve alint1 yapilan ¢aliymalara atfedildigine beyan ederim.
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Bu tezde n.dereceden tiirevlerin tanimi ifade edilmis ve detayli incelemeleri
ele alinmistir.

Birinci boliimde, kafesin tarih¢esine ve kafes yapisinin temel tanimlarina ve
teoremlerine yer verilmistir.

Ikinci béliimde, kafeslerde tiirevlerin tanimlari, konuya ait bazi teoremlere
ve daha once yapilmis olan ¢aligmalara yer verilmistir.

Ucgiincii boliimde ise; latislerde n. dereceden tiirevler iizerinde detayli olarak
durulmus olup , son kisimda yapilan ¢alismalarin sonuglarindan bahsedilmistir.
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ABSTRACT

IN LATTICES N.ORDER DERIVATIVES
MSC THESIS
SULEYMAN YUKSEL
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS
(SUPERVISOR:DR. SAHIN CERAN)
DENIZLI, AUGUST 2023

In this thesis, n. the definition of the degree derivatives has been expressed
and their detailed investigations have been discussed.

In the first part, the history of the lattice and the basic definitions and
theorems of the lattice structure were given.

In the second part, definitions of derivatives in lattices, some theorems
related to the subject and previous studied were included.

In the third part, in the lattices n. the graded derivatives have been
discussed in detail and the result of the studies have been mentioned in the last
part.

KEYWORDS: Lattice, Modular, n —Derivation,
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1. GIRIS

1.1 Tarihge

Kafes cebiri; basta kriptanaliz, miihendislik, ekonomi, ve diger bir ¢cok alanda
karsimiza c¢ikmaktadir. Kafes yapist oOncelikle 1930’larda Garrett Birkhoff ile
taninmis, kafeslerde tiirev calismasini ise 1975 ‘te G.Szasz ortaya koymustur. Buradan
yola c¢ikarak Xin ve arkadaslari, kafeslerde tanimlanan bu yapiyr gelistirip, tlirevin
modiiler ve distribiitiv kafeslerde izotonlugundan bahsedip, denk sartlarim

sunmuslardir.

Ceven ve Oztiirk (2008) f —tiirevi sonrasinda Ceven (2009) simetrik bi-tiirevi

tanitt1. Modiiler ve distribiitiv kafesleri nitelemislerdir.

Ozbal ve Firat (2010) kafeslerde simetrik bi f —tiirev kavramin1 sundular. Bu
tiirev iizerinde modiiler ve distribiitiv kafesleri nitelediler. Daha sonra permuting tri-

tiirevi sundular ve bu tiirevi permuting tri—f —tiireve uyguladilar.

Asci, Kegelioglu ve Ceran ve kafesler tizerinde permuting tri - (f, g) —tiirevi
ve olusan verilerle de Asci ve Ceran kafeslerde genellestirilmis (f,g) — tiirev
kavramini sundular. Olusan bu sonuglarla modiiler ve distribiitiv kafes kavramini

nitelediler.

Ceven kafeslerde n —tiirev, (n,m) — tiirevi ve homomorfizm kavramini ve

onemli karakteristik 6zellikleri agiklamistir.



1.2 Temel Tanim ve Teoremler

Bu kisimda diger boliimlerde kullanilacak olan tanim ve teoremlere yer

verilmistir.

Tamm 1.2.1 : Bos olmayan K kiimesinde yansima , gecisme ve antisimetrik
sartlarin1  yerine getiren bagintiya, kismi siralama bagintis1 veya siralama bagintisi
denir. Elde edilen bu siralama bagintis1 “< “ ile temsil edilir. (K, <) siralis1 , K
kiimesinin “ <” iligkisiyle siralandigini gosterir. Sonug olarak K’ya kismi sirali kiime

veya poset denir.
Buradan §,¢,w € K igin,

a) {EK = ¢E<¢
b) {<yY,Yp<é&=<E=9Y

¢) <Y, Y<w =>¢<w

Ornek 1.2.1: Q da adi siralama islemi

s={E¥):i<sy,{€Quey €Q}

seklinde tanimlansin. V&, Y, @ € Q i¢in (a) , (b) ve (¢) ozellikleri sagladigindan

(Q, <) bagintis1 kismi siralidir.

Ornek 1.2.2 : K kiime ve P(K) kuvvet kiimesi iliskisi ;
c={SL):SctSePK)LePK))

olarak tamimlansin. V S,£,M € P(K) igin, (a), (b) ve (c¢) dzellikleri sagladigindan

verilen bagint1 kismi siralidir ve (P(K), €) posettir.



Tanim 1.2.2 : K, A veV islemleri ile tanimli, bos olmayan kiime olsun.
Eger V &,¢Y,w € K olmak lizere asagidaki sartlar yerine getirilirse, bu durumda

K ‘ya kafes (latis ) denir. (K,A,V) seklinde ifade edilir.

v oENE=E ,EvE=¢

VAP =YAE VY=YV

V EAPrm=ia@aw), GV Ve =EV YV )
vV EaPpvi=E, EVPAE=E

Ornek 1.2.3: R, "n" ve"U "islemlerini gerceklestirmek iizere, asagidaki
sartlar altinda V &,,@ € R i¢in, (R,N, U) bir kafestir.

§NE=¢.,§us=¢
YpNnE=¢nyY ,Ppui=5uy
Cny)no=in@nm) , UP VT =SV Y UD)

ENEuUY)=¢ . §uEny) =¢

Ornek 1.2.4 : (N,AV),VE, P, @ €N icin, EAY = (&) ve EVY = [§,]

islemleri altinda kafestir.

v EAE=(59) . EvE=Eé]
VN =GP =W =YAE vy =LYl =l =y vE
o EAre=(EYo)=(E @ o) =¢A@AD)

(i) Cv)ve=[EYlo]=[¢po]l=¢v @ Vo)



Tamm 1.2.3 : Asagidaki sartlar saglanirsa verilen kafes distbiiritivdir.

vV N V)= APV (EAD)
vV iV AD) = VP A YD)

Tamm 1.2.4 : Asagidaki sart saglanirsa K kafesi modiilerdir.

§<ypiseldVYprm) =V AT

Tamm 1.2.5 : K kafesinin bos olmayan alt kiimesi I, asagidaki

sartlarda bir idealdir.

vV <y, Ypel =E€el
vV EYeEl =EVY el

Tanim 1.2.6 : (K,A,V) bir kafes olsun. & < ile tanimli “<” ikili iligki
o VEY €K icin EAY=E ve EVY =1 dir.
Lemma 1.1.1 : (K,A,V) kafes, & < ile tammh “<” ikili iliski

olsun. Bu taktirde , (K, <) kismi siralamadir, V¢, € K igin;

EANY ; {&, Y} nunebobu, &Vy ; {1y} nun ekokudur.

Tanmm 1.2.7 : K bir kafes , D:K XK —» K tanimhi bir doéniisiim igin
vé, Y €K icin D(&,¢) =D, &) saglanirsa, bu isleme simetrik doniigiim denir.



Tanim 1.2.8 : K bir kafes olsun. B: K X K X K — K tanimli bir doniisiim
n>3 i¢in w(1),n(2),.., m(n) birer  permiitasyonlar olmak {izere,

V&L €y, & EK igin,
D(flf 52' ) fn) = D(fﬂ:(l)l 577:(2)1 e fn’(n))
ifadesine permuting donilisiim denir.

Tammm 1.2.9 : D permuting doniisiim , d : K — K donilisiim olmak iizere,

d(¢) =D&, ..., &) ile tammlanan ifadeye , P ° nin izi denir.

Tamm 1.2.10 : (K,AV) ve (S,AV) iki kafes olsun. f: K - S bir doniistim
VE Y € K igin,

fEAY) =FEOANF)

fEVY) =fEV W)

saglanirsa , f fonksiyonuna kafes homomorfizmi denir.



2. ONCEKI CALISMALAR

Bu bagslikta ¢alisacagimiz konuyla ilgili hazir bulunuslugumuzu arttirmak igin
tanimlar, teorem ve onermeleri (ispath ve ispatsiz) ve yayimlanan makalelerin yazar

isimleri ve yayimlandig yillar belirtilerek bahsedilmistir.

2.1 KAFESLERDE TUREV

( Xin ve dig. 2008) kafeslerde tiirev iizerinde, Ceven ve Oztiirk (2008)
kafeslerde f — tiirevi calismislardir.

Tanim 2.1.1 : K bir kafes ve D: K = K bir doniisiim olsun. Eger V €, € K
i¢in verilen sart yerine gelirse D’ye K iizerinde bir tiirev denir.

bEAY) =B APV EADW))

Onerme 2.1 : K bir kafes , D: K — K bir tiirev doniisiimii olmak iizere,
VvV &,y € K igin asagidaki sartlar saglanir:

b =¢
DO ADW) =B AY) <D VD)

K nin minimal elemani 0 ise , D(0) = 0

b%(§) =D(§)

AN

Onerme 2.1.2 : K bir kafes, D: K — K bir tiirev doniisiimii olmak iizere,

E<yve D) =y ise B(&) = & dur.

Tamm 2.1.2 : K bir kafes, b: K = K bir tiirev doniistimii olsun.

v &<y ikenD(é) < D) ....(1)
v b, 1-1...Q2)
v’ D orten ....(3)
(1) de izoton, (2) monomorfik, (3) epik tiirev olarak isimlendirilir.



Teorem 2.1 : K distribiitiv kafes, P: K = K bir tlirev doniistimii olsun.
VvV ¢,Y € K icin asagidaki sartlar saglanir:

v" D izotondur.
v DEAY) =D AD®W)
v DBEVY) =D VD®E)

2.1.1 KAFESLERDE f — TUREV

Tanmm 2.1.1.1: K birkafes, D: K - K bir donlisimve f : K - K
fonksiyon olsun. Eger, V £,3 € K da verilen sart yerine getirilebiliyorsa D’ ye
K ‘ nmin f — tiirevi denir.

bEAY) =B AWV FE)ADE)

Onerme 2.1.1.1 : K birkafes, D: K » K bir f —tiirevve V &, € K icin
asagidaki sartlar saglanir:

v D) s f©)
v BEAY S fEOVIW)

v' K’ nin minimum eleman1 0 ve f(0) = 0 ise D(0) =0

Onerme 2.1.1.2 : K’ nin maksimum elemani 1 olan bir kafes ; D: K — K bir
f —tirevve f(1) =1 olacak sekilde asagidaki sartlar saglanir:

v E<DB() ise D) = f(§)
v E>D(1) ise () = D(1)

Teorem 2.1.1.1 : K bir modiiler kafes, D: K - K bir f —tirevveV ¢, Y €K
igin ;

v" D izoton f —tirev & D(EAY) = D) AD@)
v D izoton f —tirev ve f(EVYP) = f(&)V f(Y) olursa,

b)) =f() =bEVvY) =D vD®)

sartlar saglanir.



2.1.2 KAFESLERDE SIMETRIK Bi- TUREV

Ceven (2009) kafeste simetrik bitiirev, Ozbal ve Firat (2010) kafeste simetrik
bi - f — tiirevde ¢alistilar.

Tamm 2.1.2.1 : K bir kafes , D: K x K — K bir simetrik fonksiyon,
V¢, Y, w €K i¢in agagidaki sartlar saglanirsa, B’ ye K’ nin simetrik bi-tiirevi denir.

b Ay, @) = BE @) AY)V(EADWY, @)

[laveten;

b,y Aw) =BE P A@) V(Y ADE D))

Onerme 2.1.2.2 : K bir kafes , P: K x K — K bir simetrik bi-tiirev, V &, € K
i¢cin asagidaki sartlar saglanir:

v B s ve DY) <9
b Y) <sAy

d(§) =¢

d*(§) = d(®)

AN NN

Tamm 2.1.2.2 : K bir kafes , D: K x K - K simetrik bir fonksiyon,
V &, Y,w € K i¢in asagidaki sartlar saglanirsa, D © ye joinitiv (ortak) doniisiim denir.

b vy, @) =D y) vD(E @)

Onerme 2.1.2.3 : K birkafes ved,D:K x K > K joinitiv simetrik
bi-tlirevinin izi ve V &, € K igin asagidaki sartlar saglanir:

d(§ V) = da) vd@) v d,¥)

Teorem 2.1.2.1 : K birkafes ve d,D: K x K - K simetrik bi-tiirevinin izi
ve V&, € K icin asagidaki sartlar saglanir:

dEA) =d@AdE)) vV (EAdW)) VDE,P)



2.1.3 KAFESLERDE SIMETRIK Bi -f- TUREV

Tanmm 2.1.3.1 : K bir kafes , D:K XK - K ve f:K - K bir fonksiyon
olmak iizere V &, Y, w € K igin asagidaki sartlar saglanirsa B’ ye K* nin simetrik bi-f-
tiirevi denir.

b({A, @) = B @) ALV () ADWY, )

[laveten;

b(S Y Am) = BEY)Af(@) VW) AD(S, @)

Onerme 2.1.3.1 : K bir kafes, D: K x K — K simetrik bi-f-tiirev ,
VvV ¢, Y € K igin asagidaki sartlar saglanir:

v DY) S () ve DEY) < fFW)
v BEY) S fEONfW)
v A =f©)

Teorem 2.1.3.1 : K bir kafes ve d, P: K x K - K simetrik bi-f-tlirevinin izi
ve f(EAY) = f(E) A (@) olacak sekilde, V&,¢ € K igin agagidaki sart saglanir:

dEAY) = (F@) AdE) V (F)AdW)) VD, ¥)

Onerme 2.1.3.2 : K, maksimum elemani 1 olan bir kafes ve D:K xK - K
simetrik bi-f-tiirev, f(1) = 1 olacak sekilde asagidaki sartlar saganir:

v () =d(1) =d©) =f()
v f(§) zd(1) = d(§) = d(1)
v & <ivef artaniken d(y)) = f() = d(§) = f(5).



2.1.4 KAFESLERDE PERMUTING TRi - TUREVLER

( Ozturk ve dig. 2009) kafeslerde permuting tri-tiirevde, Khan ve Chaudhry
(2011) kafeslerde permuting tri —f - tiirevde , ( Asci ve dig. 2011 ) kafeslerde
permuting tri- (f, g)- tirevde calistilar.

2.1.4.1 KAFESLERDE PERMUTING TRI-TUREV

Tamm 2.1.4.1.1: K bir kafes, D: K X K X K - K doniisiim, V&, Y, @, u € K

icin asagidaki sart saglanirsa P’ ye K ‘nin permuting tri-tlirevi denir.

b A, @, 1) = B Y, @) AV (EADW, @, 1))
[laveten;

b Y Aw, ) = BE Y, u) Aw) V(Y ADE, @, 1)

b Y mAw) = BE YD) AWV (@ADE, P, 1)

Onerme 2.1.4.1.1 : K bir kafes, D:K XK xK permuting tri-tiirev,
V&, Y,w € K i¢in asagidaki sartlar saglanir:

v bY@ <¢; PEYw)<yY; PGy <w
vV DY@ <ENY AT

v odé)<¢

v @) =d©)

Tamm 2.1.4.1.2 : K bir kafes, B:K XK XK - K permuting fonksiyon,
V&, Y, @, u € K icin agagidaki sartlar saglanirsa B’ ye joinitiv (ortak) doniisiim denir.

bV, w,w) =d(,@ww) VDY, w,un

Onerme 2.1.4.1.2 : K bir kafes, d, D:K XK xK - K joinitiv permuting
tri-tiirevinin izi ve V &,y € K i¢in asagidaki sart saglanir:

d§ vy) = d(§) vd@) vb(, & ¥) VB, YY)

10



Teorem 2.1.4.1.1 : K bir kafes, d, P::K XK XK - K  joinitiv permuting
tri-tiirevinin izi ve V &,y € K icin asagidaki sart saglanir:

dEAY) = @ Ad)VEAAW)) VDE, Y VDE YY)

2.1.42 LATISLERDE PERMUTING TRIi - f- TUREV

Tamm 2.1.4.2.1 : K bir kafes, D:K X K X K - K permuting doniisiim ve
f: K — K bir fonksiyon olmak iizere , V&, 1, @, u € K igin asagidaki sart saglanirsa
b’ ye K ‘nin permuting tri-f-tlirevi denir.

DAY, @, ) = BE W AfA)V (O ADW, @, W)

[laveten;
b Y Awm, ) = BE Y, ) A f(@)V () ADE, @, 1)
b Y mAw = BE Y, @) Af(W)V (f (@) ADE, P, 1)

Onerme 2.1.4.2.1 : K bir kafes, D: K x K x K — K permuting tri — f- tiirev ,
V¢, Y, w € K icin asagidaki sartlar saglanir:

v bY@ < f(§).bE Y@ < f),DE Y @) < f(@)
v bY@ < fOAfW)Af(@)
v A =f(©)

Teorem 2.1.4.2.1 : K bir kafes, d,D: K x K x K - K permuting tri-f-tlirevinin
izive V &, € K icin asagidaki sart saglanir:

dEAp) = (fFW) AAE)V (F( AdW)) VD, E¥) VDE, ¥, )

11



2.1.4.3 KAFESLERDE PERMUTING TRI - (f, g)- TUREV

Tammm 2.1.4.3.1 : K bir kafes, P:K x K X K - K permuting doniisiim,
f:K—>K ve g:K—> K birer fonksiyon olmak iizere , V& Y, @, u €K igin
asagidaki sart saglanirsa P ‘ye K ‘nin permuting tri-(f, g)-tiirevi denir.

b Ay, mw)=BEmwAf@)VQ@GEADW, @, W)
[laveten;

b Y Aw, ) =BE Y. Af@) V(W) ADE @, w)

b Y,wAp) =BE Y. @) AfW)V (9@ ADE, Y,w)

Onerme 2.1.4.3.1 : K bir kafes, D:K x K X K -» K permuting tri-(f, g)-
tirev, V &,Y, w € K i¢in asagidaki sartlar saglanir:

v B @) < f(E) Vg b($ v, @) < fY) v g,
b($ Y, @) < f(@) vV g(@)

v bY@ s (FEOVIENATFW VIW)AF (@) V g(@))

v dl@) = vyl

Onerme 2.1.4.3.2 : K bir kafes, P:K X K x K —» K permuting tri- (f, g) -
tirev,V &, Y, @ € K igin asagidaki sartlar saglanir:

v @ =D yp@) vegd) <DLy, w) = DB Y@ = () Vg
v [ z=by,@) veg(§) 2 DLy, w) = B Y, w) =D(1,¢, @)

12



2.1.5 KAFESLERDE PERMUTING n — TUREVLER

Bu boliimde kafeslerde permuting n —tiirevlerin tanimi1 yapilarak bir kisim
ornekler, bir kistm dnermeleri ispatlariyla ve bir kismi da ispatsiz olarak verilecektir.

Tamm 2.1.5.1 : K bir kafes ve D:K XK X ..XxK — K ‘ ya bir permuting
n—tan

dontisim ; V &1,¢&1,&,,85, ..., &, € K igin asagidaki sart saglanirsa P © ye K ‘nin
permuting n — tiirevi denir.

D1 A& S &) = (PGS s §) ASD V (1 AD (1,82 o0 80)

Bir permuting tiirev;

D61, 82 s &n AGR) = B8 o §) A V En AD(E1, 62, -, 60))

sartin1 saglar. Asagida bir permuting tiirev bir de tiirev olmayan iki 6rnek verelim.

Ornek 2.1.5.1 : K bir kafes , K iizerinde V&;,&,, ...., &, € K icin P doniisiimii

D($1,82 i &n) =G AG AL AG,

seklinde verilen yap1 bir D permuting n —tiirevdir.

Coziim: D(&,&,,....,&,) =& ANE AN ..AE, oldugundan
P& AL &) = (GLASL A AG)AED) V(LA ASG AL AE))
= (B(Eli 52' e E‘n) A f{) v (El A D(f{' EZJ ey fn)

oldugundan b permuting n —tiirevdir.

Ornek 2.1.5.2 : K bir kafes, 1 € K olmak iizere, V &,&,, ..., &, € K igin
b doniistimii,

D(§1, 82 &) = 1AL A AG) AY

seklinde verilsin. Bu sartlar altinda P permuting n —tiirevdir.
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Coziim: D(¢,&,, ..., &) = (ELAE A LA EY) AP oldugundan
D(ELAELE 0 8n) = (LA A AG)AY) AE)
V(LA ((fi NN . NEY) /\1/)))

Boylece,

D1 ASL S &) = (G AL A ASG)AED V(G A I A A AE))

oldugundan b permuting n —tiirevdir.

Ornek 2.1.5.3 : K bir kafes, K iizerinde V&, &5, ...., &, € K i¢in D doniisiimii

D18z én) =61V VLV E,

seklinde verilen yap1 bir D permuting n —tiirev degildir.

Coziim: D1, &, ..., &) = (6, VE V ..V &) oldugundan
D AELE 6 = (G AEDV .V Ey)
Diger taraftan,
(D18 s ) AEDV (1 AD(EL SR o 80)) = (G V& VeV ED A )
VEANEIVEV.LVE)

Buradan da ,
D(ELAELE 0 8n) F (DL s S AEDV (G AP &y e, E0))
oldugundan b permuting n —tiirev degildir.

Onerme 2.1.5.1 : K bir kafes ve K iizerindeki D permuting n —tiirevin izi
d olsun. Bu durumda V¢, &, &5, ..., &, € K icin asagidaki kosullar saglanir.

v D1, &2 e n ) < &15 s D&, &2, 80) <65
v D(E1, 62 n &) S (GLAE A LAE)

v d¢$) <¢

v d*(§) = ()
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Onerme 2.1.5.2 : K bir kafes ve maksimum elemani 1 olsun. P, K iizerinde
permuting n —tiirev olsun.

Eger D(§1,82, ., 8n) =§1 AD(LE,, ., 8) ise,

D(§1 A S S 80) = D61 S o, §0) AD(E1, 85, e, §iSy) dir

Ispat:
D(§1,82 - 8n) =61 AD(L S, ., &) ise,
D& AL G 8n) = (G NED) AD(L G, -, 6n)

olup kafes taniminda,

D1 A& S &) = (G AD(LL G, o, S A1 AD(L G, -, 60))

olur. Buradan ,

(1A 81,80 8n) = D61, 80 e, S) AD(EL S2s 0 E0)

sonucu elde edilir.

Teorem 2.1.5.1 : K bir kafes ve K iizerindeki P permuting n — tiirevin 1izi
d olmak tizere Vé;,&; € K igin asagidaki sart saglanir.

d(§y A &) = (AED) A VD(ELEL - ED VLV D(EL &, -0 §) Vv (A(E) A D)

Ispat : iz tanimindan,

d(§i A& =D AEL G NEL L&A

Tiirev tanimindan,

d(§1A8) = PGS AL - S ASD) AED V (B AL -, §1 A A )

seklinde devam edilirse,
Ay Aé) = (@AEDAED V(L AD(ELEL - §)AED VL
WV (EADEEL S, 8) AE) VA€ AED)

15



Onerme 2.5.1.1 den,
D(§1,81,--061) =61 ve D1 60,..,8) <&

olur. Burada “A” islemini uygularsak,

b1 ¢ 8) =& AG
olur. Diger taraftan ayni1 iglemi,

(&1, 61,08 <81 ve (61,8, 6) <&
esitsizligi i¢inde uygularsak,
b6, 81, 8D <8N G
olur. Sonug olarak,
d(§1 A $) = ([dED) AS) VDL Ly §D Ve VDL 61,0 61) V (A(§) A SD)

elde edilir.

Onerme 2.1.5.3 : K bir kafes ve K iizerindeki D permuting n —tiirev olsun.

§1=81 veD(81, 82, &) = & ise D(E1,8p, 0, 60) = &1 di

Ispat: & <& ise & =& A& olur. Bu takdirde,

D(§1, &2 s 8n) = D61 AEL G2y e, E0)

olur. Tiirev tanimin1 uygularsak,

(D182 8 AV (D61, 8§20 e, $n) A D)

seklinde yazilabilir. Onerme 2.1.5.1 den

b($1,.82 - 6) <816 =B 62, enu 60)

olur. Buradan da,

D182 i8n) =61 VDL S &) = &
sonucuna ulasilir.

Tammm 2.1.5.2 : K bir kafes ve K lizerinde D: KXK X..xXK - K * ya

n—tane

permuting bir doniistim olsun. Eger V&;,&1,¢5, &5, ..., &0 & € K igin asagidaki sart
saglanirsa D joinitivdir.

B(§1 VLS &) = D618 o, §) VD(§1, 62 e 6)
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Benzer sekilde,

(1,82 60 VER) = D61, &2, $0) VD(§1, €2 e 60)
doniistimiiniin de joinitiv oldugu goriiliir.

Tamm 2.1.5.3 : K bir kafes olsun. K daki tiim permuting n —tiirev joinitiv ise
K distbiriitiv kafestir.

ispat : Ornek 2.1.5.1 deki P permuting n —tiirevini goz Oniine aldigimizda
& yerine &; V &] alimirsa,

D VELE &) = (61 VED NS A LA,

olur. D joinitiv olduguna gore,

D(§1VvELEs 0 6n) =D& o E) VD(EL o) v, €0)
= AGA LAV ELTAGNLAE)

olur. Buradan,

GVEDASLAN NG =(EAGAN NG VEINASGEANLAE)

seklinde yazilabilir. Bu da K nin distbiriitiv oldugunu gosterir.

Sonu¢ 2.1.5.1 : K bir kafes olsun. K daki tiim permuting n —tiirev joinitiv ise
K modiiler kafestir.

Ispat : Teorem 2.1.5.1 den K nin distbiriitiv oldugunu gostermistik. Her
distbirtitiv kafes modiiler oldugundan K modiilerdir.

Tanim 2.1.5.3 : K bir kafes ve D, K lizerinde permuting n —tiirev olsun.

v §1 < g iken, D(§y, 82 &) S P12 o, 60) (D)
v b, 1-1....(2)
v b, orten ....(3)

(1) ise izoton, (2) ise monomorfik, (3) ise epik n —tiirev denir.

Onerme 2.1.5.4 : K bir kafes ve D, K iizerinde izoton permuting n —tiirev
olsun. Eger,

b($1, 82 én) =6 v DEL& ) =&

esit olursa,

D VvELE o é) =6 Ve

olur.
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Ispat : D izoton olsun. Bu durumda & <& VE ve & <&EVE
oldugundan,

D($1,82 -, 60) < D1V EL S s En)
D($1, 62, 60) < D1V EL S s En)

sonucuna ulagilir. “v* islemi uygulanirsa,

D VELEs &) =6V E

olur. Buradan da,

D&, &2 S VDL S 8 =6 VE S D VELE - &) 6 VE
P VELEs &) =6V E

sonucuna ulasilir.

2.1.6 KAFESLERDE PERMUTING n - f-TUREV

Tamm 2.1.6.1: K bir kafes, D: K X K X ... X K = K bir permuting doniisiim

n—tan

olsun. Vé;,¢1,&,, &5, ....,&, &, €K igin,

D1 A& S &) = B S 8 A FED) V (F () AD(EL Sz -, 60))

ifadesini saglayacak bir f:K — K fonksiyonu varsa P’ye permuting n — f —tiirev

denir ve asagidaki verilen bagintiy1 saglar.

'D(fl' 52' "En A E‘rll) = (D(Eli 52' "fn) Af(frll)) v (f(fn) A D(El) EZJ ety E‘rll))

Ornek 2.1.6.1 : K bir kafes ve K iizerindeki V&;,&,,....,&, € K igin
D dontisiml,  D(§y, 82, - 8n) = FEDAf(ED A A f(§R)

tirtinde ele alindiginda, f:K — K fonksiyonu i¢in

fGASG AL AEG) =FEDAfEINA AL

sartin1 saglarsa P , K iizerinde bir permuting n — f —tiirevdir.
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Coziim :
DE1AELE 0 8) = FEASD A A A F(ER)

=fEDNFCEDANFEINLAS(E)

“V” islemini uygularsak,

DAL & &) = (EDAFEDAFED A AFEDV
FEDAFEDAFED A A FED))
olusur. Bu esitliginde,
D& A& &g ) = DELEp e E) ALED)V (FED AD(E] & o, E0))
ifadesine esit oldugunu biliyoruz. Bu taktirde D permuting n — f —tiirev olur.

Onerme 2.1.6.1 : K bir kafes ve K iizerindeki bir P permuting n — f —tiirevin

izi d olsun. Bu sartlarda V¢, &5, ...., &, € K icin asagidaki sartlar saglanir.

v D(&1, 82 0 80) < (), D€L &R, &) < f(ER)
v b(&1, &2, .0 80) < (f(f1) A& A /\f(fn))
v d(é) < (&)

Bu 6nerme ifadesinden sonugcla,

b , maksimum elemani 1 ve minimum elemani 0 olan bir K {izerinde permuting

n — f —tiirev olsun. f(0) = 0 ve f(1) = 1 olacak sekilde,

i. D(0,&,,...,&,) =0
iii. D(1,&,,...,&) < f(&), (t=2,teN)
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Ispat :
i. 0=0A0

b(0,¢é,,....,&) =D(OA0,¢&,, ..., &) seklinde yazilabilir.  Tirev

uygulanmastyla da,
POAD,&, &) = (B(0,&5, ., E) AF(O)) V (F(0) AD(0, &5, ..., &)
£(0) = 0 ve minimum eleman 0 oldugundan,
=(D(0,&,....,E ) AO)V(0AD(0,&,, ..., &) =0V0 =0
i. P& &) SFMAFEIALAFED
f(1) =1 ve maksimum eleman 1 oldugundan,
(1,85 &) STAfEI N AfE) = FEDAAFED AN < F(E)
olur. B(1,&, ..., &) < f(¢§,)  sonucuna ulasilir,

Onerme 2.1.6.2 : K bir kafes, f artan bir fonksiyon olacak sekilde tanimlanmis
b , K izerinde bir permuting n — f — tirev olsun.  Eger, <& ve

b($1, 82, 80) = f(§1) ise D(§1, 82,0, 8 = f(§1) dir

Ispat: & <&, ise, & A& <& seklinde yazilabilir.

D(§1, 820 s 8n) = D61 AEL G2 e, E0)

tiirev islemi uygulanirsa,

(1A 8180 8 = (B0, 62, e, §) A FED) V (F(E) A DTS20 e, 60))

f artan bir fonksiyon oldugundan, onerme 2.1.6.1 den,

b1, 82 0 8n) = F(§D) = (D)

olur.
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Buradan,

D182 0 8n) = FED VD(EL &2 e 60

Bu durumda,

f(1) = D162 080)

Ayrica 6nerme 2.1.6.1 den

D(f{' EZJ ey fn) < f(f{)

Bu taktirde,
f&1) =D 82 0 60)

sonucuna ulasilir.

Teorem 2.1.6.1 : K bir kafes olsun. f(& V&) = f(é;) V f(é1) oldugunda

K {izerindeki her permuting n — f —tiirev joinitiv ise K distribiitiv kafestir.

Ispat:
D182 8) = FEDAFED A A f(E)

oldugunu biliyoruz. &; = §&; V& alirsak,

D1 VLS &) = fFELVEDAF(E) A Af(ER)

= (fCOVFEDAFEI A AF(E)

D joinitiv oldugundan,

D(§1VEL S &) = D680, S) VD(EL 62) i E0)

olur. Boylelikle,

D1V ELEe &) = (FEDAFEIALAFEDVFCEDAFEIAAF(ED)
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Bu durumda,

(FEOVIENAFEIAAfE) = FCEDAFEIALAFED)V

FEDAFEI N Af(ED)

sonucunda K nin distribiitiv oldugu goriiliir.

Sonu¢ olarak K iizerindeki tim permuting n — f — tlirev joinitiv ise

K modiilerdir.

Tanmm 2.1.6.2 : K bir kafes ve D, K iizerinde bir permuting n — f —tiirev

olsun.

v Eger & < &) iken, D(&1,&,, ..., &) < D(é, &, ..., &) ...(D)
v P, 1-1..(2)
v b, orten ...(3)

(1) ise izoton , (2) ise monomorfik, (3) ise epik permuting n — f —permuting tiirev
denir.

2.1.7 KAFESLERDE PERMUTING n - (f,g) —TUREV

Tammm 2.1.7.1 : K bir kafes, P: K XK X ..X K = K permuting bir

n—tane

dontistim,  V&,¢1,&,,&5, ..., &, &, € K igin,

D1 A& S &) = B0 E2 n, §) A F(ED) V (9(61) AD(ET, §2s e, 80))

olacak sekilde , f,g : K — K fonksiyonlar1 varsa D’ ye K {izerinde bir permuting n —

(f,g) — tlrev denir ve  bu  tirev  verilen  bagntiyl saglar.

D(§1,82, s NER) = (D1, 62, o, §) A F(ERD) V (9(§0) AD (61,82, -, )
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Ornek 2.1.7.1 : K bir kafes olsun. V&;,&,,....,&, € K igin,

f,g:K = K i¢in,
fCENSANLNANEG)=FEINFEINAF(E)

g NG N LN =g D) NGE) N .. Ag(&)

fonksiyonlari verilsin. K {izerindeki bir D doniisiimii,

D182 &) = FEDAGED A F(ED AGED A A fF(ER) A g(&n)

olacak sekilde tanimlansin. Bu taktirde D , K iizerinde bir permuting

n — (f, g) —tirevdir.
Coziim : &, = &; A&, oldugundan,

D(§1, 82 8n) =DE1 AL S, 6) = FED AGED A A f(E) A g(En)

olur.

D182 8) = FENAEDAGEAED N A f(E) ANg(&R)

elde edilir. Buradan,
D(1,é &) = (FEDAGED A LA FEI AGED AF(ED))V

GEDA(FEDAGED A AFEDAGED))

sonucuna ulasilir. O halde,

D(El A 51' EZJ ety fn) = (D(fli EZJ AR fn) Af(f{)) v (g(fl) A D(f{' EZJ ety fn))

olur. Bu da P permuting n — (f, g) —tiirevdir.
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Onerme 2.1.7.1 : K bir kafes ve d, K {izerindeki P permuting
n — (f, g) —tirevin izi i¢in, V¢, &1, &5, ..., &, € K icin asagidaki sartlar saglanir.

i D &) S G VYD, D61, Eos e u 80) S F(ER) V 9 (6n)
il. D& &) S (FEDVIED)A LA EDVG(ED)
iii. d(§) <f( vy

Ispat :
i. & =& A& oldugundan,

D(&1,62 0 8n) = D1 A G S s E0)

Tiirev islemi uygulanirsa,

D($1,82 0 80) = B &2, G A (G V (9(61) AD(G1, Sz, e, 60))

olur.

D(&1, &2 &) A (&) < f(60)

g AD(EL, & 6 < g(61)

oldugundan, bu ifadelerin “v” altindaki sonuglari,

D(1, 82 &) < FED VgD

elde edilir. Ayn1 sekilde,

D(£1, &5 0, 8) S (&) V(&) ... D€, &, o, 80) S F(ER) V 9(6n)

sonucu da elde edilir.
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Sonug¢ 2.1.7.1 : D, K iizerinde bir permuting n — (f, g) —tiirev olsun. K’ nin
minimum elemani 0 ve maksimum elemani 1 , f(0) =0, g(0)=0, f(1)=1,

g(1) = 1lise,

i. D(0,&,....,5)=0
ii. D(L,&, ... &)< fE)VgE) , (t=22,teEN)

Ispat :
i. Onerme 2.1.7.1 den ve 0 ‘ 1n minimum eleman oldugundan,
0<D(0,&,....&) < f(0)Vvg(0)
f(0)=0, g(0) =0 oldugundan, f(0)Vv g(0) =0V 0 = 0 olur.
0<D(0,&,....,.&) <0
Buradan da,
D(0,&, ..., ) = 0
elde edilir.
ii.  DP(L& ..., 8) < fED V)

P(1, &, .., 80) < ]:S_l_} /\@ ANF(ED)NGg(&) A ...

AN FEDNGED N AF(E) A g(En)
fGEINGEINAFEIANGED A AF(ED) AG(ER) < f(E) A g(Ee)
oldugundan, b(1,¢&,, ..., &) < f(&) v g(&) elde edilir.

Onerme 2.1.7.2 : K distribiitiv bir kafes ve D , K {izerinde permuting n —

(f, g) —tiirev, f ve g artan fonksiyonlar olsun.

§1 <& veD(Er,82.,8) = f(E) Vv g(§y) ise,

b(¢1, 820 8n) = FED V 9(§1)
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Ispat: & <& olup & =& A& =& A& oldugundan,
D162 80) = D1 ASL G o 60) =D A S 6o v, 60)

olur. “v” islemi uygulanirsa,

D1 ASL S &) = DI AEL G -, $n) VDT A S 6o, e, )
olup, ifadeye tiirev tantmini kullamlarak,
P& AL G2 8n) = (PSS A D)V
(GEDADEIAEL S, e, 60))
elde edilir. Ayrica,
D(E1 A8 S - 8n) = PEL S - S Af(ED) V
(GG ADE1 8 v, 60))
olur. “V” islemi uygulanirsa,
(1,82 e §n) = (P82 o, ) AF GV (GED) AP AL S o, §0))) V
((BC1 &2 &) Af(ED) V(9D AD(E1, 82, -, 60)))
K distribiitiv oldugundan,
D&, Epr s &) = DL &2 E) AFED V GEN) V
((f(§1) vV 9(1)) AD(s1, 82, ..., 8n))

f ve g artan fonksiynlar oldugundan,

D(&1,82 - 8n) = FED V(&)

olur. Onerme 2.1.7.1 den
D162 &) S FED VD < () Vg€ =D, & 0 6n)
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olur. Bu durumda,

D1, 62 &) S (FED VIED) VDL 2 i E0)

elde edilir. Boylece,

fGDVYED) <DL 80)
olup, 6nerme 2.1.7.1 den

D(§1,82 0 60) < F(§1D) V 9(§1)
olur.

fED V() =D 82 0 8n)

sonucuna ulasilir.

Tanim 2.1.7.2 : D , K iizerinde bir permuting n — (f, g) —tiirev olsun.

i. El < E{ iken ’ 'D(fl' 52' "fn) = D(f{' EZJ 'an) (1)
ii. b,1-1...(2)
iii. b, orten ...(3)

(1) ise izoton , (2) ise monomorfik, (3) ise epik permuting n — (f, g) — tiirev denir.

Onerme 2.1.7.3 : K bir kafes ve D , K iizerinde izoton bir permuting

n — (f, g) —tiirev olsun.
Eger, fGEvED =fED)VfED

g1 vé) =9gE) vy

oldugunda,
b(§1, 60 8 = FE) V()
b1, 82 0 8n) = FED V(1)

ise, P& Ve &) =f(6vE) VY v dir
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Ispat : P izoton oldugunda, & <& V& ve & <& V& iken,
D($1, 62, 80) = D1V ELE -, En)
D($1, 62, 60) S D1V EL S s )
olur. “v” islemi uygulanirsa,
D($1, 82, $0) V(G §20 v, §0) S D(61 VEL SR o, )
olur.  D(§1, 82, 8n) = FED VY1) ve (81,82 -, 80) = fF(ED) V(D)
oldugundan, (f(§)VgE))V(fEDVIED) <SPGV ELE - én)
olup kafes tanimindan,
FEIVIEDVEDVIED) =FED VDV (@E)Vgi))
elde edilir.
fGvED) =fEDV (D)
91 véD) =g v g
oldugundan, (f(§) VgV (FEDVIED) =, vED VgV

Boylece,

fVvED VY VvED) <D VELE . &)

olur. Onerme 2.1.7.1 den

D VELE &) S f(EVEDVGEVED

olur. Sonug olarak,

fVvED VY VvED) =D VELE .., &)

elde edilir.
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Onerme 2.1.7.4 : K, maksimum elemani 1 olan bir kafes ve P , K iizerinde

izoton permuting n — (f, g) —tiirev, f(1) =1, g(1) = 1 olsun.
Ayrica, §3 €K igin, f(§1) = g(&1) ve f(§1) < g(&1) ise,

D(¢1, 82 08n) = (FED VIED) AD, &, ol 6).

Ispat : D izoton ve maksimum elemani 1 oldugundan,

D(§1,82 0 8n) = D(L &5, o, 60)

olur. f(&;) = g(&;) olsun. Onerme 2.1.7.1 den,

P(&1, &2, 0 8n) = FED V(&) = f(&)

olur. “A” islemi uygulanirsa,

D182 0 8n) S FED AP, . 80)

olup, {; < &, V1 oldugundan &; = (§; V1) A& olur. Buradan,

D($1,82 &) = DGV D) A G, &2 e 60)

olup tiirev tanimindan,

DG VD AED G &) =BGV, S)Af(ED)V

(& VD)AD&, ER))

olur. Maksimum eleman 1 oldugundan,

D(&1, 62 0 8n) = B, 62, ., E) A f(E)) V (9(1D) AD(§1, 82, 0, 80))

olur. g(1) = 1 ve maksimum eleman oldugundan,

D1, 82 i 8n) = B8, ., §) A fED) VD1, E2s e, 60
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Buradan,

D(1, &2, $) AF(E) < P18z o, )
elde edilir.

b(§1, 62 60) =D(L, 6, ., §0) AF(61)
olup, f(§&)=g(§&) oldugundan, f(§) = f(§1) v (&) olur.
Boylece,

D&, 82,0 80) = (FED VED) AD(L, &, o, 6p)
elde edilir.

Onerme 2.1.7.5 : P, K distribiitiv kafesi iizerinde bir permuting

n — (f, g) —tiirev olsun. Asagidaki sart saglanir:

B($1, 82 S AP S o §0) S DG ASL s 60)

Ispat : Onerme 2.1.7.1 den,

D(&1,82 &) S fFED V(D)

oldugundan,
D(§1, 62 S ADEL 2 0 80) < (F(ED) V(D) AD(EL &y et 60)
olur. & A&} = & A&, oldugundan,
D(§1AELSe o 8n) = DI AL, &g, 60)
olup tiirev tanimi kullanilirsa,

D1 AL S &) = PS8 AFED) V(961 AD(E1, 82, -, 80))

olur. Buradan,

D($1,62 o, $) A f(ED) S B(E1ASL G 80)
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9 ADEI A1, E0 &) S DG ASL SR, 60)

elde edilir. Ayrica,

D1 ASL S &) = BT AGL G2, S A F(E)) V(9§D AD(E1, 62, 60))

olur.
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3. KAFESLER n — TUREVLER ve (n,m) — TUREVLER

3.1 KAFESLERDE n —TUREVLER

Bu boliimde kafeslerdeki n — tiirevin tanim, teoremleri ve Orneklemlerle

aciklamalarina yer verilmistir.

K bir kafes, D:K X K - K bir doniisim olmak {izere , V&, € K igin
b(¢,y¥) = Py, &) sartin1 saglayan her doniisiime simetrik doniisiim denir. d: K - K
donlisiimii tamimli olacak sekilde d(¢) = D(¢,¢) ifadesinde, P doniisiimiiniin izi

d ile tanimlanan simetrik bir eslemedir.

Vn > 2 sabit pozitif tam sayr olmak lizere , K: K X K X ...X K seklinde
n—tane

tanimlanir.

A: K™ - K doniisiimiiniin simetrik veya permuting oldugu soylenir. Eger

denklem ;

Ay, &g &) = A(En(ay, Engays - r Eny)

ifadesi V&, € K olacak sekilde {r(1),m(2),..,t(n)} ve tim

permiitasyonlar i¢in gegerlidir.

Tamm 3.1.1 : A: K* - K donisimi ,V &, € K ve A donlisimii tiim
bilesenlere gore bir tiirev ise,

MG AP, n6) = B0 E, - ) ADIV A A[Y €, 0 6,))
AELE A, ) =B, E,, . E ) APV (EAL(ELY, o E))

A(fl’ f2’ T fn A lp) = (A(fy 52' e fn) A l)b) v (fnS A A(flx 521 iR lp))

seklindeki doniisiime n — tiirev denir.
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Burada kafesteki, bi-tiirevi tanimladik. Eger , A doniisiimii simetrik ise,
yukaridaki esitlikler birbirine esdegerdir. Bu durumda ,eger n = 2 alinirsa, A, bi-

tirev ; n = 3 alinirsa da A, permuting tri-tiirev olur.

Ornek 3.1.1: K = {0,a,b,c,1} asagidaki sekle sahip bir kafes olsun.

1

|
c
P
a b
N F
0
A tarafindan K tizerinde, A(&y,&5,...,&) =& AEALAE Aa bir

doniisiim tanimlabilir. Buradan da kolayca bunun bir n —tiirev oldugu kolayca

goriilebilir.

Ceven (2009) , bir kafes i¢in simetrik bi-tiirevi ve onun izini tanimladi. Bazi

sonuglar1 kanitladi. Asagidaki tanim ve teoremleri n —tiireve genisletti (Ceven 2018).

Tamm 3.1.2 : A, K lizerinde tanimli bir n —tiirev olsun.

6:K — K bir tanimli déntisiim olmak tizere , 6(§) = A(¢,¢, ..., &) ifadesine,

A ‘nin izi denir.
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Onerme 3.1.1 : A, K iizerinde tanimli bir n —tiirev , § da n —tiirevin izi

olsun. (&) < & dir.
ispat : Oncelikle biz , §(§) = A(§,¢,...,&) oldugunu biliyoruz.
5(8) = AEE, . ) =AENEE, .., 8)
= (AGE - ONDV(ENLES, ... D)
= (A, - O NE)
=8 AE
Buradan da, &8(§) <& oldugunu gorebiliriz.

Onerme 3.1.2 : A, K iizerinde taniml1 bir n —tiirev olsun.

vVt e{1,2,...,n}olmak lizere A(&,&,,...,&,) <& olur.

Ispat :
A1, 820 r§n) = A1 A&y, 800 s 60)
= (8182 -, E) A&V (E1 A (A1 Sz 0 E0))
=$1 A (AL &2 0 8n)
Buradan, A(&4,¢,,...,&,) < & oldugu sonucuna ulasabiliyoruz.
Bu islemin her birVt € {1,2,..,n}, & ° ler i¢in saglandigim tek tek uygulayip ayni

sonucu elde edebiliriz. Boylelikle de ispat tamamlanmais olur.

Verdigimiz onerme 3.1 ve 3.2 yardimiyla bir takim sonuglar1 da elde etmis
olduk. A birn —tiirev ve & bun —tiirevin izi olacak sekilde asagidaki sartlar
saglanir.

v vte{12,..,n} i¢in A&, . &) <&

v 6 <¢
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Tiim bunlarin 15181inda dogal bir sonug olarak agagidaki sonucu da elde etmis

oluruz.

Sonu¢ 3.1.1 : A, K iizerinde tanimli bir n —tiirev olsun.

A(&y, &5, .0, &) < " é\Fft olmak lizere F = {1,2,..,n} olur.

Bir kafes yapisi icin joinitivlik tanimlarin1 daha 6nce vermistik. Simdi de bir
kafesin n —tiirevi i¢in n —joinitiv kavramini asagidaki gibi tanimlayip ve ilgili bazi

sonuclarini gosterelim.

Tammm 3.1.3 : A: K™ - K bir n —joinitiv doniisim ( V homohorfizm )
olsun. V&, € K olmak ilizere asagidaki sart saglanirsa A ‘ya n —tiirevi igin

n —joinitivdir denir.

AE VY, &y E) =AELEy - ED VAL, .. E,)
A&V g,) = 808 6 ) VALY 0 8,)

A&y &y &, V) = A, 6 s 6,) VA(ELE,, D)

Teorem 3.1.1 : A, K iizerinde tanimli bir permuting ve jointiv n —tiirev ,

6 dan —tiirevin izi olsun. V §,¢ € K olmak iizere asagidaki sart saglanir.

S(EVvyY) = S(E)VA(f,{,.... ,w)vA(f,f, ,¢,1p>v SVAGY, Y, . 0) VW)

———
n—1 tane

n-2 tane n—1 tane
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Ispat:

§EVY) =A(5VIIJ,§VIIJ;---'€VIIJ)

n tane

=A<a§v¢“w§v¢>vA<wfv¢“”§v¢>

n—1tane n—1tane

:A<&§€V¢“M§v¢>VA(§wEV¢HWEV¢>V

n—2 tane n—2tane

A<1/),1/),§V1/),...,€V1/))

n—2 tane

= A(f,f,...,f)vA(f,f, ....,1,0)VA< & ¢, .. ,l/),l,b)v

n tane n—1 tane n-2 tane

.V A(E,l/),l/),...,l/))VA(l/),l/) ..... l/))

n—1tane

= 6(§)VA<§,§, ,¢>VA<€,§,.... ,zp,¢)v ~VAGY,Y, .. P) VW)

n—1 tane n—2 tane n—1tane

Teorem 3.1.2 : K distribiitiv kafes, A bir permuting n —tiirev , & da

n —tiirevin izi olsun. V&, € K olmak lizere asagidaki sart saglanir.

SEAY) = S(E)VA(f,{,.... ,w)vA(f,f, ,¢,1p>v SVAGY,Y, . 0) VW)

———
n—1 tane n-2 tane n—1 tane

Ispat :

8 AY) =A<€/\IIJ;§/\¢,---;§/\IP>

n tane

= (EAA<1/J,5/\1/J,€/\IIJ;---,f/\lp))V(A(f;f/\l/%f/\llJ, ---;5/\1/J>/\1/J)
n—1tane n—1 tane
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=A(lp,f/\lp,f/\lp,...,5/\1/)>VA(E,§/\1/),§/\¢,...,f/\l,b)

n—1tane

n—1 tane

= (f/\A(lPJP,f/\lP,f/\lP,---,s‘/\l/f)>V<A(¢,f,f/\llhf/\¢, SAY

n-—2 tane n-—2 tane

)

V(f/\A(f,l/J,s‘/\lP,s‘/\llJ, ---,fAl/J))V(A<s‘,f;s‘/\¢;f/\¢, s‘Al/J)/\l/J)

n—2 tane

n—2 tane

= A<1/J;IIJ,§/\IP;§/\1/J; ---,fAl/J)VA(l/J,f,f/\l/J,f/\lP,---,EMIJ)

n—2 tane n—2 tane

VA(E,{,E/\I/),f/\l/),...,E/\l/))

n—2 tane

n-—3 tane

= A(IIJ;IIJ,IIJ@/\IIJ;S‘/\I/J,---;S‘AIIJ)VA(IP;IP,IP;S‘/\IP;S‘/\llJ,---;s‘/\lP>

n-—3 tane

VA(IIJ,&E,s‘/\lIJ,f/\lIJ,---,s‘AIP)VA(IP;SJP;S‘/\I/J,E/\I/J,---;EAIP)

n-—3 tane n—3 tane

VA(f'f'f;f/\l/J,f/\llJ' ---,f/\llJ)VA(f,s‘,l/J,f/\l/J,f/\lP;---,f/\lp)

n-—3tane

n—3 tane

= 6(§)VA<§,§, ,¢>VA<€,€,.... ,zp,¢)v ~VAGY,Y, . Y) VW)

n—1tane n—2 tane n—1tane
Boylelikle ispat tamamlanmis olur.
Sonu¢ 3.1.2 : A, K ilizerinde taniml bir n —tiirev , & dan —tiirevin izi

olsun.
i. 3¢, = 0 olacak sekilde A(&4,¢5,...,&,) =0.
ii. Eger,A ; mn —tirevpermuting ve joinitivise ; 6(§) V(W) < 5(EVY).
iii. Eger,A ; n —tirev permuting ise ; §(§) V() < S(EAY) .
iv.  Eger K bir distribiitiv kafes ve A ; n —tiirev permuting ise 6%(§) = §(§) .
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Ispat : Onerme 3.1.2 den (i) , teorem 3.1.1 den (ii) ve teorem 3.1.2 den de

(iii) varligin1 gosterilmistir.

iv. Biz 6nerme 3.1.1 den; §%(¢) = 5(5(5)) <508
§2(8) = 6(8(8)) =8(En6()

=6 VA| &¢&,...,800) |VA| ¢, ....,8(8),8(8) |V ...

n—1 tane n—2 tane
VA, 8(8),8(8),.-6(8) v (&)
n—1tane

=6(5)

3.2 KAFESLERDE (n,m) —-TUREV HOMOMORFIZMALARI

Li ve Xu (2006) birlesmeli bir halkada (n,m) — tiirev homomorfizmi
kavramini ortaya koydular.

Diger bilesenler herhangi bir belirli eleman tarafindan sabitlendiginde, her
bilesen i¢in bir tiirev veya homomorfizm olan bir tiir ¢oklu eslemedir. Asagida, bu
kavram kafesler i¢in agiklanacak ve ilgili baz1 sonuglari elde etmek i¢in kullanilacaktir

ve bu, kafesler i¢in n —tiirevinin bir genellemesini verilecektir.

Tamm 3.2.1 : K bir kafes olsun. f: K™" — K doniisiimii asagida verilen

sartlar1 sagliyorsa , bu doniisiime (n, m) —tiirev. A —homomorfizm denir.

i. vVt €{l12...n} igin,
f(fll 0 ft A l/), " €n+m) = (ft A f(fll .,l/), "€n+m)) \% (l)b /\f(fll 05 ft' "€n+m))--(l)
ii. vVt e{n+1,n+2,...n+m}icin,

f(fl:-:ft/\l/):-:fn+m) = f(fll'l¢f'f§n+m)/\ f(flf'lftl'l§n+m) (2)
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Tanim 3.2.1°e¢ gore kafeste, (1,0) —tiirev A —homomorfizm, (2,0)-bi —tiirev
A — homomorfizm ve (n,0) — tiirev- A — homomorfizminde n — tiirev oldugunu

gorebiliriz. Asagida, mn # 0 olacak sekilde tanimlarimizi verelim.

Tamim 3.2.2 : f bir (n,0) —tiirev A —homomorfizm olsun.

g:K = K bir dontsim olmak tizere g(&) = f(¢,¢€,...,¢) dontsimiine,
f donlisimiiniin izi denir.

Onerme 3.2.1: K, minimum eleman: 0 ve maksimum elemani 1 olan bir kafes,
f ise (1,1)-tiirev-A —homomorfizm olsun.

a) f(&Y) <y

b) f(0,9) =0

o f(0)<fE¥)

d SAfAY) <fEYP) <fED

Eger f ayni zamanda V —homomorfizm ise V¢, € K i¢in

e) f&Y)<f(L¥)

Ispat:

f, (1,1)-tiirev-A —homomorfizm oldugundan asagidaki sartlari saglar.

v fGAm ) =CAf@yY)VFE YA 3)
v Gy Am) =fEY)IAFE D) SENC)

a) Denklem (3) de @ = & alirsak,
fFEW =fEAEY) = EAfEW)VFEYAE =FEPIAE

sonucuna ulasiriz. Bu islem V¢,y € K icinde saglanir.

b) & =0 alirsak, (a) dan Vi € K i¢in f(0,y) = 0 oldugu agiktir.
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¢) @ = 0 alirsak, denklem (4) den,

fE0)=fEvA0)=f(EY)Af(0) oldugundan , VEyEK  igin

f(&,0) < f(&v) oldugu goriiliir.

d) @ =1 alirsak, denklem (3) den,

fEW =fEALY) = EAfAY)VFEAPAD
=@EAfAP)VIEAY)
Biz (§Af(LY)) < f(&¢) oldugunu teoremin ifadesinden biliyoruz.

Ayrica, @ = 1 alirsak, denklem (4) den, f(&,¢¥) = f(E,YAL) =F(EY)AFE D)
olur. Buradan da f(&,9) < f(¢,1) oldugunu elde ederiz.

e) Eger f,V —homomorfizm ise;

fGvw ) =fEP) V(@) ve fEYVvw)=fEP)VfE )
sartlarim1 saglar. @ = 1 alirsak, ilk esitlikte f(&,¢) < f(1,3) oldugunu goriiriiz.

Boylelikte ispat tamamlanmis olur.

Onerme 3.2.2 : K bir kafes , f, (1,1)-tiirev-A —homomorfizm ve de g de bu

doniisiimiin izi olsun.

) g <¢
i) £(£,9) <g*©®
iii) Eger f , Vv —homomorfizm ise; g%(§) = f(&, g(&)) dur.

Ispat:

) g =fEH=FEAED=(EAg@)) V@O =EAg()
ifadesini iz tanimindan yazabiliriz. g(¢§) =& A g(é) oldugundan V& € K  igin,

g(&) <& olur.
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i) 2@ =g(9(@®) < g@ <& ve f(§) <& (Onerme 3.2.1.a dan)
g*(&) = g(9(®)
= f(9(9),9©)
= f(EAng(©),9(®)
=(EAGPENV((9(O)) Ag®)
= 2OV (& g@)AfE )

=g*@V(f(&9®)rE) =g* @OV (& g(©N)
Buradan da f (¢, g(§)) < g?(¢) sonucuna ulagilir.

iii) (ii) den,
g*) = g*©O Vv (f(& 9(®))
= (9, 9@®) Vv f(9(©)
= (9@ VvEg©)
=f(§9()

Onerme 3.2.3 : K bir kafes , f, (1,1)-tiirev-A —homomorfizm ve g de bu

déniisiimiin izi olsun. V&, € K igin
IGONEYIANFW,E) Ag) < g AY) dir.
Eger f joinitiv ise ;
gV =g VIEYI VWV g@p) dir

Ispat :
9gEAY) =FE AP, ENY)
=CGAf@.EAPNVFEEAY)AY)
=GAfAONWYNVSEDAFEY)AY)
=GAf@ONgWNV @G AFE DY) AY)
Biz, SAf,ONgW) <glny)  ve gNfFEPI AP <gENY)

oldugunu gordiik. Bu nedenle, EA fF(Y,E)AgWW)AGE)ANFEYIAY < g(EAY)
ifadesini elde edebiliriz.

Yani, g AfEY A, Ag) < g€ AYp) olur,
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f joinitiv ;
gEvY) =fEVYP,Evy)
=fEOVIEYM VW VIES
=g VIEYIVIWH VW)

Onerme 3.2.4 : K minimum eleman: 0 , maksimum elemani 1 olan bir kafes ve

f, (n,m) —tiirev-A —homomorfizm olsun. Asagidaki sartlar saglanir.

i Vvt e{12..n}icin, f(&,.,6,6,,,6..)<E

ii. t€{1,2,...n} olmak iizere, 3¢, = 0 ise f(fl,.,fn, §n+1,.,§n+m) =0

iii.te{n+1,n+2,...n+m} igin,
f<€11"" 9] ""l€n+m>Sf(éll"'lft’l"fn-‘-m)

t.terim

iv. t € {1,2,....n} i¢in,

ftAf(sa,-, 1 ,-,fnm)Sf(fll-,ftu-,fm)

t.terim
v. teE{n+1,n+2,...,n+m} igin,

f(fl""’ft""’fn+m)Sf(fl""’ \]‘J ""’€n+m>

t.terim

Ispat :
i. te{l,2 ...n} icin,
fGuénénrr o Snam) = FGn - Ee A ey Stm)
=GN G800 8nam)) V (F(E s & s Enam) A L)
=& Nf(E- 8 Snam)

ii. (i) Bu onciiliin ispat1 agiktir.

i, f(fl,---, 0 ,---,€n+m>=f(€1,---,€t/\0,---,€n+m)

t.terim

=f(fl""’ft’""fn'l'm)/\f(fl""’ 9_, ""’€n+m>

t.terim
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Buradan da,

f(s‘l,---, 0 ,---,€n+m> S fCGu-n8en Snem)

t.terim
oldugu gortiliir.
iv.  Denklem (1) den,

fCGuei8er s §nam) = fCre S AL, Sm)
= (Et Af(fli ""11 R €n+m)) v (1 A f(fli e 'ift) e "€n+m))

=GN fCGo o Sem)) V(G 80 $nam)
Sonug olarak, (& A f(&,.... 1., Enim)) < (F (€4,

crétreve, Epam) oldugu elde
edilir.

v.  Denklem (2) den,

f(fl) ---;Et; . 'J€n+m) = f(fl) . 'th A 1' ""€n+m)
= f(fl) ] ft' R €n+m) Af(fli ""11 ] €n+m)

Buradan da V¢; € K i¢in,
fCGa e Snam) < fG1 Ly, Sm)

elde edilir. Boylelikle 6nermenin ispat1 tamamlanmis olur.

Sonu¢ 3.2.1: K minimum elemani 0 , maksimum elemant 1 olan bir kafes ve f,

(n, m) —tlirev-A —homomorfizm olsun.
Vo G Snénrn o Snem) SEAGAGALAS,
v f(fll T fnl 0, 10) < f(flf AR fn' €n+1' 0» T ’0)

= f(flf ] fnl €n+1' €n+2' 0, :0)

< ...

= A CSTIRNY SR FCTRRNE Sy

Vo GAGAGALAG AL L S Snem)
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< 52 A 63 A A gn Af(fli 1" ..,1, €n+1 llll €n+m)

<.

SEANf o n-1 L Envn -0 Snem)
< fG e én-18n -0 Snam)

Vo Gy iy Snam) < FEG0 8 L o Snam)
<fCGu- 8w L L s Snem)
<.
< f(..ns $w 1, .0,1)

Onerme 3.2.5 : K bir kafes ve f, (n,m) —tiirev-A —homomorfizm (n > 2) ve

g de bu doniislimiin izi olsun. olsun. V ¢ € K asagidaki sartlar saglanir.

i g =g
ii. te{1,2,...n} icin, f<g(§),..., 4 ,...,g(f),...,g(E))ng(f)

t.terim

iii. te€{1,2,...n} i¢cin, g2(&) =f<g(§),..., é ,...,g(E),...,g(E))

Ispat :
i 9@ =180 =fCENEE L) =ENAgE) V(g AE)

= ng()
g(&) <& oldugu goriiliir.

ii. g% =g®)
= f(g(8),....,g(&)
=f(9(&),....§ A g(&),..,g(©)) (1<t<n)

t.terim

= ANg*E)V(fg®), o & .. g@)ng®

.terim

=g’V @@, ... & ,...9()

t.terim

Istenilen sonug boylelikle elde edilir.

iii. g%2(&) =g*@Vf @, ... & ,.,9() @A<t<n)

t.terim

=g, 9NV (&) s & 1 9(8))

t.terim
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=f(g(),...g(®)VvE,..,g()

t.terim

:f(g(é:)""’ 5—; "'Jg(f)

t.terim
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4. SONUC VE ONERILER

Tezde halkalarda tiirev tanimlarindan yararlanarak kafeslerde tiirev tanimlarini
ve Orneklerini gosterdik. Cesitleri olarak f —tiirev, permuting tiirev ve ¢esitlerinin
tanimlarint yaptik. Ayrica asil konumuz olan n — tiirevleri ve (n, m) — tiirevlerin
homomorfizmalarint inceledik. Tanim, teorem, ispat ve Ornekleriyle elde edilen

sonuclarmi verdik.

Oneri olarak bu tezde galismis oldugumuz n —tiirevleri ve (n, m) —tiirevleri,
diger cebirsel yapilar ve yeniden tanimlanabilecek doniisiimler {izerinde belirlenen

sartlarda uygulanabilir.
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