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OZET

AYAR KURAMLARININ GEOMETRISI ve GENELLESTIRILMIS
KUTLECEKIM KURAMLARI
DOKTORA TEZI
CAGLAR PALA
PAMUKKALE UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU
FiZIK ANABILIM DALI
(TEZ DANISMANI : PROF. DR. MUZAFFER ADAK)
DENIZLI, AGUSTOS 2024

Genel Gorelilik (GG), Einstein tarafindan 1915 yilinda yaymlandigindan bu
yana, bir¢ok gozlemsel ve deneysel testlerden basariyla gecerek gliniimiizde, gravi-
tasyon hakkinda elimizdeki en iyi model olmustur. Ozellikle giines sistemi skalasida
(daha 6zel olmak gerekirse, gorece zayif gravitasyon alanlarinda) verilerle gayet
uyumlu teorik ongoriilerde bulunabilmistir. Bununla birlikte, zaman i¢inde gelisen
teknolojik ilerlemeler sayesinde evrenin farkli bolgelerinde ve ekstrem kosullar
altinda yapilabilen gozlemler gostermistir ki GG, klasik tanimi ¢ercevesinde bazi
sorular1 cevaplamakta yetersiz kalabilmektedir. Standart Model kapsamindaki
kuantum alan teorilerine benzer bir regete ile kuantize edilememesi de GG’ nin
glintimiizdeki belki de en 6nemli teorik sorunudur. Biiyiik bagarilar1 yaninda,
yukarida bahsedildigi gibi, yillar igindeki gelismeler sayesinde bir¢ok soru isareti
GG’ nin hala cevaplamakta zorlandigi problemleri dogurmustur. Bu noktada
bilim insanlari, alternatif gravitasyon modelleri tizerinde caligmaya basglamistir.
Yapilan bu ¢aligmalar, ¢ok gesitli olup, hem GG’ nin var olan yapisin giincelleme /
modifiye etme / vb. gibi igleri kapsarken hem de GG’ nin matematiksel altyapisindan
tamamen farkli yapilar tizerine insa edilmis modelleri icermektedir. Ayrica, geligen
bilgisayar ve dijital iglem giicii ile birlikte niimerik gravitasyon caligmalar1 da
bagl bagina bir aktivite sahasi olmustur. Bu tez kapsaminda ise, 6zellikle grav-
itasyonun bir ayar teorisi olarak anlagilmasi amaglanmig ve gesitli Riemann-digt
geometrik altyapilarda kurulan altenatif gravitasyon modelleri ¢aligilmigtir. Bu
modeller baglaminda, test parcaciklarinin davranigi ve madde alaninin gravita-

syon ile etkilesimi incelenmigtir.

Anahtar Kelimeler : Genel Gorelilik, Genisletilmig gravitasyon teorileri, Alter-
natif gravitasyon teorileri, Riemann digi geometri, Ayar teorisi, Dirac denklemi,

Lagrange formiilasyonu, Varyasyon hesabi



ABSTRACT

GEOMETRY OF GAUGE THEORIES and GENERALIZED
THEORIES OF GRAVITY
PhD THESIS
CAGLAR PALA
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
PHYSICS
(SUPERVISOR : PROF. DR. MUZAFFER ADAK)
DENIZLI, AUGUST 2024

Since its publication by Einstein in 1915, General Relativity (GR) has success-
fully passed many observational and experimental tests, making it the best model
of gravity we have today. It has been able to make theoretical predictions that
agree well with the data, especially at the solar system scale (more specifically, in
relatively weak gravitational fields). However, thanks to technological advances
over time, observations in different regions of the universe and under extreme con-
ditions have shown that GR may be insufficient to answer some questions within
the framework of its classical definition. The fact that it cannot be quantized
with a recipe similar to the quantum field theories within the Standard Model
is perhaps the most important theoretical problem of GR today. Despite its
great successes, as mentioned above, developments over the years have left many
question marks that GR still has difficulty to answer. At this point, scientists
have attacked the problems that GR is inadequate for by working on alternative
gravity models. These studies are very diverse and include updating / modifying
/ etc. the existing structure of GR and models built on structures completely
different from the mathematical infrastructure of GR. In addition, with the de-
veloping computer and digital processing power, numerical gravity studies have
become an activity field in their own right. In this thesis, especially, it is aimed
to understand gravity as a gauge theory and alternative gravitational models es-
tablished on various non-Riemannian geometrical substructures are studied. In
the context of these models, the behavior of test particles and the interaction of

matter field with gravity are investigated.

Keywords : General Relativity, Extended theories of gravity, Alternative the-
ories of gravity, Non-Riemannian geometry, Gauge theory, Dirac equation, La-

grange formulation, Calculation of variation
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Onsoz

Insan diger canhlardan ayiran 6zellikler, herkesin malumu oldugu ve birgok
defa soylenegeldigi tlizere, pek ¢oktur. Bizim kayda degmeyen goriisiimiize gore
odur ki; insanin soyut diiginebilme yetisi onu var olan tiim canlilardan farklh
kilan belki de en onemli ve degerli ozelligi, yetenegi ve hazinesi olsa gerektir. Bu
diistinme yetisi ile insan, tarih sahnesinde emeklemeye basladigi ilk andan itibaren
icinde bulundugu evren, nesneler, etrafindaki doga ve gerceklegsen olaylar, ken-
disi ve irkinin diger mensuplari, diger canlilar, vs. tlizerine kavrayiglar edinmeye
baglamigtir. Edindigi her bir kavrayis, yaptigi her bir gozlem ve aligkanliklarina
uymayan her bir hadise onun bilgi ve tecriibesini artirmig ve ona, basgka hicbir
seyin saglamayacagl tatminiyet saglamistir. Bununla beraber daha fazlasi i¢in de
gliclii bir sorgulama ve merak duygusu geligtirmesine sebep olmugtur. Bu sayede
gozlerini actigindan bu yana ¢ok biiyiik ve derin sorular sorabilmis, verdigi her
bir cevap ile de, ¢aglar boyu stiren maceranin ardindan bizlerin bugiin i¢inde yer
aldigi medeniyetin olugmasina katki sunabilmistir. Her bir kii¢ilk dokunug, bir
tugla misali, binlerce belki yiiz binlerce yili agarak, giintimiiz insanlk diinyasinin
yapisini inga etmigtir, ufak ufak lakin kararli ve siirekli bir bicimde. Diisiinseniz
ya... Atesi ilk gozlemleyen, onun zararlarii ve faydalarini ilk kez deneyimleyen,
ona ilk aligan insan kiimelerinin ardindan gegcen onca zaman sonra geldigimiz
noktayi. Elbette, onca devir gegmesine ragmen, yaz aylarinda, en azindan bizim,
halen bu fenomen karsisinda caresiz kaligimizdan bahsetmiyorum, litfen! Veya,
simsek caktiginda ne olduguna dair en ufak bir fikri bile olmayan o itirkek in-
sanin torunlarinin, bugiin, gimgek kaynagi olan bulutlarin tistiinde yoriingeye
yerlestirdikleri binlerce uydunun, neredeyse hepimizin yatak odalarini dahi sinema
seyri kivaminda gozleyebilecek diizeyde caligtiklarini. Eminim bu keyifli sinema
filmini izleme sansi olan torunlarina gipta ederdi, o eski insan. Ya da belki, agik
alanlarda yaprak modasina uygun kiyafetlerle sere serpe serilen o atalarimizin
rahathgim ve dogalligini biz kiskaniriz, bilmiyorum! Veya, geceleri gokytiziinde
beliren piriltili kiicik noktalarin ve kimi zaman tabak gibi yuvarlak kimi za-

man da ince bir yay seklindeki parlak nesnenin ne olduguna dair, hayretten ve
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belki korkudan bagka bir his tiretemeyen o en ilkel yaratigi diigiiniin. Simdiki
zamanda yagamig olsa, onu bir kapsiile koyup, degil Ay’a, glines sisteminin digina
bir seyahate gonderebilirdik rahatlikla. Sanirim... tek yon biletle. Zaten geri
donmek ister miydi...? Sadece cansiz diinyada degil, canhlik baglaminda da nice
hikayenin bas roliindeyiz. Mesela, goziiyle goriip de anlamadigi ve ¢ogunlukla
onlardan arkasina bakmadan kactigi biiyiik canlilar diinyasinda yasayan o se-
vimli cahil (ama kesinlikle hizhi kogabilen) atalarimizin soyunun devami, bugiin
gozle gormenin imkansiz oldugu kiigiik mikroorganizmalar1 kesfediyor, tretiyor,
dahasi manipiile ediyor ve onlar1 bizim yararimiza olacak sekilde tam mesai ile
caligtiriyor bile. Hem de onlara bir ticret 6demeden! Belki de en ilginglerinden bir
tanesi ise su... Bir bagka canliy1, énceden tanimlanabilen, belirlenebilen, istenen
ozellikleri icerecek bicimde kopyaliyoruz. Evet evet, bilgisayarda yaptigimiz gibi
neredeyse, kopyala ve yapigtir. Cogalabilmenin nasil olabilecegi hakkinda sadece
tek bir bilgiye sahip olan (ve bu cehaletlerinden biiyiik keyif aldig1 giiphesiz olan)
atalarimiza bu durumu bir mektupla anlatmak istesek, basarili olabilir miydik,
emin degilim!

Bu gorkemli ve kulaga hos gelen hikayeler sayilamayacak kadar ¢oktur. Boyle
sarkastik ve fragman bi¢giminde anlatildiginda, biiytik ihtimalle, herkeste uyandirdig:
his, bu gelismelerin, tekamiillerin, evrimlerin ne kadar biiyiik ve yiice birer bagari,
gerceklesmesinin neredeyse imkansiz goriilebilecegi birer atilim oldugudur. Muhakkak,
tarihin biiylik olgekli takviminde oyledirler de. Halbuki, odagimiz1 biraz daha
daralttigimizda gorecegiz ki, bu gorkemli iglerin tamami, o kiigiiciik insanin, on
yargilarini, korkularini, subjektif his ve diisiincelerini bir kenara koyarak, bit-
mek titkenmek bilmeyen ¢aligma azmi ile ve, en onemlisi, kolektif bicimde, diger
insanlarla bir arada, paylagarak, nesiller boyu aktararak, ortak bir miras gibi
biriktirerek ve tiim bunlarin tadini ¢ikararak, adeta ilmek ilmek isledigi, kiiciik
ve fakat siirekli adimlardan ibarettir. Bu insandir iste, nereden geldiklerinden,
ne kadar farkli olduklarindan, renklerinden, cinsiyetlerinden, yaglarindan, dil-
lerinden, kiiltiir ve geleneklerinden, vs. bagimsiz bir bigimde, bir arada yasama
kiltiiriinii olugturmay1 bagarabilmis yaratik. Ne muazzam bir sey bu! Ancak ve
ancak bu sayede bagarabilmistir, onca imkansiz gibi goriinen, yiice ve gorkemli
iglerin hepsini. Ve ancak bu sayede stirdiirebilir gelecekte de.

Yukarida da ifade edildigi gibi, en sonunda birlikte yagayan insanlik bilincini
ve kiilltiirini olugturan, kadim zamanlardan bu yana stliregelen o ” dustinme,
kavrains, sorgulama, merak, tatminiyet” dongisiine, giintimiizde kabaca bilim-
sel diigiince diyoruz. Insanin, bir zamanlar ilk kez farkinda oldugu en ilkel soyut

diisiince yeteneginin bugiin geldigi nokta! Bilimsel diisiincenin kaniksandigi ve
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bunun olusturdugu aliskanliklarin stirdiirtilerek sistematik sekilde uygulandigi du-
rumda da artik bilimsel kultur olugturmusg oluyoruz. Kanimizca, bilimsel kiiltiire
nispeten daha fazla sahip olabilen bireylerin ve toplumlarin, bir arada yagamaya
ve diger insanlara saygi ve sevgi duymaya dair anlayisi, istiyaki ve bakisi, stiphesiz,
¢ok daha keskin ve giiclii olacaktir. Bu kiiltiiriin yerlegtigi her bir insan dimagi ve
toplum, o gorkemli ortak mirastan daha fazla faydalanabilir ve bu mirasa katki
sunabilir. Bu baglamda, insanin, kendisi ve i¢inde yasadigi toplum adina talep
ve hayal edebilecegi en anlamli hedeflerden biri, kanimizca, bilimsel kiiltiiriin
baskin oldugu bir diinya goriistine sahip olunmasi olacaktir. Tam bu noktada
faslimizi, bahsin igerigine pek uygun diigen, Atatiirk’ ten bir alint1 ile tamam-
layalim : “Diinyada her gey ic¢in, maddiyat i¢in, maneviyat icin, bagari i¢in en
hakiki miirgit ilimdir, fendir. Ilim ve fennin haricinde miirgit aramak gaflettir,
cehalettir, dalalettir”.

Bu tezin yazari, yukarida verilen baglamda, bilimsel kiiltiirii en iyi sekilde
temsil eden ve yeni nesillere aktaran, érnek tegkil eden, biiyiik birer motivasyon
kaynagi ve rol model olan, yurt icindeki ve yurt digindaki pek c¢ok bilim in-
saniyla bir arada olabilme, kimisiyle sahsen tanigma gerefine erigebilme, onlardan
beslenebilme, tartigabilme, akademik ve tez caligmalarini onlarin danigmanlig:
altinda stirdiirebilme talihini yakalayabilmig olmaktan otiiri kendisini, az denk
gelebilecegini diigiindiigii bir bi¢imde, pek sansh addetmektedir. Muhakkak, bu
degerli insanlarin tamamini eksiksiz olarak, bu satirlarin yazildigi ¢ok kisa zaman
dilimi i¢inde hatirlayabilmek miimkiin degildir. Yine de miitevaz1 bir caba ve
eksik kalan her biri i¢in sonsuz oziirler ile birlikte birkacin1 burada yad etmek ve
duydugum onuru ifade etmek isterim.

Ali Bagal’ ya, Pamukkale Universitesi’ ndeki resmi kariyeri 6ncesinde baslayan
tanigikligimiz boyunca o eski ve giizel giinlerden bu yana stiregelen ahbapligimiz,
fakiilte binasinin bize ait olmayan odasinda ve bize ait olmayan masalarinda kendi
halimizde yaptigimiz caligma seanslar1 arasindaki sohbetlerimiz (Oyle ki zaman
zaman derinlegtirdigimiz ve demini artirdigimiz sohbetlerdi bunlar. Kendisinin
¢ok iyi bir dinleyici ve anlatici oldugunu diigtindiigiimde bu fizik ve fizik digt
zirvalarimizin tadini hala keyifle duyumsuyorum.) ve ilerleyen zamanlarda bizzat
ogrencisi olmak ile kendisinden istifade etme firsat1 da sundugu i¢in minnettarim.
Sohbetdaghgimizin ve arkdaghigimizin uzun yillar (en azindan birimiz cennete
gidene kadar, ...sanirim) siirmesini dilerim.

Tez caligmalarimin ve araya sikigtirabildigim kayda degmeyen 6z ¢caligmalarimin
hengamesi arasinda bir tiirlii diledigim olc¢tide kapisini agindirip istifade edemedigim,

lakin bu hislerimi her beyan edigimde beni sabirla ve hog bir bigimde karsilayip
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sabirsizlikla bekledigini her seferinde soyleyen degerli Tolga Birkandan’ a min-
nettarim. Evet, belki onun adina ¢ok sevimli bir temenni olmayacak lakin yine
de soylemek zorundayim : Umuyorum ki tez sonrasindaki donemlerde, kendisinin
sabirsizligini elimden geldigince dindirip miimkiin oldugunca fazla rahatsiz ede-
bilme gans1 yakalarim!

PAU’ deki seriivenimin ilk giinlerinden itibaren yakmhgmi hep hissettigim
Ozcan Sert’ e, cesitli vesilelerle kendisiyle bolca tartigma firsat: sunup sorularim
cevaplamaya gayret ettigi (bazen kulagimin ¢inladigini burada séylemeyecegim
tabi ki!), ondan aldigim tiim derslerde bilerek veya bilmeyerek de olsa ufkumu
acan nice geyi paylagtigi, bilhassa (kendi adima) Maple ile hesaplamalar yap-
may1 becermem konusunda baglangictaki yol gostericiligi ve lisanstistii siirecimde
kendisiyle birlikte yer alma kivancini yakaladigim prestijli yayin ¢aligmalarindaki
katkilar: i¢in sonsuz tesekkiir ederim. Temennim odur ki, ilerleyen siirecte online
goruntili goriigmeler esnasinda tath kiiciik bebiglerin higmina daha az ugradig,
kendisi adina daha sakin ve daha az yorucu yaymlar olsun. (Hocam, eh, hergey
kayittal)

Tekin Dereli ismi benim icin, bu ismin ne anlama geldigini nacizane anla-
maya bagladigimi sandigim zamanlardan beri, her nasilsa bir sekilde zirvelerdeki
yaylalardan birinde kendine yer bulan ve bir tiirli de inmeyen bir isim. Simdi
geriye doniip baktigimda, ¢ok daha toy ve cahil oldugum zamanlarda (su an ise
sadece bir arpa boyu kadar daha yol aldim, hepsi bu!) Tekin Dereli’ nin zihn-
imdeki kargihiginin, kii¢iik bir cocugun zihnindeki Superman veya Batman karak-
terinin yansimasi gibi oldugunu soyleyebilirim, kadim zamanlardan gelen kahra-
man siliietleri gibi. Lakin zaman iginde, gesitli vesilelerle onunla vakit gecirme
imkani bulup, bizzat gozlemleme, tanima imkani edindik¢e hem hayranligim daha
da artti1 hem de kendisiyle ilgili romantik hissiyatim daha anlamli ve ayaklar
yere basan bir bicim aldi. Kendisi belki hatirlamasa da, olagan bir Istanbul
sabahimda MSGU yolunda yiiriirken, birkac metre ilerde onu goriip, arkasmdan
yanagip, kendimi tanitip ardindan yolun geri kalanimi birlikte yiiriidiigimiiz o
siradan bir giinde baglamigt: ilk s6zlii temasimiz (Farkindayim hiiziinli bir agk
oykiisi gibi gelebilir kulaga, ama sizi temin ederim oOyle degil, kendisi ¢ok tath
bir hanimefendi ile uzun yillar siiren mutlu bir evlilik yasiyor... ve ben bir
erkegim... gergekten!). Bir QDIS caligtayr idi gittigimiz. Sonrasinda onunla
bagka aktivitelerde birlikte olma sansini, benim gibi lisansiistii 6grenimini yapan
ogrencileri ile arkadaglik etme olanagimi yakaladim. En giizel anilarim, belki de
Cakilaras1t Matematik Koyii’ nde gecirdigimiz, miimkiin olan en primitif sartlarda,

tahta barakalarda ve kolektif bir kamp hayat1 yasayarak, her giin yaklasik 5-6
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saat, yaz sicaginin kavuruculugu ile beraber, cogunlugunu benim gibi lisansiisti
ogrencilerin olugturdugu bir grup ile onu tahtada dinledigimiz zamanlardi diye-
bilirim. Kag tane 19 yagindaki insan o sartlarda o performansi gosterebilirdi
acaba?! (Evet kendisi de o sira 19 yaginda falandi, yani tam emin degilim tabi,
en fazla bir iki yag agsag1 yukari oynar.) Kisacasi, bu siirecte, agzindan ¢ikan her
kelimeyi piir dikkat dinleyerek degerlendirmeye calistigim az kisiden biridir Tekin
Dereli. Kisisel olarak bana kattigi sayisiz bilgi ve tecriibe, genel olarak dokundugu
herkese yaptig1 katkilardan otiirii, ayrica hocamin hocasi oldugu ve beni kendisi
ile baglayan (veya devam eden) degerli bir bilim insan silsilesi ile bulugturmaya
vesile oldugu i¢in sonsuz giikranlarimi sunarim. Miiellifi olup bizzat imzaladig1 ve
onemsiz adima kapak sayasinda not diistiigii " Kuantum Mekanigi” kitabinin ilele-
bet bekgisi olarak, nice 19 yaslarinda kendisi ile birlikte olabilme serefini tagimay1
cani goniilden dilerim.

Bu tezin formal baglik sayfalarinda Muzaffer Adak, tez danigmani olarak
goriiniyor. Bu dogru. Lakin benim i¢in kendisinin evrendeki varligi, sadece
tez damsmanhg ile ifade edilemeyecek kadar bityiik. PAU fizik boliimiindeki
yiiksek lisans programina bagvurum vesilesi ile bagladi hikayemiz (Yine, bu da
bir agk hikayesi degil!) ve o zamandan bu yana evrilerek ve (benim zannimca)
zenginlegerek stirdii. Sadece akademik olarak degil, insani olarak da ¢ok fazla
sey paylastik hocamla ve dolayisiyla sadece akademik olarak beslenmedim ken-
disinden, ve fakat genel diinya goriigiime de katkida bulunacak kadar etkisi oldu
iizerimde. Biitliin akademik yasantim boyunca en biiyiik destekcim, motivasyon
kaynagim, teknik bilgi havuzum oldu. Su an sahip oldugum, fizik hakkindaki
biittin bilgi birikimime dogrudan veya dolayli katkis1 var. Yillar icinde gesitli
yerlerde bulunarak danigman ve 6grenci gozlemleri yapabilme firsat1 edindim ve
bunun neticesinde kuvvetle iddiam odur ki, ¢ok ¢ok az kiginin sahip olabilecegi
bir insani iligkiye, arkadashga, dahi sirdaghga, akademik stipervizorliige, kariyer
damgmanhigima ve bilimsel isbirligine sahip oldum. Itiraf etmeliyim ki, bu birlik-
teligi senelerdir yasamaktan aldigim keyfin tizerine, formal akademik iliskimizin
sonuna yaklagtigimiz su siralarda bu satirlar1 yazarak bunu aciklikla beyan et-
menin (ve bununla birlikte kahvemi yudumlamanin) tadim gikariyorum. Tim
eksiklerim, yanliglarim, bagarisizliklarim, tecriibesizliklerim, bilgisizliklerim, ka-
biliyetsizliklerim, performansimdaki diigiiglerim, 6zel hayatimdaki galkantilarim,
kendisi ile zaman zaman olan uyusmazliklarim, muhalefetlerim, ¢okca kafa titiilemelerim,
abuk sabuk onerilerim, ¢ok bilmisliklerim, anlamsiz sorularim, yetersiz cevap-
larim, vs. arasinda hicbir zaman beni rencide etmeyen, asagi ¢ekmeyen, nasil

yaptigini bilmedigim bir gekilde her zaman pozitif kalmay1 ve beni de tutmay1 be-
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cerebilen ve biitiin hirginhigimi ¢ok kisa stirede ortadan kaldirabilen, kaya gibi bir
sabirla bana katlanan, celik gibi bir irade ile birlikte yaptigimiz ¢aligmalar: kesinti-
siz bir gekilde siirdiiren, neredeyse her goriigmemizde i¢imi bir sekilde ferahlatan,
dogrudan bana ¢ok sey ogreten, dolayl olarak 6z caligmalarim ile 6grendigim
mevzularda bana ufuk agan, yol gosteren, kaynak olan varlig ile hayatimda yer
ald1 hep. Bir bilimsel ¢aligma programinin, projesinin nasil olabilecegi, zaman
planinin en etkin sekilde nasil gergeklestirilebilecegi, tiim programin nasil iyi
bir gekilde stirdiiriilebilecegi konusunda bulabilecegim en iyi uygulamali kaynak
oldu. Nitekim, birlikte ¢esitli yayin caligmalari yaptik ve biri yerel digeri ulus-
lararas1 olan iki tane de proje hazirladik. Doktora stirecimde, hazirladigimiz
bu proje sayesinde yurt diginda c¢aligmalar yapabildim ve tez siireci boyunca
etkin gekilde kullandigim bilgisayarimi bu sayede edinebildim. Bunlarin hepsi
onun sayesinde gercgeklesti. Tiim bu akademik ve akademi digi katkilarindan
otirii, baglangictakinden bambagka bir kigiye evrilme seriivenimde bana bilimsel
danmigmanlik, hayat koglugu ve bir nevi ustalik yaptigi icin, tarifsiz hissiyatimi,
sonsuz minnettarligimi ve en icten saygilarimi sunuyorum. Daha nice uzun yillar
(yine, en azindan birimizin cennete gidecegi bir tarihe kadar) kendisi ile sadece
akademik degil insani iligkimi de siirdiirmeyi ve daha pek ¢ok seyi simdiye kadar
oldugundan daha fazla ve giddetle paylagsmay1 dilerim. (Benden kurtulduktan
sonra tiim iletigim bilgilerimi silip beni engellemezse elbette!)

Pek ¢ok kez Denizli’ de bana ev sahipligi yaparak hi¢ sorgulamadan kapilarini
acip agirladiklari, sanki uzun yillar boyunca yakin akraba iligkimiz varmiggasina
gosterdikleri sicaklik ve misafirperverlik i¢in Adak ailesinin her bir ferdine de
tegekkiir etmek isterim : Birlikte kurdugumuz ve omri yaklagik 15 dk. olan miizik
grubumuzun diger iiyesi diinyalar giizeli ve evin gelinlik kiz1 Nilsu’ ya, diinyanin
farkli yerlerine yaptigi seyahatler ile geng kizlarin gonliinii calma alaninda ulus-
lararas1 tecriibe edinen evin abisi geng¢ dostum Batikan’ a, ilkokul siralarindaki
gocukluk agki konusunda erken tavsiyelerini benden almig olma bahtsizligina
mahkum olan, hayatimdaki ilk ve tek "panpam”, evin kiiclik kardesi Kuzey’ e,
Adak ailesini bir aile yapan, evin Muzaffer iiyesini oldugu kisiye eviren, nesesi,
enerjisi ve tathhgiyla etrafindaki herkesin modunu yukari c¢eken, Ggretmenlik
mesleginin zirvesindeki, evin annesi ve her seyi olan sevgili Seyhan Hanim’ a
kalbimin en derinlerinden sevgi ve saygilarimi iletiyorum. En sonuncusu ama
en onemsizi degil kesinlikle; patileriyle tizerime ozgiirce atlayip ziplayan, ken-
disini sevip oksamam i¢in dizimin dibinden ayrilmadan saatler geciren, Muzaffer
hoca ile oun gezmeye c¢ikardigimiz zamanlarda bize keyifli anlar yagatan ve gece

kanepede uyudugumda bas ucumda nébet tutan hayvan dostum Leydi Hanim’ a
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da gecirdigmiz tutkulu(!) zaman dilimleri igin minnettarim. Umarim bir daha
elalemin tavuklarini onlarin bahcesinde mideye indirmek i¢in kogustururken bizi
de pesinden stiriiklenmek zorunda birakmazsin!

Kosulsuz kadin haklar1 savunucusu ve pozitif ayrimei anlayisa sahip biri olarak
yukaridaki metnin ¢ok fazla testosteron igerdigini farkettim! Benim talihsizligim,
maalesef. Bu tespitle beraber, lisansiistii siirecimde cesitli sekillerde yolumun
kesistigi Pamukkale Universitesi Fizik Boliimiiniin degerli ve zarif kadm bilim in-
sanlar1 Betiil Cahskan, Pmar Tunay Tash, Sevgi Ozdemir Kart ve Ash Oztiirk
Kiraz’ a ayr1 ayri tesekkiirlerimi sunuyorum. Her birinden cesitli dersler aldim
ve hepsi fazlasiyla keyifli gecti. Ozellikle séylemeden gecemeyecegim, Sevgi ho-
canin laboratuvardaki anne mamalar1 ve Tiirk kahvesi sunumu egligindeki ¢aligma
seanslarm PAU’ de gecirdigim en tath zamanlardandi, minnettarm. Baylar
arasindan da cesitli seviyelerde etkilestigim PAU Fizik Boliimiinden Aytac Erkisi,
Orhan Karabulut, Koray Yilmaz, Hasan Hiiseyin Kart, Mestan Kalay (emekli)
ve degerli arkadagim Ertan Kok’ e tiim katkilari igin tesekkiir ederim. Bilhassa
Hasan hoca ile laboratuvardaki uzun ve derin sohbetlerimizin tadin yad ederim.
Erciyes Universitesi Fizik Boliimiinden Enise Ayyildiz, Mustafa Gengaslan, Ab-
dullah Ozkanlar (ayrildi) ve Nejdet Paran’ a da teknik olmayan desteklerinden
otiirii tesekkiir ederim. Yurt digi siirecimde bana destek olan Tartu Universitesindeki
tim kigilere, bagta Tomi Koivisto, Laur Jarv ve Maria Jose Guzman olmak iizere
minnettarim. Benim i¢in harika bir deneyimdi.

Insan bu gibi metinlerde diinyanm geri kalanimm yazmak istiyor. Lakin bu
neredeyse sonsuz bir ugras olurdu ve fizikciler olarak bizler, sonsuz niceliklerden
pek haz etmeyiz! Hep caligmalarimizda ariza cikarirlar. Bu nedenle, bu lis-
tenin sonsuza iraksamamasi icin burada kesmek zorundayim. Atladigim veya un-
uttugum, bu stirecin ¢esitli seviyelerde es mimar: olan tiim kiymetli igbirlikcilere
ve degerli bilim insanlarina once oziirlerimi ardindan icten tegekkiirlerimi sunuy-
orum.

Son olarak, benim gibi diigtinen (her ne kadar genellikle az olsa da... tecriibeyle
sabittir!) ve bu yaziy1 okuma firsati bulan (bilhassa daha geng bilim insanlar
basta olmak iizere) diger zihinlere de belki dokunabilmek adina, ozellikle vur-
gulamak isterim ki, bu tezin yazimina uzanan hikaye, kronolojik sirayla Tekin
Dereli, Muzaffer Adak, Ozcan Sert ve nihayet nacizane tezin yazarina kadar erigen
bir silsileyi icine almaktadir. Ug kusaktir en iyi sekilde aktarilan, bu boliimiin
baginda da bahsi edilen bilimsel kiiltiiriin, bizim topraklarimizdaki en iyi tem-
sillerinin estirdigi o kuvvetli riizgarin ufak bir meltemini de olsa belki yakalaya-

bilmis olarak mevcut silsilenin dérdiincii kusaginda yer almaktan biiytik bir seref
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duymaktayim. Umarim bu bayrak yariginda, benim sans eseri kesigebildigim
bu degerli kiiltiirii, benden sonraki kusaklara da aktarabilmek namina, benim
istatlarimin bu konudaki basarisinin yarisi kadar dahi olsa bagarili olabilir ve
yeni nesillere de bu sonmeyen mesalenin aydinligini aktarmada nice kopriiden bir
tanesi olarak gorevimi tamamlayabilirim. Dort kusak fizik¢i grubunun en son ve
taze iiyesi olarak, tiim bu devirleri kendi zamanlarinda en iyi bi¢cimde (halen)
temsil eden bilim insanlari ile eg zamanh olarak sahnede kendine yer bulabilmig
olmak, tezin yazari agisindan ancak giizel bir hayal olabilirdi. Malumunuzdur ki,
“Hayaldi, gergek oldu!” lafin1 pek ¢ok kisi tarihin akigi igerisinde genellikle yersiz
bigimde kullanagelmistir. Ve fakat, bizzat tecriibe etmis biri olarak sizi temin,
¢ok objektif ve piir bir hissiyat ile de ifade edebilirim ki; hayallerin gercek olmasi,
tam olarak bu tez siirecinde yazarin yasadigi cinsten bir seyler olmali. Bu hay-
alin gercek olmasinda katki sunan herkese en icten tegekkiirlerimi ve saygilarimi
sunarim.

Hayal et, hayallerini takip et!

Denizli, Agustos 2024
Caglar
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Konu 1
Giris

“Bilim, kavramaktan bagka bir sey degildir.”

Plato

Kadim caglardan bu yana, insanligin evreni anlama cabasi ve karsi konul-
mas1 ¢ok zor merak duygusu, bilgi ve tecriibe sahibi oldukca artan cesareti ile
harmanlanmis, zekasinin giiciinii, dogasindaki yaratici eylem itkisini ve igindeki
potansiyeli de kullanarak tirettigi birikim ile her donem tekamiil edebilmistir.
Cok uzun zamanlar boyunca tiretilen bilgi ve degerlerin neticesinde, siirekli artan
ve aktarilan, felsefe, bilim, sanat, vb. nice somut ve soyut kavramlar: barindiran
neredeyse sinirsiz bir hazineye sahip olmustur insanlik, ve halen bu hazineyi birik-
tirmeye devam etmektedir. Oyle gortiniiyor ki, belirsiz (belki de sonsuzda) bir
gelecege kadar da bu hazine payidar kalacak.

Fizik bilimi, insanligin, iste boylesi gorkemli, kolektif, uzun soluklu birikimine
kok salarak, yasadigimiz ¢caga degin ulagmistir. Giintimiizde, fizik biliminin, iki
biiyiik ana siitun tizerine kurulu oldugu soylenir. Evrenin ilging sayilabilecek
bir cilvesi ve "tesadiifii” olarak, 20. yy. basglarinda hemen hemen es zamanh
olarak temellerinin atildigi ve ilerleyen yillarda da yine neredeyse paralel diizeyde
tizerinde ¢aligilan ve gelisme gosteren bu iki fizik sahasi : Genel Gorelilik (GG)
ve Kuantum Mekanigi (QM). Her ikisi de insanlik zihninin ve kolektif bilimsel
ugragin, devrim niteliginde ¢igir agic1 tiretimler yaparak, diinya medeniyet tar-
ihimizdeki sertivenimizde bir ¢agin kapanarak yeni bir ¢agin acildigini gosteren
sonuclar elde ettiler. Oyle ki, bu bilimsel milattan énceki zaman dilimini, bugiin
klasik donem olarak adlandiriyoruz ve modern ¢agin neredeyse tiim unsurlarini
bahsi gegen caligmalar ile referanslayabiliyoruz. GG ve QM c¢aligmalari, uzun
vadede 20 yy.” in tamaminda ve gimdilerde 21. yy. boyunca, sadece salt bilimsel
baglamda kalmamig, basta teknoloji olmak tizere, pratik ve diigiinsel tiim yasam
bi¢imimizi, dahas1 evrenle somut ve soyut tiim iligkimizi etkilemis; hatta insanlik

da dahil ve insanligin diginda yerkiiredeki tiim canlilarin da yagamlarini ve evrim-



lerini yeniden gekillendirecek kadar biiyiik devrimler olmustur. Bu siiregte, bilim
camiasinin, adini tarihe altin harflerle yazdiran 6liimsiiz devleri, en biiyiik zihin-
leri, ¢ok cesitli ve farkli alanlarda yaptiklart muazzam katkilarla bu yolculugun
bag mimarlar: ve kendilerinden sonraki donemlerin bilim insanlar: i¢in egsiz ilham
kaynaklar1 olmusglardir.

Icerikleri itibariyle GG ve QM, evrenin farklh lceklerinde gergeklesen hadis-
eleri agiklamakta gayet bagarihidir. GG, temelde gravitasyon fenomenini ge-
ometrik olarak yorumlar ve bu fenomenin dogasi hakkinda kendisinden 6nce elim-
izde olan kavrayigtan daha fazlasimi saglar. Dolayisiyla gravitasyon alaninin,
diger etkilesim alanlarina gore daha baskin oldugu astronomik olgekteki fizik
aragtirmalarinda kullanilan ana aractir. Zira bu rejimde, su anki dagarcigimizla
bildigimize gore, kuantum alanlarin etkisi biiyiik kiitleli nesnelerin gravitasyon
etkisi yaninda neredeyse ihmal edilebilecek diizeyde. Diger taraftan, QM ise
¢ok kiiclik olgeklerde, maddenin kuantum dogasini tarif etmek i¢in kullanilan
ve ampirik sonucglarla muazzam uyum icinde olan fizik modelidir. Yukarida
bahsedildigi gibi evrenin astronomik o6lgekteki gravitasyon-baskin davraniginin
tam tersi olarak, kuantum o6lceginde artik nesnelerin kiitleleri o kadar kiigtiktiir ki,
olugturduklar1 gravitasyon alani, sahip olduklar1 kuantum o6zelliklerinin yaninda
ihmal edilebilir diizeyde kalir. Evrenin c¢ok farkh oOlceklerinde basariyla caligan
bu iki model, mevcut bilgi birikimimiz dahilinde evren iizerine biitiinciil bir
kavrayisa sahip olabilmemizi saglayan modern fizik biliminin iki ana (fakat bir-
birinden bagimsiz ve ayr1 gibi goriinen!) aragtirma alamni tegkil eder. Iste
tam da bu nokta, zaman icerisinde bilim insanlarini, bu iki modelin benzer
yonleri olup olmadigini, hatta bunlarin tek bir model ile verilip verilemeyecegini
sorgulamaya ve aragtirmaya tegvik etmistir. Bu ilgi ¢ekici ve meydan okuyan
sorgulamaya motivasyon kaynagi olarak, modellerin ortaya cikigindan itibaren
20. yy.” 1n ilerleyen donemleri boyunca elde edilen bircok kuramsal ve gozlemsel
girdi, gosterilebilir. Sozlii gecen aragtirmalardan alinan ilhamla, bu tez kap-
saminda da, gravitasyon ve kuantum etkilegsimlerinin (elektromanyetizma, zayif
ve giddetli niikleer etkilegimler) miimkiin oldugunca eg bir kavrayig / model
ile anlagilabilmesi adina caligmalar yapilmigtir. Bu baglamda tezde kullanilan
ana argiiman ayar teorisi yaklagimi olmustur. Zira ayar teorisi matematiksel
olarak ¢ok giiclii ve estetik bir yaklagim olarak, bilhassa kuantum alan teorileri
baglamindaki uygulamasiyla, giiniimiizde kuantum olgeginde gerceklegen fizigin
aciklanabilmesinde bilim insanlarinin sahip oldugu yegane modeldir, yani Stan-
dart Model. Ornegin, elektromanyetik ve zayif niikleer etkilesimler SU(2)®@U (1)

ayar teorisi araciligiyla birlestirilmistir, yani Elektrozayif Teori. Aym yaklagimin



bir adim ilerisi olan SU(3) ® SU(2) ® U(1) ayar teorisi de gii¢lii niikleer etk-
ilegimleri dahil etmistir (Griffiths ). Kuantum 6lgegindeki bu bagarili uygu-
lamalarin yani sira, ayar teoriksel yaklagimin garvitasyon iizerindeki uygulamasi
konusunda bilim insanlari arasinda, kuantum ayar teorilerinde oldugu kadar, bir
konsensus goriinmemektedir. Halen ¢ok aktif olan bu calisma sahasina katki
saglamak amaciyla, tez caligmasinda, gravitasyonun ayar teoriksel modelleri tizerine
aragtirmalar yapilmigtir, 6r. (Adak, Ozdemir ve Pala ), (Adak, Dereli, T. S.
Koivisto, ve dig. ). Nagizane kamimiz odur ki, ayar teoriksel ve geometrik
yaklagim, evrende bilinen tiim fiziksel etkilegimlerin arasindaki iligkileri, benz-
erlikleri ve var ise eglikleri ortaya koymak acisindan, belki de yegane alt yapiy1
sunmaktadir.

GG, giineg sistemindeki gozlemsel sonuclarla mitkemmel bir uyum igindedir.
Ote yandan, disk seklindeki galaksilerin dig kollarinda yer alan yildizlarm, galaksinin
merkezinden uzaklagtikca dogrusal hizlarinin degisimine iligkin son zamanlarda
gozlemlenen sonuglar GG’ nin 6ngoriileriyle ortiigmemektedir. Bu uyumsuzluga
karanlik madde sorunu denir (Trimble ). Bununla birlikte, galaksilerin hizlar:
olciildiigiinde, GG’ nin 6ngoriisii olan azalmak yerine arttigi gézlemlenmektedir.
Bu celigkiye kozmik ivme problemi adi verilir. Bugiin bu gozlemi, igerigini ve
yapisini bilmedigimiz varsayimsal karanlk enerjiyle agikhiyoruz (Peebles ve Ra-
tra ). Dahasi, GG baglaminda heniiz bir neticeye varamamig kuantizasyon
gabalar1 (Kraichnan ),(Deser ),(Isham ), teorinin degistirilmesi /
modifiye edilmesi gerektigine dair gii¢li sinyaller veriyor. Bu nedenlerden dolay1
alternatif gravitasyon modellerinin arastirilmasi teorik fizik acisindan oldukga
onemli ve sicak bir arastirma alamidir. Burada bahsedilen sorunlardan arimmis
yeni bir yercekimi teorisi arayisi farkli sekillerde yapilabilir. Ornegin, bircok
caligmada aragtirmacilar, daha sonra modern f(R) teorileri (Bergmann ),
(Buchdahl ), (Starobinsky ) olusturacak olan yiiksek dereceli egrilik
skaler terimlerini ekleyerek Einstein-Hilbert Lagrangiyeni degistirmeye caligtilar
(Kretschmann ), (Weyl ). Bundan baska, 6zellikle metrik ve afin baglant:
nesnelerini bagimsiz degigkenler olarak ele alan metrik-afin gravitasyon (MAG)
modellerinde, ayar yaklagimi yaygimn olarak kullamlmaktadir (T. Koivisto ).
Ancak bu tiir modeller hala agik bir alan olan Cauchy problemlerine sahiptir
(Tremblay ve Faraoni ), (Hehl ve Macias ). Yakin zamanda aragtirmacilar
(B. J. Jimenez ve Delhom ) caligmasinda, yiiksek dereceli egrilik terimleri
iceren metrik-afin teoriler baglaminda hayalet kararsizliklarin varligini ayrintih
olarak tartigtilar. Bu verilenlere alternatif bir yaklagim olarak, Kaluza ve Klein

tarafindan, sadece Einstein-Hilbert terimi kullanilarak piir geometrik baglamda,



kiitlegekimi ile elektromanyetizmanin gegerli bir gsekilde birlesgtirilmesi incelendi,
oyle ki bu galigmada aragtirmacilar ekstra uzayzaman boyutlari 6nerdiler (Kaluza

), (Klein ). Bu fikir kisa siirede oldukga ilgi gordii ve giiniimiizde mod-
ern sicim tipi teorilerde yer buldu. Standart Model’ e iligkin saglam bir temel
felsefe olan kuantumlama yontemlerini yercekimine uygulamak icin De Witt’ in
pertiirbatif (Lyra ve dig. ) ve Witten’ in pertiirbatif olmayan yaklagimlar
(Witten ), (Deser, McCarthy ve Z. Yang ) incelenebilir. Tiim bunlarin
yaninda, Riemann-digi geometrilerde ¢aligip torsiyon (Hammond ), (Dereli,
Ozdemir ve Sert ) ve/veya nonmetrisiti (Adak ), (Karahan, Altas ve
Demir ) eklemek de bir segenektir. Tez kapsaminda da bu metot tercih
edilmig ve Riemann-dig1 geometrilerde cesitli gravitasyon kuramlar: ¢alisilmisgtir,
or. (Pala, Kok, ve dig. ), (Adak, Ozdemir ve Pala ), (Adak, Dereli,
T. S. Koivisto, ve dig. ).

1.1 Motivasyon

Bu doktora tezini ¢aligmamizin ana amaci, gravitasyon ile Standart Model cercevesindeki
kuantum etkilegimlerin birlestirilmesi lizerine arastirmalar yapmaktir. Bu dogrultuda
yapacagimiz arastirmalarda ayar teorisi mekanizmasim kullanacagiz. Zira ayar
teoriksel yaklagim su anki bilgi birikimimiz kapsaminda, kuantizasyon teknikleri

ile beraber, atomik ve atomalt1 olceklerde evreni aciklamamizda gayet bagarili

oldugunu ispat etmistir.

standart model

GG EM zayif niikleer kuvvetli niikleer
gravitasyon elektromanyetizma etkilesimler etkilesimler

N\ /
2

birlestirme calismalari
sicim teorisi, loop quantum gravitasyon, ayar kuramlari, ...

Figiir 1.1: Fizigin kutsal kasesi

Caligmalarimizin geometrik ayaginda, oncelikli hedefimiz, miimkiinse, grav-
itasyonu bir ayar teorisi olarak anlamaya calismak olacak. Burada cevaplamak
istedigimiz sorular sunlardir : “Gravitasyonu bir ayar teorisi olarak tanimlayabilir
miyiz? Eger Oyleyse, ayar grubu ve bu grubun iizerine etkidigi (geometrik) nes-

neler nelerdir?”. Bu yaklasim kapsaminda arastirmalarimizi geometrik ”cerceve
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demet” yapisimi da kullanarak destekleyecegiz. Zira demet yapisi, ayar teori-
lerini bir nevi afin baglant: teorileri ¢aligiyormuscasina ele alabilmek igin gayet
dogal bir ortam saglamaktadir. Calisma basliklarimiz kabaca asagidaki sekilde

Ozetlenebilir.

1. Riemannsal geometride (GG kapsaminda) galigmalar
2. Riemann-dis1 geometrilerde caligmalar
3. Ayar teorisi yaklagimi ve gravitasyondaki uygulamalari

4. Gravitasyonun madde alani ile etkilegimi

1.2 Tez konusunun onemi

Tez caligmamiz kapsaminda, giintimiiz fizigindeki birtakim agik problemlerle il-
gilenmek hedefimizdir. Miimkiinse bu problemlerin 6ziindeki baz1 sorular1 cevap-
lamak veya cevaplama ¢aligmalarina katki sunabilecek goriiler edinebilmek isteriz.

Bu problemlerin bazilarini kabaca asagidaki gibi listeleyebiliriz.

e Kuantum gravitasyon. Birtakim ampirik éngoriilerde bulunabilen gecerli

bir kuantum gravitasyon teorisinin elde edilmesi.

e Ufuk problemi. Bu problemde sorulan soru sudur : “Evren neden is-
tatistiksel olarak homojen ve kozmolojik ilke ile uyumlu olarak izotropiktir?”
(Misner ) (Misner, Thorne ve J. A. Wheeler ) (Weinberg ). Prob-
lem, ilk kez 1956 yilimda Wolfgang Rindler tarafindan ortaya atilmigtir (Rindler

). Ornegin, bir kutuda termal dengede bulunan gaz molekiilleri homojen
ve izotropik olarak dagilirlar; ¢linkii bu molekiiller zaten birbirleri ile etkilegerek
termal dengeye ulagabilmek ve homojenligi ve izotropikligi bozacak etkileri or-
tadan kaldirmak ic¢in yeterli zamana sahiptirler. Ancak bu durum biyik patlama
modeli kapsaminda oldukca farkhidir; zira evrenin genlesmesi, erken evrede termal
dengeye ulagilabilmesi i¢in yeterli zamana sahip olunmasinin 6niine ge¢gmektedir.
Biiytik patlama modeline gore evrende var oldugunu sandigimiz madde ve radya-
sonun (standart model kapsaminda) gozlemlenen evrenin gok farkl iki bolgesinde
bir sekilde etkilegerek termal dengeye ulagmasi miimkiin goriilmemektedir; zira
genlesmeye gore bu bolgeler birbirlerinden 1sik hizindan daha fazla bir hizla uza-

klagiyorlar ki bu senaryo hi¢cbir zaman kontakta olamayacaklarini gosterir. Fakat



evrenin bu farkli boélgelerinden gozlenen kozmik arkaplan i1simasindaki mono-
tonluk, gecmiste bu bolgelerin bir gekilde temasta olup gozlenen kozmik arka
plan 1simasiin tekdiize olmasinmi saglayacak sekilde bir etkilesime girdiklerini
ve termal olarak dengeye ulastiklarini iddia etmemize sebep oluyor. Bu du-
rumda, giiniimiizde biiyiik 6lglide gegerli olan evren modelimize gore (genlesmeyi
iceren biiyiik patlama modeli) evrenin hig etkilesmemesi ve termal dengede bu-
lunmamasi gereken bolgelerinden gelen 1gimanin ayni sicakliga sahip oldugunu
aciklamak zor bir problem olarak ontimiize ¢ikiyor. Bu problem kargisinda ¢okga
kabul goren aciklama girigsimlerinden biri kozmik enflasyon modelidir. Ayrica g1k

hizinin uzayzamanda farklilagabilecegini soyleyen modeller de galigilmaktadir.

e Karanlik madde. Karanlik madde evrenin %85’ ini olugturdugunu sandigimiz
maddenin hipotetik bir formu olarak tanimlanabilir (

). Birgok farkli astrofiziksel gozlem -mevcut bagarili gravitasyon mod-
ellerimizin aciklamakta yetersiz kaldigi ve gozlenenden veya hesaplanandan daha
fazla madde olmasi gerektigini diigiindiiren gozlemler- karanlik maddenin varligini
iddia etmemize sebep oluyor. Bu sebeplerden 6tiirti bir¢ok bilim insani karanlik
maddenin evrende ¢okca bulundugunu ve evrenin yapisini ve evrimini gekillendirmede
biiyiik rol oynadigini diigtinmekte. Karanlik madde isminin verilmesine sebep
olan sey ise bu madde formunun bilinen elektromanyetik alan ile etkilegmemesi;
bu nedenle higbir sekilde elektromanyetik radyasyon yaymiyor / sogurmuyor /
yansitmiyor, dolayisiyla dogrudan gozlenmesi oldukga zor ( ).

Ik olarak 1922 yihnda, galaksilerdeki yildiz hizlar iizerindeki caligmalari
sirasinda karanlik madde kavramini ortaya atan kisi Hollandali astronom Jacobus
Kapteyn oldu (Kapteyn ). Bir diger Hollandal radyo astronomu Jan Oort
1932 yilindaki ¢aligmasinda karanlik madde kavramimdan bahsetti (Oort ).
Oort da galaksilerdeki yildiz hizlar1 tizerine ¢aligirken yaptigi hesaplarda galaksi
diizlemindeki toplam kiitlenin gozlenenden daha fazla olmasi gerektigi sonucuna
vardi, fakat bu hesaplamalarin daha sonra hatal oldugu gosterildi (Kuijken ve
Gilmore ).

1933 yilinda, Isvicreli astrofizikci Fritz Zwicky, Kaliforniya Teknoloji En-
stitiisi’ nde galaksi kiimeleri iizerine yaptigi calsimalar: esnasinda da karanlik
madde ile ilgili bagimsiz olarak éncekilere benzer ¢ikarimlarda bulundu (Zwicky

) (Zwicky ). Zwicky Coma kiimesine viriyel teoremini uygulayarak
gozlenenin diginda fakat olmasi gerektigini iddia ettigi bir kiitle heabina ulast:
ve bu kiitleyi olusturan maddeye “Dankle Materie” adim verdi. Kiimenin dig

bolgesindeki galaksilerin hareketini baz alarak bu kiitleyi hesapladi ve bu hesabini



galaksilerin parlaklik ve say1 ol¢timleri ile karsilagtirdi. Bunun sonucunda galaksi
kiimesinin gozlenenden 400 kat daha fazla kiitleye sahip olmasi gerektigini buldu.
Elde ettigi bu sonuclarin ardindan Zwicky galaksi kiimesine kiitle kazandiran bir
maddenin varliginin olmasi gerektigini ve bu maddenin gravitasyonel ¢ekim ile
birlikte galaksi kiimesinin bir arada kalabilmesini sagladigini iddia etti. Zwicky’
nin hesaplarindaki degerlerin -Hubble sabitinin eski degerinden kaynaklanan hata
kadar- giiniimiizdeki daha hassas olgiimlere gore bir miktar hatali oldugunu biliy-
oruz (sadece hassasiyet sorunu). Yine de Zwicky bu hesaplar1 sonucunda 6ngordiigii
bu madde yigininin “karanlik” olmasi gerektigi sonucuna varabilmigti.

1939 yilinda Horace W. Babcock, Adromeda galaksisindeki hiz egrilerini in-
celediginde, bunlara gore kiitle-parlaklik oranini radyal olarak arttigimi gordi
(Babcock ). Babcock” un bu raporunun ardindan 1940 yilinda Jan Oort
NGC 3115 galaksisindeki goriilmeyen halkay1 kesfetti (Oort ).

Vera Rubin, Kent Ford ve Ken Freeman’ mn 1960 ve 70’ lerde yine galaksi
egrileri lizerinde yaptiklar: caligmalar karanlik maddenin varligini destekleyici bul-
gular sagladi (Freeman ) (Rubin ve Ford ). Rubin ve Ford galaksilerin
dig bolgesindeki hiz egrilerini daha hassas 6lgebileckeleri yeni bir spektrograf ile
caligsarak sonuclarini desteklediler ve bulduklar: sonuclar 1978 yilinda teyit edildi
(Bosma ). Rubin ve Ford’ un sonuglarmin tiimiinii igeren énemli ve ilham
verici bir galigma 1980 yilinda yaymlandi (Rubin, Ford ve Thonnard ). Bu
caligmalarin neticesinde bircok galaksinin gozlenen madde miktarinin alt1 kati
civarinda bir madde icermesi gerektigi sonucuna ulagilmigti. Boylece 1980 lere
gelindiginde karanlik madde fenomeni biiyiik 6lgiide bilim camiasi tarafindan
kabul edilerek astronomideki ¢oziimsiiz problemlerden biri olarak yerini almisti
bile.

Karanlik maddenin varligina temel tegkil eden bulgulardan belki de en 6nemlisi
sudur : hesaplamalar neticesinde goriiyoruz ki giiniimiizde gozlenen bircok galaksinin
gozlendigi sekli ile yapisal olarak bir arada olmasinin yegane kosulu yine gozlenenden
daha fazla madde miktarimi icermek zorunda olmasidir. Diger bulgular arasinda
gravitasyonel lensleme (Trimble ), kozmik arkaplan 1gimasi, gézlenen evrenin
yapisi, galaksilerin yapisi ve evrimi, galaktik carpigmalar esnasindaki kiitle yerellesmesi,
galaksilerin galaksi kiimeleri igindeki hareketleri gibi gozlemsel ve teorik ¢aligmalar
sayilabilir.

Spiral galaksinin kollar1 galaksi merkezi etrafinda doniis yapar. Bu galak-
silerdeki parlak (goriilen, gozlenen) madde miktar: merkezden dig bolgelere dogru
gidildikge azalir. Eger parlak madde miktarinin tamaminin bilinen madde formu

oldugunu (karanlik madde degil) diigtiniirsek tiim galaksi kiitlesini yaklagik olarak
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Figlir 1.2: Tipik bir spiral galaksinin hiz egrisi : beklenen (A) ve gozlenen
(B). Karanhk maddenin bu egride radyal olarak dig bolgelerdeki “diizlesmeyi”
aciklamasi beklenmektedir. Kaynak : Wikipedia

merkezde toplanmig noktasal bir kiitle olarak betimleyebiliriz, glineg sistemi mod-
elinde yapilana benzer sekilde. Kepler’ in ikinci yasasina gore (giineg siste-
minde de gozledigimiz gibi) merkezden uzaklagtikga doniig yapan objelerin agisal
hizlarinin azalmasi gerektigini biliyoruz. Fakat galaksilerde gozlenen bu degildir
(Corbelli ve Salucci ). Bunun yerine, Figiir 1.2’de goriildiigii tizere merkez-
den uzaklagtikga hiz (neredeyse) sabit olmaktadir. Eger Kepler yasasim dogru
kabul edecek isek (ki en azindan giineg sistemi kapsamindaki gézlemlerle uyumlu
bir yasay1 terk etmek ilk bakigta akillica degil) bu durumda bahsi gegen uyum-
suzlugu acgiklamanin en bariz yolu sudur : spiral galaksilerdeki madde dagilimi
giines sistemindeki ile aymi degildir. Ozellikle galaksinin dig bolgelerinde parlak-
olmayan (goriilmeyen, gozlenmeyen, karanlik) madde miktarimin fazlaca oldugu
iddia edilebilir.

e Karanlik enerji. Karanlik enerji, evrenin genig olgeginde etkili oldugunu
iddia ettigimiz bilinmeyen bir enerji formudur. Bununla ilgili ilk gézlemsel bul-
gular siipernova olgiimleri esnasinda elde edilmistir; oyle ki evrenin geniglemesi
sabit bir hizla degil, ivmeli bir gekilde ger¢eklesmektedir (Peebles ve Ratra ).
1998 yilinda, High-Z Supernova Search Team isimli arastirma grubu Type Ia
stipernovasi ile ilgili gozlem sonuglarini yayinladilar (Riess ve dig. ). Bu
gelismeyi, Supernova Cosmology Project isimli grubun evrenin geniglemesinin
ivmeli olmas1 gerektigine dair onerilerini iceren 1999 yilindaki caligmasi izledi
(Perlmutter ve dig. ). 2011 yilindaki Nobel 6diilii bu ¢aligmalardaki bagarilar:
sebebiyle Saul Perlmutter, Brian P. Schmidt, ve Adam G. Riess isimli bilim in-
sanlarina verildi.

Her fiziksel sistem icin gecerli oldugu gibi, evrenin de zaman i¢indeki evri-

mini anlayabilmek i¢in onun basglangi¢ kosullarina ve yapisina iligkin bilgilere



sahip olmak gerekir. Sozii edilen gozlemlerden once konuyla ilgilenen bilim in-
sanlar1 evrende var olan bilinen madde ve enerji formlarinin, evrenin geniglemesini
zamanla yavaglatacagim diigiinmekteydi. Kozmik arkaplan igimasi tizerindeki
gozlemler evrenin ge¢miste c¢ok sicak bir buyuk patlamadan olustugunun one
siirtilmesine yol agti. Bununla birlikte genel gorelilik teorisi de bagarili bir sekilde
evrenin biiytik patlama sonrasi evrimine ve genis ol¢ekteki davranigina dair tatmin
edici aciklamalar verebildi. Ancak tiim bu deneysel ve teorik geligmelerin yaninda,
yeni bir enerji formunun varligina bagvurmadan evrenin ivmeli geniglemesini izah
etmenin an itibariyle acik¢a goriilen bir yolu yok gibi. Yakin zamanda yapilan
modern siipernova gozlemleri sonucu elde edilen hesaplamalara gore de evrenin
%71.3" i karanlik enerji ve geriye kalan %27.4’ liikk kismu da karanlik madde ve
bilinen (baryonik) madde ile dolu olmali (Kowalski ve dig. ).

1990’ lardan bu yana karanlik enerji fenomeni ivmeli geniglemeyi anlamakta
en ¢ok kabul goren agiklama olmakla birlikte, glintimiizde bu fenomenin dogasinin

anlagilmas1 adina bir¢ok kozmolojik arastirma da ytriitilmektedir.

1.3 Baslamadan once ozet bilgi

Bu doktora tezi kapsaminda yapilanlar su sekilde verilebilir :

e GG’ nin klasik oyun sahasi olan Riemann geometrisine alternatif, farkl
geometriler baz alinarak bu geometriler lizerine temellenmis birtakim grav-
itasyon modelleri ¢aligildi. Bu amaca kaynak olmasi adina Boliim 4 altinda,
Riemann-disi geometriler olarak bilinen farkli geometriler incelendi. Rie-
mann geometrisinde baglanti (connection) nesnesi (Levi-Civita baglantisi)
metrik bir yapidadir ve dolayisiyla bu geometrinin dinamigi metrik tarafindan
belirlenir. Literatiirde, GG teorisinin metrik bir teori oldugunun soylenmesi,
bu sebepledir. Ote yandan, Riemann-dis1 geometriler, dogalar: geregi, metrik-
afin geometri (metric-affine geometry) (MAG) yaklagimi ile ele alinmaktadir
ve artik baglant1 nesnesi metrik tarafindan belirlenmek zorunda degildir, en
genelde. Boliim 4.3 kapsaminda MAG’ 1n bir alt kiimesi olan teleparalel ge-
ometri modelleri incelendi ve Boliim 4.4 altinda bu Riemann-dis1 geometri-
lerin jeodezik hesaplama ve paralel tasima iglemleri i¢in nasil farkliliklar
yarattigl aragtirildi. Boliim 5.2 altinda da, bahsi gecen teleparalel geometri-
lerin kanonik gravitasyon modelleri ¢aligildi ve literatiirde GG igin iyi bilinen

baz1 ¢oziim siiflarinin bu modeller i¢in de saglandigi gosterildi.

e Ayar kurami yaklagiminin Standart Model” deki basarisinin tizerine, gravi-



tasyonun da benzer bir regete ile, bir ayar kurami olarak yazilabilmesi fikri
aragtirmacilara uzun siiredir motivasyon olmusgtur. Boliim 5.1 altinda gesitli
gravitasyon ayar kuramlari incelendi. Lorentz grubunun dogal genislemesi
olarak Poincare ve Weyl transformasyonlar: lokalize edildi ve ilgili gravita-

syon modelleri ¢aligildi.

Boliim 5.3 kapsaminda, Lagrangiyen seviyesinde GG’ den farkhi olarak,
egrilik skalerine ek terimlerin yer aldig1 gravitasyon modellerini igeren ve lit-
eratiirde bir hayli ilgi uyandiran aktif bir ¢aligma sahasi olarak genisletilmis
gravitasyon teorileri incelendi. Skaler-tensor ve f(R) modellerinin Riemann
geometrisi kapsaminda verilmesinin ardindan Bolim 5.3.1.3 Riemann-dist
bir geometride skaler-tensor teorisi galigildi ve Lorentz simetrisi, 6lgek degismezligini

de icerecek gekilde genigletildi.

Einstein’ in GG calismasi sayesinde gravitasyon, geometri ile maddenin etk-
ilesimi olarak anlagilmigtir. Maddesiz ortamlarda da gravitasyonun caligilmasi
pekala miimkiin iken (6r. gravitasyon dalgalarimin yayilimi), madde varligi
ile yapilan ¢aligmalar daha biitiinciil olabilmektedir. Bu motivasyonla Boliim
5.4.1 altinda bir Dirac alaninin Riemann-digi bir geometri ile ¢iftlendigi
bir oyuncak model (toy model) ¢alisildi. Gravitasyon etkilegiminin, Dirac

parcaciginin Hamiltoniyenine nasil etki ettigi aragtirildi.
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Kisim 1
Geometrik temeller ve ayar

kurami
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Konu 2
Matematiksel hazirhk

“Doga, matematigin dili ile yazilmigtir.”

Galileo Galilet

Bu bolimde tez icerigi boyunca kullanilacak matematik ile ilgili temeller
verilecektir. Gravitasyon fenomeninin, geometrinin dinamigi olarak anlagiliyor
olmasi sebebiyle, bu alandaki ¢aligmalarda cesitli geometrik yapilar ve kural-
lar kullaniriz. Manifold yapisi, uzayzamanin tagimasini istedigimiz ozellikleri
barindirmasi acisindan gravitasyon caligmalarinda temel tegkil eder. Boliim 2.1
altinda manifold ve tlizerinde yer alabilecek operasyonlar verildikten sonra, fizik
yaparken kullandigimiz nesnelerin, or. vektorler, kovektorler, tensorler, vs., man-
ifoldlar tizerindeki dogal kurulumlarindan bahsedilmigtir. Tez kapsaminda ve
yayimlanan ¢aligmalarimizda yogun olarak dis cebir kullanildigi icin Bolim 2.2
altinda bununla ilgili baz1 temel bilgiler 6zetlenmistir. Diferansiyel formlar ve dig
cebir formiilasyonu ile donandiktan sonra Boliim 2.3 altinda metrik ve baglant:
nesneleri tanitilmigtir, 6yle ki belki de bir manifold iginde olusturulabilecek en

onemli nesneler olarak gosterilebilirler.

2.1 Manifoldlar ve diferansiyel geometri

2.1.1 Manifold

Tanim 2.1 (Topolojik uzay). M bos olmayan bir kiime ve 9t bu kiimenin
tum acik altkiimelerini ve bog kiimeyi ) icersin. 9 tizerinde asagidaki kogullar:

tanimlayalim :

1. M ve 0 kiimeleri 9 icinde yer alsin.
2. Sonlu sayida kiimenin kesigimleri yine 90 i¢inde kalsin.

3. Kiimelerin rastgele bilesimleri yine 91 icinde kalsin.

12



Bu kosullar altinda M bir toplojik uzay ve 91t bu uzay lizerinde tanimli bir topoloji
olur. [

Tanmim 2.2 (Homeomorfizm). Let M, N topolojik uzaylar olsun ve F': M — N
bir surekli harita olsun, oyle ki M iizerindeki elemanlar1 N tizerine haritalasin.
F’ nin bir tersi' oldugunu varsayalim, F~1. Eger I ve F~!, her ikisi de siirekli ise
F’ ye, M ve N arasinda bir homeomorfizm denir. Boylece M ve N birbirlerine

homeomorfik olurlar. O

Tanim 2.3 (Koordinat fonksiyonlari, koordinat yamalari ve atlas). M9 d-boyutlu
bir topolojik uzay olsun. Vp € M igin, bir agik komsuluk tanimlansin U C M,
oyle ki asagidaki sekilde bir ¢y homeomorfizmi U ve R? arasinda tanimlanmig

olsun

dy: U—R?

p— o(p) = 24, (p) = (xi:(p), 25 (p), - ., 2 (p)) (2.1.1)

Burada z{;” lar koordinat fonksiyonlaru ve ¢y koordinat haritas: olarak adlandirilr.
Birlikte (U, ¢p) ise koordinat yamas: olugtururlar. Uzay:1 kaplayan tiim olasi ko-

ordinat yamalarinin kiimesi de atlas olarak adlandirilir. [

Koordinat fonksiyonlar1 manifold tizerindeki her bir noktaya p € M, d-tane
say1 iligtirirler. Ashinda bu fonksiyonlar, temel matematik derslerinde verilen
ve her noktaya, ilgili eksenlere kargilik gelen bir say1 atamasi yapan koordi-
nat sistemlerinden bagka bir sey degildirler. Or. ii¢c boyutta p = (3,5, —9).
Niimerik hesaplamalar yapabilmek icin soyut noktalari numaralar ile gostermeye
ihtiyva¢ duyariz ve koordinat fonksiyonlarini bu sebeple tanmimlariz. Daha de-
tayli soylemek gerekirse, koordinat fonksiyonlari her bir p € U C M noktasinin
civarinda, U komsgulugunda gecerli olan bir lokal koordinat sistemi tanimlarlar.
Topolojik uzaylarda caligtigimiz i¢in, ayni p noktasi, farkli koordinat fonksiyon-
larinin gegerli oldugu farkli komguluklarim, {U,V} C M, kesigimleri iginde yer

alabilir, p € U N V. Bu durumda p noktasi farkli koordinat yamalar: ile tarif

edilebilir. p,v =1,...,d olmak tlizere sunlar yazilabilir
oy U—R?
p = 6(p) = apy(p) = (2:(p), 25 (D), .., 25 (p)) (2.1.2a)
gpv: VR
p = 6(p) = 2% (p) = (2y(p), 2% (p), ..., 2%(p)) (2.1.2b)

"Hem bire bir (1:1) hem de 6rten.
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Figiir 2.1: Koordinat yamalar1 arasindaki gegig (harita)

Kesigen yamalar arasinda koordinat déniigiimiinii saglayan kesigim (veya gegis)

fonksiyonlar1 asagidaki gibi tanimlanir?

fvv=0dvody :ou(UNV) = o (UNV)

L af =y, (2.1.3)

Yukaridaki harita, M manifoldunun agik altkiimelerinin kesigimleri tizerinde tanimlanir

ve ilgili yamalardaki koordinatlar arasinda dontisiim saglar

2 (p) = (fvv)” izt (0) = (Frv)” (24 (), 23 (D), - - ., 2 (p)) (2.1.4)

Pratik anlamda, bu operasyon, aslinda bilinen bayagi koordinat doniigiimiinden
baska bir sey degildir. Bkz. Figiir 2.1.

Tanim 2.4 (Diferansiyellenebilir harita). M™, N™ topolojik uzaylar ve F': M —
N stirekli bir harita olsun. Dahasi, bu uzaylar tizerinde, sirasiyla su koordinat

fonksiyonlari farz edilsin :

z*(p) = {z'(p),.... 2™ (p)} ve ' (F(p)={y'(F(p)),....y"(F(p))}

Bu halde F’ nin diferansiyellenebilir oldugu, su durumda soylenebilir: Reel uza-

1

yda tanimli bir fonksiyon olarak y = F(z) =yo Foxz ' : R™ — R", 2’ e gore

diferansiyellenebilir ise. []

2Tez dokiimani boyunca, aksi belirtilmedikce, koordinat yamasi ve koordinat sistemi

tanimlar1 birbirleri yerine kullanilabilir.
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Tanim 2.5 (Difeomorfizm). F' bir homemorfizm olsun. Eger kendisi ve tersi de

diferansiyellenebilir bir harita ise, F' bir difeomorfizm olur. [J

Tanmm 2.6 ((Topolojik) manifold). M bir topolojik uzay olsun. Eger Oklid
uzayma RY, lokal bir homeomorfizm var ise, bu uzay bir d-boyutlu topolojik man-

ifold olarak tammlanir.®™ O

Yukarida verilenler arasinda temel nokta -igerigimizdeki onemine gore- lokallik-
tir. Matematikteki soyut tanimlarin ve fikirlerin yaninda, fizikte daha ”gercek”
kavramlar vardir. Aslhinda bunlar, fiziksel stireclerdeki ”0Ol¢tim”lerdir. Dahasi,
bildigimiz kadariyla evren nedensellik ilkesine uygun olarak davranmaktadir. Bu
ilke geregi fiziksel etkilegimler lokal olarak gereceklesirler ve uzayzamandaki yayilmalar:
da yine lokal etkilesmeler araciligi ile olur. Bu durumda, soylenebilir ki, aslinda
fizik (6l¢iimlerin gergeklestirilmesi anlaminda) uzayzamanin lokal bir porsiyonunda
yapilmaktadir. Bu gereksinim, uzayzaman noktalarinin neden lokal olarak koor-
dinatlarla isaretlendigini de agiklar. Tam bu noktada, manifold yapisi en uyumlu
bicimde kargimiza cikar ve iizerinde lokal koordinat yamalar1 olugturulmasina
olanak verir, 6yle ki bu lokal bolgelerde fizik 6lgtimleri (niimerik iglemler) yapilabilisin.
Dahasi, farkli lokal bolgelerdeki nesnelerin nasil doniiseceklerini de tamimlar.
Ozetle, matematikteki soyut manifold kavraminin miras alinmasi ile, ashnda bir
bakima, fizik (lokal 6lglimler) ile geometri (matematiksel nesneler) arasinda en
rafine gsekilde baglant1 kurulmug olur. Bu iligki, gravitasyonun anlagilmasi adina

temel tegkil etmektedir.’

Tanim 2.7 (Diferansiyellenebilir manifold). M topolojik bir manifold olsun.
Eger atlas igindeki tiim kesigim fonksiyonlar1 fi;” lar, diferansiyellebilir ise, man-

ifoldun diferansiyellenebilir (dizgin) oldugu soylenir. [J

3Daha net olmak gerekirse, manifold yapisi kazanmak su iki kogulu gerektirir (i) Hausdorff,
(%) ikinci-sayilabilirlik (second-countable). Bu boliimdeki akigimiz geregi, konu hakkinda daha

fazla teknik detaya girilmeyecektir.
4 M topolojik uzaymdan farkl olarak manifold yapisini vurgulamak adina, topolojik manifold

M ile gosterilecektir.
5Daha teknik bir bakis acisi su sekilde verilebilir. Geleneksel olarak, kuantum mekanigi

(QM) diiz bir geometri tizerinde (Oklidyen veya Minkowskiyen) insa edilmistir ve lokal etk-
ilegimleri icerir. Kendi yapisi iginde, QM’ nin iginde bulundugu uzaym dinamigi, hicbir
sekilde s6z konusu degildir. Bu durumda, manifold yapisinin diiz bir uzayda lokal olarak QM
gerceklesgtirilmesine olanak sagladigi sOylenebilir. Diger taraftan, QM’nin lokal ¢aligmasindan
bagimsiz olarak, uzayin dinamigini ele alabilecek gii¢lii matematiksel yapilara da sahibiz (egri
geometriler lizerinde egrilik nesnesi ile). Boylece, en genelde manifold yapisinin kullanilmasiyla
literatiirde ¢ok zengin ve ileri bir arastirma sahasi olan egri geometrilerde QM kapsaminda

caligmalar yapilabilmektedir.
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Figiir 2.2: Manifold i¢inde bir egrinin gosterimi

Geleneksel olarak, k. dereceden diferansiyellenebilirlik C* ile gosterilir ve kesigim
fonksiyonlariin C* olmasi durumunda, manifoldun da C* simfinda yer aldig:
sOylenir. Diferansiyellenebilir bir manifold ise, kesigim fonksiyonlarmin tim &’
lar icin C* smifinda oldugu bir yap: olarak tanmimlanir. Bu genel simif C> ile
gosterilir. Dolayisiyla, diferansiyellenebilir manifold, kesigim fonksiyonlarinin C'*°

siifinda yer aldig1 bir yapidir.®

2.1.2 Cerceveler

2.1.2.1 Fonksiyonlar ve egriler

M? d-boyutlu bir manifold olsun (ihtiya¢ olmadig siirece iist simge d’ yi kullan-
mayacagiz), (U, V) C M ve ¢y, U bolgesinde bir koordinat haritas: olsun, dyle ki

(U, ¢ur) bu bolge iginde rastgele bir p noktasi civarindaki koordinat yamasi olsun.

Tanim 2.8 (Manifold iginde fonksiyon). f fonksiyonunu soyle bir harita ile
tanmimlariz, f : M — R, oyle ki manifoldun her bir elemanina bir reel say1

atamasi yapar. [

Eger su bilegik harita, f o ¢~ : R — R diferansiyellenebilir (olagan sekilde)

ise f fonksiyonunun da diferansiyellenebilir oldugu soylenir.

Tanim 2.9 (Manifold iginde egri). (a,b) araligt R’ nin agik bir alt kiimesi ve
t € (a,b) olsun. Bir (t-parametreli) egri v(t) su sekilde tamimlanir v : (a,b) €
R — M, oyle ki manifoldun bir porsiyonuna reel sayilarin bir porsiyonunun

atamasini yapar. [

6Fizikte, cok biiyiik genellikle diferansiyellenebilir manifoldlar ile caligilir.
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Egrinin taradigi noktalar ~(t) ile gosterilir. z7;(p) koordinat fonksiyonlarim
iceren bir koordinat yamasinda, bu noktalar alternatif olarak, koordinat nota-
syonu ile gu sekilde de gosterilebilir, x}; (y(¢)). Bu gosterim, pratik anlamda,

egrilerin, taradigi noktalarin koordinatlar1 kullanilarak da incelenmesini saglar.

2.1.2.2 Manifold iginde (teget) vektor fikri

Simdi, bir egrinin herhangi bir p noktasinda, parametresine gore nasil degistigi
sorulsun. Her zaman oldugu gibi, degigimi tiirev operatorii ile temsil ederiz, d/dt.
Klasik anlayigmmizdan edindigimiz tecriibe ile, degigimin (bir egrinin degigmi)
yonli bir nicelik betimledigi soylenebilir. Daha net olmak gerekirse bir vektorii
tamumlar, d/dt — V, Oyle ki p noktasinda egriye teget olan bir vektor. Bkz.
Figiir 2.3. Bunun altindaki ana fikir, aslinda, manifoldun kendisinin yonlii bir
yapiya sahip olmasidir, 6yle ki bu yapi igerisinde herhangi bir yondeki (koor-
dinat eksenindeki veya koordinattaki) degigim aragtirilabilir. Boylece, rastgele
bir degigim, her bir koordinattaki degigimlerin toplami olacak gekilde pargalara
ayirilarak incelenebilir. Zincir kurali yardimiyla agagidaki ifadeyi yazabiliriz

d ozt 0

i p \a—/t/ @:: V*o, p=(1,...,d) (2.1.5)

bilesenler bazlar

v

0/0x* ifadesi 0, olarak kisaltildi. Goriildiigii tizere, 9, lar, x}; koordinat fonksiy-
onlarinin var oldugu koordinat yamasinda, vektorler icin baz olustururlar. Bu ba-
zlarin kiimesi cerceve olarak adlandirilir.” Cerceveler hakkinda ilerleyen boliimlerde
daha fazla bilgi verilecek. Bununla iligkili olarak, V*’ lar da ilgili yamadaki
bilegenleri olugtururlar. Dolayisiyla, bilesenler siki bir gekilde se¢ilen yamaya (ko-
ordinat fonksiyonlarina) baghdirlar. Verilen bu bakig acisi, (teget) vektorlerin,
bir manifold i¢inde geometrik olarak nasil ifade edilecegini tarif eder. Geleneksel
olarak, bir vektortin p noktasindaki teget vektor oldugunu ifade etmek i¢in V,

gosterimi kullanilir. Agagidaki tanimla devam edelim.

Tanim 2.10 (Teget vektor). Bir teget vektor V,, dyle ki p € M, d-tane reel
sayimnin bir p noktasina atamasini yapar, oyle ki bu reel sayilar secilen koordinat

yamasl tarafindan belirlenir ve vektoriin bilegenlerini olustururlar V,,. O

"Bu noktada sunun belirtilmesinde yarar var; yukaridaki akistan da goriilebilecegi iizere, bir
koordinat sisteminin secilmesi, dogal olarak vektorler (genel olarak tensorler) igin bir cerceve
secilmesi anlamina gelir. Bu cerceve, dogal cerceve veya koordinat cercevesi olarak adlandirilir.
En genelde, tiim cerceveler bir koordinat sistemi ile iligkili olmak zorunda degildir. Bu tipte
olanlar, anholonomic cerceve olarak adlandirilir. Genel gergevelerden ilerleyen boliimlerde
bahsedilecektir.

17



Figiir 2.3: Manifold icinde bir teget vektortin gosterimi

Bir vektor bilegenlerine ayrilabilir, Denk.(2.1.5) ile yapildig: tizere, Oyle ki bu

operasyon p noktasi civarindaki farkli koordinatlar altinda su sekilde verilebilir®
V=| Vo =Vo, (2.1.6)
p

Daha sonra, bilegenlerin farkli koordinat sistemleri arasindaki doniigiim kurali

agsagidaki sekilde yazilabilir (p noktasi gosterimi birakildi)

8 v
VY = Sy (2.1.7)

= au
ozy,

Bilinen notasyonla uyumlu olmasi adma, y* = ¥, o* = zf; ve VV = VY, VF =
V}, gosterimlerini yapalim. Buna gore, yukaridaki ile eg olan su ifade yazilabilir

oy
V/l/ —
ozt

v (2.1.8)

Tlerleyen béliimlerde bu déniisiim kurali, genel olarak tensor bilesenlerinin hem
koordinat transformasyonlar: altindaki doniigiimleri hem de (herhangi bir koor-
dinat ile iligkilendirilmesi zorunlu olmayan) cerceve transformasyonlar1 altindaki

dontigiimleri icin genellestirilecektir.

Tanmim 2.11 (Teget uzay1 ve teget demeti). Verilen bir p noktasinda, M mani-
folduna teget tiim vektorlerin olusturdugu uzay, teget uzay: olarak adlandirilir ve
T,M ile gosterilir. Bkz. Figiir 2.4. M manifoldundaki tiim noktalarda tanimh

teget uzaylarinin ayrik bilegsim kiimesi de, ki bu da bir uzay olusturur U T,M,
peEM

teget demeti olarak adlandirilir ve T M ile gosterilir. [
2.1.2.3 Koteget vektorleri (kovektorler) ve dualite

Tamim 2.12 (7, M iizerinde fonksiyoneller). T, M herhangi bir vektor uzay1 ol-
sun, M tizerinde ve V, W € T, M. Vektor uzay1 iizerine etki eden F fonksiyoneli

8Bu boliim kapsaminda, vektorleri ve iligkili cerceveleri kalin sembol ile gosterecegiz, vektor
/ cergeve ve kovektor / kogergeve arasindaki ayrimi vurgulamak igin. Ilerleyen béliimlerde bu

konvansiyonu birakacagiz.
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Figiir 2.4: Teget uzay1
lineer bir harita olarak su sekilde tamimlanir F : T, M — R, 0Oyle ki lineerlik
agagidaki gibi verilir
F(aV £bW) =aF (V)£ bF(W) a,beR (2.1.9)
O

Tanim 2.13 (7, M’ ye dual uzay). Verilen bir T, M vektér uzaymda tanimh
tum fonksiyonellerin kiimesi 7, M’ nin dual uzayiny tanmmlar ve bu uzay T;M
ile gosterilir. Bu dual uzay da (cebirsel olarak) bir vektor uzayidir ve agagidaki

kosullar1 saglar

(FE£G)(V)=F(V)£G(V)
(aF)(V) = aF(V) (2.1.10)

burada F,G € TyMveaeR O

Ty M’ nin elemanlar1, ki bunlar teget uzayma etki eden fonksiyonellerdir,
koteget vektorler veya kisaca kovektorler olarak adlandirihr. Iligkili olarak,

Ty M dual uzay1 da koteget uzay: olarak adlandirihr.

Tanim 2.14 (Koteget uzay1 ve koteget demeti). Verilen bir p noktasi igin M man-
ifolduna koteget vektorlerin olusturdugu uzay koteget uzayr olarak adlandirilir ve
Ty M ile gosterilir. M manifoldundaki tiim noktalarda tamimh koteget uzay-

larinin ayrik bilegim kiimesi de, ki bu da bir uzay olusturur U ToM, koteget
peEM

demeti olarak adlandirilir ve T* M ile gosterilir. [

Ty M de bir vektor uzay1 yapisina sahip oldugu igin, kovektorler de bu yapidadir,
oyle ki rastgele bir kovektor de bir cerceve altinda bilegenlerine ayrigtirilabilir,
olagan vektorler tizerinde yaptigimiz operasyona benzer sekilde. Dolayisiyla,
dogal olarak, teget uzayimdaki cercevelere dual olan ve koteget uzayinda yayilan

bir dual ¢erceve yapisindan bahsedilebilir -koteget uzayinin, teget uzayima dual
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olmasi gibi-. Tahmin edilebilecegi tizere, bu gerceveler kocercgeve olarak ad-
landirilir ve bunlar kovektorleri bilegenlerine ayirmak icin kullanilirlar. o bir

kocerceve olsun. F kovektori agagidaki sekilde ayrigtirilir
F = F,o0° (2.1.11)

burada F,’ lar bilesenleri olusturur.” Vektér uzayindaki koordinat cercevesine
benzer sekilde, secilen koordinat sistemi ile dogal olarak iligkilendirilebilen bir
koordinat kogergevesi de tanimlanabilir. {z#} koordinat sisteminde ¢aligtigimiz
varsayilsin. Koordinat kogercevesi, koordinat fonksiyonlarinin diferansiyeli olarak

verilebilir, dz*. Bu kogercevede, F kovektori su sekilde ayrigtirilir
F = Fpdx® (2.1.12)

Elbette bagka bir koordinat sisteminde y*, bilegenler de farkli olabilecektir, vektorlerde

olduguna benzer sekilde

F = Fodz® = Fydy’ (2.1.13)
burada, kovektor bilegenlerinin dontiigiim kurali agagidaki gibi verilebilir
ox®
Fy=——Fa 2.1.14

Bu sonu¢ Denk.(2.1.8) ile kargilagtirildiginda, bir koordinat doniigiimii altinda

vektorlerin ve kovektorlerin bilegenlerinin zit bir sekilde dontigtiigii goriiliir.

Tanim 2.15 (Dualite). T, M ve T M uzaylan arasindaki dualite iligkisi, bunlar
lizerinde bazlar vasitasiyla verilir. 8, € T, M bir gerceve ve dz® € Ty M bir

kogergeve olsun. Bunlar arasindaki dualite su sekilde tanimlanir

dz®(8,) = 6° (2.1.15)

I

burada 0 Kronecker delta tensorudir

1, a=pise
oy = (2.1.16)
0, «F# pise

Yukaridaki taninlamada koordinat gercevesi ve koordinat kogercevesi kullanildi,
ancak dualite secilen cergeveden bagimsizdir ve teget / koteget uzaylarimin igsel
bir uygulamasidir. Dualite yardimiyla, kovektorlerin, vektorler tizerine etkiyerek
onlarin ilgili bilegenlerini veren bir fonksiyonel olarak ele alinabilecegi gosterilebilir.

Asgagidaki ifadeye bakalim

dz®(V) = da®(V"8,,) = V*dz®(d,,) = V"8 = V° (2.1.17)

9Kovektor bilesenlerini isaretlemek icin alt indis kullamldi, vektorlerdeki durumun tersi

olarak. Bu kullanim, konvansiyonel ve teknik sebeplerden 6tiirii bilingli olarak yapidi.
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(a) Koordinat g. (b) Koordinat-olmayan ¢. (¢) Anholonomik c.

Figiir 2.5: Manifold tizerindeki cerceveler

2.1.2.4 Genel cerceveler

Bir (ko)cerceve!® (diferansiyellenebilir) bir manifold ele alindiginda, dogal bir
yap1 olarak kargimiza gikar. Her nokta iizerinde bir baz kiimesi tammlarlar (bu
acgidan bir alan olarak da degerlendirilebilirler) ve boylece en genelde tensorler gibi
yonlii niceliklere sahip objelerin bilegenlerinin incelenebilmesine imkan saglarlar.
Manifoldun lokal bir bélgesinde tanimlanabilmelerine herhangi bir mani olmadig:

i¢in global olarak tiim manifold tizerinde yayilmak zorunda degildirler.

Tanim 2.16 (Cerceve ve kogergeve). M diferansiyellenebilir bir manifold olsun,
T,M ve T M sirasiyla teget ve koteget uzaylari olsun, rastgele bir p noktasi
uzerinde. T, M tuzerindeki bir baz kiimesi ¢er¢eve ve Ty M tizerindeki bir kobaz

kiimesi de kocerceve olarak adlandirilir. [

Simdiye kadar, bir koordinat sistemi ile iligkilendirilen (ko)gercevelerle il-
gilendik, yani koordinat (dogal) (ko)gerceveler. Bunlar, dyle bir baz kiimesi olarak
diigtiniilebilir ki, bazlar ilgili koordinat sisteminin koordinat egrileri ile kesigsin.
Bu gergeveler literatiirde ayrica holonomic (holonomik) gergeve olarak da ad-
landirihir. Diger taraftan, bir koordinat gergevesinden (lineer olarak) tiiretilen an-
cak herhangi bir koordinat sisteminin koordinat egrileri ile kesigmeyen bir ¢cerceve
de segilebilir, dyle ki bunlar non-coordinate (koordinat-olmayan) gergeve olarak
adlandirihir.  Ancak, en genelde, bir gerceve herhangi bir koordinat sistemi ile

! Bu durumda, bu rastgele cerceveler herhangi

iligkili olmak zorunda degildir.!
bir koordinat sisteminden tiiretilemezler. Bunlar anholonomic (anholonomik)
gergeveler olarak adlandirilir. Bkz. Figlir 2.5.

{é,} ve {é"} rastgele bir gerceve ve kocergeve olsun, sirasiyla. Bunlarin

dual oldugu varsayilsm, é*(é,) = J5. Ozel olarak bir koordinat sistemi {zt}

0Kssaltma olarak, ”(ko)” 6n eki, hem cerceveleri hem de kogergeveleri birlikte ifade etmek

i¢in kullanildi.
1 Ancak halen bir koordinat cercevesi ile iligkili olabilir.
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ile iligkilendirildiginde, bunlar holonomik (ko)gercevelere karsilik gelirler ¢, =

0

o
ile agagidaki sekilde iligkilendirilebilir

¢t = dx*. En genelde ise bu rastgele (ko)gergeveler, koordinat (ko)gergeveleri

& = hyddx® (2.1.18b)

(Ko)gergeveler arasindaki dualite kullanilarak agsagidaki ifade yazlabilir
hihe' = 6%, h*h,? = 6! (2.1.19)

Burada h’ lar vielbein olarak adlandirilir.’? Bunlar, holonomik ve rastgeel (ko)cergeveler
arasindaki transformasyonlar olarak diigtiniilebilir. Rastgele bir (ko)cercevenin
holonomik olabilmesi, yani bir {3’} koordinat sistemi ile iligkilendirilebilmesi igin,

asagidaki kosul saglanmalidir

n
%;. = B, (2.1.20)

Bu ifade baz1 metinlerde, integrallenebilme kosulu olarak adlandirilir ve bu du-
rumda (ko)cgercevelerin doniigiimii, koordinat doniigiimii olarak diigtiniilebilir. Buna
gore soylenebilir ki, rastgele bir (ko)gergevenin holonomik olabilmesi igin iligkili
bir integrallenebilirlik olmalidir. Bu kosul, verilen bir (ko)cercevenin bazlari
arasindaki Lie bracket hesaplanarak aragtirilabilir. Oncelikle birka¢ tanim vere-

lim.

Tamim 2.17 (Anholonomi katsayilar1). {é;} rastgele bir gergeve olsun.'® Bazlar

arasindaki Lie bracket'* su sekilde hesaplanir
(i, &3] = fijén (2.1.21)
burada f’ ler anholonomi (yapi) katsayilar olarak adlandirilir ve gu sekilde verilir
fF = nR i, R =200 (2.1.22)

0

12 Almanca bir ifadedir, "viel” (¢ok anlaminda) ve "bein” (bacak anlaminda). 4-boyutta,

bunlar iyi bilinen tetrad nesneleridir.
13Benzer (dual) hesaplama kogergeve igin de gergeklestirilebilir. {&‘} bir dual kogergeve olsun.

Buna gore, Cartan yap: denklemi sunu verir

1 o 1
de* = —if’zjél A& = —ifka@dxa AdzP = O hgFdz® A da”

e tiirevi ve Lie bracket islemi ilerleyen boliimlerde verilecektir.
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Teorem 2.18. {¢;} rastgele bir gerceve olsun. Bu ¢ergevenin integrallenebilir
oldugu, dolayisiyla holonomik oldugu, ancak ve ancak anholonomi katsayilarinin

sifirlanmasi halinde séylenebilir

61,6 =0 (2.1.23)

Eger anholonomi kaysayilari sifirlanmamig ise, bu durumda {¢é;} anholonomik

bir ¢erceve olur.

2.1.3 Tensorler

Tanim 2.19 (Tensor). T, M ve T M teget uzay1 ve koteget uzay1 olsun (p nok-

tasida), sirasiyla. (r,s)-tip bir tensor 7" su gekilde tanimlanir

T:T M@ @TMITIM® ... TEM = R (2.1.24)
r ;get s ;dret

Tensorler, sezgisel olarak, vektor ve kovektorlerin dogal genellemesi olarak
diigiiniilebilir. Dolaysiyla, bunlar da vektor yapisia sahiptirler. Ornegin, {zt}
koordinat sisteminde bir (r, s)-tip tensor koordinat (ko)cercevesinde asagidaki gibi

ayristirilabilir!®16

Trs) = prbzetr Dy @Oy ® 0y, @dr™ @dr™? @ - @ da® (2.1.25)
burada bilegenler su sekilde verilir
THW2HT e = T(dx?t da?? o A2 Onyy Ougy - -+ 5 Oa) (2.1.26)

(Ko)vektorlerdekine benzer gekilde, yukaridaki tensor agilimi segilen gergeveden
bagimsizdir. Denk.(2.1.18a) ile verilen (ko)gergeve déniigiimiine gore tensor bilegenleri

asagidaki gibi donitigtirler

11920 L 71 12 7 142 b ai | paz as
T Civgaeds = Py Ty o Ry, T "arageas RO R, RS

(2.1.27)

E]

5Dokiiman boyunca aksi 6zellikle belirtilmedikge, ”tensér” ve "tensor bilegenleri” birbirleri

yerine kullanilabilir.
16Baz1 kaynaklarda, iist indisler kontravaryant ve alt indisler kovaryant olarak adlandirilir.

Dokiiman boyunca bu kullanimdan kagimacagiz. Benzer sekilde, eger bir tensor tamamen
vektorlerden (veya kovektorlerden) olusuyorsa, kontravaryant tensor (veya kovaryant tensor)

olarak adlandirilir.
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Bu dontigiim kurali tensorel nesnelere ozgiidiir. Baz1 kaynaklarda, matematiksel
olarak tensor tanimi, yukaridaki dontigim kurali ile doniigen objeler olarak ver-
ilmektedir. Bununla birlikte, baz1 geometrik nesneler de vardir ki bu dontigiim ku-
ralina uymazlar, ér. baglant1 nesneleri (connections)!”, dolayisiyla tensor olarak
sayllmazlar. Simdiye kadar ilgilendigimiz nesneleri, tensorel kargiliklari ile agagidaki

gibi verebiliriz

Skaler (0,0)-tip tensor
Vektor (1,0)-tip tensor
Kovektor : (0,1)-tip tensor
Genel (karigik) tensor (7, s)-tip tensor

Tanim 2.20 (Tensor uzayi). T' ve @ birer (r,s)-tip tensor olsunlar ve ¢ € R.
Rastgele bir p noktasindaki tensor uzay: Tp(r’s)./\/l, bir vektor uzay: yapisina sahip

olarak tanimlanir ve agagidaki lineerlik 6zelliklerine sahiptir

(T @ Q)rhbr, = THH2br e+ QP (2.1.28a)
(cT)bzbe oy = TR b, (2.1.28b)

Manifoldun her noktasindaki tensor uzaylarinin bilegimi tensér demetini olugturur,

TCIM =TI M.
p

Tamm 2.21 (Tensér carpum). T € T, M ve Q € TP M olsun. Tensor
garpimi ®, su sekilde tammmlanir (7'® Q) € ngr+p S A Bilegen notasyonu ile

asagidaki gibi verilir

(T QR Q)Mlmﬂr NT+1~-NT+17V1WVS — TM1~-~/LTV1WVS X QNT+1~-'ﬂT+p

Vs+1---Vs+q Vs+1:-Vs+q

(2.1.29)

En genelde, tensor ¢arpimi sira degisen (commutative) degildir, T®Q # Q®T.
Ote yandan birlegme 6zelligini saglar, T ® (Q ® R) = (T ® Q) ® R.

Tamim 2.22 (Simetrik ve antisimetrik tensorler). Verilen bir 7' tensorii igin,
bunun bilegeninde herhangi iki indisin (4, 7) yer degistirmesi sonrasi agagidaki

kosul gegerli ise

Povicades _ i (2.1.30)

17Baglant1 nesnelerine ilerleyen béliimlerde deginilecektir.
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bu durumda 7" simetrik bir tensor olur. Benzer sekilde eger asagidaki kogul gecerli
ise
bu durumda T antisimetrik bir tensor olur.'® [

Verilen rastgele bir tensor kullanilarak, simetrik (veya antisimetrik) bir tensor
olusturulabilir. 7%+ rastgele bir tensor bileseni olsun, r- adet indisi olan.

Agagidaki gibi bir simetrik tensor olusturulabilir

o 1 o
(f1.ir) . = 81 ... 0
Tt = = > o (2.1.32)
o(i1...5r)
burada o (i ...14,) indislerin dizimindeki tiim permiitasyomnlar: gosterir. Yuvar-
lak parantez ile ”(...)”, indislerin simetrik oldugu gosterilir. Benzer sekilde,

antisimetrik bir tensor de agagidaki gibi olugturulabilir

T[n...lr] — F Z (Sgn g)T“"'zT (2133)
" o(i.ir)

burada

+1, o’ mn cift permitasyonlar:
sgno = ¢ Y (2.1.34)

—1, o’ nin tek permiitasyonlari

ve indislerin antisimetrik oldugu koseli parantez ile ”[...]" ile gosterilir. Dahasi,
simetrik (antisimetrik) tensérlerin kendi cebirleri olugturulabilir, bu cebirlerin
iglemi olan simetrik (antisimetik) tensér garpimi tanimlanarak. Bu garpimlar,
cebir yapisi geregi, tensorlerin simetrik (antismetrik) 6zelliklerini korurlar. Ozel
olarak, antisimetrik tensor ¢arpimi ”A” ile gosterilir ve dig (wedge) ¢arpim olarak
adlandirihir. Bu garpim ile tamimlanan antisimetrik tensor cebri, yani dis cebir,
fizik uygulamalarinda cok 6nemli bir yere sahiptir. Ozellikle bu cebir, antisimetrik
(kovaryant) tensorler ile kullamldigr sekliyle, fizikte birgok uygulamada kargimiza
gikar. Antisimetrik (kovaryant) tensorler ayrica dis (diferansiyel) formlar olarak

adlandirilir.'?

Tanim 2.23 (Dig (diferansiyel) formlar). @ bir kovaryant antisimetrik tensor
olsun ve goriintii uzay1 p-argiimanli olsun, @;,.;, = Q(é;,,...,¢é;,). Buna gore,
rastgele bir gergevede é, bu tensor bir (dig) p-form olarak agagidaki sekilde tanimlanir
1 i i
Q= ;!Q[z‘ll..z'p]e LA ... A g (2.1.35)
O

18Bir tensoriin simetrik veya antisimetrik olup olmadig1 aragtirilirken, bilesenindeki indislerin

tamaminin altta veya tistte olmasi gereklidir.
YTlerleyen boliimlerde, dus (Grassmann) cebir tamtilacaktir ve orada dig formlar ve dig carpim

hakkinda daha fazla bilgi verilecektir.
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Yukaridaki tanima gore kovektorler, 1-form olurlar. Benzer sekilde, skaler
fonksiyonlari 0-form olarak isaretleriz. Rastgele bir p noktasindaki tiim g-formlar,
q-form uzaymm olustururlar ve AJ M ile gésterilir. Buna gore, /\;M, kovektor

uzaym tanumlar, yani 7M. Manifoldun her noktasindaki g-form uzaylar, g-

form demetini olugturur, A M = U Ny M.
p

2.1.3.1 Tensorel nesnelerin doniisim kurallar:

Tensorler, tanimlar geregi, cerceve doniigiimleri altinda degerlerini degistirmeyen
nesnelerdir.?’. Bir tensor herhangi bir noktada herhangi bir cerceve altinda
ayrigtirigtirilabilir.  Buna gore bilegenler, cerceve degisimleri oldugunda birbir-
lerine dontisebilirler. Bilesenler ve gerceve bazlari 6yle bir uyumla doniistirler ki,
sonucta, tensoriin kendisi degismez kalir, yani argiimanlari tizerindeki etkisi farklh
gergeveler altinda degismez kalir. Ornegin, T =T"e, ®é, (2,0)-tip bir tensor
olsun ve gergeve doniisiimii su sekilde verilsin é, — €. Buna gore asagidaki ifade

yazilabilir

T=T"¢,®é — T =T" ®é =T"h,, h'e ®:é,
=T"e¢,@¢é,=T (2.1.36)

burada Denk.(2.1.18a) ve Denk.(2.1.27) ile verilen déntigiim kurallar: kullanilda.
Bu fikir genellegtirilerek, simdiye kadar incelenen tensorel nesnelerin dontigiim
kurallar1 asagidaki gibi yazilabilir. é, = h, %€, ve é* = h*,&"* verilen (ko)gerceve

dontigiimleri olsun. Buna gore

Skaler . Bilegenleri olmadig1 i¢in onemsiz bir bicimde dontigir
(2.1.37a)
Vektor c Ve =h, vV (2.1.37b)
Kovektor D QL =hQ, (2.1.37¢)
Genel tensor = 1" = h,*h",T", (2.1.37d)

Ac¢iklama. Eger, genel cerceve dontigiimiiniin 6zel bir durumu olarak, bir koor-

dinat doniigtimi varsayilirsa é, = 0, — 0, = €,, bu durumda vielbein nesnesi

20Daha detayli olmak gerekirse, degerindeki bu degisim, genel olarak, kovaryant olmalidir.

Bu dontigiimlerden ilerleyen boliimlerde bahsedilecektir.
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asagidaki hale gelir?!

& h,t = % (2.1.38)

2.2 Das cebir

Tanim 2.24 (Dig cebir). M bir d-boyutlu manifold olsun. Bu manifold iizerinde
tanimi miimkiin olan tiim derecelerdeki dig form uzaylar1 A” M, asagidaki sekilde

M tizerinde dis cebir olustururlar

AM=N"Ma. . &N\ M (2.2.1)

Dolayisiyla dig formlar, dig cebirin elemanlarini teskil ederler. Daha once,
Tanim 2.23 ile, dig formlar tizerindeki dig ¢carpim iglemi verilmisti, antisimetrik
tensor garpmi olarak. Bu garpim, Denk.(2.1.33) yardim ile, r-adet kobaz {¢&'}
arasinda asagidaki gibi verilebilir

G = EUA NET = (@ ® ET ) angisymmetric = TIEN ®@ - @M (2.2.2)
Yukaridaki ifadede su gosterim kullamldi &1+ = &t A+ .o A &',

Tamim 2.25 (Dig (wedge) carpim). T € A' M ve Q € A? M olsun. Bir harita

olarak, t-formlar ve g-formlar arasinda dis carpim asgagidaki sekilde tanimlanabilir
(A ANMXAIM = NTTM
TxQ—TAQ (2.2.3)

Rastgele bir kocercevede €, elde edilen yukaridaki tensor su sekilde ayrigtirilabilir

1 ~01...0
T A Q = zfl_q‘ﬂi1.~-itQit+l--~it+q}e Lottt (224)

Genellikle indislerdeki ”[. . .]” koseli parantez kullanimi birakilir, zira bir difer-
ansiyel formun bilegenlerindeki antisimetri 6zelligi, dogrudan kovektorler arasinda
tanmimlanan dig carpim igleminin antismetrik bir ¢ikti tiretmesinden ileri gelir. Dig
carpimin davranigi sebebiyle dig cebirin sirali (graded) bir cebir oldugu goriilebilir.
Asagida bazi temel 6zellikler verilmistir. T € A'M, Q € A°M, R € A" M ve
f e A\’ M olsun.

ZlGeleneksel olarak, tensorlerin koordinat-bagimsiz nesneler oldugunun séylenmesi buradan
gelmektedir. Bununla birlikte, yukarida goriildiigii tizere, bu ifade sadece koordinat doniigiimleri

ile sinirh degil, genel cerceve doniigiimlerini de kapsamaktadir.
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e Lineerlik.

fTANQER)=fTANQEfTANR=TANFfQETAfR (2.2.5a)

e Birlegme.

TAQAR) =(TAQ)AR (2.2.5b)

e (Siral) antisimetri.

TAQ=(-1D)"QAT (2.2.5¢)

Dig formlara biraz daha yakindan bakalim. Aslinda, bunlar iizerinde iglem yaptiklar
iki farkli argiimana sahiptirler. Bu argiimanlardan biri koordinatlar iken digeri
vektorlerdir. Manifold iizerinde tanimli dogal alanlar olduklarindan dolay1 yerel
koordinatlara bagimliliklar1 ve bunlar1 argiiman olarak aliyor olmalari, gayet
agiktir. Dolayisiyla formlarin koordinatlara gore tiirevi pekala tanimlanabilir.
Bu islem dis tirev olarak adlandirilir ve ilerleyen kisimlarda verilecektir. Diger
taraftan bir dig form, argiiman olarak ¢ergeve baz vektorlerini de alabilir ve bunlar
iizerinde iglem yapabilir. Dolayisiyla formlar ayni zamanda bu baz vektorlerine
de baghdirlar, koordinatlara olan bagimliliklarina benzer sekilde. Bununla iligkili
olarak, pekala formlarin bu vektorlere gore de tiirevlerinden bahsedilebilir. Bu
tiirev ise i¢ tirev*® olarak adlandirilir. Bu isimlendirmelerin arkasinda yatan
fikir sudur : Formlar, lokal gergevedeki baz vektore etki eden nesneler olarak
diisiiniilebilir. Buradaki lokal bakig agis1 ”igsel, i¢” olarak tarif edilebilir. Diger
taraftan, formlarin manifold koordinatlarina gore degisimi de ”digsal, dig” olarak
tarif edilebilir. Herhangi bir formun bilesenleri, en genelde, manifoldun farkh
noktalarinda farkli degerlere sahip olabilir, zira bir alan olarak tanimlanirlar.
Basitlik adina, formun koordinatlar tizerindeki hareketi boyunca (yani mani-
fold tizerindeki farkh noktalar iizerindeki hareketi boyunca) baz vektorlerin -yani
formun diger argiimani olan baz vektorlerin- degismedigi varsayilsin. Bu du-
rumda, formun manifold iizerindeki bu hareketi sonrasinda formun degerindeki
herhangi bir degigimin sebebi, farkli noktalarda farkli degerlere sahip olabilen
bilegenlerdeki degisimden kaynaklanacaktir. Tam tersi olarak, form manifoldun
tek bir noktasinda sabit dururken, argiiman olarak, bu noktadaki teget uzayimin
baz vektorleri degistirilebilir. Bu durumda, formun degerindeki farkliligin sebebi
bilegenler degil (zira manifold tizerinde aym noktada duruyor) baz vektorler ola-

caktir. Sonug olarak, yukarida tarif edildigi iizere, formun iki argiimanindaki

22 Aym zamanda i¢ carpim olarak da adlandirilir.
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olast degisimler, formun degerinde degisiklige sebep olabilecektir. Buna gore,
formlar i¢in bu iki degisime karsilik gelen, iki farkl tiirev tanimlanabilir. Bunlar

tanimlayalim.

Tanim 2.26 (Dig tiirev). Dig tiirev, d ile gosterilir ve dig formlar tizerine etki

eden bir operator olarak tanimlanir, soyle ki
d: N’ M= N M (2.2.6)

T € N’ M ve {z"} bir koordinat yamas1 olsun. Buna gore T nin dig tiirevi su

sekilde verilebilir

1

dl = Hame.,‘uP}dm“’“““P (2.2.7)

Elbette, bir formun dig tiirevi, vielbein yardimiyla anholonomik bir ¢ercevede
de ayrigtirilabilir, bkz. Denk.(2.1.22). Daig tiirev, genel manifoldlar tizerindeki
olagan tiirev igleminin dogal bir genellemesi olarak diigtintilebilir. Agagida baz
temel 6zellikleri verilmigtir. 7€ A'M, Q € A M ve a,b € R.

e Lineerlik.

d(aT £bQ) = adT £ bdQ (2.2.8a)
e (Sirall) Leibniz kurali.
AT ANQ)=dT ANQ + (—1)'T NdQ (2.2.8b)
e Poincaré lemma.
d* =0 (2.2.8¢)

Spesifik bir ornek olarak, fonksiyonlar iizerindeki olagan tiirev iglemi O-formlarin
dig tiirevi ile igaretlenebilir, df = (0, f)dz* burada f € /\0 M. Bir form olarak )
verilsin, eger d@) = 0 ise ) bir kapali form olarak adlandirihir. Dahasi, herhangi
bir form « igin, eger ) su sekilde yazlabiliyorsa ) = da , bu durumda @) tam
form olarak adlandirihr. Agikca goriilebilecegi tizere, her kapali form bir tam
form olmak zorunda degildir. Ancak tam tersi, Poincare lemmasi geregi her
zaman gecerlidir. Ayrica, d-boyutlu bir manifold i¢inde, herhangi bir d-formun

dig tirevi sifirdir.
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Tanim 2.27 (I¢ tiirev (carpim)). V bir vektér alam olsun, M manifoldu iizerinde.
I¢ carpim ¢ ile gosterilir ve dig formlar tizerine etkiyen bir operator olarak tanimlanir.

Dis tiirevin, formlarin derecesi tizerindeki etkisine zit olarak etki eder, soyle ki
wi NP M= N M (2.2.9)

T € N\’ M ve {z*} bir koordinat yamasi olsun. 7" nin, vektor alan1 V' ye gore
i¢ turevi agagidaki gibi ayrigtirilabilir

LvT = #VMT

(p—1)! gty oy AT (2.2.10)

Yukaridaki ifade, wvielbein kullanilarak rastgele bir cercevede yazilabilir. I¢
tirev, vektorler arasindaki olagan i¢ carpim isleminin, diferansiyel formlar gibi
daha genel nesneler icin dogal bir genellemesi olarak diigtintilebilir. V, W vektor

alanlar olsun, 7 € A'M, Q € A M ve a,b € R.
e Lineerlik.

v (aT £0Q) = awyT £+ by Q (2.2.11a)

LaV:I:bWT = ava + waT

e (Swali) Leibniz kurali.

w(TAQ)=(vT)ANQ+ (=1)'T AN yQ (2.2.11Db)
e Antisimetri.

wiwT = —uwoyT (2.2.11c¢)

Uygulamalarda i¢ tiirev, 6zellikle bir ¢erceveye (daha spesifik olarak gergeve ba-
zlarima) gore alindiginda 6nem kazanir. {é,} ve {é%} rastgele bir cerceve ve
kocerceve olsunlar, sirasiyla. Bu durumda su yazilabilir?

1
LaT = mTaul...ut_1éulmut_l (2212)

Yukaridaki esitlik su dualiteyi gerektirir
18" = 8" (2.2.13)

oyle ki Tamim 2.15 ile verilen dualitenin rastgele (ko)gergevelere genellemesidir.
Herhangi bir fonksiyonun i¢ tiirevi vy f, sifirlanir zira f € /\O M. Asagida bazi

kullanigh 6zdeslikler verilmistir.

23 Aksi belirtilmedikge ¢, := 1, gdsterimi tiim dokiiman boyunca kullanilacaktir.
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1. e* N, T =1tT
2. 1,(e*ANT) = (d—t)T burada dim(M) =d
Tamim 2.28 (Levi-Civita tensorii ve hacim formu). d-boyutlu metrik®* bir man-

ifold olarak M verilsin, buna gore benzersiz bir d-form goyle verilir

etAnet = g1 --H (2.2.14)

Eeﬂlmﬂd

Bu ifade hacim formu olarak adlandirilir ve genel olarak vol, ile gosterilir. Burada

€ur..uy Levi-Civita tensoriudir, oyle ki

€propg =V |det gl€u, . (2.2.15)

burada g metrik ve € Levi-Civita semboltdiir, oyle ki

0, herhangi bir ¢ift indis ayni ise
€ur..ug = § +1, indislerin cift permiitasyonu
—1, indislerin tek permiitasyonu

l

Tanim 2.29 (Hodge gonderimi (dualitesi)). d-boyutlu metrik?* manifold olarak
M verilsin, buna gore A? M ve /\dip M uzaylar arasimda kanonik bir izomorfizm

su sekilde tanimlanabilir

$: NTM = ANTIM (2.2.16)
Q € N\ M. Buna gore Hodge dual®® goyle verilir
1 §
*(Q) = (d — q)!Gm”'”quqﬂ...ude...uqeyqﬂ'"”q (2‘2.17)

P,Q € N? M. Asagida Hodge yildizim igeren gesitli 6zdeslikler verilmistir.

o 1 =vol, & xvol, = sgn(g) (2.2.18a)
o xxQ=(—1)""Dsgn(g)Q (2.2.18b)
o 1, xQ=x%x(QANEé) (2.2.18¢)
o FAXQ = (-1 % (1°Q) (2.2.18d)
o PAXQ= %P“l”'analmaqvolg (2.2.18¢)
o PAxQ=QAN*P ve xPANQ=xQAP (2.2.18f)

24Hem hacim formu hem de Hodge goénderimi, ancak manifold iizerinde tanimli bir metrik

nesnesi var ise tanmimlanabilirler. Metrik yapisi ilerleyen béliimlerde verilecektir.
25Baz1 kaynaklarda ”Hodge yildiz1” isimlendirmesi de kullanilmaktadir.
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Ayrica R? teki olagan Laplace operatoriiniin manifold iizerindeki genellemesi su

sekilde verilebilir
A= (d—*d+)? = —dxd* —xdxd (2.2.19)

oyle ki Laplace-Beltrami operatorii olarak adlandirilir. Herhangi bir diferansiyel

form AP = 0 kogulunu saglarsa harmonic form olarak adlandirilir.

2.2.1 Diferansiyel formlarin integrasyonu

Koordinat cercevesindeki goriintiileri itibariyle, diferansiyel formlar manifoldun
bolgeleri iginde integrallenebilen dogal geometrik nesneler olarak goriilebilir. Hesapla-
malarda siklikla skaler, vektor, tensor, vb. nesnelerin egri, yiizey veya hacim in-
tegralleri ile karsilagilir. Fakat, aslinda gercekten olan ise, diferansiyel formlarin
integral hesabinin yapildigidir! Sadece metrik yapisinin oldugu manifoldlarda bu
islem gergeklegtirilebilir.

En basit integral R? {izerinde olagan sekilde diisiiniilebilir. 4 C R? reel uzaymn

bir alt kiimesi, (U, x(p)) bir harita ve () bir d-form olsun, Gyle ki
Q= Qdr* A--- Ada?, Qe C™(U) (2.2.20)

Buna gore asagidaki integral tanimlanabilir

/quz/quxl...dxd (2.2.21)

Ancak R? olmayan en genel manifold iizerinde, integral islemini gerceklestirebilmek
i¢in daha fazla gereksinim vardir. En bagta, manifold agik alt uzaylara ayrilir ve
integral bu uzaylar tizerinde gerceklestirilir. Daha sonra her bir alt uzaydaki bu
integraller toplanarak tiim manifold iizerindeki integral iglemi gerceklestirilmis
olur. Tam bu noktada, manifoldun yonelimi (oryantasyonu) devreye girer. Sadece
yonelimli manifodlarda, formlarin global olarak integral islemi yapilabilir. Bu
acidan, manifoldun yonelimi, integral isleminin yiiriitiillebilmesi i¢in alt uzaylari

uyumlu bir gekilde birbirine baglayan bir yapi olarak goriilebilir.

Tanmim 2.30 (Manifold tizerinde integral). M yonelimli ve d-boyutlu bir mani-
fold, U C M agik bir alt kiime, ¢, : U — R bir koordinat haritasi olsun, oyle
ki U iizerinde yonelimi korusun ve Q € A* M bir d-form olsun®. Bu durumda

agagidaki integral verilebilir

/MQ 1= /W(u)(cb&l)*Q (2.2.22)

%6Daha acik soylemek gerekirse, U iizerinde kompakt destegi (compact support) olan bir d-

form.
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Burada (¢;,')* geri-cagirma (pullback) islemidir. Partition of the unity* {f;}
tammi yardimiyla, 6yle ki her bir {Uf;} alt kiimesine bagh olan, tiim manifold

iizerinde integral iglemi su sekilde verilebilir

/M Q=3 /M 1@ (2.2.93)

Yukaridaki integral tanimi, {{4; } alt kiimelerinin segiminden ve { f;} tanimindan

bagimsizdir. Daha fazla detay igin bkz. (Bott ve Tu ).

Teorem 2.31 (Stoke Teoremi). U C M kompakt yonelimli bir alt uzay olsun,
OU bu uzaymn simirini gostersin ve () € /\q_lM. Buna gore agagidaki esitlik

verilebilir

/dQ: Q (2.2.24)
u ou

Stoke Teoremi fizikte bircok uygulama alam bulur. Ozellikle R?’ te, siklikla

kullanilan baz1 formiilasyonlar: icerir. Asagida bunlar verilmistir.
1. Qe /\0 M. Buna gore, d@ ifadesinin -ki bu 1-formdur- integrasyon bolgesi
bir boyutlu C(x) egrisi iken, bu integral x = a ve x = b simrlarina sahip

olan bir igleme doniigtir. Dolayisiyla Stoke Teoremi soyle yazilabilir

b
[ aa={ a-[aw-av-aw (22.25)
C(z) 9C(x) a
oyle ki bu ifade aslinda Analizin Temel Teoremi olarak bilinir.

2. Qe /\1 M. Bu ornekte ise integral bolgesi bir yiizey iken .S, bunun sinirlar:
ise bir egri halini alir 0S =: C. Su kanonik tanimlar verilsin : d@Q :=
(ﬁ X Cj) -dS ve Q := @ - dl, buna gore asagidaki ifade yazlabilir

/SdQ_/aSQ = A(ﬁx@)-dﬁ—ﬁ@-di (2.2.26)

Bu, R? iizerindeki Rotasyon Teoremidir.

3. Q€ /\2 M. Bu ornekte ise integral bolgesi bir hacim iken V', bunun sinirlari
ise bir ylizey halini alir 0V =: S. Su kanonik tamimlar verilsin : d@Q =
(6 . Q)d% ve Q := Q - dS, buna gore asagidaki ifade yazilabilir

/VdQ:/an = /V(ﬁ- *)d?’;c:jicj-ﬁ (2.2.27)

Bu, R? {izerindeki Diverjans Teoremidir.

2TBunlar reel-degerli diferansiyellenebilir fonksiyonlardir, 6yle ki su 6zellikleri tagirlar : (i)

fix) > 0,V(i,z) (i) supp(fi) C U, (iii) >, fi(z) = 1,YVz e M
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2.2.2 Manifold tizerindeki tiiretmeler (derivations)

Simdiye kadar, manifold itizerinde cesitli tiiretme operasyonlar1 tanitildi. Bu
boliimde, bunlar 6zet bir sekilde tekrar verilerek aralarindaki iligkiler incelenecek-

tir.

Tanim 2.32 (Tiiretme (derivation)). Bir tiretme f : U — U, nesneler®® arasida
bir harita olarak tanimlamr, bir U uzay: i¢inde ve agagidaki carpum (Leibniz)

kuralim saglar

flaB) = f(@)B + af(P) (2.2.28)

burada («, 3) € U. En genelde, eger kendi cebiri i¢inde rank(a) = A ise, bu

durumda siraly tiretme® su sekilde verilir

faB) = f(a)B + (=1)"af(5) (2.2.29)

Bu tanima gore, simdiye kadar tanitilan tiiretmeler asagida listelenmistir.
e Dug cebir tzerinde i¢ tirev (i¢ ¢arpim).

(T AQ) = (tT)NQ+ (—1)'T A 1,Q (2.2.30a)
o Dis cebir uzerinde dis tirev.
AT AQ)=dT NQ+ (—=1)"T N dQ (2.2.30b)
o Lie cebiri uzerinde Lie turevi.
LyW =[V,W]:=V - W-W.V (2.2.30c)

burada (7, Q) diferansiyel formlar, (V, W) M manifoldundaki vektor alanlari ve
T € \' M. Bu tiiretmeler agagidaki Lie cebirini saglar

(v, Ly] = LuLy — LyLy = Ly, (2.2.31a)
o, wv] = iy + v =0 (2.2.31b)
[d,d)=d*+d* =0 (2.2.31c)
[Lu,w] = Luw — Lyviw =ty (2.2.31d)
Ly, d] = Lyd—dLy =0 (2.2.31¢)
[tv,d] = tyd+ diy = Ly Cartan’in sihirli formiili (2.2.31f)

28Daha net olmak gerekirse, bir cebirin elemani olan nesneler.
290r. dig cebir, diferansiyel formlar iizerinde sirali bir tiiretme tanimlar.
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2.3 Metrik ve baglanti

2.3.1 Metrik

Tanim 2.33 (Metrik). M {izerindeki metrik g, dejenere-olmayan, (0, 2)-tip, ko-
varyant, simetrik bir tensor olarak tanimlanir. Rastgele bir gercevede agagidaki

gibi verilebilir
g=gi¢' ®¢ (2.3.1)
burada 9i; = YGji- O

Bu bir koordinat haritasinda {2*}, su sekilde verilebilir ¢ = g, dz* ® dx”.

1

Dejenere olmadig icin ters metrik tanimlanabilir g7 = ¢™"¢é,, ® é,. Buna gore,

dualite yardimiyla agagidaki ifade yazilabilir
gimg"™" = 0, (2.3.2)

M manifoldunun metrik yapisi kazanmas ile birlikte metrik manifold olarak ad-

landirihir ve (M, g) ile gosterilir.>® Metrigin baz1 6zelliklerini verelim :
e Tensor bilegenlerinin indislerinin kaldirilmasini veya indirilmesini saglar
T =T g = T" 0" grrg™ (2.3.3)

Kaldirma / indirme operasyonu, dogrudan teget ve koteget uzaylar1 arasindaki
izomorfizm ile iligkilidir, 6yle ki bu iliski metrik tarafindan saglanir.>* Her-
hangi bir vektor, bir kovektor ile benzersiz bir gekilde iligkilendirilebilir, ve

tam tersi. Ornegin, V € TM olsun. Rastgele bir cercevede

V=V (2.3.4)

30Geometrik bakig acisiyla, metrik, manifold icindeki sonsuz kiiciik uzunluk olarak da

goriilebilir. Bunu daha acik goérebilmek icin, metrigi bir koordinat gergevesinde acalim
g = ds* = g, dr" @ dz”

burada ds sonsuz kiigiik uzunluk olglisidir ve g, tanum itibariyle, bu 6l¢liniin (daha kesin

olmak gerekirse karesinin) verilen bir cercevedeki bazlara gore agilimim igerir.
31Benzer sekilde, yine sadece metrik manifoldlarda, bir bagka izomorfimz daha kurulabilir,

dig formlar arasinda. Bu Hodge haritasidir ve ilerleyen boliimlerde verilecektir.
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Buna gore, bir kovektor olugturulabilir V € T* M, soyle ki3

V= Vjéj = Vlgljé] (235)

e Tensorlerin i¢ (skaler) ¢arpimlar: metrik yardimiyla tanimlanabilir. {V, W} €

TM olsun. Bunlarin i¢ ¢carpimi su sekilde verilebilir

g(V,W) = g(Vie, Wig;) = glés, 6, )VIWI = g, VIWI = VW7 = Vi,
(2.3.6)

I¢ carpim yardimiyla vektorlerin boyu (normu) hesaplanabilir, 6yle ki ken-

disini kendisi ile i¢ carpim islemine tabi tutarak 3334

gV, V) = g; V'V = ViV = ||[V]]? (2.3.7)

e Manifold iizerindeki bir egrinin uzunlugu metrik yardimiyla hesaplanabilir.
~(t) bir egri, t € Rvea <t < bolsun. V bu egriye herhangi bir p noktasinda
teget olan vektor olsun. Verilen bir koordinat sisteminde {z#} bu vektoriin
bilegenleri su sekilde verilebilir V# = dx*(t)/dt. Boylece, egri tizerindeki
sonsuz kii¢iik bir uzunluk metrik kullanilarak su sekilde hesaplanabilir

5 dzt dz”
di* = Gudr! @ dz” = guu%dt ® i

dt = g, V*V"dt* (2.3.8)

oyle ki buradan yola c¢ikilarak egrinin tiim uzunlugu hesaplanabilir

b b
[ = / dl = / VG VIVl (2.3.9)

32Literatiirde, bu izomorfizm bazen miizikal izomorfizm olarak da adlandirilir, 6yle ki gelenek-

sel olarak miizikal sembollerle tarif edildi i¢gin. V' ve w vektér ve kovektor olsunlar, sirasiyla.

Vs V2= Viggel = (V)¢

w = wh = wag®e = (W),

3Bu iglem, 3-boyutlu Oklid geometrisinde kartezyen koordinatlarda temel olarak yapilan,
vektoriin normunu hesaplama igleminin, manifoldlara genellestirilmesinden bagka bir sey
degildir.

WVIP=V - V=V2+V2+V?

34Literatiirde, vektorler normlarina gore asagidaki gibi simiflandirilirlar

>0, zamansal (timelike)
g(V,V) =1V =4 <0, uzaysal (spacelike)
=0, 1gnsal (lightlike or null) (V #£0)
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e Tensor bilegenlerinin indislerinde kontraksiyon (biiziilme) (contraction) iglemi
yapilabilir. Bu islem tensorlerin kovaryans ve kontravaryans derecelerini
birer azaltir, 6yle ki bir ¢ift indisi (bir adet kovaryant indis ve bir adet kon-
travaryant indis olmak iizere) ayni yaparak. 7 € T M olsun. Bir bagka
tensor Q € TU=15=D M su sekilde olusturulabilir®®

i1l —1 ) _ Qs o gilede_1a )
Q" jredset = Yair g™ T grge = T %50 Geta (2-3-10)

2.3.2 Baglanti

Diiz bir geometride, farkli noktalardaki tensorler herhangi bir kaygi giitmeden
karsilagtirilir®®, 6yle ki cercevelerin her bir noktada degismeden kaldigi varsayilr.
Boylece, bir tensor her zaman, geometrinin herhangi bir noktasinda ayni gekilde
ayrigtirilabilir. Aslinda, gercekte olan, nesnelerin bilegenlerinin geometrinin farkl
noktalarinda karsilagtirilmasidir. Ornegin diiz bir uzayda, bir vektoriin noktalara

gore degisimi (veya koordinatlara gore tiirevi) su sekilde verilir

0
9,V =0,(Ve,) = (0,V")e, + VU8, = (0,V")é, (2.3.11)

burada
dué, =0 (2.3.12)

oldugu kabul edilir, diiz uzayda. Yukarida goriildiigii tizere, vektoriin farkli nok-
talarda karsgilagtirilmasi onun bilegenlerinin karsilagtirilmasi ile yapilir. Temelde
bu, bir vektoriin paralel tasinmasindan bagka bir sey degildir. Diiz bir uzayda,
vektoriin paralel taginmasinin ardindan yoniiniin degismeyecegi garanti altindadir,
gercevenin degismemesi kosulu sayesinde. Fakat durum, diiz olmayan genel man-
ifoldlarda farkhidir. En genelde, cerceveler de degisebilir, zira bunlar da mani-
foldun her noktasinda taniml lokal nesnelerdir ve pekala farkl olabilirler. Bu du-
rumda tensorler, diiz uzayda yapildigi gibi karsilastirilamaz. Esasen, bir kargilagtirma
isleminin gerceklestirilebilmesi i¢in tensorlerin manifold tizerinde ayni noktada
toplanmasi ve burada karsilastirilmasi gereklidir. Ancak bu sayede bilesen degerlerinin
farkli olup olmadigi kontrol edilebilir. Diiz uzaydakine benzer sekilde, genel
manifoldlarda da, vektoriin tagmmasi boyunca ”yoniiniin”37 degismeyecegi bir

tagima operasyonu tanimlanabilir. Boylece, yine diiz uzaydakine benzer sekilde,

35(0zel bir durum olarak, eger T € T M ise, bu durumda olusan yeni vektor, (0,0)-tipinde
bir tensor olarak, 7" nin izi (trace) olarak adlandirihir. Bu durum, 6zellikle tensorlerin matris

gosterimi kullanildiginda daha agik goriiliir.
36Oklid uzaymda gerceklestirdigimiz siradan iglemleri hatirlaym.
3"Diiz uzaydaki anlamda bir yon degil.
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(a) (b)

Figiir 2.6: Paralel tagima, diiz (2.6a) ve egri (2.6b) uzayda. Kaynak : (Carroll
2004)

bilegenlerin degisimi incelenebilir, vektoriin degigiminin anlagilmasi i¢in. Bu tagima
islemi paralel tasyma olarak adlandirilir, dyle ki egri manifoldlarla®® calisildiginda
¢ok onemli bir kavram olarak ortaya ¢ikar. Yukaridaki diiz uzay érneginde, par-
alel tagima onemsiz bir bicimde yapildi, oyle ki ¢ergeve bazlar1 degigmemisti, yani
vektortin yoni, yonelimi, vb. Dahasi bu tagima iglemi yoldan bagimsizdi, yani
hangi yoldan taginirsa taginsin hedef vektor ile kaynak vektor her zaman aym yonti
gosterdiler. Diger taraftan, egri manifoldlarda paralel tagima iglemi en genelde
yola bagimlh olabilir. Bkz. Figiir 2.6. Egri bir manifoldta, halbuki, nesnelerin
(daha kesin olmak gerekirse gercevelerin) nasil bir gekilde paralel tagianacagina
dair dogal bir regete yoktur. Bu sebeple, diiz uzaydaki karsilhiginin genellemesi
olarak, egri manifoldlardaki paralel tasima isleminin nasil gercekestirileceginin
ayrica tanimlanmasi gerekir, oyle ki bu yeni tanim, yeni bir yapiy1 da gerektirir.
Bu islem baglant: nesnesinin V, manifold tizerinde tanimlanmasi ile gerceklestirilir,
oyle ki (ko)cerceve (ko)bazlarinin manifold noktalar1 (veya gerceveleri)® boyunca

nasil degistirini tarif eder.

Tanmim 2.34 (Baglant1). M diferansiyellenebilir bir manifold, XM manifold
tizerinde bir vektor alani, (U, V,W) € XM, (f,g9) € C*M, (a,b) € R olsun.

Baglant: nesnesi V lineer bir harita olarak asagidaki gibi verilir

Vi AMXXIM—= XM
(V, W) = Vy W (2.3.13)

38Dokiiman boyunca, ” genel manifold” ifadesi ile ashnda ”egri manifold”lar kastedilmektedir.

Aksi belirtilmedikge, bu iki ifade birbirleri yerine kullanilabilir.
39En genelde, bu degisim rastgele bir vektor alanina gére de incelenebilir, Lie tiirevindeki

duruma benzer sekilde. Ancak burada, cok temel bir vektor alani olan, gergevelerin baz alam

secilmistir.
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burada lineerlik asagidaki sekilde saglanmaktadir

L4 VfVigWU = fVVU + gVWU (2.3.14&)

° Vuy(aV £0W) =aVyV £ bVy U (2.3.14Db)

° Vy(fW) =V (/)W + fVyW "Leibniz kurali”  (2.3.14c)
U

Pratikte, yukarida tanimlanan baglanti nesnesi, baglant: katsaylar® w vasitasiyla
verilir

V.6, = W, uéx (2.3.15)

Burada w?,,, ifadesi, fark vektoriiniin Anci bilegenini temsil eder, dyle ki bu fark
vektorii, baz vektorii €, ile bunun ¢, bazi boyunca paralel tagimmmasi sonrasi elde
edilen taginmig vektor arasindaki farktir. Benzer sekilde kobazlarin da degisimi

verilebilir
Ve = w6 (2.3.16)

Baglanti nesnesinin, egri manifoldlarda tensorlerin karsilastirilmasini olanakli kilmasi
goz oniine alinarak, egri uzaylarda bir tiirev iglemi tanimlanabilir, 6yle ki diiz
uzaylardaki adi tiirevin genellemesi olsun. Bu iglem kovaryant tiirev*' olarak ad-
landirilir ve verilen bir baglanti nesnesi ile iligkili olur. Bir vektoriin kovaryant

tiirevi agagidaki gibi verilebilir (Leibniz kurali uygulanmigtir)
Vv,V =V,V"¢)=0,V")é +V"V,é,
= (0)V"é, + VVwh,,.é,
= (0,V" +w’\, Ve,
= (V,V")e, (2.3.17)

Burada bilegenlerin kovaryant tirevi** V, V" su sekilde tanimland

V. VY= 0,V + w”y, VP (2.3.18)

4ODokiiman boyunca baglants ve baglantr katsaiylar: ifadeleri birbirleri yerine kullanilabilir,

aksi belirtilmedikge.
4 Cok fazla detaya girmeden sunu sdyleyelim. Adi tiirev, belirli cerceve doniisiimleri altinda

tensorel olarak doniismez, diger bir degisle (cerceve ile) kovaryant olarak doniigmez. Tiirevin
kovaryant ozelligi kazanmasi igin adi tilirev, kovaryant tiirev ile degistirilir. Bu durum,
baglanti nesnesi ile birlikte tanimlanan genellegtirilmig tiirevin isminin neden ”kovaryant tiirev”

oldugunun arkasindaki sebeptir.
42 Ashinda daha net olmak gerekirse, agsagida verilen notasyon daha uygun olabilir, zira v.V
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Benzer sekilde, bir kovektoriin kovaryant tiirevi su sekilde verilebilir

ViuQ = Vu(Que”) = (0,Qv)e" + QY ue”
= (0,Q,)&" — Quw"” "
= (0uQy — w1 Qn)e"
= (V,Qu)¢" (2.3.19)

burada

VuQy = 8,Qy — ', Qn (2.3.20)

Buradan hareketle, rastgele bir tensor bileseninin kovaryant tiirevi agagidaki gibi

verilebilir

VAL — O\THH2 vivg... T wht \T7H? vivg... T wh2 T vivg.. T

o2 1H2... (o2 1H2...
—Ww Vl)\T/’L K ovy... — W u2)\Tu K vio... -

2:321)

2.3.2.1 Baglant1 nesnesinin doniisim kurali

Denk.(2.1.37) ile verilen, tensor bilegenlerinin, bir gergeve doniigiimii altindaki
doniigim kuralini ele alahm. Kovaryant tiirev, tanimi geregi zaten kovaryant
olarak dontigtiigiinden, bununla iligkili baglanti nesnesinin nasil dontistiigii ince-
lenebilir. Bilegenlerin su doniigiimiine bakalm V' = H,*V#* & V# = pt V',
Oyle ki su gerceve doniigiimii altinda olan e, = H, %) < €, = h*,é, burada

H,*hy = oy, H,"h", = o). Bilegenlerin kovaryant tirevinin, dogal olarak,

agsagidaki kovaryant dontigim kuralina tabi oldugu goz oniine alinirsa
ViV'a = H,*V,\V* (2.3.22)
baglant1 nesnesinin w — w’ su sekilde doniismesi gerekir

W'y = H, %W WYy + H,%0\h*, = h™'wh + h™'9h
= H,"w! "y — W0\ H,* = h™'wh — hoh™! (2.3.23)

ifadesinin kendisi de bir vektor alamdir ve bir gergeveye gore ayrigtirilabilir
V.V =(V,V)é,
Buna gore, dokiiman metni i¢inde kullandigimiz notasyon agagidaki gibi eglegtirilebilir

(V, V) =V, V"
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Bu ifade, baglant1 nesnesinin benzersiz doniisiim kuralidir. Gortldigi tizere
yukaridaki son egitliklerin ikinci terimleri tensorel dontigiim kuralini ihlal eder-
ler ve tam olarak bu davranig, baglant1 nesnelerinin nicin tensorel olmadiklarinin

sebebidir.

Ac¢iklama. Eger yukarda verilen gerceve dontigiimii, bir koordinat dontisiimiine in-
dirgenirse, yani h*, = dz*/0y®, bu durumda baglant1 nesnesinin doéniigiim kurali

yine ayni bicimini korur ve agagidaki gibi verilir

w +— h'wh—hoh!
oy* 0z”
oxk Jyb

o oy
Oy dxAOxH

w“,,)\ w“,,)\ (2324)

Bkz. Ek C, koordinat transformasyonlar: hakkinda daha detayli bilgi i¢in. [J

2.3.2.2 Levi-Civita baglantis:

Simdiye kadar, baglant1 nesnesi iizerine herhangi bir kisit koyulmadan veya sahip
olabilecegi 6zelliklerden bahsedilmeden inceleme yapildi. Denk.(2.3.15) ile verilen

baglant1 katsayilarini ele alalim
AL A A~
V6, i= w6

Acgikca goriildiigii lizere, en genelde, baglant1 nesnesi son iki indise gore tamamen

simetrik veya antisimetrik olmak zorunda degildir, her iki parcay: da igerebilir.
Wy = W + W0 (2.3.25)

Genel baglant1 nesneleri ile ilerleyen boliimlerde caligilacak. Bu boliimde, ¢ok
onemli ve benzersiz bir baglant1 olan Levi- Civita baglantisi*® verilecek. Bu baglant

nesnesi su ozelliklere sahiptir :

o (Simetrik veya torsiyonsuz (torsion-free). Indisleri agagidaki gibi simetri

icerir
=0 o (2.3.26a)

o (Metrik uyumluluk). Metrik bilegenlerinin kovaryant tiirevinin sifirlanmasini

saglar

Vg =0 (2.3.26b)

43Burada Levi-Civita baglantis1 ( ) sembolii ile verilmistir. Genel olarak ve aksi belir-

tilmedikge, dokiiman boyunca Levi-Civita baglantisi ile ilintili nesneleri gostermek icin ( ™)

semboli kullanmilacaktir.
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Yukaridaki kosullar kullanilarak, sadece metrige bagh bir bicimde, Levi-Civita

baglantis1 agagidaki gibi yazilabilir

. 1,
wAV.“ = 59)\ (aug,ucr + a,ugol/ - acrgu,u) (2327)

Ac¢iklama. Levi-Civita baglantisi, Riemann geometrisinin dinamigini veren Rie-
mann egrilik tensoriinii tanimlar. Einstein’ in Genel Gorelilik (GG) kurami bu
geometrik kurulum tizerine inga edilmistir. Bu sebeple, Levi-Civita baglantisi
¢ok 6nemli ve benzersiz bir konumdadir. Bunun yaninda, énemli bir aragtirma
sahasi olan -bu tezin yazarinin da caligmalarini siirdiirdiigii- GG’ den farkh al-
ternatif gravitasyon kuramlari kapsaminda da, Riemann geometrsinden daha
genel geometrilerde caligilmasinin altinda Levi-Civita baglantisindan daha genel
baglantilarin secilebiliyor olmasi yatmaktadir. Anlagilacag1 ve yukarida da ver-
ildigi tizere, Levi-Civita baglantisi en genelde bir baglant1 nesnesi tizerine gesitli
kisitlar koymaktadir. Pekala, bu kogullarin gevsetilebilecegi daha genel baglantilarla

calismak da mumkiindiir. Bu konuya daha sonra tekrar deginilecektir. [

2.3.2.3 Egrilik

Geometri, bir baglant1 nesnesi ile zenginlestirildiginde, artik bu baglanti nes-
nesinin dinamiginin ne sekilde oldugunun incelenmesi dogal bir devam yoludur.
Ashinda, bir geometrinin dinamigi ile kastedilen, kabaca, baglant1 nesnesinin di-
namigidir. Bu ise, egrilik tensori R ile belirlenir ve rastgele bir baglant1 nesnesi
w*,, i¢in tanimlanabilir. Fakat bu boliimde basitlik adina, Levi-Civita baglant:
nesnesi ve bununla iligkili olan Riemannsal yap1 ele alinacaktir ve bazi temel icerik

ozetle verilecektir**. Riemann egrilik tensoriiniin bilegenleri su sekilde tanimlanir
R 1= 0pi v — 00 o + 0F in0™ 0o — P2 o (2.3.28)

Basit hesaplamalarin arindan bu bilegenlerin asagidaki ozellikleri belirlenebilir

Rpa;uz = _Rpm/,u <~ Rpg(/,w) =0 (2329&)
Rpauu = _Rapuy e R(pg’)uy =0 (2329b)
Rpa,uu = R,ul/po (2329C)

Ayrica agagidaki Bianchi 6zdesglikleri de saglanir

0 :Rpouy + Rp;u/o- + Rpl/g'u (2330&)
0 =VaRpom + ViuRpsur + Vi Roory (2.3.30b)

44Boliim 4 altinda, genel (afin (affine)) baglant1 nesnesi ve bununla iligkili egrilik tensorii (ve

diger dinamik nesneler de) tamtilacaktir.
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Dahas1, Ricci egrilik tensori ve Ricci egrilik skaleri asagida verilen kontraksiy-

onlarla tanimlanabilir, sirasiyla

Ry, = Rpupl/ = gpgpbcwpv (2.3.31a)
R:=R', = g"™R,, (2.3.31b)
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Konu 3

Ayar kurami

“Pekala, ayar teorisi glinlimiizde fiziksel kuvvetleri
anlamamiz agisindan ¢ok onemli temel tegkil ediyor. Fakat
bu durum, ayar teorisinden ¢ok daha uzun siiredir var olan

matematiksel bir fikre dayaniyor.”

Roger Penrose

Agyar teorisi bir gesit alan teorisidir, 6yle ki Lagrangiyen (dolayisiyla sistemin
dinamigi), belirli operasyon smiflarina (Lie gruplar1) dahil olan lokal doniigiimler
altinda degismez (invaryant) kalir. Bu déntigiimler, ayar dontigiimleri olarak da
adlandirilir, bir Lie grubu olustururlar, oyle ki ele alinan teorinin simetri grubu
veya ayar grubu olarak adlandirilirlar. Her bir Lie grup ile iligkilendirilen ve
grup jeneratorleri arasinda tanimlanan bir Lie cebiri vardir. Her bir grup jen-
eratoriine kargilik gelen bir alan tanimlanir ve buna ayar alan: adi verilir. Lokal
transformasyon ile ortaya ¢ikan bu ayar alanlari, bilahare Lagrangiyen icine dahil
edilir, oyle ki modifiye edilen bu yeni Lagrangiyen lokal grup transformasyonlari

1 Verilen bir ayar

altinda invaryant kalsin. Bu duruma ayar degismezligi denir.
teorisinin simetri grubu eger sira degigtiren (komiitatif) ise Abelian ayar teorisi,
sira degigtirmeyen (komiitatif-olmayan) ise Abelian olmayan ayar teorisi olarak
adlandirilir, or. Yang-Mills teorisi.

Ayar teorileri, temel parcaciklarin dinamigini basarili bicimde agiklayabilen
(kuantum) alan teorileri olarak kargimiza gikar. Ornegin, Kuantum Elektrodi-
namigi bir Abelian ayar teorisidir ve simetri grubu U(1) Lie grubudur. Bu teorinin
bir adet ayar alani vardir ve bu da elektromanyetik 4-potansiyele karsilik gelir,
oyle ki bunlarin ayar bozonlar1 fotonlar olarak bilinir. Standart Model, genel
olarak, Abelian olmayan bir ayar teorisi olarak tanimlanabilir, oyle ki ayar grubu

U(1) x SU(2) x SU(3) ile verilir ve toplamda 12 adet ayar bozonuna sahiptir :

TAyar alanlar1 iceren bir teori kuantize edildiginde, ayar alanlarmin kuantalari bozonlar

olarak karsimiza cikar.
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bir adet foton, ii¢ adet zayif bozon ve sekiz adet gluon, bkz. Tablo 3.1.

Tablo 3.1: Standart Model kapsamindaki ayar (Yang-Mills) teorileri.

Lie grubu ayar alam fiziksel etkilesim
U(1) foton elektromanyetizma
SU(2) zayif (W,Z) bozonlar zayif etkilegim
SU(3) gluon kuvvetli etkilegim

3.1 Ornek: Bir ayar teorisi olarak Elektromanyetizma

Baslangi¢ olarak bir Dirac alani ele alinsin ve bunun tizerinde agagida verilen lokal

dontisiim uygulansin
P — @y gp s pe i@ (3.1.1)

Burada «(z) déniisiim parametreleri U(1) Lie grubunu olugturur. Buna gore

Dirac Langrangian su sekilde dontigiir
£ = (00, — )y — T~ (940, — m)e "
= [i7"0 — m — 7" 9ua(x)] (3.1.2)

Agikca gortldigi tlizere Dirac Lagrangiyen verilen lokal doniigiim altinda in-
varyant kalmaz. Bunun invaryanthiginin saglanmasi i¢in, yani Lagrangiyen i¢inde
peydah olan ve yerel déntigiim parametresinin, a(x), sebep oldugu ekstra terim-
lerin kompanze edilmesi i¢in, yeni bir A, alam1 tanimlanir, 6yle ki bu yeni alan

verilen lokal dontigiim altinda agagidaki gibi doniigsiin

Ay A, — éﬁua(x) (3.1.3)
Bununla beraber Denk.(3.1.2) ile verilen Lagrangiyen iginde, 9, — D,, degisikligi
yapilsin
£ = U9 D, — m)y (3.1.4)
burada
D, :=0,+iqA, (3.1.5)

kovaryant turev olarak tamimlanir. Yukarida verilen ifadeler 1g1g1inda kovaryant

tirevin su sekilde dontigtigi gosterilebilir

D, — D, —id,a (3.1.6)
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Yapilan bu modifikasyonlarin ardindan Denk.(3.1.4) ile verilen Lagrangiyen ifadesi
artik, Denk.(3.1.1) ile verilen lokal déntigiimler altinda invaryanttir!

Yukarida yapilanlar 6zetleyelim : Baglangigta, global U(1) simetrisine sahip
olan ve spin—% parcaciginin dinamigini veren Lagrangiyen ele alindi. Daha sonra,
global U(1) simetrisi, lokal olarak degistirildi ve invaryant bir teoriye sahip ol-
mak icin gerekli diizenlemeler yapildi. Bu invaryanshigin saglanabilmesi igin, be-
lirli bir kurala goére doniisen yeni bir ayar alaninin, A,, teoriye dahil edilmesi
gerekliligi ortaya cikti. Ardindan bu ayar alanini iceren yeni bir kovaryant tirev,
D,,, tammalanarak, orijinal Lagrangiyen ifadesindeki tiim adi tiirevler kovaryant
tiirev ile degistirildi. Ve sonugta elde edilen modifiye Lagrangiyen ifadesi, lokal
U(1) doniigimleri altinda invaryant kalabildi.

Diger bir deyisle, baslangicta global bir simetriye sahip etkilesim icermeyen
bir parcacik teorisi ele alind1 ve bu teori iizerinde sadece simetrinin lokal olmasi
kogulu uygulandi, oyle ki finalde elde edilen teori, sadece bu parcacigin teorisi ol-
makla kalmadi ayni zamanda (baglangicta higbir sekilde bahsi ge¢gmeyen) elektro-
manyetizmay1 da icerdi. Dahasi, hi¢bir etkilesimin olmadigl baglangi¢taki teorinin
tersine artik bu yeni teori, pargacik ve elektromanyetizma arasindaki etkilesime
de sahiptir, A, terimi sayesinde. Burada A, ayar alam -kuantize edildiginde
fotonlar1 verecek olan-, dogrudan lokal U(1) simetrisinin bir sonucu olarak or-
taya gikti. Bu gerekgeyle literatiirde soylendigi tizere, elektromanyetizma U(1)
grubu ile temsil edilir. Bu tipteki teoriler, yani fiziksel etkilegimlerin (kuvvetlerin)
belirli bir Lie grubu ile temsil edildigi teoriler, ayar teorisi veya Yang-Mills
teorisi olarak adlandirihir. Yukaridaki érnekte, doniigiim elemanlar1 e'(®) [7(1)
Lie grubunu olusturdu. Buna gore soyle soylenebilir :  FElektromanyetizma bir

U(1) ayar teorisidir.

Agiklama. Tamamlayict bir bilgi olarak 6zetle sunu verelim : Yeni eklenen A,

alani i¢in kinetik ve kaynak terimleri asagidaki gibi tanimlanabilir
Lrinetik = —EFWFW (3.1.7)
burada
Fr = é[D“, DY) = 0" AY — OV A+ (3.1.8)
ayar alaninin giddeti olarak ifade edilir ve

£kaynak = _J#AM (319)

burada J* = J*(1)) nesnesi, ¥ alani igin bir kaynak temsil eder, 6yle ki bu kaynak

A, alanini dogursun. Tiim islemler bir araya getirildiginde yeni Lagrangiyen su

46



sekilde yazilabilir

L= ‘CDirac + Ekinetik + Ekaynak

_ 1
= Uiy Dy —m)) — P — J'A, (3.1.10)

Elde edilen bu yeni Lagrangiyen, elektromanyetik alan icindeki yiiklii bir Dirac
parcaciginin dinamigini veren, (klasik) Maxwell-Dirac teorisinden bagka bir gey
degildir! Ozel olarak, bu teori kuantize edildiginde ise cok iyi bilinen Kuantum
Elektrodinamigi (QED) elde edilir. [

3.2 Ayar teorilerinin geometrisi

Lokal ayar yaklagiminin teorik agidan giiclii olmasinin yaninda, diger taraftan,
benzer sonuglar fizik teorilerinin fiber demet? (bundle) kapsaminda incelenmesiyle
de elde edilebilir. Bu piir geometrik yaklagim, gravitasyon ile diger madde teo-
rilerinin birlegtirilmesi konusundaki ¢aligmalarda pek ¢ok kayda deger ¢ikarimlar
yapilmasini saglayabilir. Ayar teorik ve geometrik yaklagimlar, aralarindaki yakin
iligki ve benzerlikler goz ontine alindiginda, fiziksel evreni agiklamada 6zdes ve
belki de tamamlayici bir zemin olugturabilirler. Ornek olarak, elektromanyetizma

kapsaminda bu iki yaklagima dair agagida verilen Tablo 3.2 incelenebilir.

Tablo 3.2: Elektromanyetizmanin ayar teorik igerigi kargisinda geometrik icerigi.

U(1) ayar teorisi Geometri

ayar alani (potansiyeli), A4, baglant1 nesnesi, w
kovaryant tiirev, kovaryant tiirev,
D, =0, +1iqA, D=d+w

ayar alan giddeti, egrilik,

Frv = grAY — oY AH R=dw+ 3} w,w|

Bir bagka ornek olarak, piir geometrik bir teorik olan Genel Gorelilik ile genel
bir ayar teorisinin (en genelde Abelian olmak zorunda degil) karsilagtirilmasi
degerli olabilir®. Bkz. Tablo 3.3.

?Demet yapist hakkinda daha fazla bilgi icin bkz. Ek B.
3Genel Gorelilik’ in Riemann geometrisinde verilmesi ve bu kurulumda geometrik dinamigin

dogrudan metrik ile ifade edilmesi sebebiyle, gravitasyonel potansiyel geleneksel olarak metrik
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Tablo 3.3: Jenerik bir ayar teorisi karsisinda Genel Gorelilik.

Ayar teorisi

Genel Gorelilik

ayar dontigiimleri

koordinat dontigtimleri

ayar grubu, ér. U(1),SU(2)

tiim koordinat doniigtimlerinin olusturdugu

grup, GL(n, (R))

ayar alani (potansiyeli), A,

baglant1 katsayilar1, I'* ,,,

kovaryant tiirev,
D, =0, +1qA,

kovaryant tiirev,
D,=0,+1",

ayar alan siddeti,
F.,=0,A,—0,A,+iq[A,, A)]

egrilik tensorii,
an\,uu = aurn)\,u - a,ul—m)\u + sz\ul—wpu -

Fp)\vrﬁpu

Bianchi ozdesligi,
> DpFw = 0 cyclic

Bianchi ozdesligi,
ZPW D,R"y,, =0 cyclic

alan ile eglegtirilir, baglant1 nesnesi ile degil. Diger taraftan Yang-Mills tipi kuantum teo-

rilerinde ise, bizzat ilgili fizik etkilegim, baglant1 nesnesinin potansiyel olarak ele alindigi bir

bicimde verilir, metrik-benzeri bir nesnenin degil. Iki fizik alam arasmdaki bu farkh gelenek

ve bicim, ayar metoduna iligkin yaklagima dair anlagmazligin ve farkliligin sebebini tegkil eder.

Tabloda verilen bilgi, kesin bir denkligi degil benzerligi gostermek adina sunulmustur.
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Kisim 11

Gravitasyon
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Konu 4

Riemann ve Riemann-dis1 geometriler

“Geometriye giden tek bir asil yol yoktur.”

FEuclid

Geometriler, fiziksel teorilerin formiilasyonunda, 6zellikle uzayzaman ve yergekiminin
tanimlanmasinda ¢ok onemli bir rol oynar. 19. yizyilda gelistirilen Riemann
geometrisi, Genel Gorelilik (GG)’ in matematiksel temelini olugturur. Afin ve
teleparalel geometriler de dahil olmak iizere Riemann-dig1 geometriler, yercekimi
olaymi agiklamak icin alternatif bakig agilart saglar. Adini Bernhard Riemann’
dan alan Riemann geometrisi, 19. yiizyihn ortalarinda Oklid geometrisinin bir
genellemesi olarak ortaya ¢ikti. Riemann’ m ufuk agicr dersi ”Uber die Hy-
pothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen” (1854) metrik tensorii ile
donanmig manifoldlar1 tanitti, 6yle ki bu metrik ile manifoldtaki uzunluklar ve
acilar 6lgiilebilir (Riemann ).

Afin ve teleparalel geometriler de dahil olmak tizere Riemann-digi geometriler,
20. yizyilda Riemann geometrisinin uzantilari veya alternatifleri olarak geligtirildi.
Bu yeni bakis acilari, farkli geometrik kurulumlardaki baglanti nesneleri ve egrilikleri
aragtirarak yercekimsel etkilesimlere yeni bakig acilar1 saglar. Dikkate deger
katkilar arasinda Elie Cartan’ in afin baglantilar ve teleparalellik iizerine ¢aligmalar:
yer alir (Cartan ).

Riemann geometrisinde temel nesne (M, g) Riemann manifoldudur; burada M
diferansiyellenebilir bir manifolddur ve g bir Riemann metrigidir. Metrik tensor

g sonsuz kiiglik yakin noktalar arasindaki mesafeyi tanimlar
ds* = g, dz"dz” (4.0.1)

Torsiyonsuz (simetrik) ve metrik uyumlu olan Levi-Civita baglantisi paralel tagimay1

20



ve kovaryant tiirevi tanimlar

@)\guu =0 (402&)
. 1
FAW - 59)\'0(8#91/,0 + 00 Gup — OpGyuw) (4.0.2b)

Riemann egrilik tensorii manifoldun egriligini 6lger
R gy = 0170 — 17 1y + TP\ g — TP 0T (4.0.3)

Bununla birlikte, Riemann olmayan geometriler baglant1 kavramini genellegtirerek

torsiyona ve nonmetrisiteye izin verir. Ornegin, afin geometride, I'* w baglantisinin
mutlaka bir metrikle uyumlu olmasi gerekmez. Bu uyumsuzlugu olcen nonmetrisi-

tidir

Q)\,W = VAgW (404)

Ote yandan, afin baglantimn antisimetrikligi, agagidaki sekilde tammlanan tor-

siyon tensorii 7% w tarafindan belirlenir
T, =T%, -T%, (4.0.5)

Riemann ve Riemann-digi geometriler, uzayzamanin ve yercekiminin dogasina
iligkin farkli ancak tamamlayici bakig acilar1 sunar. Riemann geometrisi Genel
Gorelilik’ in omurgasini olustururken, Riemann-digi geometriler ¢oziilmemis sorun-
lar1 ¢ozebilecek ve fiziksel olaylar arasinda baglanti kurabilecek veya birlestirebilecek
degerli uzantilar ve alternatifler saglar, or. torsiyon ve igsel spin 6zelligi arasindaki
iligki gibi. Bu geometrilerin siirekli aragtirilmasi, yercekimi ve uzayzamanin temel
dogasina dair daha derin anlayiglar geligtirilebilmesine yol acabilir.

Boliim 4.1 altinda, ilk olarak Cartan yapi denklemleri kullanilarak Riemann-
dig1 geometrilerin olugturulmasini saglayan nonmetrisiti, torsiyon ve (tam) egrilik
gibi temel nesneler tanimlanacak. Geometri bu matematiksel araclarla donatildiginda,
afin baglanti ve bununla iligkili egrilik nesnesi ayrigtirilabilir. Boliim 4.2 altinda
GG’ nin Riemann geometrisine dayandirilmasindan sonra, literatiirde iyi bili-
nen ve yogun olarak caligilan bir aragtirma sahasi ve Riemann-digi geometri-
lerin bir sinifi olan teleparalelizm detaylandirilacaktir, Boliim 4.3 altinda. Bu
siniftaki tiim alt durumlar incelenecektir. Buradan elde edilen kavrayig tizerine,
daha sonra, tezin ilerleyen kisimlarinda, Boliim 5 altinda, elde edilen geometrik
temeller iizerinde teleparalel gravitasyon modelleri olusturulacak. Son olarak,
Bolim 4.4 altinda, teleparalel geometrilerde karsilagilan bazi ornekler verilecek,
oyle ki bu ornekler standart Riemann altyapisinda gozlenemezler. Asagidaki

boltimler boyunca diferansiyel form formalizmi yogun bir sekilde kullanilacaktir.
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4.1 Cartan yap1 denklemleri

GG’ nin Riemann geometrisinde formiile edilmesinin yani sira, daha genel ge-

ometriler tizerinde de g¢aligilabilir. Bu yaklagim, amaclarimizda da belirttigimiz

gibi, GG kapsaminin genellestirilmesinde siklikla tercih edilen yollardan biridir.
Cartan yap1 denklemleri nonmetrisiti 1-form, torsiyon 2-form ve egrilik 2-form

nesnelerini tanimlar. Rastgele bir karma cercevede! agagidaki gibi verilirler
1 1

Quap = —§DgAB = 5(—dgAB + wap + wBA) (4.1.1&)
T4 .= De? = de + wp N eP (4.1.1b)
R := Dwp = dw’p + wic AW (4.1.1c)

Asgagidaki Bianchi 6zdegliklerini sagladiklar: i¢in tamamen birbirlerinden bagimsiz

degildirler
DQap = %(RAB + Rpa) (4.1.2a)
DTA = R N eP (4.1.2b)
DRY5 =0 (4.1.2¢)

Cartan yap1 denklemleri ve Bianchi 6zdeslikleri, bir koordinat cercevesinde agagidaki

formu alirlar

Qo = 3(~dgas + s + w30) DQus = 5 (Ros + Raa)  (1:130)
T = w3 A da” DT* = R A da” (4.1.3b)
R%s = dws +w*, Aw'g DR =0 (4.1.3¢c)
ve ortonormal bir cercevede de agagidaki formu alirlar
Qup = %(wab + Wpa) DQuw = %(Rab + Rpa) (4.1.4a)
T = de® + w A€’ DT* = R% A e (4.1.4b)
R = dw®y + w. N w DR% =0 (4.1.4c)

Bunlarin geometrik anlamlari, bir vektortiin M tizerinde kapali bir dongii boyunca
paralel taginmasi diisiiniildiigiinde acikca ortaya cikar.

Vektortin bir tam dontigiinden sonra, final uzunlugu baslangi¢ uzunluguyla
ayni degilse, o zaman geometride nonmetrisiti vardir; final ve baglangi¢ vektorleri
arasinda bir ag1 olugsmugsa bu durumda geometride egrilik vardir; ve eger teget
demetinde final ve baglangig vektorleri arasinda bir kayma varsa (veya hareketin
tizerinde yapildig1 dongiiniin teget demetindeki kontur goriintiisii deforme olmugsa),

o zaman geometride torsiyon vardir. Bkz. Figiir 4.1.

'Bkz. Ek D
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The rotation of a vector transported along a closed
curve is given by the curvature: General Relativity.

/ ’\'5 Tﬂ;w

} Qapw
=
The non-closure of parallelograms formed when two The variation of the length of a vector as it is
vectors are transported along each other is given by the  transported is given by the non-metricity:
torsion: Teleparallel Equivalent of General Relativity. Symmetric Teleparallel Equivalent of General Relativity.

Figiir 4.1: Cartan yapilarinin geometrik anlamlarima dair. Kaynak : (J. B.

Jimenez, Heisenberg ve T. S. Koivisto 2019)

4.1.1 (Tam) baglantinin ve (tam) egriligin ayristirilmasi

Karma bir ¢ercevede baglanti 1-form nesnesi agagidaki gibi benzersiz bir bicimde
ayrigtirilabilir (Hehl, McCrea, ve dig. 1995),(I. M. Benn ve Tucker 1982),(Tucker
ve Wang 1995)

W = (9"dgos +p'p) /2 + s+ K'p +¢'5+ Q% (4.1.5)
M;trm'k Torsiyon Nonmetrisiti

burada @45 Levi-Civita baglant1 1-formudur,

g AeP = —de? A8 = —BA (4.1.6)
K45 kontorsiyon 1-formdur,

KA NeP =14 KAP = KB4 (4.1.7)
PaB Ve qap ise agagidaki gibi verilir

pPaB = —(zAngC)eC + (zBdgAC)eC (4.1.8)
qas = —(1aQpc)e’ + (15Qac)e’ (4.1.9)

Bu ayrigtirma kendi iginde tutarhdir. Bunun goriilebilmesi igin, Denk.(4.1.5) sag

taraftan Ae? ile carpilir ve yukarida verilen tanimlar kullanilir. Form indislerinin
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asag1 veya yukari hareket ettirilmesi sirasinda d ve D iglemlerinin olup olmadigina
dikkat edilmelidir, zira en genelde dgap # 0 ve Dgap # 0. Tam baglantinin

simetrik kismi Denk.(4.1.1a) yardimiyla su sekilde verilir

1
wap) = Qap + 5d9ap (4.1.10)
ve geriye kalan kisim ise antisimetrik kisimdir
1 .
WiaB) = 5Pap +Wap + Kap + qan (4.1.11)

Eger Q45 = 0 ise, baglantinin ”metrik uyumlu” oldugu séylenir. Eger Q) 4 = 0 ve
T4 = 0 her ikisi de saglanirsa, bu durumda tam baglant: Levi-Civita baglantisina
indirgenir. Koordinat (holonomik) cercevesinde, ¢,d = 0, kisaltmasi kullanilarak,
tam baglantinin ayrigtirilmasi Denk.(4.1.5) agagidaki formu alir

5 = 50" Oy + Daer — Drgn )+ K 454 Q7 (4112)

N~ J/

Mztrm'k; Torsiyon Nonmetrisiti

burada esitligin sag tarafindaki ilk grup Christoffel sembolleridir. Ortonormal
(Lorentz) gercevede bu ifade agagidaki sekilde verilir

Wab = ajab + Kab + Gab + Qab (4113)

Burada, Levi-Civita baglant1 1-formu, ortonormal kogercgeve cinsinden ¢oziilebilir

1
Dap = 3 [—todeq + pdeg + (tatpde)e”] (4.1.14)
ve kontorsiyon 1-form da agagidaki sekilde torsyion cinsinden verilebilir
1
K, = 5 [t Ty — Ty — (tatpTe)e] (4.1.15)

Ayrica gq nesnesi de nonmetrisiti cinsinden agagidaki gibi verilir

Gab = _<Zach)ec + (%Qac)ec (4116)
Literatiirde, koordinat ¢ergevesinin (Hehl, McCrea, ve dig. ), ortonormal
gercevenin (Dereli ve Tucker ) ve karma cercevenin (Adak, Kalay ve Sert

) tercih edildigi galigmalar vardir. Ayrica bazi metinlerde, tam baglantinin
Levi-Civita disindaki katkilar1 su gekilde isimlendirilmektedir : sadece torsiyon
kismi kontorsiyon, sadece nonmetrisiti kismi disformasyon ve en genelde her iki
kismin toplami ise distorsiyon (Adak, Dereli, T. S. Koivisto, ve dig. ).

Tam baglantinin ayrigtirilmasi ile iligkili olarak, wa, = Wap+ Ny burada Ny, :=
K p+qap+Quap distorsiyon 1-formdur, tam egrilik (Riemann-disi egrilik) 2-formu da

agagidaki gibi, Riemann ve Riemann-dig1 pargalar igerecek sekilde ayrigtirilabilir

R% = R% + DN% + N°, A N, (4.1.17)
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burada é“b Riemannsal egrilik 2-formudur ve DN @, ifadesi N%, nesnesinin Levi-

Civita baglantisina gore kovaryant tiirevidir,

Eab = d(:jab -+ @ac A acb (4118&)
DN® = dN® + &% A N¢ — &% A N%, (4.1.18b)

Ayrica, Einstein-Hilbert n-formunun da asagidaki gibi ayrigtirilmasi: baz kay-

naklarda goriiliir
R% A xe,’ = E“b A xe,’ + N% A N€ A xe,’ + d (Nab A *eab) (4.1.19)

burada D * eq? = 0 kosulu saglanmaktadir. Esitligin sag tarafindaki son terim
tam form oldugundan varyasyonel alan denklemlerine bir katki saglamaz ve bu
nedenle pratikte ihmal edilebilir.

Benzer bir ayrigtirma koordinat ve karma cercevelerde de pekala yapilabilir.
Literatiirde siklikla koordinat ve ortonormal cerceveler kullanilmaktadir. Karma
gerceve acik hesaplamalarda nadiren tercih edilir, ancak bu cergeve gravitasy-
onun teorik degerlendirmelerinde kullamgh olabilir (Hehl, McCrea, ve dig. ;
J. B. Jimenez ve T. S. Koivisto ). Gravitasyon diginda ¢ok farkli alanlarda da,
yukaridaki formiilasyon kullanilarak benzer hesaplamalar gergeklestirilir. Buna il-
ging bir ornek olarak, kristal kusurlarinin aragtirilmasinda Riemann-dig1 geometri-
lerin kullanildigi ¢aligmalar verilebilir (Roychowdhury ve Gupta ), (Adak,
Dereli, Kok, ve dig. ).

4.1.2 Geometrilerin siiflandirilmasi

Nonmetrisiti, torsiyon ve egrilik nesnelerinin var olup olmamasina gore Tablo 4.1

ile verilen siniflandirma kullanilabilir.?

4.2 Riemann geometrisi

Einstein’ in Genel Gorelilik teorisinin (GG) Riemann geometrisinde yazilmasindan
otiiri bu geometrinin ozellikleri zaman igerisinde gayet iyi ¢alisilmig ve anlagilmigtir.
Buna dayanarak, Riemann geometrisi ile ilgili ¢cok kisa bir ¢zet seklinde bilgi

aktaralm. Ornek olarak, ortnormal cercevede baglansin ve Cartan yapi den-
klemleri tizerinde Denk.(4.1.4), su kosullar verilsin Q,, = 0, T* = 0, R%, # 0.

“Literatiirde, bazen Qp su sekilde aynistinhr Qap = Qap + +94pQ burada ¢*PQap = Q
ve g2BQ 5 = 0. Buna gore Q5 = 0 ve Q # 0 kosulu Weyl geometrisi olarak adlandirilir.
Fakat, dokiimandaki igerikte ” Weyl geometrisi” ile, genel olarak @ 4p # 0 kogulunun saglandigi

geometriler kastedilmistir!
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Tablo 4.1: Geometrilerin simiflandirilmasi.

Qag | T2 | RAg | Geometri

0 0 Minkowski
0 # (0 | Riemann
#0 | 0 | Metrik (Weitzenbock) teleparalel
#0 0 0 Simetrik teleparalel
0 #0 | #0 | Riemann-Cartan
# 0 0 # 0 | Riemann-Weyl
#0 | #0 0 Genel teleparalel
#0 | #0 | #0 | Riemann-Cartan-Weyl

Bu kurulum Riemann geometrisinin yapisim verir. Ilk iki denklem, baglant1 w®,
iizerinde matematiksel bir iligki verir ve analitik olarak ¢oziilebilmesini saglar.
Bu ¢oziim Levi-Civita baglant1 1-formudur, w,, = @a, ve Denk.(4.1.14) ile ver-
ilir. Sonug olarak, tiim diger nesneler sadece metrik kullanilarak tiiretilebilir;
g — e*(9) = @%(9) = R%(g). Bu sonu¢, GG’ nin Riemann geometrisinde

tanimli metrik bir teori olarak amildiginin arkasindaki sebeptir.

4.3 Teleparalelizm (TP)

Teleparalelizm, geleneksel olarak GG ile Riemann geometrisinde verilen gravita-
syon tamimina alternatif bir formiilasyon saglar. Bu sisteme gore gravitasyon,
egrilik yerine torsiyon veya nonmetrisiti ile ifade edilir. Zaman i¢inde telepar-
alelizm cok yogun calisilmig ve gravitasyonel etkilegimlerin anlagilmasi hakkinda
yeni goriiler ve alternatif bakig acilar1 saglamigtir. Bu konsept ilk olarak Elie
Cartan tarafindan 20. yy. baglarinda tanitilmigtir, 6yle ki torsiyon igeren bu
anlamda ve Riemann geometrisini genellegtiren bir 6neri olarak (Cartan ).
Albert Einstein’ in kendisi de birlegik alan teorisi ¢aligmalarinda teleparalelizm
kavramini kullanmigtir (Einstein ). TP geometriler tizerine kurulu TP grav-
itasyon modellerinin modern formiilasyonlar: gostermistir ki, bazi 6zel kosullar
altinda bunlar GG ile aynm1 fenomolojik sonuglara sahip oluyorlar, oyle ki Genel
Goreliligin Teleparalel Egdeger (TPGR) modelleri olarak adlandirilirlar. Bununla
birlikte, en genelde bu modeller, GG’ nin sahip olmadigi bazi sonuglar da tiretirler.
Teleparalel geometriler {ig siifta incelenebilir : metrik teleparalel (MTP), simetrik
teleparalel (STP) ve genel teleparalel (GTP) geometriler. Bunlarin tizerine kurulu

teleparalel gravitasyon modelleri de, iligkili olarak sirasiyla su sekilde isimlendirilir
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GG’ nin metrik teleperalel esdegeri (MTPGR), GG’ nin simetrik teleparalel
esdegeri (STPGR) ve GG’ nin genel teleparalel esdegeri (GTPGR).

Teleparalelizmde, afin baglantinin tam egriligi sifirlanir

R%(w) =0 (4.3.1)

Ayrica, MTP’ de ise, tam baglant1 -Weitzenbock baglant1 olarak da adlandirilir-
sifir olmayan bir torsiyona sahiptir (Hayashi ve Shirafuji )

T(w) = D(w)e® = de® +w A e’ #0 (4.3.2)

Ote yandan, STP’ de ise sadece nonmetrisiti sifirdan farkl olur

1

1
Quo(w) = =5 D(W)ga = 5 (= dap + W aGer + & sac) 7 0 (4.3.3)

Tahmin edilebilecegi iizere, GTP’ de torsiyon ve nonmetrisinin her ikisi de sifirdan
fakli sekilde geometride var olur.

TP geometrilerin olugturulmasinda uygun yontemlerden biri ayar serbestliginin
sabitlenmesidir (gauge fizing). Baglanti nesnesinin bir ayar alani olarak ele alinmasi
ile bu gerceklestirilebilir. Afin baglantinin bazi cercevelerde sifirlanmasi ile bir-
likte ilgili TP geometrik kurulum saglanmis olur. Ornegin, ortonormal cercevede
sifirlandiginda M'TP, koordinat gergevesinde sifirlandiginda STP ve karma cercevede
sifirlandiginda ise GTP geometriler elde edilebilir. Bkz. Tablo 4.2.

Tablo 4.2: Farkl cercevelerde ayar sabitlemesi uygulanarak elde edilen TP ge-

ometriler.
cerceve | ayar sabitlemesi yapilar geometri
ortonormal w* =0 R% =0, Qu=0 T*#0 MTP
koordinat wt, =0 R, =0, Qu#0, TH=20 STP
karma wig =0 Ri =0, Qup#0, TA#0 GTP

TP gravitasyon modellerinin, aragtirmacilar tarafindan belki de en motive
edici bulunan ozellikleri hakkinda su soylenebilir : Bu modeller karanlik enerji
(kozmik ivmelenme) ve karanlik madde (galaksi rotasyon egrileri) fenomenlerinin
aciklanmasinda yeni imkanlar saglayabilir (Cai ve dig. ). Dahasi, serbestlik
dereceleri agisindan (dolayisiyla tiretilen dinamikler agisindan), bazi durumlarda

GG’ den daha zengin altyapilar sunabilmektedirler (Hohmann ve dig. ).

4.3.1 Metrik (Weitzenbock) teleparalelizm (MTP)

Ortonormal ¢ercevede baglansin ve Denk.(4.1.4) ile verilen Cartan denklemlerinde

su kogullar uygulansin Q. = 0, R%, = 0 ve T® # 0. Bu kurulum, sadece torsiy-
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onun sifirdan farkli oldugu, metrik teleparalel geometri yapisini verir. Yukaridaki
kogullar altinda, Riemann geometrisinden farkli olarak, baglant1 katsayilarinin
wep analitik olarak coziilebilecegi direkt bir iliski bulunamaz. Bu nedenle stan-
dart yontem olarak, metrik ve baglanti i¢in birbirlerinden bagimsiz 6nermeler
yapilmasi yolu izlenir ve daha sonra bu énermelerin yukaridaki kogullar: saglayip
saglamadigi kontrol edilir. Bu yontemin diginda, alternatif bir yontem asagida
tarif edilmistir.

O ve O' Lorentz gozlemciler olsunlar, MTP geometri iginde

O: e’ ve w (4.3.4a)
o' : e’ ve  w'y (4.3.4b)

Gozlemci O ayar potansiyelini (afin baglantiy1) su sekilde se¢sin w?, = 0. Buna

gore agagidaki konfigiirasyonu elde eder
wep =0 = Qab =0, R = 0, T = de® 7§ 0 (435)

Bu durumda, Denk.(D.0.13) vasitasiyla, gozlemci O’ su baglantiy1 goriir w®, =
LY ,dL%, dyle ki (J. B. Jimenez, Heisenberg, losifidis, ve dig. ) igindeki
Denk.(2) ve (J. B. Jimenez, Heisenberg, losifidis, ve dig. ) igindeki Denk.(22)
ile verilen Minkowski metrik 1, = L%nq. L%y ifadeleri ile iligkili olarak. Tamam-
layict bir bilgi olarak, O" gézlemcisinin Cartan tensorlerini Denk.(D.0.13) yardimiyla
gozlemledigi soylenebilir. Sonug olarak, MTP geometrsinin dinamik nesneleri
sadece metrik ile elde edilebilmig olur : O gozlemcisi i¢gin g — e%(g) — T%(g),
w? = 0 ve O’ gbzlemcisi icin ise g — ¥ (g) — L¥o(9) — w¥w(g9) — T%(g).
Farkli bir bakig acisindan, w®, = 0 secimi, gorelilik teorisinin ruhuna aykir:
goriilebilir, zira 0zel olarak secilmis bir ¢erceve belirlenmig gibi goriilebilir. Fakat,
gravitasyon, geleneksel tanim olarak uzayzaman geometrisinin (Riemannsal veya
diger) dinamigi olarak ele alindiginda, baglantinin segimi sadece bir ayar in-
dirgemesi olarak diigiintilebilir (6r. Elektromanyetizmadaki Lorenz veya Coloumb
ayar segimleri gibi). Bu durumda Weitzenbock gergevesinin w®, = 0 segilmesinin
hicbir 6zelligi yoktur. Sadece uygun bir relativistik gravitasyon teorisinde, ”eylem-
siz” ve ”eylemsiz-olmayan” c¢ergevelerin farkliigindan bahsedilebilir. Bu ise, belki,
Noether yiiklerinin fiziksel gozlenebilirlerle ortiistiigii ”eylemsiz cercevelerin” ku-
rulmasi ile miimkiin olabilir, oyle ki korunan ytiklerin tanimi geometrideki baglanti
nesnesi ile hassas bir gekilde iligkilidir (T. S. Koivisto ; J. B. Jimenez ve T. S.

Koivisto ).
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4.3.2 Simetrik teleparalelizm (STP)

STP kurulumu igin yine ortonormal cerceve ile baglanirsa, MTP durumundaki
gibi ilerlemek miimkiin olmaz. Bunun yerine, koordinat gercevesinde baglansin
ve Denk.(4.1.3) ile verilen Cartan denklemlerinde su kogullar uygulansin 7% = 0,
R*s = 0 ve Qu3 # 0. Sonug olarak, simetrik teleparalel geometrinin yapisi
elde edilir. MTP’ ye benzer sekilde, yukarida verilen kogullar altinda analitik
olarak baglant1 katsayilar1 w®g coziilemez. Genel strateji, metrik ve baglant: igin
bagimsiz onermelerde bulunarak, bu onermelerin yukaridaki kogullar1 saglayip
saglamadiginin kontrol edilmesidir. Bu yontemin yerine, alternatif bir yontem
olarak, uygun bir koordinat sistemi secilir ve agagidaki gibi bir ayar sabitlemesi

yapilir
1
wag =0 = Qag = —§dga5 £ 0, T =0, Ralg =0 (436)

Bu se¢im dogal ayar se¢imi veya tesadifi ayar se¢imi olarak adlandirihir lit-
eratiirde (Adak ; J. B. Jimenez, Heisenberg ve T. Koivisto ).

Simdi, bu prosediir tersten takip edilsin. Teleparalelizm kosulu R%, = 0, su
baglanti nesnesi tarafindan saglanir w®, = h®,dh*, burada h®, € GL(n,R). Eger
torsiyonun da sifirlanmasi istenirse bu durumda kobazlar su sekilde yazilmalidir
e = h,dx*, dyle ki bu su anlama gelir h*, = h%,(g). Buradan su sonug elde
edilir Qu = —%ho‘ahﬁbdgaﬁ # 0. Sonug olarak, STP geometrinin dinamik nes-
neleri sadece metrik ile elde edilebilirler g — e¢*(g) = h%,(9) = w*(9) = Qu(9g)-

4.3.3 Genel teleparalelizm (GTP)

Riemann geometrisinde baglant1 katsayilarinin analitik olarak metrik bilegenleri
cinsinden yazilabiliyor olmasinin aksine, yukaridaki TP durumlarda baglanti nes-
nesi analitik olarak ¢oziillemiyordu. Bu nedenle ortonormal ve koordinat cercevelerinde
ayar serbestligi kullanilarak, sirasiyla MTP ve STP geometriler kurulabildi. Simdi
ise, karma cergevede baglansin ve Denk.(4.1.1) ile verilen Cartan denklemlerinde
su kosullar uygulansm Qap # 0, 74 # 0, R4 = 0. Yine, 6nceki durum-

45 analitik olarak coziilemezler. Genel

larda oldugu gibi, baglant1 katsayilar1 w
metod, yine, metrik ve baglanti i¢in bagimsiz 6nermelerin yapilip, bu onermelerin
yukaridaki kogullari saglayip saglamadiginin kontrol edilmesidir. Bunun yer-
ine, alternatif bir yontem olarak, karma cercevede ayar serbestligi kullanilarak

baglant1 katsayilar: i¢in agagida verilen se¢im yapilir
1
wip =0 = Qap = _§dgAB # 0, T = de’ #0, Ry =0
(4.3.7)
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Bunun ardindan, Denk.(D.0.10) kullanilarak ilgili nesnelerin ortonormal ¢ergevedeki
kargiliklari elde edilir. Teleparalelizm kosulu i¢in su baglanti kullanilir w®, =
h® 4dh*, burada h®4 € GL(n,R). Kobazlar e* = h® e arasindaki iligki, h%4 nes-
nesinin metrik tarafindan belirlenebilmesine imkan verir, h%4 = h®4(g). Ozetle,

e*(g) ve h%a(g) (ve h",(g)) belirlendikten sonra, tam baglant1 w®, = h®, dh?,,

1
2

Sonug olarak, GTP geometrinin dinamik nesneleri sadece metrik ile elde edilmig

nonmetrisiti Qup = 5(Wap + Wpa), ve torsiyon 7% = de® + w®, A e’, hesaplanir.
olur g — €*(g) — h®a(g) — w(9) = Qub(g) and T(g).

Burada su se¢im yapilmig olsaydi A, (z) = 6%, karma cerceveden koordinat
gercevesine gecilmis ve GTP geometri, STP geometriye indirgenmis olurdu. Diger
taraftan, h?,(z) = §2 secimi ise karma cerceveden ortonormal cerceveye gecisi

temsil eder ve bu durumda da GTP geometri, MTP geometriye indirgenir.

4.4 Cesitli Riemann-disi etkilerden ornekler

Bu bolumde, Riemann-disi geometrilerde caligtigimizda kargilagilabilecek bazi
etkilerden bahsedilecektir, 6rnek olarak. Acik¢a tahmin edilebilecegi gibi, bu
kurulumlarda calisirken Riemann manifoldlarinda goriilmeyen bazi sonuclar or-
taya ¢ikabilir. Bundan dolay1 da, bu alternatif geometrik kurulumlar iizerine insa
edilen gravitasyon teorilerinin de Genel Gérelilik (GG)’ ten farkl dinamikler ve
ozellikler icermesi pekala olasidir. Bolim 5 altinda cesitli Riemann-dis1 gravita-
syon teorileri incelenmigtir. Tezin bu kisminda ise, herhangi bir gravitasyon mod-
eline atifta bulunmadan, piir geometrik zeminde kalarak bazi Riemann-digi etk-
iler incelenecektir. Boliim 4.4.1 altinda jeodeziklerin ve otoparalel egrilerin STP
bir geometride nasil formlara sahip olduklari ve birbirlerinden nasil farklilagtig
aragtirilmistir, oyle ki bu iki nosyon Riemann geometrisinde ayni egri ailesini ifade
etmektedir. Daha sonra, Boliim 4.4.2 altinda, Riemann-dig1 bir etki olan, ikin-
cil saat etkisi (second clock effect, SCE) derinlemesine incelenmistir, dyle ki bu
etki de yine STP geometri kapsaminda arastirilmigtir. Bahsi gecen bu boliimler

sirastyla (Pala ve Adak ) ve (Pala, Sert ve Adak ) yaymlari ile ilintilidir.

4.4.1 Test parcaciklarin yoriingesi

[saac Newton’ dan bu yana yercekimi teorilerinin iki ana bilegeni olmustur; alan
denklemleri ve yoriinge denklemleri. Alan denklemleri bir kaynagin dinamiklerini
tanimlamak icin kullanilirken, yoriinge denklemleri ise spinsiz kiitleli noktasal test

parcaciklarin takip ettigi yolu belirlemek i¢indir. Bunlar, Newton’ un yercekimi
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teorisi icin sirasiyla su sekilde yazilirlar

V3¢ = —4nGp (4.4.1)
d>7

=+ Vo =0 (4.4.2)

burada G Newton’ in gravitasyon sabiti, 7" test parcaciginin 3-boyutlu Oklid ge-
ometrisindeki konum vektorit, ¢ Oklid geometrisindeki zaman parametresi, p kiitle
kaynaginin hacim yogunlugu, v 3-boyutlu Oklid uzaymdaki gradyen operatorii
ve ¢ kaynaktan 7" kadar uzakliktaki gravitasyon alamidir. Diger taraftan, Ein-
stein” in GG’ si kapsaminda, uzayzaman egriliginin madde iizerine etkisi grav-
itasyon kuvveti olarak yorumlanir ve kiitleli noktasal test parcaciklarin uza-
yzaman gec¢misinin, zamansal jeodezi egrileri ile kesistigi varsayilir, 6yle ki bu
jeodeziler uzayzaman metrigi ile baglantilidir. Dolayisiyla maddenin uzayzaman-

daki hareketi metrik tarafindan belirlenir.

1
By = 5 R = 47 G T, (4.4.3)
Pzt dat da?
d7‘2 —I— (U'ul,)\ d7‘ E = 0 (444)

3 wzayzamanda metrik tensoriiniin

burada g, (1+3)-boyutlu Riemannsal-benzeri
bilesenleridir, Rz, Ricci egrilik tensoriintin bilegenleridir, R egrilik skaleridir, 7},
lineer momentum (enerji-momentum) tensoriiniin bilegenleridir, 7 afin parame-
tredir (pratikte 6z-zaman olarak alinir), z# uzayzamanda segilen bir koordinat sis-
temidir, w*, Levi-Civita baglant: katsayilaridir (Christoffel sembolleri). Yukaridaki
ilk esitlik Einstein alan denklemleri ve ikinci esgitlik de Riemannsal-benzeri uza-
yzamandaki jeodezi denklemi olarak bilinir.

Bu agiklamalar bir siire gozlemlerle uyum iginde stiregeldi. Ancak, yine de,
Einstein’ i gravitasyon teorisinin otesine ge¢mek icin bircok sebep vardir, oyle ki
karanlik madde ve karanlik enerji gibi gozlemsel ¢aligmalardan kaynakli fenomen-
ler oldugu gibi gravitasyonun kuantumlanmasina dair simdiye kadar yetrsiz kalan
cabalar da teorik agidan giiclii bir sebep tegkil eder, (Hehl, McCrea, ve dig. ),
(Adak ). GG ve geometri arasindaki siki iligki, alternatif gravitasyon mod-
elleri aragtirmalarinda, GG’ nin geometrik altyapisini yeniden gozden gecirmeyi
gayet dogal bir secenek olarak kargimiza cikarir. Bu durumda, Riemann-disi
geometrilerde kurulan alternatif gravitasyon teorilerinde, klasik olarak otopar-
alel egriler tizerine inga edilen jeodezi hipotezinin modifiye edilmesi gerekebilir.

Ozetle, Denk.(4.4.4) ile verilen jeodezi denklemi, agagidaki otoparalel egri den-

3pseudo-Riemannsal.
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klemi ile degistirilmelidir

d?xt dz? dx?
dr? M2 dr dr 0 (4.4.5)

burada w*,) Riemann-dis1 baglant1 katsayilaridir, oyle ki en genelde Levi-Civita’
nin yaninda torsiyon ve/veya nonmetrisiti kaynakl pargalar da igerebilir. Ornegin,
(Dereli ve Tucker ) ile verilen galigmada, aragtirmacilar Riemann-Cartan uza-
yzamaninda yazilan Brans-Dicke gravitasyon modelinde Levi-Civita baglantisinin
otoparalelleri lizerine kurulan jeodezi hipotezini incelemigler ve sunu ortaya koymuslardir

Eger Brans-Dicke skaler alan1 madde ile anlamli bigimde ciftlenirse ve test
parcaciklarinin bu yeni kurulumun diinya-gizgilerini takip ettigi varsayilirsa, ge-
leneksel jeodezi hioptezi iizerine kurulu olan ve yaygin olarak kabul edilen metot-
larin gozden gegirilmesi gerekebilir. Bu sonuglar daha sonra geligtirilmistir (Ce-
beci, Dereli ve Tucker ), Oyle ki kendi ekseni etrafinda donen (klasik spinli)
gravitasyon kaynaginin olusturdugu geometrilerdeki metrik uyumlu farkli baglantilar
tarafindan belirlenen otoparalel egriler kargilagtirilmigtir. Son ¢caligmalarin birinde
ise (Y. Obukhov ve Puetzfeld ), alternatif kiitle¢ekim teorilerindeki otopar-
aleller yeniden ele alinmigtir. Bu calismada arastirmacilar, otoparalel egrileri
Riemann-dis1 kapsamda acikca hesaplamiglar ve ayni1 zamanda bu egrilerin alter-
natif gravitasyon teorilerinde test pargaciklar i¢in temel hareket denklemi olup
olmadigini tartigmiglardir.

Bir gravitasyon kaynaginin varliginda, spinsiz test parcaciklarinin jeodezileri
mi (torsiyon ve nonmetrisitinin olmadigi durumlarda) yoksa otoparalelleri mi (tor-
siyon ve nonmetrisitinin oldugu durumlarda) takip edecegi konusunda literatiirde
hentiz bir uzlagma gortinmemektedir. Sadece deneysel ve gozlemsel galigmalar,
parcaciklarin metrik jeodezilere mi yoksa tam afin baglanti nesnesinin otoparalel-
lerine mi uygun hareket edecegini belirleyecektir, kanimizca. Bununla birlikte,
bunlardan hangisinin daha uygun ve dogal olacagima dair teorik bakig agisiyla
incelemeler de pekala yapilabilir. Bu baglamda, (B. J. Jimenez ve Delhom )
ile verilen caligmada ifade edilmistir ki, metrik jeodezik yoriingeler, fizik ile ilgili
mevcut anlayigimiza daha uygun secenekler olarak gortinmektedir.

Riemann-dig1 alternatif gravitasyon caligmalari baglaminda, dinamik nesne
olarak sadece nonmetrisitinin var oldugu (torsiyon ve tam egrilik nesnelerinin
sifirlandigi) simetrik teleparalel gravitasyon (STPG) modelleri incelenmigtir (Adak
ve Sert ), (Adak ), bu galigmalara onciiliik eden (Nester ve Yo ).
Bu aragtirmalar ilgili alanlardaki bilim toplulugunun kayda deger olgiide ilgisini
¢ekmigtir (Mol ), (Hohmann ). Verilen tiim bu yeni kiitlegekim aragtirmalar:

Lagrangiyen formalizmi ile yapilmistir. Bu kapsamda alan denklemleri varyasyon
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hesaplari ile elde edilmistir. Ardindan da, bu alan denklemlerine birtakim ¢oziimler
bulunmug ve bunlar analiz edilmistir. Ancak, gorildiigii kadariyla, STPG kap-
saminda test parcaciklarinin yoriingesine dair bir tartigma yapilmamistir. Bu mo-
tivasyonla, tezin bu boliimiinde verilen ¢alisma gergeklestirilmigtir. Son ¢aligmalarin
birinde (J. Z. Yang ve dig. ), aragtirmacilar jeodezi sapma denklemini in-
celemiglerdir, oyle ki bu denklem bir arada olan test parcaciklarin gorece ivmelen-
melerini ifade eder. Bununla birlikte aym ¢ahismada, Weyl-tipi f(Q,T) gravita-
syon modelindeki deformasyonlar ile iligkili olan dinamik nesnelerin nasil evrildigi
de incelenmistir, 6yle ki burada nonmetrisiti () tamamen Weyl vektori ile be-
lirlenmis ve standart Weyl formunda verilmigsken, 7" madde enerji-momentum

tensoruniun izini ifade eder.

Otoparaleller

Riemann geometrisinde, otoparalel egriye z#(7) teget olan T# teget vektoriiniin,
paralel taginma boyunca ayni "yonii” gostermesi ve boyunu (normunu) korumasi
istenir (Wald )

DTH =0 (4.4.6)

Ote yandan, otoparalel egriler sezgisel olarak ” miimkiin olan en dogru egri” olarak
sayilabilecekleri icin, STP geometri kapsaminda vektorlerin paralel taginma es-
nasinda boylarini korumasina dair kogul diglanabilir. Bilindigi iizere nonmetrisiti,
paralel taginma esnasindaki boylar ve acilar ile iligkilidir. Buna gore, agsagida ver-

ildigi gibi, klasik tanimindan farkli olarak yeni bir paralel tagima kurali verelim
DT* = (aQ", + bg" )TV 4+ cQT" (4.4.7)

burada T# = dx*(7)/dr vektori z#(7) egrisine tegettir ve bu egri 7 afin parame-
tresi ile parametrize edilmistir, Q*, nonmetrisiti 1-form*, @ = @Q*, Weyl 1-
form, ¢*, Denk.(4.1.9) ile verilen ve nonmetrisiti igeren terim ve a,b, ¢ rastgele
sabitlerdir. Bu yeni paralel tagima recetesi, bu caligma ile sunulan bir yenilik
olarak sOylenebilir. Tesadifi ayar se¢imi uygulanir w*s = 0, ve su elde edilir
DTH# = dT* = (0,T*)dx™. Devaminda, tiim 1-formlar bilegenleri cinsinden su
sekilde yazilir Q*, = Q" dz®, ¢*, = ¢",odx® ve Q = Q" ,odx®. Buna gore

Denk.(4.4.7) ile verilen ifade suna doniisiir

DuT" = (aQ" e + bg"ve) T + Q¥ v T" (4.4.8)

4Dokiiman boyunca tensor ifadelerin bilesenleri ile tensériin kendisi birbirlerine yerine kul-

lamlabilir, aksi belirtilmedikce. Or. nonmetrisiti 1-form bilesenleri = nonmetrisiti 1-form.
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Elde edilen bu ifade 7 ile garpilir ve su tanmimmlamalar yapilir : 790, := <= ve

dr
TH = dx#/dr. Ardindan agagidaki ifadeye erisilir
d*at dx” dz® dxt dx®
— B4 b ) —— —— Yo —— —— 4.4.
dr? (0Q"va + bg"va) dr dr +ed dr dr (4.4.9)
Burada tesadiifi ayar se¢iminin sonucu olarak, Q.5 = —%dgaﬁ kullanilir ve gunlar

elde edilir : Q" = —%g”ﬁ(aaggl,) ve iligkili olarak ¢*,, = —%g“ﬂ(&,gag — 03Yaw)-

Sonugcta, otoparalel egri denklemi metrik cinsinden agagidaki gibi verilebilir

A+ a-+b b dz¥ dz® ¢ dz* dx®
=g |———(9 0, —(0 e 2 A

02 g 1 (9agpy + 0vgsa) + 2( 5Gaw) dr dr 29 (Dagpv) dr dr
(4.4.10)

burada koseli parantez i¢indeki ilk terim simetrize edilmistir, (va) = %(ya +av).
Gozlenebilecegi gibi eger su secim yapilirsaa = b = 1 ve ¢ = 0, o zaman yukaridaki

denklem Riemann geometrisindeki otoparalel egri denklemi ile ortiigtir.

Jeodeziler

Sezgisel olarak jeodezi, "miimkiin olan en kisa egridir”. Iki nokta arasindaki

sonsuz kii¢iitk mesafe metrik yardimiyla su sekilde hesaplanabilir
ds® = g, dxtdz” (4.4.11)

Koordinat egrileri z# = x#(7) seklinde parametrize edilirse agagidaki ifade yazilabilir

(metrik imzasi gOyle secilsin (—, +, +, +))

5= / (—guiti”)'? dr (4.4.12)

T1

burada terimler tizerindeki nokta igareti, afin parametreye 7 gore tiirevin alindigini
ifade eder. Yukarida ifade kullanilarak, verilen sinirlar arasindaki integrali ek-
stremize etmek miimkiindiir, varyasyon hesabi ile. Lagrangiyen ifadesi L =
(G (@)3#3*]'

lanirsa

olarak alinsin. Asagida verilen Euler-Lagrange denklemleri uygu-

d (0L oL
E (%) - 81‘0‘ - 0 (4413)

su sonug elde edilir

d?zP 1 dxt dx¥ i d(guara”)
=——g*f 0, v al/ « aoa v K
9% (OuGov + OvGop + Oagu) dr dr + 2( g ttiv) dr

dr? 2
(4.4.14)

Burada, esitligin sag tarafindaki son terime dikkat ¢ekelim. Bu terim, nonmetrisi-

tinin varhginda, en genelde, vektoriin boyunun ayni kalmak zorunda olmamasi
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sebebiyle belirmigtir. Bu terimi biraz daha analiz edelim. Oncelikle su sekilde

yazilsin g, 2"2" = g, THT" = T,T". Buna gore,

d(T,T") = (Dgu)THT” + 29, TH(DT")
= 2QuT"T" + 29, TH(DT") (4.4.15)

Burada Denk.(4.4.7) kullanilirsa su sonug elde edilir
d(T,T") =2(a — D)QuT"T" 4+ 2cQT, T" (4.4.16)

Bu sonuca gore, Denk.(4.4.14) ile verilen STP geometrisindeki jeodezi denklemi,
a = 1 ve ¢ = 0 secimleri altinda Riemann geometrisindeki jeodezi denklemi ile
kesigmektedir.

Sonug olarak, Denk.(4.4.10) ve Denk.(4.4.14) ile STP geometri kapsaminda
verilen, sirasiyla, otoparalel ve jeodezi ifadeleri en genelde birbirlerinden farklidir.
Bu sonug, Riemann-digi1 geometrilerde beklenen bir durumdur. Ancak Riemann
geometrisinde bu iki ifade birbirleriyle kesigir. Yukarida da belirtildigi tizere,
a=0b=1 ¢ = 0 secimleri ile Riemann geometrisi kogulu saglanmig olur ve
boylece Denk.(4.4.10) ve Denk.(4.4.14) ile verilen otoparalel ve jeodezi egrileri

kesigir.

Uygulama : Duragan, eksenel simetrik metrik altinda test parcaciklarinin

yoriinge ve hiz tayini

Test parcaciklarinin yoriingesi iizerine bir uygulama olmasi adina eksenel simetrik
bir metrik altinda Denk.(4.4.10) ile verilen otoparalel denklemini agikga hesaplayalim.
Bunu yaparken, disk tipi galaksilerin dig yoriingelerindeki hiz egrilerinde gozlenen

ve karanlik madde ile tanimlanan problem tizerine de yorumlar yapmaya calisacagiz,
oyle ki segecegimiz modelin bu hiz egrilerine dair amprik verilerle uyumlu olup
olmadigini arastiracagiz. Oncelikle agagidaki gibi duragan, eksenel simetrik bir
metrik onermesi ile baglayalim

T T

g=- (1 +— m) dt* + (1 + —m> dr® + r? (d6? + sin® 0d¢”) + 20mE i Odtde
r
(4.4.17)

burada m ve J := m/l, sirasiyla, gravitasyon kaynaginin kiitlesi ve yoriingesel
acisal momentumu, H, F, G boyutsuz sabitlerdir. Hizlica not edelim : Ozel olarak
GG baglaminda Kerr metrigi H = —F = G = —2 se¢imi ile verilebilir. Bu metrik

altinda Denk.(4.4.10) denkleminin bilegenleri agik olarak asagidaki gibi verilebilir
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&9 [ a+b+2 N c(H+F)m) drdd N 2bGm{sin 6l cos 6 dt do
dr? r 2r2 dr dr r3 dr dr
. do do de db
—_— = —_— 4.4.1
+ bsin 6 cos GdT 0 ccot GdT o ( 8a)
d_Qt_ _%_ﬁ_m[(a—kb)?—[—l—c(?—[—k}')] dtdr tﬁﬂ@
dr? r 212 drdr CVardr
3Gmlsin® 0 dr d¢
— _ 44.1
(a+0) 2r2 dr dr ( 8b)
¢ (a+ by gmt dt dr  (a+b)gmlcot§ dt do
dr? 2r4 dr dr r3 dr dr
a+b+2c c(H+F)m) drde df d¢
+{_ r * 2r2 }deT—(a+b+c)cot9deT
(4.4.18c¢)
&Er bHmdtdt [ 2c m[cH+ (a+c)F] | drdr cot@ﬁﬁ
dr?  2r? drdr r 2r2 drdr dr dr
d6 do .9 dpdp  bGmlsin®0 dt de
b(mF T)EE bsin® 0 (Fm 7’)%% i
(4.4.18d)
burada p = t, 7,0, ¢ koordinat fonksiyonlari icin z* := ¢, 2" :=r, 2% :== 0, 2% := ¢

gosterimleri kullanildi. Bu noktada, genelligi kaybetmeden, ekvator diizleminde
hareket eden bir test pargacigi varsayildi. Bu kosul 6 = 7/2 secimi ile ifade edilir
ve df/dr = 0 sonucunu verir. Elde edilen bu sonu¢ yukaridaki Denk.(4.4.18)

ifadelerinde kullanilirsa agagidaki denklemlere ulasilir

O_d_Qt 2c_ mlla+bH+c(H+F) ﬂﬁ+3(a+b)9m€@@
- dr? r 2r2 drdr 2r2 dr dr
(4.4.19a)
d*¢  (a+b)GmL dt dr a+b+2c c(H+F)m) dodr
0= drz 2r4 dr dr + { r a 2r2 } dr dr (4.4.19b)
P bMm (dt 2+ 2 mlcH + (a+ ) F)\ (dr)’
S drr 2r? \dr r 2r2 dr
dp\?  bGml dt do
+b(Fm —r) (E) t g, (4.4.19¢)

Bu ifadeler en genelde rotasyon igerir. Yine genelligi kaybetmeden, basitlik olmasi

adina ¢ = 0 se¢imi ile rotasyonun ihmal edildigi statik bir durumu inceleyelim.
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Bu kosul altinda Denk.(4.4.19) ifadeleri agagidaki bi¢imi alir

d*t 2c mila+b)H+c(H+F)] | dtdr
d*¢ a+b+2c c(H+F)m) dpdr
0="5+ { s } i (4.4.20D)
o—ﬁ+ 2 mlcH + (a+)F]\ (dr\®  bHm (dt 2+b(F ) g\
dr? r 2r2 dr 2r2 \dr e\
(4.4.20¢)

Burada Denk.(4.4.20a) ve Denk.(4.4.20b) ifadeleri kullanilarak, lineer (enerji) ve

acisal momentum korunumlarina karsgilik gelen, Ey ve Ly, iki adet hareket sabiti

tammlanabilir
dt N Ey L m[(a+b)H + c(H + F)] (4.4.21a)
dr — r2 2r
do Lo mc(H + F)

Yukaridaki sonucun elde edilmesi sirasinda birinci derece formalizm kullanilmigtir,
yani sadece birinci derece terimler tutulmugtur. Korunum sabitlerini iceren bu
sonuglar Denk.(4.4.20¢) ifadesinde yerine yazilirsa, radyal esitlik i¢in asagida ver-

ilen birinci derece diferansiyel denklem elde edilir

2 2
e <1+m[c7-[+(a—|—c)]-"]> <ﬁ) +bm7—LEO
r dr r

2012 (1 —a)mF 1
§

_ 2 _
r2atb)=2 | [1 = 2(a +b)]r 2(1—a-— b)} Ey+e=0 (44.22)

burada ¢ integral sabitidir. GG’ nin lineer Schwarzschild limiti altinda, ¢ = 1
kogulu kiitleli nesneler i¢in zamansal jeodezilere, ¢ = 0 kosulu ise kiitlesiz nesneler
(6r. foton) igin 1g1nsal jeodezilere karsilik gelir.

Simdi ise, karanlik madde problemi hakkinda yukarida verilen Riemann-digt
modelin ongoriileri hakkinda fikir edinmek adina, gravitasyon kaynagindan r
kadar uzaklikta yoriingede hareket eden bir nesne i¢in hiz ifadesini hesaplayalim.
Bunun i¢in Denk.(4.4.21b) ve Denk.(4.4.22) ifadeleri kullanilirsa

v? = (dr/d7)* + r*(d¢/dr)? (4.4.23a)
B - m{bE3H+ (B} —e)[cH+ (a+)F)}  (a—1)L2
T pde pActl r2(a+b+2c)—2
mL3 2b(1 —a)F = blcH + (a+c)F]
T Rarbr2o 1 {C(f A R e e e (4.4.23b)

Burada acikca goruldiigii lizere, serbest parametrelerin uygun se¢imi altinda, test

nesnesinin gravitasyon kaynagina olan uzakhigi arttik¢a yoriinge hizinin belirli
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bir degere yakinsadigi soylenebilir! Bu, gozlemsel verilerle uyumlu bir sonuca
benzemektedir. Ornegin, (i) ¢ = 0 ve a + b > 1 secimi altinda, r — oo icin,
v — \/% degerine, (ii) ¢ > 0 ve a + b+ 2¢ = 1 se¢imi altinda, lim, ,., v —
Loy/(a —1)/(a+ b — 1) degerine yakinsamaktadr.

Karanlik madde hakkinda yukarida verilen analizin yaninda, simdi ise, mod-

elin yoriinge denklemi igin nasil bir sonug verecegini aragtiralim. Denk.(4.4.22)
ifadesinde dr/dr = (d¢/dr)(dr/d¢) yazihp burada Denk.(4.4.21b) ifadesi kul-
lanilir ve klasik analizdeki notasyona benzerlik i¢in r = 1/u degisken déntigiimii

yapilirsa agagidaki ifadeye ulagilir

d2u b [2 — (a ‘I’ b)](Eg — 5) 3—2(a—|—b) 3b(3a + Qb — Q)mF 2
+ U = U u
d¢*>  a+b—1 L3 2[1 —3(a+b) + 2(a + b)?]
2o+ BIRHES 4 P~ o (44
0

Bu ifade STP geometri altinda verilen model i¢in yoriinge denklemidir ve acikga
Riemann-dig1 katkilar goriinmektedir. GG baglaminda ve Schwarzschild limitin-
deki yoriinge denklemine ulagmak icin tekrar a = b =1, H = —F = —2 se¢imi

kullanilirsa su ifade elde edilir

;%1; +u= % + 3mu? (4.4.25)
Bu ifade tam olarak, GG baglaminda ve Schwarzschild metrigi altinda, ¢ = 1
kosulu ile kiitleli nesnelerin (6r. gezegenlerin) ve € = 0 ile de kiitlesiz nesnelerin
(6r. fotonun) yoriinge denklemiyle kesigmektedir. Elbette serbest parametrelerin
farkli konfigiirasyonlar1 ile farkli yoriinge denklemleri elde edilebilir. Bununla
beraber, yukaridaki sonuctan gozledigimiz kadariyla, Newton limitinin empoze
edilmesi durumunda (6yle ki gilines sistemi 6lgeginde gozlemlerle uyumlu olmasi
adina), serbest parametrelerin tiim segimleri benzer formda yoriinge denklemleri
vermektedir. Buna gore, sadece su iki se¢im yapilabilir : (i) a + b = 2 ve (ii)
a+ b= 3/2. Bunun yaninda son bir yorum olarak sunu da not edelim : Galaktik

hiz analizinde yer alan ¢ parametresi, yukarida goriildiigii iizere yoriinge denklemi

ifadesinde otomatik olarak ortadan kalkmistir.

Son sozler

GG’ de yaygin olarak kabul edildigi tizere, kiitleli spinsiz test pargaciklarinin
uzayzaman ge¢misi, metrik ile verilen zamansal jeodezi (otoparalel) egriler ile
kesisir. Ote yandan, Riemann-dig1 geometrilerde, torsiyon ve/veya nonmetrisiti
igeren, jeodezi veya otoparalel egrilerden hangisinin spinsiz test parcaciklari icin

dogru diinya-cizgilerini olusturdugu konusunda bir uzlagi yoktur. FEinstein’ 1n,
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Riemannsal-benzeri gravitasyon kurulumunda, afin parametre 7 fiziksel agidan
Oz-zaman olarak alinir, 6yle ki bu parametre zamansal z#(7) egrisi boyunca stan-
dart bir saat ile degigsmeden olgiilebilir. x#(7) egrisi ile birbirlerine baglanan
iki olay arasindaki 0z-zaman ol¢iimiiniin yola bagimliligi goz oniine alindiginda,
Einsteinsal bir saat yoriingeden bagimsiz olarak 6z-zamanin yeniden parametrize
edilebilmesine olanak tanir. Ote yandan, nonmetrisiti iceren Riemann-disi bir ge-
ometride 6z-zaman Olgiimii i¢in kullanilacak olan saatin belirlenmesinde daha
hassas olunmasi gerekir. Bu baglamda, (Quiros ) ile verilen galigmada,
STPG teorileri fenomolojik olarak evrenin gecerli bir tanimini veremeyebilecegi
tartigilmigtir, dyle ki bu geometrilerde var olabilen ikincil saat etkisi (SCE) olarak
adlandirilan bir etki sebebiyle. Bunun yaninda, (Teyssandier ve Tucker ),(Teyssandier,
Tucker ve Wang ) galigmalarinda, Riemann-digi geometrilerdeki standart
saatler incelenmis ve afin parametreyi olgebilen yeni bir standart saat tanimi
yapilabilecegi tartigilmistir, oyle ki ayar dontigiimleri altinda teorinin eylemindeki
ve tam baglantidaki degigmezlik kullanilarak. Ek olarak, (J. B. Jimenez, Heisen-
berg ve T. Koivisto ) caligmasindaki Lemma 2 ile gosterilmistir ki, STP uza-
yzamanlarda SCE gozlenmez. Ayrica, (Delhom, Lobo, ve dig. ) galigmasinda
aragtirmacilar gostermigtir ki, Weyl-degismez uzayzamanlardaki 6z-zaman tanimi,
nonmetrisiti iceren daha genel uzayzamanlara dogal olarak genellenebilir.

Bu boliimde, kiitleli spinsiz test parcaciklarin yoriinge hareketi, STP arka-
planinda ve tesadiifi ayar secimi altinda incelenmistir, 6yle ki bunlarin diinya-
gizgilerinin otoparalel veya jeodezi egrileri olup olmadig: tartigilmigtir. Yeni bir
paralel tagima kurali ile Denk.(4.4.7), paralel tasima sirasinda teget vektoriin
boyunun degismeyecegine dair klasik kabul modifiye edilmistir. Ardindan ko-
ordinat haritasinda {z*}, acik¢a otoparalel ve jeodezi denklemleri tiiretilmigtir.
Finalde, baz1 0zel se¢imler altinda her iki egrinin de Riemann geometrisindeki
jeodezi (otoparalel) egriler ile kesigtigi gozlenmigtir. Sonug olarak sdylenebilir ki,
Riemann-dig1 geometrilderde hangi egrinin spinsiz test parcaciklar i¢in gecerli
oldugu, yeni nesil deneysel ve gozlemsel calismalar neticesinde ilerleyen zaman-

larda belirlenebilir (Belenchia ve al. ).

4.4.2 STP geometride ikincil saat etkisi (SCE)

GG’ de baglangigta senkron haldeki saatlerin, uzayin farkl yollarinda ilerlemeleri
esnasinda senkronizasyonlarini yitirebilecekleri bilinir. Bu birincil saat etkisi

olarak adlandirihr.” Ote yandan, nonmetrisiti iceren Riemann-dis1 bir geometride

5Bu saatler, farkll yollar: takip ettikten sonra tekrar uzayin aymi noktasina geldiklerinde,

baglangictaki senkronizasyonlarinin korundugu goézlenir. Senkronizasyondaki farklilik, yollarda
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oz-zaman olctimii icin kullanilacak saatlerin seciminde daha dikkatli olunmasi
gerektigi, Hermann Weyl’ in etkileyici galigmalarindan bu yana (Weyl ),(Weyl

) bilim toplulugunun dikkatindedir, yle ki bu galigmalarda Weyl gravitasyon
ve elektromanyetizmay1 birlegtirmeyi amaglamigtir. Weyl teorisinde, kovaryant
tiirevin yar-metrisiti kogulunu V,g,, = —2B,g,, saglamasina ihtiya¢ duymustur,
burada B, Weyl potansiyel vektorudiir. Yaymindan hemen sonra, Einstein’
1 bizzat kendisi bu calismay1 elestirmis ve saatlerin frekanslarinin uzayzaman
yoriingelerine (diger bir deyigle ge¢miglerine) bagh olmak zorunda oldugunu id-
dia etmistir, 6yle ki bu durum kincil saat etkisi (SCE) olarak adlandirihr. SCE
simdiye kadar hi¢bir zaman gozlenmedi, bununla birlikte Weyl” in caligmas1 da
zaman i¢inde etkisini yitirdi. (Lobo ve Romero ) galigmasinda, CERN’ deki
hizlandiricilarda muonlarin genisletilmis omiir verileri kullanilarak, SCE tizerine
bazi kisitlar getirilebilmistir.

Literatiirde, nonmetrisiti iceren Riemann-digi geometrilerde ¢aligilan birgok al-

ternatif gravitasyon modeli vardir, 6r. (I. M. Benn ve Tucker ), (Pala ve Adak

) ve bunlarda sunulan referanslar. Dolayisiyla, SCE’ nin olup olmadigina dair
veya nonmetrisiti olan geometrilerde bu etkinin bertaraf edilip edilemeyecegine
dair ¢abalar kayda degerdir ve bu konuda bir¢ok ¢aligma yapilmigtir (Ehlers, Pi-
rani ve Schild ), (Quiros n.d.). Aragtirmacilar (Ehlers, Pirani ve Schild )
calismasinda, 151k 1ginlar1 ve serbest diisiis halinde kiitleli parcaciklar baglaminda
oz-zaman Ol¢iimi ic¢in kullanilabilecek standart saat hakkinda cesitli aksiyomlar
ve ispatlar vermistir. Buna paralel olarak (Perlick ) galigmasinda, Weyl man-
ifoldlarda standart saatin siniflandirilmasi verilmistir, 6yle ki bu sayede bir saatin
standart olup olmadiginin test edilebilecegi deneysel bir yontem Onerilmistir.
Bunun yamnda, (Teyssandier ve Tucker ),(Teyssandier, Tucker ve Wang

) galigmalarinda, Riemann-dig1 geometrilerdeki standart saatler incelenmis ve
afin parametreyi 6lcebilen yeni bir standart saat tanimi yapilabilecegi tartigilmistir,
oyle ki ayar dontigiimleri altinda teorinin eylemindeki ve tam baglantidaki degismezlik
kullanilarak. (Avalos, Dahia ve Romero ) caligmasinda aragtirmacilar Weyl-
integrallenebilir bir uzayzamanda, Perlick (Perlick ) tarafindan tammlanan
genellegtirilmig saatin SCE 6lgmeyecegini iddia etmistir. Bunun yaninda (J. B.
Jimenez, Heisenberg ve T. Koivisto ) caligmasindaki Lemma 2 ile gosterilmigtir
ki, STP uzayzamanlarda SCE gozlenmez, zira i¢ carpim R, = 0 kosulu altinda
yoldan bagimsiz olur. Bununla ilintili olarak, R = 0 kosulunu saglamayan
Riemann-digi geometrilerde SCE hala acik bir problemdir. Son zamanlardaki

caligmalarda (Hobson ve Lasenby ),(Hobson ve Lasenby ), SCE’ nin

ilerlemeleri boyunca gozlenebilir.
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Weyl ayar teorilerinde olmayabilecegi tartigilmigtir, 6yle ki bu teoriler hem lokal
Poincare hem de lokal 6lgek déniigiimleri altinda degismezdir. Ote yandan bir
diger calismada (Delhom, Lobo, ve dig. ), aragtirmacilar Perlick tarafindan
verilen genellestirilmis saatlerin herhangi bir Riemann-digi geometride SCE 6lgecegini,
ancak sadece @, = ¢, dp formunda (burada ¢ siirekli bir fonksiyondur) non-
metrisiti igeren geometrilerde SCE’ nin 6lgiilmeyecegini tartigtilar. Bununla ilgili
olarak, en genelde STP geometrilerde de genellestirilmig saatlerin SCE 0Olcecegini
belirttiler. Benzer olarak (Quiros ) caligmasinda, STPG teorilerin SCE soru-
nundan dolay1 gecerli gravitasyon modelleri veremeyecegi tartisildi. Devaminda
(Quiros ) caligmasinda ayni aragtirmaci, @, = g, dy formunda nonmetrisiti
igeren Weyl-integrallenebilir uzayzamanlarin, Weyl ayar teorilerin ve STPG teo-
rilerin SCE 6lgmeyecegini iddia etti.

Tezin bu boliimiinde, SCE 6zellikle STP geometrilerde incelenmis ve en genelde,
sadece Weyl-integrallenebilir uzayzamanlar da degil, nonmetrisiti igeren tiim Riemann-
dig1 geometrilerde SCE’ nin 6l¢iilmek zorunda olmayacagi iddia edilmistir, oyle
ki bunun i¢in lokal genel koordinat doniigiimleri (GCT) ve lokal Weyl (6lgek)
doniigtimleri altinda degismez kalan yeni bir paralel tagima kurali tanitilmisgtir.
Elde edilen sonuglar sadece STP geometrilerde degil, nonmetrisiti ve torsiyonun
her ikisini de iceren Riemann-digi geometrilerde de gecerlidir. Bunlara ek olarak
ikinci bir sonug olarak su sonug elde edilmistir : Evren, Lorentz simetrisinin
yaninda eger Weyl simetrisini de tasiyorsa, gecerli bir alternatif gravitasyon mod-
eli i¢in secilebilecek en basit (temel) geometri, @, # 0, T" = 0, R*, = 0 kogullar1
ile verilen STP geometri olarak belirmektedir. Uciincii bir sonug ise, elde edilen
meta-jeodezi egrisinin spinsiz kiitleli test parcacigin yoriingesini belirlemek icin,
otoparalel egriler yerine kullanilabilir olabilecegidir. Bu boliimdeki formalizm dig

cebir ile verilmistir (Thirring ), (Frankel ).

Transformasyonlar
Oncelikle M iizerindeki (lokal) genel koordinat déniigiimlerini (GCT) ele alahm
gt — gt =T ot 4 ¢ (4.4.26)

burada T* , rotasyonu ve &M btelemeyi temsil eder. Daha fazla detay icin bkz.
Ek C.
Simdi, GCT’ den bagimsiz olarak Weyl (6lgek)® doniigiimlerini tanitalim

g—g=e¥ayg (4.4.27)

6Baz1 metinlerde bu doéniisiimler konformal doniisiim olarak da adlandirilmaktadir.

71



burada v (z) stirekli bir fonksiyon. Yukarida verilen doniigiim, koordinat kogergeve
demetinde C'F*(M), ve ortonormal kogergeve demetinde O F*(M ), sirasiyla agagidaki
gibi etki eder

dat = da* ve gur = Wg,, (4.4.284a)
e =e?@et ve ny=nw (4.4.28b)

Migkili olarak vielbein nesnelerinin Weyl déniisiimii asagidaki gibidir
ha=e V@ht, ve R =e'@h%, (4.4.29)

Buna gore, nesnelerin Weyl yiikleri su sekilde verilir : w(dz#) = 0, w(g,) = 2,
we®) =1, w(ne) = 0, w(h*,) = —1, w(h®,) = 1. Weyl dontigiimii vektorlerin
boylarimi yeniden olgeklendirirken vektorler arasindaki agilara herhangi bir etkisi
olmaz. Déniisiim elemanlar1 e¥® Weyl grubunu olustururlar, YW. Notasyonda,
lokal GCT icin kesme igareti (X’) ve lokal Weyl doniisiimii icin ise bar isareti (X)
kullanilmigtir. Metrigin doniigiimiintin yaninda, bundan bagimsiz olarak, tam
baglanti nesnesinin C'F*(M) ve OF*(M) tizerindeki W-doniigiimleri de, sirasiyla

agagidaki gibi verilir
why =wh, ve w' =w — dpdy (4.4.30)

Buna gore nonmetrisiti, torsiyon ve tam egrilik nesnelerinin koordinat kocerceve

demetindeki doniigtimleri agagidaki gibi verilir

Quv = ew(m)(QW — g dip(x)) (4.4.31a)
T" =T" (4.4.31D)
R", = R", (4.4.31c)

ortonormal kogerceve demetindeki doniigtimler asagidaki gibi verilir

Qap = Qab — Nt (2) (4.4.32a)
T = @7 (4.4.32D)
R% = RY, (4.4.32¢)

Buna gore, Weyl doniigiimii ardindan geometridek degisim asagidaki gibi ver-
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ilebilir
Minkowski

Riemann

Simetrik teleparalel
Riemann-Weyl
Genel teleparalel
Metrik afin

Simetrik teleparalel

Metrik teleparalel
Riemann-Cartan
Simetrik teleparalel
Riemann-Weyl Riemann-Weyl
Genel teleparalel

Metrik afin

Genel teleparalel
Metrik afin

LTl

Gortilebilecegi tizere, bir Weyl doniigiimii altinda yukaridaki ilk doért geometri
degisirken, son dort geometri degismez kalir. Eger evren Lorentz ve Weyl simetri-
lerine birlikte sahip ise bu durumda alternatif gravitasyon modeli olugturmak igin

en basit (temel) geometrik kurulum STP geometri olmaktadir.

SCE’ nin orijini

Hermann Weyl, orijinal ¢aligmalarinda (Weyl ),(Weyl ), Weyl potan-
siyel 1-form B olarak adlandirilan yeni bir alan onerdi. Buna gore, O" ge-
ometrik nesnesinin kovaryant (dig) tiirevi, koordinat kogergevesinde asagidaki gibi

tamimlanabilir

DO" = dO* + G*, A O (4.4.33)
burada @", Weyl tam baglanti olarak adlandirihir ve su sekilde verilir
W', =wh, +wt B (4.4.34)

Burada w, O" nesnesinin Weyl yiikiidiir O = e*¥@OF bunun yaninda O =
A¥ 0. Ayrica DO* isleminin, hem Weyl hem de GCT altinda, O" ile ayni
sekilde doniigebilmesi icin, yani DOW = A“/Vﬁ(’)” ve DO = eww(’:)f)(’)“, agsagida

verildigi tizere Weyl 1-formunun doniisiim kurali belirlenir
B'=B ve B=B-—dj) (4.4.35)

Weyl, teorisinde kovaryant tiirevin yari-metrisiti kogsulunu saglamasini istedi,

Vo9 = —2B59,,. Bu kosul, bizim notasyonumuzda agagidaki gibi verilebilir

Quu = Bg;u/ (4436)

Bu ifade hem GCT hem de Weyl doniigtimleri altinda degismezdir. Weyl, bu yeni
B alaninin Maxwell (elektromanyetik) potansiyel 1-form oldugunu diigtindii ve de-

vaminda gravitasyon ile elektromanyetizmanin birlegtirilebilecegine dair argtimanlar
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sundu. Daha sonra farkedildigi tizere, Weyl potansiyel 1-formu Maxwell akimi
ile degil, maddenin dilaton akimi ile ¢iftlenmektedir. Bu durumda, B alaninin
parcacik ve antiparcacik ile etkilesimi arasinda hicbir fark olmaz, ancak bu elek-
tromanyetizma baglamindaki gozlemlerle uyugmaz. Bilahare Weyl’ in teorisine
ilk kargt argiiman Einstein tarafindan one siirtildi. Einstein’ i iddia ettigi
tizere, Weyl’ in teorisi SCE igerir, Oyle ki saatlerin tik-tak frekanslari onlarin
diinya-gizgilerine (yani ge¢mislerine) baghdir. Fakat bu durum o zamana dek hig
gozlenmemisti. Bunun yaninda, Ozel Gorelilik ve Genel Goérelilik baglaminda
iyi bilinen birincil saat etkisi defalarca deneysel olarak dogrulanmisti. Temel
olarak SCE, geometrik bir sonugtur, dyle ki diinya-¢gizgisi (uzayzaman yoriingesi)
boyunca paralel taginma esnasinda vektoriin normunun degisebilecegi tizerine ku-
ruludur. Bu motivasyonla agagida, \ afin parametresi ile parametrize edilen bir
C = z(\) egrisine teget olan w* = da'/d\ vektoriiniin paralel tagmmasi ince-
lenmistir. Vektoriin normu (veya uzunlugu) u := |u#| notasyonu ile verilmistir,
oyle ki bu normun karesi metrik yardimi ile su sekilde yazilabilir u* = g, u*u".

Simdi, bu ifade tam baglantiya w*, gore agagidaki gekilde tiirevlensin
Du? = D(gu'u’) =  udu= —Quuu’ + g, u"Du” (4.4.37)

Burada kritik soru sudur : ”Bir teget vektoriin, teget oldugu egri boyunca, paralel

taginma kurali ne olmalidir?” Standart kaynaklarda bu kural agagidaki sekilde

verilir
Du# Du* dz”
D I — — — VD I —
U 0 = N 0 = <8x”)(d)\) 0 = u'D,u 0
(4.4.38)
oyle ki bilegenler cinsinden asagidaki formda yazilabilir
d?at dx” dx®
Hg———— = 4.4.
o Ty = (4.4.39)

burada w*,, := t,wH, veya w*, = wh, ,dx?. Hatirlatmakta fayda var, 6yle ki w*,,
tam baglanti nesnesi, Denk.(4.1.12) ile verildigi tizere, Levi-Civita, nonmetrisiti
ve torsiyon pargalari igerir, en genelde. Denk.(4.4.38) veya Denk.(4.4.39) ile ver-
ilen paralel tagima kurali, ayn1 zamanda otoparalel egri denklemi olarak da ad-
landirilir. Sadece Riemann geometrisinde otoparalel egri ve jeodezi denklemleri
kesisir, yle ki || ;‘ "'/ =9 (x)(dxr [dN)(dz /dN)dX integralinin ekstremize edilme-

siyle elde edilir ve 2#()\;) ve 2#(\s) sinir noktalar: arasindaki zamansal egrinin

uzunlugunu tanimlar. Sonug olarak Denk.(4.4.38) ile verilen paralel tasima kurali
kullanilarak, Denk.(4.4.37) agagidaki hale gelir

udu = —Quoutu’dx’
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Burada birim vektor su sekilde tammmlansin t* = w*/u. Buna gore yukaridaki

ifade tekrar yazilir ve integrali alinirsa
d — 13 Quuothtvda”
o —Quoth't’dz® = u=u;e N (4.4.40)
u

burada wu; paralel taginan vektoriin baglangic boyu ile iligkili bir integral sabitidir
ve u taginan vektoriin final boyudur. Tam bu nokta, SCE ile ilgili tartigmalarin
kaynak noktasidir. Nonmetrisitinin varhiginda, en genelde, teget vektoriin boyu,
kapali bir otoparalel egri boyunca paralel tagindiginda degigebilir. Orijinal Weyl

teorisinde @), = Bg,, olur, ve bu kosul yukaridaki sonug ile birlestirilirse
u = uzede Brdr" — 4 elos B — q.els B (4.4.41)

burada oncelikle, birim vektorlerin zamansal olmasi sebebiyle g, t#t" = —1 kul-
lanildi, ardindan da Stokes teorisi kullanildi. 9.5 kapali egrisi, .S alaninin siiridir,
oyle ki bu alan saatin iki farklh yoriingesinin olusturdugu bolgedir. Literatiirde
dB ¢izgi egriligi (veya ¢izgi alan giddeti) olarak anilir ve F' = dB ile gosterilir.
Eger S bolgesi i¢ginde F' sifir degilse, yolculuklarimin baglangig ve final nokta-
lar1 aynm1 dahi olsa, saatlerin tik-tak frekanslar1 degismis olacaktir, zira farkh
yoriingeleri takip ettiler. Bu etki SCE olarak bilinir. Bkz. Figiir 4.2. Eger
Weyl potansiyel 1-formu bir tam form ise, yani B = dp (burada ¢(z) herhangi
bir skaler fonksiyon), bu durumda F' otomatik olarak sifirlanir (Poincare lem-
mas1 sebebiyle), yani F = dB = d?>p = 0, ve SCE tamamen ortadan kalkar.
B = dy kosulunu saglayan geometriler Weyl-integrallenebilir geometriler olarak

adlandirilir.
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Figiir 4.2: SCE’ nin ¢izim ile gosterilmesi. Kaynak : Muzaffer Adak
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Paralel tagsima igin yeni kural

Tesadiifi ayar se¢imi kapsaminda teget vektoriin paralel taginmasi i¢in standart
kural Denk.(4.4.37) ile verilir
d?x#

#: p—
Q=0 = —5 =0 (4.4.42)

Bu ifade, spinsiz bir test parcaciginin STP geometri igindeki yoriingesini tarif et-
mekten uzaktir. Bunun iistesinden gelmek adina, (Pala ve Adak ) galigmasinda,
yeni bir paralel tagima kurali onerildi. Bununla birlikte bu ¢aligmada, verilen yeni
paralel tagima kuralinin Weyl degismezligi ve SCE ile iligkisi tartigilmadi. Ayrica,
(Pala ve Adak ) galigmasinda Denk.(16) ile ve yukarida Denk.(4.4.38) ile
verilen kurallar local GCT altinda degismez kalirken Weyl doniigiimii altinda
degismez kalmazlar. Sonug olarak, agagidaki gibi yeni bir paralel tagima kural

tammlanir
Dut = Q" u” (4.4.43)

oyle ki bu ifade hem lokal GCT hem de Weyl dontigtimleri altinda degigsmezdir.
Bununla birlikte, bu yeni 6nerme sayesinde, sadece Weyl integrallenebilir uza-
yzamanlarda degil, en genelde de SCE etkisi gozlenmez, zira nonmetrisiti icerse
dahi bir geometride vektorlerin boylar: paralel tagima sirasinda degismek zorunda
degildir, D |u*| = 0. Bu yeni kural, (Pala ve Adak ) caligmasinda Denk.(16)

ile verilen a = 1, b = ¢ = 0 kogulu ile uyumludur. (Hobson ve Lasenby )
caligmasinda yazarlar, agagida verildigi gibi yeni bir bir metrik uyumluluk kogulu

ve paralel tagima kurali 6nermesi ile, vektorlerin kapali bir egri boyunca taginmalar
esnasinda boylarinin degismemesini garanti altina almiglar ve boylece SCE gozlenmesi

ile ilgili argtimanlar1 ortadan kaldirmiglardir
Dguw =0 ve Du"=0 (4.4.44)

oyle ki bunlar lokal GCT ve Weyl donitigiimleri altinda invaryanttir. Bu ifadeler

agsagidaki gibi diizenlensin

ﬁguu = Dgp,z/ + Qg,usz =0 = Q“y = gl“’B (4445&)
Du* =Du* —Bu* =0 = Du"= Bu" (4.4.45b)

Gortilecegi tizere, arastirmacilarin SCE’ yi ortadan kaldirmak icin onerdikleri
¢Oziim Onerisi nonmetrisiti bilegsenlerinin 6zel bir hali i¢in gecerlidir : Yari-metrisiti
kosulu ile B = Q/4 = ¢" Q. /4 yazilir, ardindan paralel tasima soyle ver-
ilir Du* = Qu*/4. Ote yandan, bizim caligmamizda Denk.(4.4.43) ile 6nerilen

kural, nonmetrisiti bilegenlerinin tiimii ic¢in gecgerlidir. Ornegin, 6zel bir ¢oziim
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olarak Denk.(4.4.43) i¢inde @Q,, = g,,Q/4 alindiginda (Hobson ve Lasenby )
caligmasindaki sonug elde edilir. Benzer gekilde (Quiros ) caligmasinda yazar,
argiimanlarinit B = Q Onermesi tizerine temellendirmistir, 6yle ki bu kabul agagidaki

sonucu verir
Quv = 9w = gulaQ + (1 — 4a)1,Q° ndz?] (4.4.46)

burada a serbest bir parametredir. a = 1/4 se¢imi Denk.(4.4.45a) ile uyumludur.
Bu halde, elde edilen sonug (Hobson ve Lasenby ) caligmasinda verilenden
daha genel goriinmektedir, ancak halen bizim galigmamizda Denk.(4.4.43) ile ver-
ilenden daha kisithdir. Calismamizda, tartigmaya tesadiifi ayar se¢imi altinda
baglanmig olmasina ragmen, elde edilen sonuglar nonmetrisiti ve torsiyon iceren
tim Riemann-dig1 geometrileri kapsayacak kadar geneldir.

T Oz-zaman parametresi lizerine bir yorum paylasahm. GG’ te su sekilde
tanimlamr ds? = g, datdzr” = —dr?, dogal birimlerin se¢imi, c = G =h =1 ve
metrigin (—, +, 4+, +) imzas1 altinda. Bu tanim lokal GCT altinda degismezken,
Weyl dontigiimii altinda degildir, 6yle ki Denk.(4.4.28a) sebebiyle. Literatiirde
bazen, hiz 4-vektoriiniin Weyl yiikii sifirlanir, bu durumda v* = u* olur, boylece
dx*/dT = da*/dT elde edilir, 6yle ki bu sonu¢ Weyl invaryant bir 6z-zaman
saglar d7 = dr. Fakat bizim calismamizda w(ut) = —1, yani u# = e %@yt
ve so d7 = e¥@dr. Weyl invaryant bir 6z-zaman elde edebilmek adma (Hob-
son ve Lasenby ),(Hobson ve Lasenby ) caligmalar takip edilmistir, Gyle
ki bu caligmalarda A parametresi 0z-zaman olarak alinmamigtir, ¢inki v =
dz*/d\ kullanmlarak d/d\ = e ¥@d/d) iliskisi elde edilebilir. Arastirmacilar,
bu konuyu acikliga kavusturmak icin oncelikle Weyl” in teorisi tizerine Einstein’
I one siirdiigii itirazlar ele almiglar ve bu itirazlarin keskin spektral cizgilerin
gozlemi tizerine temellendigini soyleyerek, bu durumda atomlari, goézlemcileri,
saatleri, vs. temsil eden madde alanimnin varhginin da teoriye dahil edilmesi
gerektigini one stirmiiglerdir. Ardindan Weyl ayar teorisi ele almiglar ve maddeyi
temsil etmesi i¢in bir Dirac alanini teoriye eklemiglerdir. Sonugta, Weyl yiiki
w(¢) = —1 ile verilen skaler bir kompanzator alan” ¢(x) tanitmiglar ve 6z-zaman
ol¢iimiiniin su ifade ile yapilabilecegini 6nermislerdir, d7 = ¢dA. Tanim geregi bu-
radaki dr Weyl invaryanttir. Bununla ilgili olarak, aragtirmacilar, o6l¢ek-degismez
gravitasyon teorilerinde kompanzator alanin ¢, hem parcaciklarin dinamik olarak
kiitle kazanmasini saglayabilecegi hem de bunlarin 6z-zamanlarini dogru olarak
belirleyebilecegi sonucuna varmiglardir. Detaylar i¢in bkz. (Hobson ve Lasenby

),(Hobson ve Lasenby ).

"Buradaki kompanzatér alani ¢ ile, Weyl potansiyel 1-form B = dy tanimminda verilen ¢

arasinda hicbir iligki yoktur.
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Bu noktada, Denk.(4.4.43) ile verilen otoparalel tagima kuralinin test parcaciklar
i¢in (6r. Merkiir) dogru yoriinge denklemi olup olmadigini test edelim. Bunun
i¢in, verilen yeni kural STP geometride ve tesadiifi ayar se¢imi altinda agik haliyle

asagida gibi yeniden yazilsin

d>z¢ 1 dx” dx°®
—g"’ v+ 0uGs) e = 4.4.4
oz T 19" (0a950 + 0ugpe) —- = =0 (4.4.47)
Oz-zaman cinsinden yeniden diizenlensin
>zt 1 dz dx®  0,¢ dx” dxt
~g"" (8595, + 0v9p0 . =0 4.4.48
arz t 19" Oes0 4 0us0) e + (4.4.48)

Burada, otoparalel egri denkleminin bilegenleri acik sekilde kiiresel simetrik statik
bir metrik i¢in hesaplandi ve verilen yeni otoparalel tagima kuralinin spinsiz test
parcaciklari i¢in dogru bir yoriinge denklemi vermedigi goriildii (Merkiir gezegeni
i¢in bile). Bunun iizerine, jeodezi denklemini ele alahm, test parcaciklarinin dogru
yoriinge denklemi olup olmadigini arastirmak icin. Ashinda buna meta-jeodezi
denklemi® denmesi daha isabetli olabilir, zira Lorentz ve Weyl invaryant eylem

kompanzator alani igermektedir : [ = [ ¢ds = fif O/ —gudxrdx’. Ardindan,
0l = 0 iglemi ile agagidaki meta-jeodezi denklemi elde edilir

d*zt 1 dx” dx®
+ =0"° (05950 + 0v980 — O Guo) ——— + ¢ 0, In =0 4.4.49
5 T 59" (0595 980 = Osgve) =+ 9 ¢ ( )
Burada, z*(7) egrisi boyunca paralel taginan teget vektoriin boyunun degismeyecegi
garanti altina alindigi i¢in, normalize 4-hiz s0yle varsayildi —guycg—:df: = 1.

Bu noktada su yorumlar1 yapalim : Eger skaler alanin yeterince yavas degistigi
varsayilirsa, bu durumda ¢ alaninin (en azindan) giines sistemi élceginde neredeyse
sabit oldugu varsayilabilir ve boylece yukaridaki denklemde son terim ihmal
edilebilir, zira d,¢ ~ 0. Sonug olarak, Merkiir i¢in dogru bir form elde edildigi
sOylenebilir. Fakat, diger taraftan, galaktik olgekte 0,¢ terimi anlamlh bir katk
veriyor olabilir (zira bu dlgekte, giiclii etkilegimler ve yiiksek enerji altinda yavas
degismek zorunda olmayabilir), yle ki bu élgekte spiral galaksilerin dig yoriingelerindeki
hiz egrilerinin diiz olmasindan sorumlu olabilir. Boylesine olasi geometrik bir etki,
klasik karanlik madde onermesine alternatif olan yeni bir gravitasyon modeli ve
hatta yeni bir evren modeli 6nerebilir. Son olarak, onerilen yeni meta-jeodezi den-
kleminin, serbest diigliy yapan spinsiz test parcaciklarinin dogru diinya-gizgileri

i¢in aday oldugu iddia edilebilir.

8Bu metnin yazildig: tarihlerde internet diinyasmda ”metaverse” kavrami oldukca popiilerdi.
Bu nedenle "para” veya ”semi” gibi ifadeler yerine 6n ek olarak "meta” kullanimi tercih

edilmigtir!
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Son sozler

Bu c¢alismada SCE ve 6z-zaman fenomenleri STPG modelleri baglaminda ince-
lendi. Baglangicta, lokal GCT ve Weyl donitigiimleri, hem koordinat hem de
ortonormal gercevelerde verildi. Elde edilen ilk sonu¢ su oldu : Eger evren
Lorentz simetrisinin yaninda Weyl simetrisini de tasiyorsa, bu kosulu saglayan
en basit geometri, Qg # 0, T* = 0, R*, = 0 kosullarin saglayan STP geometri-
sidir. Ardindan, z#(\) egrisi boyunca, bir teget vektorin u* := dx#/d\ paralel
taginmasi esnasinda boyunun degisimi tlizerine tartigma yapildi ve nonmetrisiti
varlig ile iligkili olarak SCE incelendi. Gortldii ki, literatiirde de soylendigi tizere
Weyl integrallenebilir uzayzamanlar da SCE ortadan kaldirilabiliyor. Daha sonra,
tesadiifi ayar secimi altinda w*, = 0, STP geometride spinsiz bir test parcacigin
yoriinge denklemi olmasi amaciyla otoparalel egri denklemi tiiretildi. Ikinci sonug
olarak, Denk.(4.4.43) ile verilen, lokal GCT ve Weyl dontigiimleri altinda in-
varyant kalan yeni bir paralel tagima kurali onermesi yapildi. Bununla ilintili
olarak, SCE’ nin sadece STP geometride degil, nonmetrisiti ve torsiyon iceren
en genel Riemann-digi geometrilerde de ortadan kalkabilecegi sonucuna varildi.
Devaminda, (Hobson ve Lasenby ),(Hobson ve Lasenby ) caligmalari
takip edilerek, 6z-zaman kavrami incelendi. Kompanzator bir skaler alan ¢(z)
yardimiyla, G1(4,R) ve Weyl dontigiimleri altinda invaryant kalan bir 6z-zaman
tanim verildi. Uclineii sonug olarak, otoparalel egri denkleminin test parcaciklarinim
diinya-cizgileri i¢in dogru bir tanim olmayabilecegi yorumu yapilarak, meta-jeodezi
denklemi elde edildi ve bunun giines sistemi ve galaktik olgeklerde dogru sonug

verebilecegine dair ¢ikarimlar yapildi.
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Konu 5

Gravitasyon teorileri

“Agka diistligiiniiz i¢in gravitasyonu suclayamazsiniz.”

Albert Einstein

5.1 Gravitasyon ayar kuramlari

Kuantum evreninin Standart Model (SM) taniminda, dinamik Lagrangiyenlerde
yer alan tiim madde alanlari, agikga uzayzamanin kendisi tarafindan (diger bir
deyisle koordinatlar tarafindan) parametrelendirilmistir; bunun yani sira, bu alan-
lar kendilerine karsilik gelen soyut i¢ uzaylarinda da var olurlar. Ornek olarak,
spinor alanlar1 uzayzamanin noktalari boyunca hareket edebilirken, ayni zamanda
(ig) spindr uzaylarinda da benzersiz bir sekilde doniigiirler. Yang-Mills tipi madde
alani teorilerinde alanlara uygulanan ayar dontigiimleri, alan1 uzayzaman icinde
degil, kendi i¢ uzaymda doniigtiirir. Bu nedenle literatiirde ayar dontigiimleri
i¢ doniigtimler olarak da adlandirilmaktadir. Bu ayar yaklagiminin gravitasy-
ona uygulanmasi diisiiniildiigiinde durum farkhidir. En azindan giintimiiz fizik
bilgisi kapsaminda, SM etkilesimleri icin lokal ayar prosediiriinde oldugu gibi,
madde alanlarina herhangi bir dontisim uygulayarak gravitasyon bilgisini elde
edemeyiz. Dolayisiyla literatiirde bu gorev i¢in kullanilan yontem, dontigiimlerin
madde alanlarina degil, uzayzamanin kendisine uygulanmasidir. Boylece gravi-
tasyonun ayar modellerinin yerel uzayzaman donisiumlerinden ortaya ciktigi sonu-
cuna varilabilir. Bagka bir deyigle uzayzaman dontigiimleri koordinat dontigiimleriyle
iligkilidir. Bu nedenle gravitasyon teorilerinin, yani bunlara karsilik gelen La-
grangiyenlerin, koordinat dontigiimleri altinda degismez olmasi talep edilir.

O zamanlar fark edilmese de Maxwell’ in elektromanyetizma teorisi, ayar
teorisinin en basit drnegidir; teorideki simetri doniigtimlerinin ayar (Lie) grubu

U(1) grubudur. Yang ve Mills izotopik spinin (C. N. Yang ve Mills ) yonelimini
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incelediklerinde daha karmagik ayar teorileri ortaya ¢ikti. Elektromanyetik alanin,
belirli invaryanslhik ozelliklerini gerektirdigi gibi, Yang-Mills alaninin varliginin da
belirli invaryansliklar1 gerektirdigi ortaya c¢ikti. 1950 1i ve 1960° I yillardaki
aragtirmacilar, gravitasyon alaninin varligi ile Lorentz degismezligi arasindaki
iliskiyi, arka plandaki bu fikirler 1g1ginda diigiinmeye bagladilar. Lorentz ce-
biriyle baglayan Utiyama, 1956’ da bir yercekimi teorisi elde etmek i¢in cebirsel bir
yapiya ayar metodunu uyguladi (Utiyama ). Birkag yil sonra 1961 de Kib-
ble, Poincaré cebirinin tamamini dikkate alarak Utiyama’ nin teorisini genisletti
(Kibble ). Einstein’ in Genel Gorelilik teorisini tiiretebilmeleri, yer¢ekiminin
de bir ayar teorisi olarak yazilabilecegine dair perspektifin baglangicini igaret ediy-
ordu. Ayrica yercekimini bir ayar teorisi olarak incelemek icin gesitli motivasy-
onlar da vardir.

Gravitasyonun ayar modelleri ile ilgili, giiniimiize kadar yapilan caligmalar:

ozetleyen bir gorsel verilebilir, bkz. Figiir 5.1.

MAG

@#0

[wa]
PartC varo [cG | [Adsg] [suGral
Part B

PG = Poincaré ayar teorisi,
EC = Einstein-Cartan ayar teorisi, GR = Genel Gérelilik, TG = Oteleme ayar teorisi,
GR) = GR’ nin oteleme-denk ayar teorisi, WG = Weyl ayar teorisi, MAG = Metrik-
afin ayar teorisi, CG = Kounlormal ayar teorisi, AdSG = (Anti-)de Sitter ayar teorisi,

SuGra = Siipergravitasyon (siiper-Poincaré ayar teorisi)

Figiir 5.1: Gravitasyonun ayar teorilerinin siniflandirilmasi. Kaynak : (Blago-
jevic, Hehl ve Kibble )

5.1.1 bolimi altinda, Minkowski uzayinda c¢aligirken kullandigimiz uzayza-
man simetrilerini hatirlatacagiz. Bilindigi gibi evrenimizdeki isleyigin temelinde
duran Lorentz grubu, goreceli karakterini rotasyonlardan ve boostlardan olusan
Lorentz dontigiimiiyle gostermektedir. Verilen boliimde bu simetriyi, sirasiyla
Poincaré ve Weyl (6lgek) doniisiimlerini olugturan dtelemeler ve dlceklemeleri

dahil ederek genellestirecegiz. Daha sonra 5.1.2 boliimiinde, grubun parame-
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trelerinin sabit olmadigi, uzayzaman koordinatlarina iligkin alanlar oldugu, yerel
Poincare doniigtimlerini ele alacagiz. Bunu yaparak, Poincare ayar teorisinin ge-
ometrik yapisinin, Levi-Civita baglant1 ve torsiyon alanlarini dinamik alanlar
olarak iceren, Einstein-Cartan tipi olarak adlandirilan yapiya doniistiigii sonu-
cuna varacagiz. Benzer gekilde Bolim 5.1.3 altinda Weyl ayar teorisini veren
kiiresel Weyl grubuna ayar metodu uygulayacagiz. Sonunda, bu teorinin ge-
ometrik yapisinin Weyl-Cartan tipi geometri tarafindan verilebilecegini gozlemleyecegiz.
Bu béliimiin genelinde esas olarak (Blagojevic ) calismasindaki fikirler ve no-

tasyon kullanilmigtir.

5.1.1 Uzayzaman simetrileri

Teorik fizigin zengin oyun alaninda uzayzaman simetrileri, evren anlayigimizin
iizerine insa edildigi temel kaya olarak duruyor. Bu simetriler, en kii¢iik kuantum
etkilesimlerinden kozmolojinin genis 6lceklerine kadar uzanan, fiziksel yasalari
degismeden birakan ¢ok cesitli doniistimleri kapsar. Oziinde, uzayzaman simetrisi,
uzayzamandaki koordinatlarin déniigiimleri altinda fiziksel yasalarin degismezligini
ifade eder. Bu dontigiimler, 6telemeleri, rotasyonlar: ve boostlar (Lorentz dontigiimleri)
ve bunlarin kombinasyonlarini icerir. Noether Teoremi bu simetrileri, korunan
niceliklere zarif bir sekilde baglayarak simetri ile fiziksel yasalar arasindaki derin
baglantilari ortaya ¢ikarir (Noether ).

Uzayzaman simetrileri baglaminin merkezinde Lorentz simetrisi vardir, oyle ki
bu simetri Ozel Gorelilik ilkelerini korumak icin hayati 6nem tasir ve uzayzaman
araligini (metrik) koruyan rotasyonlar1 ve boostlari kapsar. Lorentz simetrisi,
goreli teorilerde uzayzamanin yapisini destekler ve parcacik fiziginden kozmolojiye
(Weinberg ) kadar cesitli alanlarda 6nemli bir rol oynar.

Poincaré simetrisi, uzayzamandaki otelemeleri dahil ederek Lorentz simetrisini
genisgletir. Lorentz dontisiimlerini 6telemelerle birlestirerek, bunlari Ozel Gorelilik
icinde kapsayan Poincaré grubunun temelini olugturur. Poincaré grubunun énemi,
Kuantum Alan Teorisi ve Goreli Kuantum Mekanigi (Wigner ) formiilasyonlari
icin bir cergeve saglayan, diiz uzayzamandaki fizik yasalarinin simetri grubu olma
roliinde yatmaktadir. Ayrica Kuantum Alan Teorisi’ nde (QFT), uzayzaman
simetrileri, karsgimiza ayar simetrileri ve Poincaré simetrileri olarak ortaya cikar
ve alanlar ile parcaciklar arasindaki etkilesimlerin yapisini belirler. Poincaré
simetrisi enerjinin, momentumun ve agisal momentumun korunumu yasalarini
saglar ve kuantum alanlarinin dinamiklerini ve bunlarin etkilegimlerini yonlendirir
(Ryder ).

Lorentz ve Poincaré simetrilerine ek olarak, konformal dontigtimler ve Weyl
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olceklendirmeleri, uzayzaman simetrileri cergevesinde onemli roller oynamakta ve
fiziksel teorilerin yapisina ve bunlarin gesitli 6lgeklerdeki sonuclarina iligkin daha
derin i¢goriiler sunmaktadir.

Konformal donitisiimler, acilar1 koruyan ancak mesafeleri korumak zorunda ol-
mayan, uzayzaman koordinatlarinin eglemeleridir. Daha teknik olmak gerekirse,
konformal bir déniigim a* — 2/ = f#(x) olarak ifade edilebilir; burada f*(z)
stirekli bir fonksiyondur. Bu doniigiim metrigin bi¢imini, bir konformal (6lgek)
faktor ile birlikte korur, yani g,,(z) — Q(z)?g..(z) burada Q(x) konformal
faktordiir. Konformal simetri 6zellikle Kuantum Alan Teorisi ve Sicim Teorisi
ile yakindan ilgilidir ve korelasyon fonksiyonlarinin yapisini ve egri uzayzaman-
lardaki alanlarin dinamiklerini etkiler (Francesco, Mathieu ve Sénéchal ).

Adimi Hermann Weyl” den alan Weyl o6lgeklendirmesi, metrigin, pozitif bir
fonksiyonla garpilmasim igerir, g, (z) — gu(z) = Q(2)?g,(z). Bu donisgim,
topolojik yapisini degistirmeden uzayzamanin geometrik 6zelliklerini etkiler. Fizikte
Weyl olgeklendirilmesi, gravitasyon teorileri ve egri uzayzamanlarin geometrisi
galigmalar: gibi (Weyl ) konformal simetrinin agikga ortaya ¢iktig: teorilerde
onemlidir.

Konformal simetri ve Weyl Ol¢eklendirmesinin fizigin gesitli dallarinda derin
etkileri vardir. QFT’ de konformal simetri, korelasyon fonksiyonlarinin davranigini
kisitlayarak, gelismis hesaplama tekniklerine ve renormalizasyon grup akigina
iliskin icgortilere yol agar. Yercekimi teorilerinde Weyl oOlgeklendirmesi, uza-
yzaman egriliginin dinamiklerini ve bunun madde ve enerji dagilimlariyla olan
iligkisini kegfetmek icin bir gerceve saglar (Nakahara ). Son aragtirmalar,
konformal simetri ve Weyl olgeklendirme uygulamalarini, holografiyi de iceren
yeni sinirlara dogru genisletti, 6yle ki bu alan AdS / CFT iligkisinde 6nemli rol
oynamaktadir. Bu iligki, uzayzamanin sinirindaki QFT’ leri daha yiiksek boyutlu
bir uzayzamandaki yercekimi teorileriyle iligkilendirerek, uzayzaman simetrileri
ile temel fizikteki teorik cerceveler arasindaki etkilesimi sergiliyor. Teorik fizik-
teki tiim bu ilerlemeler, uzayzaman simetrilerinin sinirlarini, kuantum yercekimi
caligmalar1 ve Sicim Teorisi de dahil olmak tizere yeni alanlara itmistir. Bu
caligma sahalari, uzayzamanin temel simetrilerini korurken Kuantum Mekanigi’
ni Genel Gorelilik ile birlestirmeyi amacliyor. Stipersimetri ve yiliksek boyutlu
simetriler gibi genisletilmig simetrilerin arastirilmasi, temel etkilesimlere ve uza-
yzamanin dogasina iligkin anlayigimizi daha da zenginlestirir (Polchinski ).

Sonug olarak, uzayzaman simetrilerinin modern fizigin temel tagini temsil
ettigi soylenebilir ve Klasik Mekanik, Gorelilik ve Kuantum Alan Teorisi gibi

genig arastirma konularini kapsayan birlesik bir gerceve saglar. Bu simetrilerin
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aragtirilmasi ve uygulanmasi, uzayzamanin dokusuna ve evreni yoneten temel
yasalara dair derin iggoriiler sunarak, bu konudaki caligmalar: teorik fizigin 6n

siralarina tagimaya devam ediyor.

5.1.1.1 Poincaré doniisiimleri

M, Minkowski uzayzamani olsun. Sonsuz kiigiik aralik (metrik tensorii) agagidaki
gibi verilir

g = ds* = n,,dz"dz" (5.1.1)
Bu ifade {dz"} koordinat gergevesinde yazilmigtir. Soyle bir gergeve dontigiimii
(transformasyonu) verilsin S(x) — S’(z’), 6yle ki, en genelde boylesi bir déntigiim
sadece gerceve dontisiimii icerebilecegi gibi koordinat doniigtimii de olabilir. Metrigin

herhangi bir cerceveye bagli olmadigini varsayalim

N (x)datda” = 1} (2 )da'*da'? (5.1.2)
Eger n,,(x) = n,,(2') ise, bu durumda S’ gergevesi eylemsiz ¢ergeve olarak ad-
landirilir. Fakat, en genelde metrigin formu degisebilir.

Ac¢iklama. Metrigin formunu koruyan transformasyonlar, verilen uzayin izometri

grubunu olugtur. M, uzayinin izometri grubu Poincaré grubudur, P(1,3). O

¢(z) bir alan olsun. Form varyasyonu asagidaki gibi verilir

bo¢(x) := ¢'(x) — ¢(x) (5.1.3a)
ve toplam varyasyon da asagidaki gibi verilir
0¢(z) := ¢'(a) — ¢(x) (5.1.3b)
Sonsuz kii¢iik koordinat transformasyonu i¢in ' = x + &, su yazlabilir
dp(x) = Sop(z) + £H0,0(x) (5.1.4)

Koordinat dontigiimiinii agagidaki gibi diigiinelim
ot =t + 4 (x) (5.1.5)

Bu durumda metrik bilegenleri su sekilde dontisiir

, o> Ox*

M = 3 g e (5.1.6)
Birinci derece yaklagim altinda su yazlabilir
o> Ox* A\ N N
o't OV ~ 5;/55 - 5/18)71/ —00&" L (5.1.7)
ve sonug olarak suna erigilir
M = M — (Euw + Eupt) (5.1.8)
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Ac¢iklama. En genelde, koordinat doniigiimleri, alanlar tizerinde 6nemsiz olmayan

form varyasyonuna sebep olur. [J

M, tuzerindeki izometri, agagidaki kogulun saglanmasini gsart kosar

0 =00 = M — v = —(Euw + &) (5.1.9)
Bu Killing denklemidir. Simdi £#(x) terimini seriye acalim

EM(x) = TH + OH a¥ + O\t + (5.1.10)

burada 7 ve 6 sabit parametrelerdir. Yukaridaki Killing denklemi yardimiyla,
suna erisiriz
o" + 6" =0 , T = rastgele (5.1.11)

Buna gore, sonsuz kiigiik global P(1,3) doniigtimii 0yle verilebilir
M (x) =+ 6", a2" (5.1.12)

Bu grubun serbest parametreleri agagida verilmigtir

0" . 6 parametre
T . 4 parametre
toplam : 10 parametre

Buna gore, sonlu Poincaré transformasyonu agagidaki gibi ifade edilebilir
u= AN+ at (5.1.13)

burada "A” ile Lorentz doéntigiimleri (rotasyonlar)ve "a” ile telemeler temsil

edilmistir. Lorentz doniigiimleri sunu saglar n = ATnA.

P(1,3) grubunun Lie cebiri
¢(z) bir skaler alan olsun. Sonsuz kiigiikk Poincaré transformasyonu altinda = —
' = x4 ¢, skaler alanin ¢(z) toplam varyasyonunun sifirlanmasimi talep edelim,

yani ¢'(z') = ¢(x). Denk.(5.1.4) yardimiyla su yazilabilir

op(x) =0 = boop(z) = =10, 0(x)
= —(0",2" + )0, (z) (5.1.14)

Yukaridaki ifade su sekilde diizenlenebilir
1
dop(x) = (59‘“’LW - T“PN) o(x) (5.1.15)
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burada jeneratorler agsagidaki gibi tanimlanmistir

L, =x,0, — 2,0, (5.1.16a)
P, = -0, (5.1.16b)

Bu jeneratorler agagidaki Lie cebirini saglar

(L Lkp] = MuaLyp = MurLvp — MupLipx + Nup L
1

- Efuy,)\pTaLTU
{L,uuy P)\] = 771//\P,u - nuAPIJ
(PP =0 (5.1.17)

Agiklama. En genelde, bir alan tizerindeki sonsuz kiigiik (grup) doéntisiimi su

sekilde verilebilir
¢ ="~ (1+m-G)p=0¢+m-Go (5.1.18)

burada m ve G, sirasiyla doniigimiin parametresi ve grubun jeneratoriidiir. [J

Genel rastgele bir alan i¢in Lorentz jeneratorii agisal momentum spin parcasini

da icerebilir

M;w = L;Ll/ + EHV (5119)
~— ~—~
yoOriingesel ag. mom.  spin ac. mom.

Ornek. Bir Dirac alam varsayalim U(z). Bu alana Poincaré doniigimii uygu-
lansin W' = S(w)W, dyle ki bu doniigiim sonsuz kii¢iik w parametresi ile verilmig
olsun. Buna gére, su déniigiim elde edilir ¥ = (1 + 1w [v,,7,]) ¥. Dolayisiyla,
acisal momentum spin parcasi su sekilde verilebilir

1
251/ = ZL [fy,u?’)/l/} = Oy

l

Eylemin invaryanshgi ve korunum yasalari

Asgagidaki eylemi ele alalim

I= /d4:c£(¢, 0,6, ) (5.1.20)

(Global) Poincaré transformasyonlari, hem koordinat hem de dinamik alan tizerine

agagidaki gibi uygulanir

ot = 2t =gt + Soat

¢(x) = ¢'(x) = ¢(x) + doop() (5.1.21)
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burada form varyasyonlari, sabit 7 ve # parametreleri cinsinden su sekilde verilir
dozt = &M (x) = o a” + T
dop(x) = (%H“VMW + T“PM) o(x) (5.1.22)
Buna gore, eylemin toplam varyasyonu asagidaki gibi yazilir

51 = / d'2'L(¢, 8,8 a') — / d'zL($, 0,0, )

oL oL
S0L = —00p + ———
96" 0(0,0)
Yukarida elde edilen dy¢ ifadesi ve 9,6# = 0 (bu kosul 6* antisimetrik oldugu

icin saglanir) kullanilirsa, agagidaki sonug elde edilir

L[ oL oL
0L = 29“ {8¢M VO + S a( p¢) [2M;wa (77Vpau - UupaV)] o

oL
+M,W.c} T {—8—¢a“¢ 56 V¢)2a 0,0 + 0 .c} (5.1.24)

00(0u¢) + £"0,L +L@g8"'0 (5.1.23)

0" ve T# keyfi sabitler oldugu goz oniine alinir ve eylemin toplam varyasyonunun

sifirlanmasi kogulu 61 = 0 empoze edilirse, agsagidaki ifadeler elde edilir

oL or
0= 8—¢MW¢ + 500,0) 2M,.0p — (MupOu — Mup0u)| & + My L (5.1.25a)
oL or
0= 7 20u00 0 + 0L 5.1.25b
"3 T 98,9 0 T (5.1.25D)

oyle ki bu ifadeler, sirasiyla, Lorentz (rotasyon) ve 6teleme simetri kogullar1 olarak

diigiintilebilir. Denk.(5.1.23) kullanilarak agagidaki diizenleme yapilsin

8 oL

96000+ 3 90,0) 00(0u) + £ 0L + LO,E"
"

oL oL oL
:\<8_¢ - 8M%> 809 +0, (%#%mé’%) (5.1.26)

vV Vv
Euler-Lagrange denk. :=J# korunan akim

Stoke teoremi yardimiyla ve smir kogullar1 uygulanmasi ile (yani varyasyonlarin
smirlarda sifirlanmasi), yukarida egitligin sag tarafindaki ikinci terim ortadan
kaldirilabilir. Boylece olagan Euler-Lagrange denklemleri elde edilir. Dahasi,
transformasyon sonrasinda dinamik alanin, siirlar iizerinde herhangi bir kogul
olmadan, halen Euler-Lagrange denklemlerini saglamasi istenirse, agagidaki ko-

runum ifadeleri elde edilir
1
0=29,J" burada J* := 59”AM“M — 7T, (5.1.27)
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Bu noktada, kanonik enerji-momentum (lineer momentum) tenséri ve agisal mo-

mentum tensori, sirasiyla, agsagidaki gibi tanimlanir

oL
T, = 2= 9,6 — 6L 5.1.28a
90, ¢ ( )
M“w\ = ({L‘,/T“)\ - ZL’,\TMV) - SMV)\ (5128b)
burada or
By = ———] 1.2
S vA a(b,u I/)\¢ (5 8C)

kanonik spin tensoridiir.

Ornek. Su Lagrangiyen ile verilen bir skaler alan varsayalim, Lg = %3,@8“(? +

A¢*. Lineer momentum asagidaki gibi hesaplanabilir

Ty = 8,08, — N Ls (5.1.29)

oyle ki, spin tensori sifirlanir. [

o _ g _
Ornek. Dirac Lagrangiyeni ele alahm Lp = (i) 9,9 — 2myy). Asagida

verilen lineer momentum tensorii ve spin tensori hesaplanabilir

1.- <« 1 _
T,uy - §Z¢7#auw - 55517 ) S#VA - §Z.EM1/)\/)¢757P¢ (5130)

Skaler alandan farki olarak, Dirac alani icin sifirlanmayan bir spin tensorii mev-

cuttur.

Yukaridaki yaklagima benzer sekilde, yine, keyfi 6 ve 7 parametreleri i¢in agagidaki

korunum yasasi ifadeleri verilebilir

0=0,T", (5.1.31a)
0= @LM“M = 8#5“1,)\ =T, —T\, (5131b)

Klasik olarak her zaman yaptigimiz gibi, korunan akimin zaman bilegeni (sifir
bilegeni) 3-boyut iizerinde integrallendiginde, korunan nicelikler elde edilir. Asagida
bu korunan nicelikler verilmistir, sirasiyla, momentum 4-vektor ve acisal momen-

tum
P’ = / d*xT% (5.1.32a)

M, = / d*xM°,\ (5.1.32b)
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Ac¢iklama. Yukaridaki ifadelerden de goriilecegi tizere, lineer momentum tensorii,
en genelde, bilegen indisleri iizerinde simetrik olmak zorunda degildir, ozellikle
maddenin spini dahil edildigi zaman. Belinfante tensorii sayesinde, (modifiye
edilen) lineer momentum tensoriiniin indis simetrisi tekrar saglanabilir, 6yle ki
Belinfante tensorii, lineer ve spin tensorlerinin sistematik bir kombinasyonu ile

olusturulur. [

5.1.1.2 Weyl (6lgek) doniisiimleri

Onceki boliimde Poincare déniigiimleri elde edilirken, ilgili koordinat déniigiimleri
altinda metrik bilegenlerinin 7, formunun degismemesi kosulu empoze edilmisti,
Denk.(5.1.9), 6yle ki bu kosul M, uzaymin izometrisi tarafindan belirlenmisti.
Bu kosul sayesinde Killing denklemlerine bir ¢oziim bulunabilmis ve bulunan
bu ¢oziim Poincare transformasyonlarimi vermisti, Denk.(5.1.12). Bu bdliimde
ise, bu kogulu gevseterek metrik bilesenlerinin 7,, formunun da degisebilecegini
varsayacaglz. Beklenecegi tizere, bu yeni kosul 6nceki Killing denklemlerini degil
bagka bir denklem seti verecektir ve bu yeni denklem setinin ¢oziimleri de artik
Poincare degil bagka transformasyonlar olacaktir, 6yle ki bunlar Weyl (dl¢ek)
dontsumler: olarak adlandirilir. Metrik bilegenleri tizerindeki yeni kosul, oncekine
gore daha genel oldugu i¢in (yeni durumda formu invaryant olmak zorunda degil),
sonucta elde edilen Weyl dontigiimlerinin de, Poincare dontigiimlerinden daha
genel olmasini beklemek akla yatkindir.

Genel olarak metrik bilegenleri agagidaki gibi donitigiir

Nuw = My = S ()N (5.1.33)

Dolayisiyla, 7, bilesenlerin form varyasyonu su sekilde olur

00N = My — M = (S(x) = 1) 1y (5.1.34)

S(xz) = 1 segilirse bir 6nceki boliimde (Poincare déniigtimii) varilan sonug elde
edilir. Bu se¢imin diginda, 7, bilesenlerin form degisimi serbest birakilmig olur.
Denk.(5.1.5) ile verilen koordinat déntigiimii kullanilirsa agagidaki ifade yazilabilir
2

(o + &u) = (S(2) = 1)y = _5(8 “ &) (5.1.35)
burada D, manidoldun boyutudur ve 0 - ¢ := 9,£". Yukarida verilen esitlik bir
onceki boliimde Denk.(5.1.9) ile verilen Killing denkleminin benzeridir ve bu sefer
konformal Killing denklemi olarak adlandirilir. Yine, seri acilimi uygulanarak &

i¢cin agagidaki ifade elde edilir

M (x) =1+ 0* 2" + pat (5.1.36)
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Burada 7* ve 6", Poincare transformasyonlarini olugturan on parametre ve p
olgek transformasyonunu tarif eden bir adet genisleme veya dilatasyon (dilatation)
parametresidir. Boylece, toplamda 11 parametreli (7,6, p) Weyl (6lgek) transfor-
masyonlar1 elde edilir. Denk.(5.1.4) yardimiyla, ¢ skaler alanin Weyl déntigiimi
asagidaki gibi verilir
() = —€"Ou(x)
1
= (56"“’[%, + 7P, + pC)o(x) (5.1.37)

burada jeneratorler su sekilde tanimlanir

L, =x,0, —x,0,
P, = -0,
C=—-x-0=-2"0, (5.1.38)

Jeneratorler agagidaki Lie cebirini saglar

[L/u/a L)\p] = nuALup - nuALVp - anLu)\ + nupLV/\

= %f o Lro
[LW, P,\] = nu)\P,u ny)\PI/
[Py, P) =0
Ly C1 =0
[Pw C] - _Pu
[C,C]1=0 (5.1.39)

Ac¢iklama. Genel bir dinamik alan i¢in ¢, dilatasyon jeneratorii agagidaki formda

olabilir
D=—-2-04+s5s=C+s, seR (5.1.40)

burada s ol¢ek boyutu olarak adlandirihir. [J

Agiklama. Denk.(5.1.35) icin verilebilecek en genel ¢oziim su formda olabilir
¢z) =" + 0" 2" + pat + (Mx? — 2cxxt) (5.1.41)

burada ¢* ozel konformal transformasyonlar: tanimlar. Dolayisiyla, toplamda bu
15 parametre (7,0, p, ¢), konformal transformasyonlar: tamimlar. Bununla iligkili

olarak, ¢ skaler alanin form varyasyonu su sekilde verilebilir

5o(z) = (%G”VMW 4P, + pD + K, b(x) (5.1.42)
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Jeneratorler konformal grubu C(1,3) olugturur ve bu grubun Lie cebiri agagidaki

gibi tamimlanir

(M, Mp) = muaMyup — 0n My — 1up Mo + 1Mo
= 2 Fun ™ M,
(M, PAl = nua By — mua by
[Py, P,] =0
(M, D] = 0
[P/u D] _PM
[D,D] =0
[MW,K,\] = nV/\K,u 77/1)\]:(1/
[P, Ko] = 2(My + 1 D)
]
]

K, K,)=0 (5.1.43)

Bunlara gore su soylenebilir : Weyl grup W (1, 3), konformal grubun C(1,3) bir
alt grubudur. UJ

Korunum yasalar1 Tekrar Denk.(5.1.20) ile verilen eylemi géz 6ntine alalim.
Bu eylem iizerine I = 0 kogulunu empoze edelim. Bununla birlikte, agagida gibi,

olcek dontigiimlerine gore form varyasyonlar: da verilsin

d0p = —p(r -0 —s)¢p
60¢,V = _p(éﬁaﬂ)gb - p(ZL‘ -0 — 8)¢,V
—p(l—s+z-0)p, (5.1.44)

Ardindan, Poincare doniigiimlerinin rotasyon (Lorentz) ve ételeme simetrilerinin

yaninda, 0l¢ek simetrisi kogulu da agagidaki gibi verilebilir

8£ oL
—0,
96"° " 90,0) ™

= #*, [Lorentz simetri kosulu, bkz. Denk.(5.1.25a)]
+ 7" [6teleme simetri kogulu, bkz. Denk.(5.1.25b)]
oL oL

+p 8_¢¢+8gz5

Yukaridaki ifadede esitligin sag tarafindaki son terim, Lagrangiyenin 6lgek simetri

60 (0u0) + €0, L + L0,E"

(s — 1)+ 4L (5.1.45)

kosulunu verir. Son olarak, ¢nceki boliimde Denk.(5.1.27) ile verilen Noether
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akimi da agagidaki gibi glincellenebilir
1
JH = 59”]\4@A —7YT*, — pD* (5.1.46)

burada 7%, ve M*,,, sirasiyla, Denk.(5.1.28) ile verilen lineer momentum (enerji-

momentum) ve agisal momentum tensorleridir ve

oL
09,

ise dilatasyon akimidir. Sonug olarak, d,J* = 0 kosulu Denk.(5.1.31) ile verilen

DV = x,TH — S¢ (5.1.47)

onceki korunum yasalarimi sagladigi gibi Weyl doniigtimlerine iliskin agagidaki

yeni korunum yasasini da saglar

8,D" =0 (5.1.48)

5.1.2 Poincaré ayar teorisi

Bu boliimde, Boliim 5.1.1.1 altinda verilen Poincare simetrisi genellestirilecektir,
oyle ki dontigiim parametreleri artik sabit degil birer alan olacak. My ile baglayalim.
{0,,} global cergevenin diginda, her zaman bir ortonormal (Lorentz) cergeve {e;(z)}
secilebilir, yle ki su kosulu saglasin g(e;, e;) = 7;;. Bununla beraber, bir madde
alan1 ¢ () her zaman bir Lorentz gergevesine (veya ortonormal gerceveye) iligtirilebilir.
Boylece koordinat cercevesinde ve Lorentz cercevesinde farkli temsilleri verilebilir.
Ilerleyen kisimlarda, Poincaré transformasyonu altinda, verilen madde alanimm
her iki gergevedeki davranigi incelenecektir. Bolim 5.1.1.1 altinda da verildigi
gibi, ¢ — 2! + £ koordinat doniisiimii altinda madde alaninin transformasyonu
asagidaki gibi olur' (bkz. Denk.(5.1.14), Denk.(5.1.15) ve Denk.(5.1.19))

0o & = 0o = —€'0i0 + 5‘9”21'1‘
= (30 7R ) o= (0.0 47-P) 0P G149

Burada 0% gosterimi ile, global Poincare doniigiimii altindaki varyasyon iglemi
ve P gosterimi ile de, bu varyasyon igleminde kullanilan parametreler ve jen-
eratorler temsil edilmigtir. > spin jeneratoridiir. Bu boéliimde, global Poincare
doniigtimleri incelenirken kullanilan varyasyon notasyonundan farkli ve buna ek
olarak, grup yapisinin ustel gosterimini kullanarak da iglem yapacagiz. Bu nota-

syonda, Denk.(5.1.49) ile verilen déniigiim agagidaki gibi yazilabilir

¢ =e"o (5.1.50)

I Aksi belirtilmedikce, en genelde icsel spine de sahip bir alan varsayilacaktir.
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Burada ¢/, Poincare doniigiimii sonrasinda elde edilen yeni alani temsil eder. Iki
notasyon arasmdaki gecis icin, birinci derece yaklagiklik? uygulariz ve yukarida

verilen iki doniigiim ifadesinin egdeger oldugunu asagidaki gibi gosterebiliriz
¢ =P~ (1+P)p=0¢+Po (5.1.51)
Buna gore

S =09 —d="Po (5.1.52)

oyle ki Denk.(5.1.49) ifadesi ile aymdir. Simdi, sabit olan doniigiim parametreleri,
koordinat fonksiyonu olacak sekilde degistirilsin, 0 = 09 (z*), 7° = 7'(2").
Dontigiim parametrelerinin bu sekilde birer uzayzaman alani olarak yeniden tanimlanmasiyla,
aslinda eylemin form invaryanshg ihlal edilmig olur, bkz. Denk.(5.1.23), iki se-

bepten otiirii.

1. 0,¢ terimi i¢in saglanan ”eski” dontigiim kurali®, bkz. Denk.(5.1.54a), yeni
durumda degigmistir, bkz. Denk.(5.1.54b).

2. Artik 9,£" # 0 olur.

Eylemin yeniden invaryans olmasini saglamak adina, yukarida verilen iki du-
rumla da ilgilenecegiz.
Adim #1. Ik olarak 0,¢ terimini ele alalim. Denk.(5.1.51) kullanilarak, tistel

notasyonda agagidaki ifade yazilabilir
g = 67)8,\¢ + (8A77)e7’¢ (5.1.53)

Burada 0, P ifadesi 6nemlidir, zira tiirev ifadesi icerdigi i¢in lokal Poincare doniigiimleri
altinda yeni katki terimleri olugturacaktir. Lokalizasyon yapilmadan 6nce (global

Poincare doniigiimii altinda) agsagidaki eski dontigim kurali gegerliydi
K= 0z = 0hp — & 200 (5.1.54a)

Burada 0¥¢ ifadesi ile, global Poincareé déniigiimii altinda dy¢ iglemi temsil

edilmistir. ”Yeni” doniisiim kurah* ise su sekilde verilebilir
80 = 03" = "0r6 — €300 + 507 1 Tyj0
1 ..
= o ¢ + —07 \%i;0 (5.1.54b)
N 2

Eski doniigiim kural
she donusum fural Lokalizasyondan gelen katki

2Diger bir ifadeyle, sonsuz kiiciik doniisiimiin, P << 1, uygulandigi durumdur.
37Eski” ifadesi ile global Poincaré déniigiimii altindaki kural kastedilmistir.
47Yeni” ifadesi ile lokal Poincare déniisiimii altindaki kural kastedilmistir.
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Burada 8/]\3(75)91) ifadesi ile, lokal Poincare doniigiimii altinda 0y¢ islemi temsil

edilmistir. Buna gore, 6zetle asagidaki ifade yazilabilir
o =06+ Py (5.1.55)
burada
1 ..
Py = 59”7,\Eij¢ (5.1.56)

ile lokalizasyondan kaynakli terim temsil edilmistir.

Agiklama. Varyasyon notasyonunda Denk.(5.1.53) ifadesi asagidaki gibi verilebilir

rg' = O\ +POrd+ (WP)p = 090rp = POrd + (WP)¢  (5.1.57a)
Denk.(5.1.54a) ifadesi agagidaki gibi verilebilir
3¢ 0r6 = POre — &' 10ip (5.1.57b)
Denk.(5.1.54Db) ifadesi agagidaki gibi verilebilir

55( )8,\<zﬁ =Porp — £ 200 + 59 TSP
= 0L 0\0 + P (5.1.57¢)

Burada (55 @) ifadesi ile, lokal Poincare doniigiimii altindaki varyasyon iglemi tem-

sil edilmistir. [

Denk.(5.1.54b) ile verilen esitligin sag tarafindaki ilk terim global doniigiim
altinda 0y¢ iglemi iken, son terim lokal déntigiimden kaynaklanan (lokal rotasyon
parametresinin tiirevini igeren) katkidir. Eylemin invaryansligi i¢in istenilen odur
ki, 0)¢ terimi, lokal Poincare déniigiimii altinda da halen Denk.(5.1.54a) ile verilen
eski doniigim kuralina tabi olsun. Bunun igin -yani Denk.(5.1.54b) ile verilen
esitligin sag tarafindaki (lokal) terimin etkilerini ortadan kaldirmak i¢in- agagidaki

gibi, eski kurala gore doniigen bir kovaryant tiirev tanimlanir

VW6 = Vad' = Va6 — € Vi (5.1.58)
burada
Vad := (0 + Ay)¢ (5.1.59)
ve
1 ..
A)\ = 514”)\2” (5160)

94



ile verilebilir. Burada A, (veya A%”)) baglanti nesnesidir ve lokal Poincar¢ trans-

formasyonu altinda asagidaki gibi dontistir
SoAx = [P, A — &' 2Ai — Py (5.1.61)

Adim #2. Bu adimda, eylemin varyasyon ifadesindeki 9,,£* terimi ile ilgilenelim.
Bu terim global Poincare doniisiimii altinda sifirlanirken lokal dontisiim altinda
sifir degildir ve dolayisiyla eylemin invaryashgm ihlal etmis olur. Ilk olarak,
Denk.(5.1.58) ile verilen kovaryant tiirev ifadesine yeniden bakalim. Goriilecegi
tizere koordinat cercevesinde V¢ verilen bu tanimin i¢inde, Lorentz cercevesindeki
V¢ kovaryant tiirev iglemi de yer almaktadir ve Lorentz cercevesindeki bu ko-

varyant tiirev de yine eski kurala gore donitiglir
Vid = e"Vip — & 1 Vio (5.1.62)

Her iki cercevede caligan bu kovaryant tiirev iglemleri arasindaki iligkiyi, yeni bir

hi? alani tanimlayarak, asagidaki gibi verelim
Vid = hi Vo (5.1.63)
oyle ki h alani i¢in doniigim kurali su sekilde yazilabilir
Sohi” = 0" h + & Lt h — €2 (5.1.64)

Simdiye kadar yapilan diizenlemelerle madde alaninin Lagrangiyen ifadesi agagidaki

gibi evrilmig oldu
L(¢,01¢) — L(d,Vad) = L(6, Vi) (5.1.65)
oyle ki en son Lagrangiyenin igerdigi dinamik alanlar soyle verilebilir
L= L(p, A5, h?) (5.1.66)
Bu Lagrangiyen i¢in modifye edilmis varyasyon ifadesi agagidaki gibi yazilabilir

0L = doL’ + [£'D,¢"]

oL oL’
=—9 —0, oL+ | L'D,&" 5.1.67
96 OQH_@(VW)) o(Vio) + &0, +[ uf} ( )
Goriildiigii tizere, skaler alanin tiirevinin varyasyonundan gelen 6,0, ¢ ekstra ter-
imler kovaryant formiilasyon sayesinde dy(V¢) ortadan kaldirilabildi. Simdi ise,
0,&" teriminin (lokal) etkisini ortadan kaldirmak i¢in, Lagrangiyen asagidaki gibi,

uygun bir A fonksiyonu ile modifiye edilsin

L — L=A\ (5.1.68)
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oyle ki bu yeni A alani, teorinin mevcuttaki dinamik alanlarinin bir fonksiyonu

olsun
A= A(AYy b (5.1.69)

Modifiye edilen bu yeni Lagrangiyen ifadesi £ yukaridaki varyasyon igleminde

kullanilir ve 01 = 0 kogulu empoze edilirse, A alani i¢in agagidaki kogul elde edilir
0 = doA + 0,(E"A) (5.1.70)

Bu denklemin ¢oziimii icin A = A(hy?) varsayilirsa, denklem asagidaki forma

dontistir

C(ON oy, L OA OA

Rastgele 8 ve 7 dontisiim parametreleri i¢in, yukaridaki esitlikte parantez igindeki

terimler sifirlanir. Asagidaki gibi, hi? alaninin tersi tanimlanirsa
hetb®, =0k, b\ =6 (5.1.72)
A alani icin agagidaki gibi bir ¢oziim bulunabilir
A =detb*y =b (5.1.73)
Sonug olarak Lagrangiyenin final formu asagidaki gibi verilir
L =0bL(¢, Vi) (5.1.74)

Son agamada elde edilen Lagrangiyen ifadesi artik lokal Poincare dontigiimii altinda
invaryanttir.

Bu sonuca erigmek i¢in, yukaridaki iki adimda verilen iglemler uygulandi.
Ozetle,

e 0\¢p — Orp — V¢ donisimii gerceklestirildi, dyle ki bu sayede yeni
tanimlanan kompanzator (ayar) alanlari hy* ve A%, sayesinde, oteleme ve

Lorentz rotasyon dontigiimlerini belirleyen lokal parametrelerin etkisi or-

tadan kaldirildi.

e Lagrangiyen ifadesi, yeni tanitilan ayar alani ile modifiye edildi, b := (det hi")
det b*,

Yorumlar.

e Poincare simetrisinin lokalize edilmesinin ardindan tiim kanonik tiirevler 0y,
kovaryant karsiliklar: Vy, ile degistirilmelidir. Buna jenerator tanimlarindaki
ifadeler de dahildir, 6r. P, = =0, — —V
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o Gozlenebilecegi iizere, oteleme ayar alami hyt (b%,), tensorlerin Lorentz
(lokal, ortonormal) gergeve indisleri ile koordinat (global, diinya) gergeve

indislerinin birbirlerine déniismesi icin kullanilabilir, 6r. h*H*, = H*,

e Madde alaninin spin matrisi ¥;;, dolayisiyla da Lorentz ayar alam A%Y),

7R
sadece maddenin Lorentz doniigiim 6zellikleri ile iligkilidir (Lorentz rota-
syon parametresi ile ¢iftlenmistir). Buna gore, Lorentz déniigiimii altinda
onemsiz olmayan bir bi¢gimde doéntigen genel bir alanin, (Lorentz) kovaryant

tirevi agagidaki gibi tanimlanabilir, or.
V.H'; =0,H; + Ay H"; — A, H'y (5.1.75)

Tammlanan iki ayar alam h,* ve AY, i¢in, lokal ve global gergevelerdeki alan

siddetleri agagidaki gibi verilebilir

[V, Vi]o = %Fijwziﬁ (5.1.76a)
Vi, Vilp = %Fijkz&jqb + FiuP (5.1.76b)

burada
V,A, —V,A, = %FUWEU (5.1.77a)
Vb, =V, b, = F, (5.1.77b)

ve

Fiyy = "W F9 , (5.1.78a)
Fly = h"WF', (5.1.78Db)

Yukarida tanimlanan F% ,, ve F*, nesneleri, sirasiyla, Lorentz alan siddeti ve
u 1 ; ;

v
oteleme alan siddeti olarak adlandirihir. P, := —V, kovaryant oteleme jen-
eratoriinii temsil eder. Goriildiigii tizere, Lorentz alan giddeti, spin jeneratorii

v
Y;j ile ciftlenirken, oteleme alan siddeti ise kovaryant oteleme jeneratorii P ile
ciftlenir. Bu alan giddetleri asagidaki gibi, Bianchi 6zdesliklerini saglar
VAF W = F'b (5.1.79a)
VaFY,, =0 (5.1.79b)
En bagta ele alinan (global simetrik) teoride yalnizca madde alani var iken, simdi

(lokal simetrik) yeni teoride kompanzasyon (ayar) alanlar1 da mevcuttur. Bu ayar

alanlar1 kullanilarak ilgili siddetler de tanimlanabildi. Sonug olarak, tiim dinamik

97



alanlar1 iceren ve lokal simetriye sahip yeni bir tiim Lagrangiyen agagidaki gibi

verilebilir

L=0Lp(FY,, F'.)+bLy(b, Vid) (5.1.80)

Burada L), parcasi madde alanini, bunun dinamigini ve ayar alanlarini icerirken,

L parcasi ise ayar alanlarinin dinamigini icerir.

5.1.2.1 Geometrik yapi

Diferansiyellenebilir bir manifoldta, paralel tagima igleminin gerceklestirilebilmesi

i¢in bir baglanti nesnesi I' tanimlanabilir
Vip(x +dz) = VHx) + AVF AVF = —T*, Vdz? (5.1.81)
Bu baglant1 nesnesi ile iligkili kovaryant tiirev goyle verilebilir
DI)VH = (9,V* + T, V)da? (5.1.82)

Dahasi, bu baglanti nesnesinin torsiyon ve egrilik nicelikleri agagidaki gibi olugturulabilir

Tﬂ)\p = F'up,\ — F‘u)\p (5183&)
R\ = O\, — O, T\ +TH T, = T, 170 (5.1.83Db)

Genelde, metrik uyumlu bir baglanti nesnesi i¢in agagidaki ayrigtirma yapilabilir

IHy, =D, + Ky, (5.1.84)

burada
Ty, = %gup(gup)\ + Grow — D) (5.1.85a)
Kty = —%(Tm ST 4 T (5.1.85b)

sirastyla, Christoffel sembolleri (Levi-Civita baglanti katkisi) ve kontrosiyondur.
Boyle bir geometri, 6yle ki metrik uyumlu en genel baglanti nesnesi igeren,
Riemann-Cartan geometrisi olarak adlandirilir. Koordinat ve Lorentz cerceve

indisleri arasindaki gegis icin tetrad (vielbein) nesnesi e agagidaki gibi verilebilir
ey = eiuei e; = e;i''e, burada e := (eiM)_l (5.1.86)

Tetrad, literatiirdeki bir¢ok ¢aligmada onemli olmaktadir. Zira, Lorentz cercevesindeki
nesnelerin koordinat ¢ercevesine gore nasil degistiklerini ifade etmemizi saglayan,

spin baglant: nesnesinin w*, tanimini verir
du’ = —w';,u’ dz” (5.1.87)
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oyle ki
W, = eI e + (0, e (5.1.88)
Spin baglant1 katsayilarinin indislerindeki antisimetri kogulu tanim geregi saglanir
w”, +w’, =0 (5.1.89)

Buna gore, Lorentz ¢ercevesindeki nesneler icin kovaryant tiirev asagidaki gibi
tanimlanabilir

D(w)u' = (9u' + w' ;0 )dx* (5.1.90)

Lorentz kovaryant tiirev D(w), Lorentz grubunun baz gosterimlerini tagiyan rast-

gele nesneler V¥ icin genellegtirilebilir

1,
—W juZij (5191)

D(w)¥ = (0, + w,)¥dz" Wu =

Dahasi, spin baglanti ve tetrad nesneleri i¢in alan siddetleri, Lorentz ¢ergevesinde
olagan prosediir ile tanimlanabilir. Tanimlanan bu giddetler, tetrad yardimiyla,

koordinat gergevesinde verilen egrilik ve torsiyon ile eslestirilebilir

TH () = e F'op(w) (5.1.92a)
RNy, (T) = eif'e” FY 5 (w) (5.1.92b)

Ozetle,

e Poincaré ayar teorisi baglamindaki ayar alanlar1 A%, ve b’,, sirasiyla spin

W
baglant1 w, ve tetrad €', ile eglegtirilebilir.

e Buna gore, Poincare ayar teorisi baglamindaki kovaryant tiirev V,(A), ge-

ometrik kovaryant tiirev D, (w) ile eslestirilebilir.

e Poincare ayar teorisinde, metrigin form degismezligini d¢n;; = 0 gerektiren
lokal simetri, geometrideki metrisiti kogulu ile eslestirilebilir Dn;; =: Q;; =
0.

Sonug olarak iddia edilebilir ki, Poincare ayar teorisi, Riemann-Cartan geometrisi

ile verilen geometrik bir yapiya sahiptir!

5.1.3 Weyl ayar teorisi

Bu béliimde, Boliim 5.1.1.2 altinda verilen global Weyl (6lgek) doniigiimleri genellestirilecektir,
yani doniigim parametreleri artik sabit olarak degil uzayzaman alanlar1 olarak

yorumlanacaktir. S6z konusu genellestirme igin, Boliim 5.1.1.1 ile verilen global
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Poincare transformasyonlarimin Boliim 5.1.2 altinda genellegtirilmesi esnasinda
izlenen yol takip edilecektir. Ilk olarak Lorentz (ortonormal) cercevesinde ver-
ilen bir madde alaninin global Weyl transformasyonu altinda nasil dontigtiigiini
hatirlayalim, bkz. Denk.(5.1.37)

53% = 0p¢p = —£'0;¢ + 59”&@ + ps¢
= (59”]\/[13' + 7P — px'0; + p8> ¢
1
E<§9-M—|—T~P+p~D)¢EW¢ (5.1.93)

Burada &)Y gosterimi ile, global Weyl doniigiimii altindaki varyasyon iglemi ve W
gosterimi ile de, bu varyasyon isleminde kullanilan parametreler ve jeneratorler
temsil edilmistir. Bunun yaninda global Weyl doniisiim parametreleri icin 0;¢° =
4p oldugunu da hatirlayalim. Simdi, sabit olan doniigiim parametreleri uzayza-
man alam olarak degistirilsin 0% = 6% (z#), 7' = 7(a"), p = p(z*). Bu
degisikligin sonucu olarak eylemin invaryanshg: ihlal edilmisg olur, iki sebepten
oturu.

1. 000,¢ terimi i¢in saglanan eski doniigiim kurall yeni durumda degigmistir,

zira parametrelerin tiirev terimlerini igerir.

2. Artik 0," # 4p olur.

Adim #1. Ik olarak 0,¢ terimini ele alahm. Lokalizasyon yapilmadan 6nce

(global Weyl déntigiimii altinda) agagidaki eski doniigiim kurali gegerliydi
O o= 0nd' =eVOrp — & 200 (5.1.94a)

Burada 9}V ¢ ifadesi ile, global Weyl déniigiimii altinda d¢ iglemi temsil edilmistir.

Yen: dontigiim kurali ise su sekilde verilebilir
Wi(z) , _ ;W i 1 ij
0y o =0\ =e" 0\ — & \0ip + 59 AP+ pASP

1
= e + 07aT0+ pase (5.1.94b)
v ,

Eski dontigiim kurali

Vv
Lokalizasyondan gelen katki

Burada 8XV(I)¢ ifadesi ile, lokal Weyl dontigiimii altinda 0y ¢ iglemi temsil edilmistir.

Buna gore, ozletle agagidaki ifade yazilabilir
o\ Do =0 o+ Wy (5.1.95)
burada

1 ...
W,\ = 59”,)\2@(? + p7)\5¢ (5196)
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ile lokalizasyondan kaynakli terim temsil edilmistir. Denk.(5.1.94b) ile verilen
egitligin sag tarafindaki ilk terim global doniigiim altinda 0, ¢ iglemi iken, son iki
terim lokal doéniigimden kaynaklanan (lokal rotasyon ve olgek parametrelerinin
tiirevlerini igeren) katkilardir. Eylemin invaryanshg icin istenilen odur ki, d\¢
terimi, lokal Weyl doniigiimii altinda da halen Denk.(5.1.94a) ile verilen eski
dontigiim kuralima tabi olsun. Bunun i¢in -yani Denk.(5.1.94b) ile verilen esitligin
sag tarafindaki (lokal) terimlerin etkilerini ortadan kaldirmak i¢in- agagidaki gibi,

eski kurala gore dontigsen bir kovaryant tiirev tanimlanir

VW6 = V¢ = VW6 — £,Vio (5.1.97)
burada
ve
1 ..
A)\ = §AU)\EU + B)\S (5199)

ile verilebilir. Burada Ay (veya AY,, B)) baglanti nesnesidir ve lokal Weyl trans-

formasyonu altinda asagidaki gibi donitisiir
(5014)\ == [W, A)\] - gi)\Ai - W)\ (51100)

Adim #2. Buadimda, eylemin varyasyon ifadesindeki 9,,£* terimi ile ilgilenelim.
Bu terim global Weyl doniigtimii altinda 0,£" = 4p iken lokal déniisiim altinda
degildir ve dolayisiyla eylemin invaryashgini ihlal etmis olur. Boliim 5.1.2 altinda
Poincare dontisiimii i¢in izlenen metoda benzer olarak devam edelim. Lorentz ve
koordinat gercevelerinde tanimh kovaryant tiirev iglemleri arasindaki iligkiyi, yeni

bir h;* alam tammlayarak, asagidaki gibi verelim
Vi = hi* Vo (5.1.101)
oyle ki h alani i¢in doniigiim kurali su sekilde yazilabilir
Sohi™ = Ok’ h> — phi + € bt h? — E (5.1.102)

Simdiye kadar yapilan diizenlemelerle, skaler alanin tiirevinin varyasyonundan
gelen 000,¢ ekstra terimler kovaryant formiilasyon sayesinde &y(Vy¢) ortadan
kaldirilabildi. Simdi ise, 0,&" teriminin (lokal) etkisini ortadan kaldirmak igin,

Lagrangiyen agagidaki gibi, uygun bir A fonksiyonu ile modifiye edilsin

L — L=\ (5.1.103)
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Modifiye edilen bu yeni Lagrangiyen ifadesi £ eylemin varyasyon isleminde kul-
lanilir ve 61 = 0 kosulu empoze edilirse, A alani i¢in, Poincare dontisiimiinde elde

edilenlerin yaninda, agagidaki kogul da elde edilir
0= doA + 0,(E"A) — 4pA (5.1.104)

Bu denklemin ¢oziimii i¢cin A = A(hy?) varsayilirsa, denklem asagidaki forma

dontigtir

0=p (56,1/; hi + 4pA) (5.1.105)
A alan i¢in agagidaki gibi bir ¢oziim bulunabilir
A =detb"y =b (5.1.106)
Sonug olarak Lagrangiyenin final formu asagidaki gibi verilir
L =0bL(6, V1) (5.1.107)

Son agamada elde edilen Lagrangiyen ifadesi artik lokal Weyl doniigiimii altinda
invaryanttir.

Lokal Weyl doniistimi altinda tanimlanan kovaryant tiirevde yer alan baglanti
nesnesi, maddenin Lorentz ve 6lgek doniigim ozellikleri ile iligkilidir (Lorentz
rotasyon ve 6lgek parametreleri ile ¢iftlenmistir). Buna gore, Weyl déntigiimii
altinda dnemsiz olmayan bir bi¢imde déntigen genel bir alanin, (Weyl) kovaryant

tirevi agagidaki gibi verilebilir, or.
V., H';=0,H; + Ay, H"; — A*;, \[H'\ — B,H'; (5.1.108)

Tammlanan ayar alanlar1 hy, A, ve B, i¢in, lokal ve global gergevelerdeki alan

siddetleri agagidaki gibi verilebilir

[V, Vil = %F”W&W + Flsé (5.1.109a)
[V, Vi]o = %Fijklxijgb + Fikl;’igzﬁ + Fys¢ (5.1.109b)

burada
V,A, —V,A, = %Fijwzij (5.1.110a)
Vb, =V, b, = F, (5.1.110b)
0,B, —0,B,, =: F,, (5.1.110c)

ve

Fyy = "W FY , (5.1.111a)
Fy = "W F' (5.1.111b)
Fy = hi'h"F, (5.1.111c)
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Yukarida tammlanan £, F*,, ve F,, nesneleri, sirasiyla, Lorentz alan giddeti,

ma
v

oteleme alan siddeti ve dilatasyon alan siddeti olarak adlandirihir. P, := —V;

kovaryant oteleme jeneratoriinii temsil eder. Bu ifadelerde yer alan kovaryant

tiirev operasyonunun (lokal) Weyl déntigiimii i¢in tanimlandigim hatirlatalim.

Gortildiigii tizere, Lorentz alan siddeti spin jeneratorii ¥;; ile, 6teleme alan siddeti

kovaryant oteleme jeneratorii lgi ile ve dilatasyon alan siddeti (igsel) 6lgek jener-
atrorii s ile ¢iftlenir. En bagta ele alinan (global simetrik) teoride yalnizca madde
alan1 var iken, gimdi (lokal simetrik) yeni teoride kompanzasyon (ayar) alanlari
da mevcuttur. Bu ayar alanlari kullanilarak ilgili siddetler de tamimlanabildi.
Sonug olarak, tiim dinamik alanlari igeren ve lokal simetriye sahip yeni bir tiim

Lagrangiyen agagidaki gibi verilebilir

L=0bLp(F7,, F ., F.)+bLy(d, Vio) (5.1.112)
Burada £); parcasi madde alanini, bunun dinamigini ve ayar alanlarini igerirken,
L parcasi ise ayar alanlarinin dinamigini icerir.
5.1.3.1 Geometrik yapi

Boliim 5.1.2 altinda yapilan geometrik analizi hatirlayalim. Poincare doniigiimii,
metrik bilegenlerinin formunu korudugu i¢in, bu baglamda metrisiti kogulu gegerli

olmaktaydi
P
D) g =0 (5.1.113)

P
Burada I' ile Poincare doniigtimleri altinda tanimlanan baglanti nesnesi tem-
sil edilmektedir. Bunun sonucu olarak, sozii edilen baglanti nesnesi ile paralel

taginan nesnelerin boylar1 korunur
P
DI)|V]|=0 (5.1.114)

Ancak Weyl transformasyonu, metrik bilegenlerini agagidaki gibi doniistiirtir, bkz.
Denk.(5.1.33)

G = Gy = SGuw = € gy (5.1.115)
burada, en genelde
S~1+pD burada D:=—2x-0+s, seR (5.1.116)

Bu dontigtim altinda artik metrisiti kosulu saglanmaz

P
D) g =dS - g, (5.1.117)
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Metrik bilegenlerinin sagladigi bu kosul literatiirde yari-metrisiti kogulu olarak
P
da bilinir. Bunun dogal sonucu olarak, I" baglanti nesnesi ile paralel tasinan

nesnelerin boylar1 da korunmaz
P
D()|V]| =dS|V| (5.1.118)

Yeniden metrisiti kogulunun saglanmasi igin asagidaki gibi bir baglant1 nesnesi
tanimlansin

w
D(T) g =0 (5.1.119)

w
Yukarida verilen ifadeler kullanilarak I" i¢in agagidaki ¢oziim yazilabilir

w
I =

vl

%dS (5.1.120)
Bu baglant1 nesnesi ile dinamigi verilen geometri, literatiirde Weyl-Cartan ge-
ometrisi olarak bilinir. Simdi benzer analizi Lorentz cercevesindeki nesneler igin
yapalim. Lorentz ve koordinat cerceveleri arasindaki doniigiim yine, Poincare
ayar teorisinde verildigi gibi, tetrad e‘,, nesneleri yardimiyla gergeklestirilir. Weyl
doniigimi altinda yerel gergevedeki nesnelerin de boylar1 yukarida verildigi gibi

degisecektir
D(&)|u| = dS|u| (5.1.121)
Bu ifade ile birlikte D((ﬁ)nzj = 0 kosulu kullanilirsa, Lorentz nesnelerinin bilegenleri

i¢in agagidaki ifade yazilabilir

D(&)ut = 505 - u! (5.1.122)

Buna gore, koordinat gercevesinde yapilana benzer olarak, Lorentz cercevesindeki

nesneler i¢cin Weyl kovaryant tiirev agagidaki gibi verilebilir
D(Zuv)ul = du' + (Zuv)ljuj = du' + {(5)@- — 5d85}] u’
i Py o1 i A
= [0’ + (W) ! — §S7Au dx (5.1.123)
Ozetle,

e Weyl ayar teorisi baglamindaki ayar alanlar1 A, o', ve B, sirasiyla spin
baglant1 w* ,, tetrad e’, ve baglanti nesnesinin simetrik parcasi w(™ ,n;; ile

eslegtirilebilir.
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e Buna gore, Weyl ayar teorisi baglamindaki kovaryant tiirev V,(A), ge-

ometrik kovaryant tiirev D, (w) ile eslestirilebilir.

e Weyl ayar teorisinde, metrigin formundaki degisim don;; = (S — 1)n;;, ge-
ometrideki yari-metrisiti kogulu (ve 6zel bir nonmetrisiti formu) ile eglestirilebilir
D = ds - Nij =: Qz‘j-

Sonug olarak iddia edilebilir ki, Weyl ayar teorisi, Weyl-Cartan geometrisi ile

verilen geometrik bir yapiya sahiptir!

5.2 Teleparalel gravitasyon (TPG) modelleri

Bu boliimde, Boliim 4.3 altinda tanitilan teleparalel geometrilere dayal yergekimi
modellerini inceleyecegiz. Bu yercekimi modelleri literatiirde dayandiklar1 ge-
ometrik zeminle dogrudan iligkili olarak adlandirilmaktadir. Beklendigi gibi bun-
lar GG’ den farkl cesitli sonuglar icerir, oyle ki bunlar arasinda geometrik
baglamda daha fazla serbestlik derecesi icermeleri, afin baglant1 ile madde alani
eslesmeleri, test nesnelerinin jeodeziklerinde sapmalar ve dahasi sayilabilir. Bilindigi
gibi Riemann-dig1 modeller genel olarak GG’ ye gore daha fazla serbestlik derecesi
barindirabilmektedir. Dolayisiyla bu sonug, ilintili alanlarda ¢aligan arastirmacilar
icin oldukca ilgi cekici bir motivasyon olugturmaktadir, 6yle ki, 6zellikle, mev-
cut bilgilerimiz dahilinde GG baglaminda olmayan yeni kiitlecekim dalga mod-
larim1 (skaler, vektorel, tensoriyel) aragtirmak i¢in (Hohmann ve dig. ),
(Adak, Dereli, T. S. Koivisto, ve dig. ). Ote yandan, teleparalel gravi-
tasyon modelleri metrik-afin yaklagim tizerine kurulu olduklarindan dolay1 -6yle
ki afin baglant1 nesnesi artik metrik olmak zorunda degildir- madde alanlari ile
baglant1 nesnesinin ¢iflenmesi, bu modellerde 6nemsiz olmayan bir segenek haline
gelebilir. Ornegin, torsiyon iceren geometriler icin, literatiirde fermiyonik mad-
denin spini ile yergekiminin (geometrinin) torsiyonu arasindaki iligkiyi aragtiran
bir¢ok ¢aligma vardir (Hehl, Heyde, ve dig. ). Son olarak, jeodezikler GG ile
kargilagtirldiginda oldukga farkl davranabilir, ¢iinki afin (tam) baglant1 artik
sadece Levi-Civita kismim degil ayn1 zamanda torsiyon ve/veya nonmetrisiti
varligi nedeniyle Riemann-dig1 katkilar1 da icermektedir. Sozii gecen modellerin
GG ile kargilagtirilmasinda beliren bu gibi farklhiliklar sorgulaniyor ve arastiriliyor,
oyle ki gozlemsel ve deneysel verilerin uygun sekilde aciklanmasi i¢in, or. galaktik
dig yoriingelerde gozlenen doniisler ve fenomenolojik karanlik madde yaklagimina
alternatif aciklamalar (Pala, Sert ve Adak ), (Pala ve Adak ).

Bu béliimiin tamamindaki igerik, (Adak, Dereli, T. S. Koivisto, ve dig. )
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caligmasi ile ilintilidir.

GG tlizerine kisa bir ozet

Einstein” in Genel Gorelilik teorisi agagidaki Lagrangiyen n-form ile verilir
~ A
LGR = LEH + —x1— L[mat] (521)
K

burada s ciflenim sabiti, A kozmolojik sabit ve Ly Einstein-Hilbert Lagrangiyeni-

dir (ortonormal gergevede verilmistir),
T 1 Da b
LEH =—R b VAN *€
2K

Bu Lagrangiyenin ortnonormal kocergeveye gore varyasyonu, Einstein alan den-

klemlerini verir

—%ébc A ke’ + A * e, = KT,[mat] (5.2.2)
burada 7,[mat] madde alaninin enerji-momentum (n—1)-formudur, 6yle ki § L[mat] =
de® A 1o[mat] iglemi ile hesaplanir. Su iki noktay: vurgulamaya deger. (i) n = 2
igin, R%, terimi sadece bir bilegen icerir ve Lgy ise bir tam form olur. Bu du-
rumda GG iki boyutta énemsiz bir teori haline gelir. (ii) n = 3 ve vakum kosulu
altinda, yani Limat] = 0, ve A = 0 kosulu i¢in, }Nzab nesnesinin yayilan (dinamik)
herhangi bir serbestlik derecesi olmaz. Ciinkii, n(n + 1)/2 ile verilen metrigin
bagimsiz bilegen sayisi, difeomorfizm simetrisinin 2n adet bilegeni belirlemesi se-
bebiyle, n(n — 3)/2 sayisina indirgenir. Goriilebilecegi lizere n = 3 i¢in metrigin
hi¢ bagimsiz bilegeni kalmaz. Ancak n > 4 ic¢in bilesen sayisi pozitif olur ve

Einstein” in gravitasyon teorisi vakumda yayilan modlar ongorebilir.

5.2.1 Metrik (Weitzenbock) teleparalel gravitasyon (MTPG)
MTPG teorisi agagidaki Lagrangiyen ile ifade edilir

Lwrp = L2 + A 1 — Limat] + Quy A o™ + R% A p%, (5.2.3)
burada Lp2, torsiyon-kareli ve ¢ift-pariteli Lagrangiyendir

L2 = kiT* AN xTy + ko (T* Neg) A (Tb A eb) + ks(T% Aey) A x(T° Aey)
(5.2.4)

Burada kj, ko, k3 ¢iftlenim sabitleridir, a® = o Lagrange carpani (n — 1)-
formdur, 6yle ki nonmetrisitinin sifirlanmasini saglar, p®, Lagrange carpani (n —

2)-formdur, dyle ki tam egriligin sifirlanmasimi saglar. e, w®,, a®, p°, alanlarna
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gore varyasyon alinirsa, sirasiyla, asagida verilen MTPG alan denklemleri elde

edilir
T|T] + A *x e, = T,[mat] KOCERCEVE DENK. (5.2.5a)
Y01 + oy + Dp’, = X0, [mat] BAGLANTI DENK. (5.2.5b)
Qar =0 METRISITI DENK. (5.2.5¢)
R% =0 SIFIR-EGRILIK DENK. (5.2.5d)

burada 7,[mat] madde alani igin enerji-momentum ve X%, [mat] madde alani igin
agisal momentum (n — 1)-formlandir, dyle ki §L[mat] = de* A 7,[mat] + dw®, A
¥, [mat] varyasyonu ile hesaplanirlar
S
W)=Y kmlT]  ve  S[T] =) kY[T] (5.2.6)
i=1 i=1
(i) Y
To|T] ve X0, [T] terimlerinin acik halleri agagida verilmistir

lT) =2D % Ty — (1T") ATy + Ty A (10 % T7) (5.2.7a)

PIT) =2D [ea A% (TY Aey)] + 20, A (TP Aey)

— [t (T Nep) | A5 (TNee) = (TNee) Afeax (TP Ney)]  (5.2.7b)
TIT) =2D [ey A (TP A eg)] +21° A x (T, A )

— [t (T Ne) | A5 (TNey) — (T Nep) A feax (TP Nee)]  (5.2.7¢)

ve
(1)
Y0, [T] =2e" A +T, (5.2.8a)
2)
Y2 [T] =2€" A ey A * (T, A €) (5.2.8b)
(3)
P [T) =2e" A e A (T. A ey) (5.2.8c¢)

Gravitasyonun dinamigi Denk.(5.2.5a) ile temsil edilirken, diger ifade Denk.(5.2.5b)
ise Lagrange carpanlarimin belirlenmesi icin kullanilir. Asagidaki konfiglirasyon,
teorinin GG-egdegerini tanimlayan ¢iftlenim sabitlerini verir (n > 3 igin)

1 1

= — ks = —— 5.2.9
4k’ 3 2K ( )

kl - 0, k2

Iki boyutta Denk.(5.2.4) ile verilen Lagrangiyenin ikinci ve ti¢iincii terimleri 3-
form icerdikleri i¢in kaybolur. Yayilan serbestlik dereceleri genel Lagrangiyen icin
n-boyutta kontrol edilmigtir (T. S. Koivisto ve Tsimperis ). Metrik telepar-

alelizm baglaminda alanlarin bagimsiz bilesenlerinin say1s1 n? ile verilir. Bu sonuc,
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Weitzenbock kogulu uygulanarak ortonormal cercevede hemen goriilebilir, oyle ki
n-bein nesnesinin tiim bilegenleri bagimsizdir. Alternatif olarak, bu nesne koor-
dinat c¢ercevesinde incelenirse goriiliir ki, ilintili n boyutlu kare matrisin simetrik
parcalart metrik icinde kodlanmisken, antisimetrik parcalar1 diiz ve metrik bir
baglanti nesnesinin i¢inde kodlanmistir, oyle ki bu baglanti nesnesi bir Lorentz
dontigimi tarafindan olusturulur. Toplamda n-bein nesnesinin bilegsen sayisi, el-
bette yine n? olur. GG baglaminda, n = 2 veya n = 3 icin lokal serbestlik
dereceleri yayilmaz, fakat bu durum daha genel metrik teleparalel Lagrangiyen-
ler igin farkli olabilir. Ayrica alan denklemlerinin sayisinin her zaman teorideki
bagimsiz bilegenlerin sayisina egit oldugunu not edelim, ancak bu simdi o kadar
acik olmayabilir. Denk.(5.2.5¢) ve Denk.(5.2.5d) kogullarinin uygulanmasi bize
metrik uyumlu piir-ayar baglanti nesnesini birakir, oyle ki bu baglant1 nesnesi
tizerindeki kogul igin Denk.(5.2.5b) ile verilen esitligin kovaryant tiirevi alinir.
Bu islem sonrasinda elde edilen denklemin n(n — 1)/2 serbest bilegeni vardir.
Geriye kalan n(n+1)/2 bagimsiz denklem ise Denk.(5.2.5a) ile verilir. Kogerceve
hareket denklemi cok fazla bilegsen iceriyor gibi goriinse de, Ek F altinda verilen
agiklama kullanilirsa, bu denklemin antisimetrik bilegenlerinin bagimsiz olmadigi
ancak Denk.(5.2.5b) ile dejenere oldugu goriiliir.

Bazi aciklamalar verelim. (i) Iki boyutta Denk.(5.2.4) ile verilen Lagrangiyenin
ikinci ve tiglinct terimleri 3-form igerdikleri i¢in kaybolur. Torsiyonun bagimsiz
bilegenlerinin sayis1 iki iken alan denklemlerinin sayis1 dorttiir. Yani GG’ de
oldugu gibi burada da, dinamik bir serbestlik derecesi yoktur. (ii) Uc boyutta
hem torsiyon hem de alan denklemlerinin bagimsiz bilegenlerinin sayis1 dokuz-
dur. Dolayisiyla GG’ de oldugu gibi burada da, vakumda yayilan bir serbestlik
derecesi yoktur. Yukarida tanimlanan adimlar izleyerek MTPG teorisini tartigan

galigmalar vardir, or. (Itin ).

5.2.2 Symmetric teleparalel gravitasyon (STPG)
STPG teorisi agsagidaki Lagrangiyen ile ifade edilir

Lstp = Lo> + A% 1 — Limat] + T A Ay + R A o’ (5.2.10)
burada Lg2, nonmetrisiti-kareli ve cift-pariteli Lagrangiyendir

Lo =c1Qap N *Q%® + ¢y (Qab A eb) A*(Q Nee) 4 c3(Qap N ee) A x(Q A eb)
+ QA *Q +c5 (Q N e”) Ax(Qap N e?) (5.2.11)

Burada ¢;, i = 1,2,---,5 ¢iftlenim sabitleridir, A\, Lagrange ¢arpam (n — 2)-

formdur, dyle ki torsiyonun sifirlanmasim saglar, p°, Lagrange carpam (n — 2)-
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formdur, dyle ki tam egriligin sifirlanmasini saglar. e®, w%, \,, p’, alanlarina gore

varyasyon alinirsa, sirasiyla, asagida verilen STPG alan denklemleri elde edilir

T.[Q] + A * eq + DA, = 7,[mat] KOQERCEVE DENK. (5.2.12a)
0. [Q] + €® ANy + Dp°y = ¥ [mat] BAGLANTI DENK. (5.2.12b)
T°=0 STFIR-TORSIYON DENK.  (5.2.12¢)

R% =0 SIFIR-EGRILIK DENK. (5.2.12d)

burada 7,[mat] madde alam i¢in enerji-momentum ve °,[mat] madde alani i¢in
agisal momentum (n — 1)-formlandir, 6yle ki dL[mat] = de* A 7,[mat] + dw®, A

¥, [mat] varyasyonu ile hesaplanirlar

5 ()
Ta[Q]:ZqTa[Q] ve Eba[Q]:ZciZba[Q] (5.2.13)

(T,z [Q] ve ¥,[Q] terimlerinin acik halleri agagida verilmistir

Ta [Q] = (Lach) A *ch - ch A (La * ch) (5214&)
PQl = = 2Qus A (Q A ee) — [ta (Q Ae)] Ak (Qa A c?)

+ (Qar AN €) A Jtax (Q% Nee)] (5.2.14b)
D10 = — 20" A« ( we Aer) = [ta (Q AN Ak (Quy Ac)

+ (Qay Aee) A [ (Q% Aeb)] (5.2.14c)
Q) = = (1Q) A*Q — QA (1 % Q) (5.2.14d)
%[Q] =—QAx (Qab /\eb) — Qup N * (Q/\eb) — [ta (Qpe N €°)] A % (Q /\eb)

+ (Q A €”) Alta* (Que A €)] (5.2.14e)

ve

(1)
Y0, [1Q] =2 * Q% (5.2.15a)
2)
3,[Q) =€" Ak (Qac A €°) + €a A% (Q™ Ne) (5.2.15Db)
3)
Eba[Q] =e“ A * (Qac A eb) +e. N * (ch A ea) (5.2.15¢)
(4)
¥, [Q] =20° x Q (5.2.15d)

()
20[Q) =02e° A% (Qua N ) + % lea Ax(QAE) +e" Ax(QAe,)]  (5.2.15e)

Gravitasyonun dinamigini veren alan denklemi, Denk.(5.2.12b) yardimui ile, Denk.(5.2.12a)
icindeki D), teriminin ortadan kaldirilmasiyla, asagidaki gibi elde edilir

DY, [Q] + T[Q] + A x eq = 1,DX,[mat] + 7,[mat] (5.2.16)
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D), elde edilirken su sonuclar kullanildi : D(Dp°,) = R, A p¢q — RS, A pb. = 0
ve De®* = T* = 0. Daha sonra, istenirse, Lagrange ¢arpanlar1 Denk.(5.2.12a) ve
Denk.(5.2.12b) kullanilarak bulunabilir. Asagidaki konfiglirasyon, teorinin GG-

esdegerini tanimlayan ¢iftlenim sabitlerini verir (n > 2 igin)

1 1 1
=, Cy = ——, c3 =0, cy =

e 5.2.17
2k K 20Kk’ ( )

G5 =
Metrik teleparalelizm boliimiinde verilenlere benzer yorumlar: burada da yapabil-
iriz. Dinamik alanlar bagimsiz bilesenlerinin sayis1 her zaman alan denklemlerinin
sayisina esittir. Simetrik teleparalelizmde bu say1 n(n + 3)/2 olur ve koordinat
gercevesinde kolaylikla goriilebilir. Bu cercevede serbestlik dereceleri metrigin
ve diiz, torsiyonsuz baglanti nesnesinin i¢inde kodlanmigtir, 6yle ki bu baglant:
nesnesi n-boyutta, n adet difeomorfizm tarafindan olusturulur. Yayilan serbest-
lik dereceleri, n-boyutlu genel bir teori igin incelenmistir (Conroy ve T. Koivisto

). Yine, n = 2 ve n = 3 igin teorilerde dinamik serbestlik dereceleri mevcut

olabilir (Adak ve Dereli ; Adak, Ozdemir ve Pala ). Yukarida tanimlanan
adimlar izleyerek STPG teorisini tartigan galigmalar vardir, 6r. (Adak, Sert, ve
dig. ; Adak ).

Baz agiklamalar verelim. (i) Iki boyutta, nonmetrisitinin bagimsiz bilesenlerinin
sayist 6 iken alan denklemlerinin sayisi 4 olur. Bu durumda, GG’ nin aksine, iki
boyutta STPG teorisinde dinamik serbestlik dereceleri olabilir (Adak ve Dereli

). (ii) Ug boyutta, nonmetrisitinin bagimsiz bilegenlerinin sayis1 18 iken alan
denklemlerinin sayis1 9 olur. Yine, GG’ nin aksine, STPG teorisi ii¢ boyutta da
dinamik serbestlik dereceleri sunabilir. Bu ac¢idan bakildiginda, STPG teorisinin

GG’ ye gore daha zengin bir kurulum verdigi iddia edilebilir.

5.2.3 Genel teleparalel gravitasyon (GTPG)
GTPG teorisi agagidaki Lagrangiyen ile ifade edilir
Lorp = L2 + Loz + Lor + A% 1 — Limat] + R% A p’a (5.2.18)

burada Ly terimi Denk.(5.2.4) ve L2 terimi Denk.(5.2.11) ile verilen ifadelerdir.

Bunlarmm yaninda, Lgr ¢apraz terimleri iceren cift-pariteli Lagrangiyendir

LQT = gl(Qab N €a A 60) N *(Tc A 6(,) —+ EQ(Q A ea) A xT* + €3 (Qab N eb) A xT°
(5.2.19)

Burada /1, ls, {3 ciftlenim sabitleridir, p°, Lagrange carpam (n — 2)-formdur,

oyle ki tam egriligin sifirlanmasim saglar. e?, w%, p°, alanlarina gore varyasyon
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alimirsa, sirasiyla, asagida verilen GTPG alan denklemleri elde edilir

7al@] + To|T] + 72[QT] + A % €, = 74[mat] KOCERCEVE DENK. (5.2.20a)
Y0 [Q] + XL [T] + X2 [QT) + Dp’y = X°,[mat] BAGLANTI DENK.  (5.2.20b)

R% =0 SIFIR-EGRILIK DEN. (5.2.20c)

burada 7,[mat] madde alam icin enerji-momentum ve %%, [mat] madde alani igin
agisal momentum (n — 1)-formlandir, dyle ki dL[mat] = de* A 1,[mat] + dw®, A
¥t ,[mat] varyasyonu ile hesaplanirlar

3 O

LT =36nQT)  ve  £8[QT) =3 63%.(QT) (5.2.21)

i=1 i=1

. (i
(Ti [QT] ve 3°,[QT)] terimlerinin acik halleri agagida verilmistir

%S[QT] =D ey A% (Q" NecNea)] +ec AQay Ak (T Ne”) —ec ANQY AN x (T, Ney)

+TC/\>|<(Qab/\eb/\ec) — [LQ(TC/\eb)]/\*(de/\ed/\ec)

— Q" Neqg Aee) Ao * (TN ey)] (5.2.22a)
%S[QT] =D x* (Q A ea) - Q A *Ta - (LaTb) A *(Q A eb)

+(QAep) A(ta* T (5.2.22b)
PQT) =D % (Qus A €") = Quy A¥T" = (1aT°) A +(Qup A €)

+ (Qeb N €”) A (% T°) (5.2.22¢)

ve

(1)
Y0, [QT] =€’ A eg A * (Qdc A e N\ ea)

1
+3 [ea Nec Ak (TONEY) +e" Aee Ax (T Aeyg)] (5.2.23a)
(2)
P [QT) =€ A %(Q A eg) + 6lee N +T¢ (5.2.23D)
3) 1
YPL[QT] =e* A #(Qae A €°) + 3 [€" A*T, + eq N +T"] (5.2.23c¢)

Gravitasyonun dinamigi Denk.(5.2.20a) ile temsil edilirken, diger ifade Denk.(5.2.20b)
ise Lagrange carpanlarinin belirlenmesi i¢in kullanilir. Agagidaki konfigiirasyon,

teorinin GG-egdegerini tamimlayan ¢iftlenim sabitlerini verir (n > 3 igin)

1 1 1 1
C1 2/{‘:, Cy /ﬂ'/’ Cs 3 Cy 2/{/7 Cs /'i’ ( )
1 1 1
k1:07 kQZ_, k3:_ 5 61:_7 62207 €3:0
4k 2K K

Genel teleparalelizmde, dinamik alanlarin n(3n + 1)/2 adet bagimsiz bileseni

vardir ve diizenlemelerin ardindan elde edilen alan denklemlerinin sayis1 da aynidir.
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ki boyut icin 6rnek

Yukaridaki fikirlerin daha somut ve anlagilir olmas1 adina iki boyutta bir érnek
verelim. Kullanilan algoritma agagida verilmigtir.

Adwvm #1: Koordinat gergevesinde x® = (¢, r), statik bir metrik 6nermesi yapilir
ds® = —f2(r)dt* + g*(r)dr® (5.2.25)

burada f(r) ve g(r) metrik fonksiyonlaridir.
Advm #2: Metrik ve kocerceve icin ortonormal kovaryant bilesenler yazilir, ds? =

nabea ® eb

1o . [rat
Tab = [0 1], e = LdT] (5.2.26)

Advm #8: Metrik ve kocerceve icin karma kovaryant bilesenler yazilir, ds?> =

gABGA ® eB

gap = [_01 gOQ] . et= [";it] (5.2.27)

Advm #4: 2-bein ve tersi hesaplanir, soyle ki e* = h® 4e? ve e = b4 e

hey = [1 0] . k= [1 0 ] (5.2.28)
0 g 0 1/g

Advm #5: Ortonormal afin baglant: 1-form nesnesi hesaplanir w®, = h® 4dh™;

W = [0 0 ] (5.2.29)

0 —e'g'/g*
Bu adimin ardindan yogunlukla, bilgisayar hesaplama sistemleri olan REDUCE
ve onun dig cebir paketi EXCALC kullanilmigtir (Hearn ; Schriifer ).
Adwm #6: Ortonormal cercevede sunlar hesaplanir : nonmetrisiti 1-form Q. =
(Wab + Wha) /2, torsiyon 2-form T = de® + w®, A €® ve tam egrilik 2-form R%, =
dw?y + w. A w%,

Qab: [0 ’ ] ) T =

0 —(g'/g%)e" 0

Boylece, tiim dinamik nicelikler metrik fonksiyonlari cinsinden yazilmig olur.

(/') 19) + 1] R

00
. 0] (5.2.30)

Simdi, ortonormal ¢ercevede elde edilen e, w®,, Qup, T nicelikleri Denk.(5.2.20a)
ile verilen alan denkleminde yerine yazilir, 6yle ki bu islem bog uzay varsayimi

altinda gergeklestirilir, yani L{mat] = 0. Sonug olarak, f(r) ve g(r) fonksiyonlar
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i¢in, iki adet ikinci derece bagiml diferansiyel denklem elde edilir. Bu denklemler

i¢in bulunan iki ¢oziim siifi agagida verilmisgtir.

Coziim sumfs #1: ¢; +cq4 = 0, l5 = 0 kosullar1 ve A = kym? tanim altinda,

asagidaki ¢oziim elde edilir
flr)y=emr ve  g(r)=— (5.2.31)

Taylor acihmi kullanilirsa e ™™/" ~ 1 —m /r yazilir ve goriilecegi iizere m = /A /k;
kiitle parametresi olur. » = 0 noktasinda tekillik bulunur, fakat bu esas tekillik

gibi goriinmez, Oyle ki asagida verilen ifadelerden &tiirii
T AT, =m?x1 ve Qu N %Q® = 4r? % 1 (5.2.32)

Bu ¢6ziim sinifi igin, Denk.(5.2.20a) ile verilen kogerceve denkleminin kovaryant
tirevinin sifirlandig1 teyit edilmigtir. Fakat, bununla birlikte, Denk.(5.2.20b)
ile verilen baglanti denkleminin de kovaryant tiirevinin kontrol edilmesi gerekir.
Bunun icin D(Dp’,) = RP.Ap¢a— R Ap°. = 0 kullanilirsa goriiliir ki D(5.2.20b) =
0. Boylece ciftlenim katsayilar: tizerinde yeni kogullar elde edilir. Sonug olarak,
boyutlu olan katsayilar icin ks = 0, k3 = 0, ¢; = 0 saglanirken digerleri icin de
su verilenler saglanir, ¢4 = —cy, ¢5 = 2¢1, o = 0, {3 = —2k;. Bunlarin disinda

geriye kalan serbest katsayilar ise kq, ¢, ¢, c3 olur.

Coziim simafy #2: c1 + ¢4 = 0, l5 = 0 kosullar1 ve A = 4k;m?n? tanmim altinda,
asagidaki ¢oziim elde edilir
2m\" 1

r

Taylor acilimi kullanilirsa (1 — sz)n ~ 1 — 2nm/r yazhr ve goriilecegi iizere
2nm = /A /k; kiitle parametresi olur. r = 0 ve r = 2m noktalarinda tekil-
lik bulunur, fakat bunlar esas tekillik gibi goriinmezler, 6yle ki asagida verilen

ifadelerden otiirii
T*A+T, = (2nm)*x 1 ve  QuA*Q™ =4(r —m)**1 (5.2.34)

Bu ¢6ztim simifi i¢in, Denk.(5.2.20a) ifadesinin kovaryant tiirevi sifirlamir. Bununla
birlikte D(5.2.20b) = 0 kosulu ile ¢iftlenim katsayilar1 {izerinde yeni kosullar
elde edilir. Sonug olarak, boyutlu olan katsayilar icin ky = 0, k3 = 0, ¢; = 0
saglanirken digerleri i¢in de su verilenler saglanir, ¢4 = —cq, ¢5 = 2¢q, lo = 0,

l3 = —2k;. Bunlarin disinda geriye kalan serbest katsayilar ise k1, ¢y, ¢o, c3 olur.
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I"Jg boyut igin ornek

U¢ boyut icin, dairesel simetrik dénen bir metrik ele alahm. Kullanilan algoritma
asagida verilmigtir.

Adwvm #1: Koordinat gergevesinde z® = (¢, r, ¢), metrik 6nermesi yapilir
ds? = — f2(r)dt* + ¢*(r)dr® + v [w(r)dt + dg)’ (5.2.35)

burada f(r), g(r) ve w(r) metrik fonksiyonlaridir.
Advm #2: Metrik ve kocerceve icin ortonormal kovaryant bilesenler yazilir, ds? =

nabea ® eb

100 Fdi
1 0], e = gdr (5.2.36)
01

r (wdt + d¢)

Nab = 0
0

Adwm #3: Metrik ve kocerceve icin karma kovaryant bilesenler yazilir, ds? =

gapet @ eP

~1 0 0 fdt
gap= |0 g¢* 0}, et = dr (5.2.37)
0 0 1 r (wdt + do)

Advm #4: 3-bein ve tersi hesaplanir, soyle ki e* = h® 4e? ve e = h4 e

0 1 0 0
ha=10 g 0|, h'%=10 1/g 0 (5.2.38)
0 0 1

Advm #5: Ortonormal afin baglant1 1-form nesnesi hesaplanir w%, = h® 4dh*,

0 0 0
wh =10 —elg’/g®> 0 (5.2.39)
0 0 0

Adwm #6: Ortonormal gergevede sunlar hesaplanir : nonmetrisiti 1-form @, =
(Wap + Wha)/2, torsiyon 2-form T = de® + w?, A ¥ ve tam egrilik 2-form R%, =
dw®y + w®. A\ W%,

_ f/eol

0 0 0 < 000
Qab: 0 _9;_;1 0 ) T = 0 ) Rab: 0 00 (5240)
0 0 0 % 000

Dikkat edilecegi tizere, yine, tiim dinamik nicelikler metrik fonksiyonlar: cinsinden

yazilmig olur. Simdi, ortonormal cercevede elde edilen e®, w®,, Qqp, T nicelikleri
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Denk.(5.2.20a) ile verilen alan denkleminde yerine yazilir, 6yle ki bu iglem bog
uzay varsayimi altinda gergeklestirilir, yani L{mat] = 0. Sonug olarak, f(r), g(r)
ve w(r) fonksiyonlari igin, ikinci derece bagimh diferansiyel denklemler elde edilir.
Bu denklemler uzun ve karmasik goriindiiklerinden 6tiirti burada verilmemistir.
Yine de, bilgisayar hesap sistemleri REDUCE ve onun dig cebir paketi EXCALC
yardimiyla (Hearn ; Schriifer ), iki adet ¢oziim sinifi bulunabildi. Bunlar

asagida verilmigtir.

Coziim simafy #1: ky = 0, ¢; + ¢4 = 0, {5 = 0 kogullan altinda asagidaki ¢oziim

elde edilir
f(r) = 1 =4/m— 2 (r) = (5.2.41)
r _g(r) =4/m 2k3r ve w(r) = wy 2.

burada m ve wy integrasyon sabitleridir. Bu ¢bziime gore, 7 = /2mks/A nok-
tasinda olmak tizere bir adet tekillik var gibi goriiniir. Ancak, r = 0 ve r =
\/2mks/A noktalar i¢in iki adet tekillik bulunabilir, 6yle ki agagida verilen in-

varyant ifadere bakilarak

2m2k3 — 2mhksAr? + A%t
ksr?(2mks — Ar?)
Ar?

ab — 1 2.42b
QN3 = G Gy — Ar2) (5.2.42b)

TN\ +T, = * 1 (5.2.42a)

Bu ¢6ztim simifi i¢in, Denk.(5.2.20a) ifadesinin kovaryant tiirevi sifirlamir. Dahasi,
D(Dpb,) = R Ap¢a— R Ap°. = 0 kullanihirsa goriiliir ki D(5.2.20b) = 0. Béylece

ciftlenim katsayilar1 iizerinde, asagida verildigi gibi, yeni kogullar elde edilir
kl = 0, C4 = —Cq, 182 = 0, 63 = 61 + 261 — C5 + 2]{?3 (5243)

burada ko, k3, c1, o, c3, c5, {1 yedi adet serbest parametredir.

Coziim sinufe #2: Asagidaki kosullar altinda
kl = O, 2]{32 + kg = O, c1+cg = O, 62 =0 (5244)

su ¢oziim bulundu

f(?“) B \/m + w_% — ATQ ve w(r) = % (5245)

burada kiitle parametresi m ve rotasyon parametresi wy, integrasyon sabitleridir.

Bu ¢6ziim, literatiirde bilinen BTZ metrigidir. Bu ¢6ziim siifi igin, Denk.(5.2.20a)
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ve Denk.(5.2.20b) ile verilen ifadelerin kovaryant tiirevlerinin sifirlandigi teyit

edilmigtir. Boylece serbest parametre sayis1 azalmigtir.

]i]l = O, k?g = —2/{?2, Cq4 = —Cq, Cy — 261, 61 = 4]€2, 62 = O, 83 =0
(5.2.46)

burada ks, ¢q, co, c3 dort adet serbest parametredir.

k 2kqw?
r=0 ve r= KB m:l:\/mQ—l-—;:Jl

noktalarinda iki adet tekillik gortinmektedir. Bunlar ayni zamanda, 7% A T},
ve Qup A *Q skalerleri icin de tekil noktalardir. Son olarak teyit edildi ki,
Denk.(5.2.44) ile verilen kosullar, Denk.(5.2.24) ile verilen ifadede saglanir.

Dort boyut icin ornek

Simdi, daha gercekci bir érnek verelim. Oncelikle Kerr-de Sitter ve ardindan
Reissner-Nordstrom metrikleri ele alinacaktir.

Adwvm #1: Kerr-de Sitter metrigi Boyer-Lindguist koordinatlarinda yazilir 2% =
(t7 T? 07 ¢)

ds? = ——9221(107 gy [A0) = A4TI(0) sin’ 6] +2A(7E’T ?er + Eé?e(;)de?
sin? 6 5 oo 9 .9 )
+ E50r.0) [(r* + j3)?IL(0) — A(r)j§ sin® 0] d¢
%1290) [A(r) = (r* + jo)TI(0)] dtde (5.2.47)

burada A(r), X(r, ), 11(0) metrik fonksiyonlaridir, jo rotasyon parametresidir,
Q(Ay, jo) ise rotasyon parametresini ve kozmolojik sabiti iceren bir bagka parame-
tredir.

Adwvm #2: Metrik ve kogerceve i¢in ortonormal kovaryant bilegsenler yazilir, g =

nab6a®eb
100 0 \/ 5oz (dt — o sin® 6do)
0 10 0 \@dr
. el A (5.2.48)
P
010 \/;de
0 00 1 _ /%sine[—jodt%—(erng)dcb]_
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Adwim #3: Metrik ve kogerceve i¢in karma kovaryant bilegenler yazilir, g =

gapet @ eP

[ . .92
—25 00 0 dt — josin® 0d¢
0 10 0 v@m
gan = . et = A (5.2.49)
01 0 NELC
0 00 %g5° | —Jodt + (2 + j3)do |

Advm #4: Vierbein ve tersi hesaplanir, soyle ki, e® = h% e” ve e = h4,e®

-~ - I -
Vs 00 0 =200 0
0 10 0 0 10 0
h'y = ) hAa =
0 01 0 0 01 0
0 0 0 y/sising 0 00 EEL

(5.2.50)

Advm #5: Ortonormal afin baglant: 1-form nesnesi hesaplanir w®, = h® 4dh™;
[ /A Q2
\H@UQF%)U
0 0
0 0 0 0
0 00 /hesimo (/5 ;)

Adwm #6: Ortonormal gergevede sunlar hesaplanir : nonmetrisiti 1-form Q,, =

)
)

(5.2.51)

(Wap + Wha) /2, torsiyon 2-form T = de® + w®, A €” ve tam egrilik 2-form R%, =

dw?y + w. A w,
Qa#0, T°#0, R%=0 (5.2.52)

Metrik fonksiyonlari i¢in, ¢cok karmasgik ve uzun olan ikinci derece bagiml diferan-
siyel denklemler elde edildi. REDUCE / EXCALC yardimi (Hearn ; Schriifer

) ile iki adet ¢oziim smifi bulundu. Bunlar agagida verilmistir.

Coziim sinufe #1: Asagidaki kosullar altinda

kl = 0, k?g = —21{32, C3 — —C; — Cy — 2k’2, Cs = —Cyq + 21{32,
62 - 51 - 4k2, 63 - —61 + 4k2, A - —4]€2A0 (5253)
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alan denklemleri su metrik fonksiyonlar1 tarafindan saglanir

Ar) = (r* +33) (1 - %ﬁ) — 2mr, (5.2.54a)
Y(r,0) = r® + j§ cos® 0, (5.2.54b)
I(0) =1+ %jg cos 6, (5.2.54c)
Q=1+ ﬁjg (5.2.54d)

3

Sunu ifade etmekte yarar var : ¢y, ¢, ¢4, ko, {1 parametreleri serbest oldugu igin,
Denk.(5.2.53) ile verilen kisitlar, Denk.(5.2.24) ile verilen ¢iftlenim katsayilarina
gore, daha geneldir. Diger 6rneklerdekine benzer olarak, yine, Denk.(5.2.20a)
ve Denk.(5.2.20b) ile verilen ifadelerin kovaryant tiirevlerinin sifirlandigi teyit
edildi. Boylece ¢iftlenim katsayilar: tizerinde, agagida verildigi gibi, yeni kogullar
elde edilir

k’l = 0, k3 = —2/{?2, C3 = —C1 — Cy — 2k’2, Cy — —2]{32, Cy — 4k2,
61 == 4k2, 62 - O, 63 - O, A = —4k2A0 (5255)

Halen ii¢ adet serbest ¢iflenim sabiti bulunmaktadir, ks, ¢, c¢o. Literatiirde,
metrik teleparalelizm kurulumunda donen metriklerin incelendigi caligmalar mev-

cuttur (Jarv ve dig. ; Bahamonde, Valcarcel, Jarv ve Pfeifer ).

Coziim sinfi #2: Asagidaki kogullar altinda

ki =0, ks=0, c3=—c1—ca, ¢5=—c,

62 = gl, 63 == —61, A == 0 (5256)

alan denklemleri, agagida verilen ortonormal kocerceve tarafindan saglanir
2 2\ 1/2 2 2\ —1/2
(12 D) o= (12204 %)
r r r r

e =rdh, € =rsinfdeo (5.2.57)

burada m ve ¢ integrasyon sabitleridir. Beg adet serbest parametre vardir, ko,
¢y, C2, ¢4, 1. Denk.(5.2.20a) ve Denk.(5.2.20b) ile verilen ifadelerin kovaryant
tiirevlerinin sifirlandigi teyit edildi. Boylece ¢iftlenim katsayilar tizerinde, asagida

verildigi gibi, yeni kosullar elde edilir

kl = 07 k3 = OJ C3 = —C1 — C2, Cy = 07 Cs = 07

0,=0, =0, ;=0 (;,=0, A=0 (5.2.58)
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Sonug olarak, ko, c1, co 1i¢ adet serbest parametre olarak kalmaktadir. Tlging
bir nokta su ki, baglangicta Denk.(5.2.18) ile verilen Lagrangiyen ifadesinde elek-
tromanyetizmaya dair bir bilgi bulunmamasina ragmen, yukarida verilen ¢oziim
Einstein-Maxwell teorisinin Reissner-Nordstrom metrik ¢oziimiidiir, oyle ki bu
¢oziim elektrik yiiklii gravitasyon kaynaklarini tanimlar. Benzer sonuclara, mod-
ifiye edilmis STPG teorileri baglaminda ulagan galigmalar da mevcuttur (Cem-

branos ve Valcarcel ), (Bahamonde, Valcarcel, Jarv ve Lember ).

5.3 Genisletilmis teoriler

5.3.1 Skaler-tensor (ST) teorileri

Kiitlegekiminin temel dogasini anlama arayisi, Einstein’ in 1915 teki Genel Gorelilik
(GG) teorisinin baglangicindan bu yana teorik fizigin temel tagi olmustur. GG,
kiitlegekim olaylarini hem kozmik hem de kuantum o6lgeklerde tanimlamada oldukga
bagarili oldugunu kanitlamis olsa da, alternatif teoriler de ortaya ¢ikmigtir.

Kiitlegekimine iligkin skaler-tensor teorilerinin temeli, Jordan (Jordan )
Brans ve Dicke’ nin (Brans ve Dicke ) 1960’ larda yaptiklar1 6ncii caligmalara
kadar gotiiriilebilir. Bu aragtirmacilar, teorilerine metrik tensérden farkh ek bir
skaler alan ekleyerek, gravitasyonel etkilesimleri aciklamayi ve boylece GG’ yi
genellestirmeyi amaclamiglardi. Genellikle ¢ olarak ifade edilen bu skaler alan,
yergekimi ile diger alanlar arasinda dinamik bir baglantiya izin vererek Einstein’
1n orijinal teorisinin Otesine gecen teorik bir yapi sunar.

Skaler-tensor teorilerinin ardindaki temel motivasyon, GG baglaminda sabit
oldugu varsayilan yercekimi sabiti GG gibi doganin temel niceliklerini, etkin bir alan
olarak barindirma yeteneklerinde yatmaktadir. Bu teoriler, G yercekimi sabitinin,
¢ skaler alanina bagh olarak uzayzamanda degisebilecegini, dolayisiyla karanhk
enerjiye ihtiya¢ duymadan evrenin hizlanarak genislemesi gibi olgular i¢in potan-
siyel bir agiklama sagladigini 6ne stirmektedir. Dahasi, skaler-tensor teorileri,
ekstra boyutlarin kompaktlagtirilmasi iglemi sonrasinda metrik tensoriin yaninda
skaler alanlarin da olugtugu sicim teorisi ve Kaluza-Klein teorisi gibi daha ytiksek
boyutlu gravitasyon teorileri baglaminda dogal olarak ortaya cikar. Bu iligki,
modern fizik gercevesinde skaler-tensor yercekiminin teorik zarafetini ve potan-
siyel tahmin giictinii vurgulamaktadir. Bir bagka motivasyon da teorinin konfor-
mal (6lgek) dontigiimleri igerme gabasindan kaynaklanabilir. Gergekte SO(1,n —
1) Lorentz grubunun ¢ift kapsayan grubu, yani Spin(1,n — 1) grubu, {1, 0.} ba-

zlar tarafindan kaplanir, burada {o} nesneleri Lorentz grubunun jeneratorleridir.
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Bunun yaninda, {1} 6gesi de simetri grubuna bir jenerator olarak dahil edilebilir,
oyle ki simetri grubu daha genel ve tam olabilir. Boyle yapilarak, simetri grubu
SO(1,n — 1) ® Weyl seklinde genisletilebilir (Pala, Sert ve Adak ). Bu
genigletme iglemi ise, teoriye bir skaler alan ekleyerek ve bunu geometrik sektorle
minimal olmayan bir sekilde c¢iftleyerek basarilabilir. Bu konu hakkinda daha
sonra bir ornek verilecektir.

Skaler-tensor teorileri i¢in ampirik destek, astrofizik gozlemler, yercekimsel
dalga tespitleri ve kozmolojik aragtirmalar olarak sayilabilir (Damour ve Nordtvedt

),(Faraoni ). Teorilerin icerdigi parametreler tizerindeki kisitlamalar
genellikle glines sistemindeki hassas yer¢ekimi testlerinden kaynaklanir 6yle ki bu-
rada GG tahminlerinden sapmalar, anormal giinberi devinimleri veya yergekimsel
kirmiziya kaymadaki degigiklikler olarak ortaya gikabilir. Son yillarda, skaler-
tensor teorileri, karanlik madde ve karanlik enerjinin yarattigi zorluklari ele al-
may1 amaclayan, modifiye edilmis yergekimi teorileri baglaminda da yeniden ilgi
gormeye basladi. Bu teoriler, galaktik ve kozmolojik olceklerde yergekimsel olay-
lar i¢in alternatif agiklamalar onererek, gozlemsel verileri teorik tahminlerle potan-
siyel olarak uzlastiriyor. Sonug olarak, skaler-tensor kiitlecekim teorileri, kiitlecekim
etkilegimlerine iligkin anlayigimizi GG 6tesine genigletmek icin saglam bir ¢erceveyi
temsil ediyor. Bunlarin tarihsel geligimi, teorik temelleri ve ampirik sonuclari
teorik ve gozlemsel kozmolojideki modern arastirmalar1 sekillendirmeye devam
ediyor.

Bolim 5.3.1.1 altinda, skaler-tensor panteonundaki temeller verilmis ve Brans-
Dicke (BD) teorisi tamtilmigtir. Teorinin matematiksel igerigi ile ilgili kisa bir
ozetin ardindan sonuclarindan ve GG’ den farkli oldugu noktalardan bahsedilmistir.
Daha sonra, Bolim 5.3.1.2 altinda BD teorisinin olugturulmasinda kullanilan
fikirler daha genel sklaler-tensor teorilerine genellestirilmistir. Bu sininftaki birkag
model i¢in hizli bir analiz verilmistir. Son olarak Boliim 5.3.1.3 altinda, bir 6rnek
olmasi adina, 3-boyutlu STP geometrisinde bir skaler-tensor teorisi ¢aligilmisgtir.
Tim boliimler boyunca tensoér ve diferansiyel form formalizmleri, alternatifli

olarak kullanilmigtir.
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5.3.1.1 Brans-Dicke (BD) teorisi

BD teorisi agagidaki Lagrangiyen ile verilir®
Lpp=6R— “’ZD 9" 0,00,6 — 2V () (5.3.1)

burada ¢ teorinin skaler alani, V'(¢) skaler alanin potansiyel terimi (kiitle terimi
veya Oz-etkilegim terimi), wgp BD parametresidir, 6yle ki bu parametre teorinin
serbest sabit parametresidir. Acikca goriilebilecegi gibi, yukaridaki ifadenin sag
tarafindaki ilk terimden otiirti, skaler alan ve geometri arasindaki minimal ol-
mayan ¢iftlenim vardir. Her ne kadar ikinci terimde adi parcali tiirevler yer
aldig1 icin bu Lagrangiyen kanonik bir ifade gibi gortinse de, aslinda halen Rie-
mann geometrisi baglaminda kovaryant yapisini barindirmaktadir, zira standart
olarak bilindigi gibi, kovaryant tiirev skaler alan icin adi tiireve dontigmektedir.
Dolayisiyla, Denk.(5.3.1) ifadesine, asagidaki tanimlamalar1 yaparak, Minkowski

uzayzamanindan erisilebilir

Nuw = G Ou >V, (5.3.2)

Alan denklemleri

Asagidaki eylemi ele alalim

SBD = /d4$ \g\(ﬁBD +2£m) (533)

burada £, herhangi bir madde Lagrangiyeni olsun. Bu eylemin, teorinin dinamik
alanlar1 olan metrik g"” ve skaler alan ¢ varyasyonlar1 alinirsa, agagidaki alan

denklemleri elde edilir

59" 1 0=9Gp — (0,0, — gu)p — TS — T (5.3.4a)
0 U
(5¢ . 0=R-— (JJBD( (;Z) + 2w BD% — 28¢V (534b)

burada Einstein tensorii G, ve skaler alanin enerji-momentum tensorii 7, ,Ef) su

sekilde verilir

1
G,uz/ = R,uy - ag#yR
WBD
T4 = 5 |0u000 gw,(c?(b) — 9wV (0) (5.3.5)
5Orijinal calismada (Brans ve Dicke ), vazarlar baglangicta potansiyel terimi teoriye

dahil etmemigler. Fakat yukaridaki baglamda, konuyla ilgili olan birgok literatiire benzer olarak,

tamamlayici olmasi adina Lagrangiyene eklenmistir.
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burada (0¢)? := 0"¢d,¢ kisaltmas: kullanilir ve 70 madde alani icin enerji-
m

momentum tensoriinii ifade eder. Skaler alan denklemi agagidaki gibi diizenlenebilir

1
op: Op=——
¢ (b 3+2(,L)BD

Denk.(5.3.4) ile verilen alan denklemleri ve asagidaki verilen &zdeslikler kul-

(200,V — 4V +T™) (5.3.6)

lanilirak

0=V"G, Bianchi 6zdesligi (5.3.7a)
V"6 = 0(V,6) - V,,(0) (5.3.7b)

madde alani standart enerji-momentum korunumu elde edilebilir
0=vrrim (5.3.8)

Burada birkag yorum paylagalim. Denk.(5.3.8) ifadesinden goriilebilecegi iizere,
madde alani, skaler alanin da olmasina ragmen, halen sadece geometrinin metrigi
ile etkilesimdedir. Bu sonug soyle yorumlanabilir : Madde Lagrangiyeni £,, skaler
alana bagl degildir. Ote yandan, Denk.(5.3.4) ve Denk.(5.3.6) ifadelerinden
goriilebilecegi gibi, madde, skaler alan ic¢in bir kaynak olarak davranmaktadir.
Buna gore su soylenebilir, dyle ki siklikla BD teorisi kapsaminda ele alinir :
Her ne kadar skaler alan ve madde, Lagrangiyen seviyesinde c¢iflenmemis ol-
salar da, alan denklemlerinde etkilegirler. Bu iligki soyle aciklanabilir : Madde
halen geometriginin metrigine gore hareket eder, yani metrigin jeodezilerini takip
eder, diger taraftan skaler alan ise, madde ile geometri arasindak bu etkilegimin
siddetini belirler. Bu davranig, Newton’ in evrensel ”sabiti’nin, etkin bir alan ile

degistirilmesiyle saglanabilir
G =  Geflx) x o(z)

G ifadesindeki bu giincellemenin, notasyonun degistirilmesiyle nasil ortaya ¢iktigini

gosterelim.

Teorinin alternatif bir gosterimi
Yukarida tamitilan BD teorisi farkli bir formda da gosterilebilir. Bunun igin,

agagida verilen tanmimlamalar: ele alalim

1, 1
= = = — 0.
¢ 580 o wBp e (5.3.9)
burada ¢(x) yeni bir skaler alan, £ bir serbest boyutsuz sabit, € := +1 ise BD
parametresinin wgp imzasidir. Bu yeni ifadelerin kullanilmasiyla, Denk.(5.3.1)

ile verilen BD Lagrangiyen ifadesi agagidaki gibi yazilabilir

Lop = 560 R — S(09) ~ V() (5.3.10)
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Burada, literatiirle (Fujii ve Maeda ) senkron olmak adma, V(¢) — V(p) =
2V (¢(¢)) dontigimii kullamldi. Bununla ilintili olarak alan deklemlerinin formu
da doniigiir. Goértldiugii gibi, bu yeni notasyonla birlikte, Denk.(5.3.10) igindeki
standart kinetik terimi elde edildi, oyle ki bu terim i¢inde serbest halde bir skaler
alan yoktur. Bunun yaninda, ilk terim sebebiyle minimal olmayan karakteristik
halen gecerlidir. Bu yeni Lagrangiyen, skaler alanin minimal olmayan ¢iftlenimini
iceren Einstein-Hilbert Lagrangiyeni ile karsilastirildiginda, asagidaki eglemeler
yapilabilir

1 5 1 __L
_690 =¢= 167G Geff(m) = 8o

(5.3.11)

Bu sonug, BD teorisi baglaminda Newton’ in evrensel kiitlecekim sabitinin etkin
bir alan olarak ele alinmasi fikrinin ¢ikig noktasidir. Daha fazla detay i¢in bkz.

(Quiros : Fujii : Fujii ve Maeda ).

5.3.1.2 ST teorilerin genel formu

Literatiirde ST teoriler ¢ok farkli bigimlerde kargimiza ¢ikar, 6yle ki bunlar arasinda,
teorideki ¢iftlenimler, skaler alanin fonksiyon(el)leri, skaler alanin kinetik / potan-
siyel terimleri, madde alanlari, vb. sayilabilir. BD teorisi de bu baglamda bir
skaler-tensor teori olarak yorumlanabilir, zira minimal olmayan bir sekilde skaler
alan icerir. Dahasi, BD teorisini baglangi¢ olarak ele alip, BD parametresini wgp
bir alan olarak degistirerek w = w(¢), onu giincellemek miimkiin olabilir. Sézii
edilen bu doniigtim ile beraber, Denk.(5.3.1) ile verilen BD Lagrangiyen ifadesi

agagidaki gibi yazilabilir
w
Lst = ¢R — 5((%)2 — 2V (¢) (5.3.12)

burada, yine (9¢)? := 0*¢d,¢ kisaltmasi kullamhr. Siklikla, yukarida verilen
Lagrangiyen ifadesi, ST teorilerin® tanmimlanmasinda kullamilir. Asagidaki ST

eylemi verilsin

Ser = /d4l‘\/ |g|(£gT + 2£m) (5313)

Bu eylemin, dinamik nicelikler olan metrik ve skaler alana gore varyasyonu alinirsa

agsagidaki alan denklemleri elde edilir

59" 0= G — (0,0, — g — T9) — T (5.3.14a)
2
6p: 0=R— (w + a%w) (85;) + 2w% — 20,V (5.3.14b)

6Daha teknik olmak gerekires, BD-tipi skaler-tensor teoriler.
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burada Tﬁ,’) ve T,ST), BD durumundaki tanimlara benzerdir, sadece bu yeni du-
rumda wpp — w doniigiimii gegerlidir. Sirasiyla, Denk.(5.3.4b) ve Denk.(5.3.14b)
ile verilen, BD ve ST teorilerinin skaler alan denklemleri karsilagtirildiginda, ST
durumu icin skaler alan denkleminin ikinci terimindeki katki gozlenebilir, oyle
ki bu katki genellegtirilmis BD parametresinin w alan yapisindan kaynaklanir.
Denk.(5.3.6) ile verilen diizenleme, Denk.(5.3.14b) iizerinde de yapilirsa agagidaki
ifade elde edilir

d¢: Op = 3T %0 (0pw(00)? + 200,V — AV +T'™) (5.3.15)

Yukaridaki esitligin sag tarafindaki ilk terim, w parametresinin alan karakter-

istigini yansitir.

5.3.1.3 Ornek : STP geometrisinde skaler-tensdr teorisi

Einstein’ i gravitasyon teorisi Genel Gérelilik (GG), metrik bilegenlerin ikinci
dereceden tiirevlerini iceren alan denklemleriyle tanimlanir. Bu denklemler Einstein-
Hilbert eylem integralinden bir varyasyon hesabiyla tiiretilir. Bu caligmada ise,
Riemann-dig1 geometriler baglaminda incelemeler yapilacaktir. Bunu yaparken
tam egrilik ve torsiyonun sifir oldugu ancak nonmetrisitinin sifir olmadigi bir
uzayzaman geometrisinde calisacagiz. Bu tiir geometriler simetrik teleparalel
(STP) uzayzaman veya Minkowski-Weyl uzayzamani olarak bilinir. Boyle bir ge-
ometrinin se¢imine iligkin daha fazla matematiksel motivasyon bir sonraki boliimde
verilecektir.

Ote yandan, (2+1) boyutta GG’ nin yayilan serbestlik derecesinin olma-
masi ve kuantum kiitlecekimi caligmalarinin 3 boyutlu uzayzamanlarda umut
verici sonuglar vermesi nedeniyle 3 boyutlu gravitasyon modelleri son yillarda
oldukea ilgi gormiistiir. Ornegin Banados-Teitelboim-Zanelli (BTZ), Einstein’ in
negatif kozmolojik sabit igeren denklemlerine 3 boyutlu bir kara delik ¢oziimii
buldu (Banados, Teitelboim ve Zanelli ). Bu, hem klasik hem de kuan-
tum diizeyinde ilging ozellikler ortaya ¢ikardi ve ayrica bu ¢oziimiin 4 boyutlu
Kerr kara deligi ile baz1 ortak davranmiglara sahip oldu fark edildi (Carlip ).
Ashinda 3 boyutlu yercekimini, teorik fizik caligmalarinin c¢ekici bir alani ha-
line getiren de bu BTZ kara deliginin varhigidir. Bu arada, Einstein-Hilbert
eylemine tek-pariteli Chern-Simons terimi eklenirse, Topolojik Kiitleli Gravita-
syon (TMG) olarak adlandirilan 3 boyutlu yergekimi teorisi elde edilir (Deser,
Jackiw ve Templeton ), (Deser, Jackiw ve Templeton ). Daha sonra
holografik yontemler baglaminda, TMG modelinin tiniter veya biiyiik yap1 sinir

¢Okmesi sorununu igerdigi gosterildi (Kraus ve Larsen ). Bu sorunu ortadan
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kaldirmak icin, cift-pariteli ikinci dereceden egrilik terimleri eklenerek ve TMG
baglamindaki tek-pariteli topolojik Chen-Simons terimi atilarak, Yeni Kiitleli
Gravitasyon (NMG) teorisi 6nerilmistir (Bergshoeff, Hohm ve Townsend ).
Ancak NMG modelinin de, TMG modelinde kargilagilan sorunlar1 tam olarak
¢ozemedigi gortilmiistiir. Bu sebeple, biiytlik yap1 sinir probleminin ¢oziilebilmesi
umuduyla NMG eylemine tek pariteli Chern-Simons terimi eklenerek Genellestirilmis
Kiitleli Gravitasyon (GMG) modeli tamtild: (Bergshoeff, O. Hohm ve Townsend
). Daha sonra TMG modeline torsiyon ve bir eksenel alan eklenerek elde
edilen Minimal Kiitleli Gravitasyon (MMG) modeli énerildi ve bu model, parame-
trelerin belirli araliklarinda biiyiik yapi sinir problemini ¢ozdii (Bergshoeff, O.
Hohm, Merbis, ve dig. ), (Arvanitakis ve Townsend ). Her ne kadar
bu tiir 3 boyutlu yer¢ekimi modellerinin gergek diinyadaki yercekimine dogrudan
etkisi olmasa da, bunlarin kati1 hal fiziginde uygulamalari olmasi muhtemeldir
(Bergshoeff, Rosseel ve Townsend ). 3 boyutlu yercekimi modelleri hakkinda
daha fazla bilgi edinmek igin bkz. (Hortacsu, Ozcelik ve Ozdemir ), (Adak,
Ozdemir ve Sert ). 3 boyutlu yergekimsel arasgtirmalara iligkin yukaridaki
cabalara ragmen, bir kuantum gravitasyon teorisi kesinlikle hala acik bir sorun-
dur. Bu nedenle 3 boyutlu senaryolar iizerinde daha fazla caba gosterilmesinde

fayda olabilir.

Matematiksel motivasyonlar

3 boyutta gravitasyon calismalar: hakkinda kisa bir 6zetin ardindan bu boltimde,
caligmamizla ilgili matematiksel motivasyonlar verilecektir. GG teorisi, dig cebir

formalizminde, 4 boyutlu bir uzayzamanda agagidaki gibi verilebilir

G, = %ﬁbc A xeqp = KT,[mat] (5.3.16)
burada e® ortonormal kogergeveyi temsil eder (veya ortonormal kobaz 1-form),
}N%ab Riemann egrilik 2-formudur, * Hodge dualiteyi temsil ederi, s ciftlenim
sabitidir, 7,[mat| madde alan i¢in enerji-momentum 3-formudur ve éa Einstein
tensorii 3-formdur. Bilindigi gibi, e® ve é“b nicelikleri, metrik tensorii yardimiyla
tiiretilebilir, ¢ = n.e® ® €’ burada 7, Minkowski metrik katsayilaridir oyle
ki su imzaya sahiptir (—,+,+,+). 4 boyutta, Einstein tensoriintin 16 bilegeni
vardir. Diger taraftan, Riemann egrilik 2-formu ise 20 adet bagimsiz bilesen
icerir (" 436" adet éab nesnesinden, ”—16" adet Bianchi 6zdegliginden, é“b/\eb =
0). Dolayisiyla, vakum kogulunda, yani 7,[mat] = 0, Einstein tensoriintin tiim
bilegenleri sifirlanirken, }Nzab niceliginin baz1 bilegenleri halen sifirdan farkli ola-

bilir ve bu sayede vakumda gravitasyonel dalga icin serbestlik dereceleri miimkiin
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olabilir.

Benzer analizi 3 boyutta yapalim. G. niceliginin 9 adet ve R, 2-formunun
ise 6 adet bagimsiz bilegeni vardir. Sonug olarak, Einstein tensorii tamamen
sifirlandiginda, E“b niceliginin de tiim bilegenleri sifirlanmak zorunda olur. Bu se-
beple, vakumda gravitasyon dalgalar: i¢in herhangi bir serbestlik derecesi kalmaz.
Buna gore, Einstein’ in GG teorisi li¢ boyutta dinamik bir teori degildir. Bu sebe-
ple, literatiirde 3 boyutta modifiye edilmis gravitasyon teorileri siklikla ¢caligilmaktadir
(Banados, Teitelboim ve Zanelli ), (Adak, Ozdemir ve Sert ).

GG’ yi modiye etmenin bir yolu Riemann-digi geometrilerde galigmaktir. Bu
caligmada ise biz, nonmetrisiti tarafindan karakterize edilen STP geometrisini
segtik (Nester ve Yo ), (Pala, Sert ve Adak ). Bu alandaki literatiirii
takip etmek i¢in (Adak, Dereli, T. S. Koivisto, ve dig. ) galigmast ince-
lenebilir. STPG teorisinde de, 3 boyutta GG’ de gozledigimiz durumun olup
olmadigini anlamak ic¢in, nonmetrisiti bilegenlerini ve alan denklemi bilegenlerini
sayalim. STPG i¢in alan denklemleri Denk.(5.3.38) ifadesi ile verilir (A = 0

alinmigtir),
wDYl, 4+ 7, =0 (5.3.17)

Burada 7, ve X¥, 2-form nesneleri ortonormal kobazlari e* ve nonmetrisiti 1-formu
Qup icerir. e® nesnesi metrik tarafindan belirlenirken @), nesnesi de tesadiifi ayar
se¢imi altinda metrik tarafindan belirlenebilir. STPG alan denklemleri 9 adet
ve (Qqp nesnesi 18 adet bilegen icerir. Bu durumda, STPG’ nin 6nemsiz olmayan
lokal dinamikler icercegi soylenebilir”. Hatta 2 boyutta bile, GG teorisi 6nemsiz
iken, STPG vakumda dinamik olabilir (Adak ve Dereli ).

Genellikle STPG modelleri, Lorentz grubunu SO(1, 2) olusturan Lorentz déntigiimleri
altinda invaryant kalacak bigimde degerlendirilir. SO(1,2) grubu, Spin(1,2)
grubu tarafindan ¢ift-katlanmigtir, 6yle ki Spin(1,2) grubu Clifford cebirinin
Cl,(1,2) bir ¢ift alt cebiri tarafindan {iretilir. Bununla beraber Cl,(1,2) ce-
biri, {1, 04} baz kiimesi tarafindan kaplanmistir. o,, = —op, baz, eoat0*"(@)/2 ¢
SO(1,2) gosterimi ile verilen Lorentz grubunu iiretirken, birim baz {1} ise Weyl
(6lcek) grubunu iiretir e!¥(®) € W, 6yle ki bu gosterimlerdeki 6, () ve 1 (z) alan-
lar1 dontigiim parametrelerini temsil eder. Sonug olarak soylenebilir ki, STPG
modelinin tam ayar grubu SO(1,2) ® W olabilir (Pala, Sert ve Adak ). Bu

"Bir baska argiiman ise, simetriler goz 6niine alinarak verilebilir. Metrik tensorii 3 boyutta
toplamda 6 adet bagimsiz bilesen igerir, fakat GG’ nin difeomorfizm invaryanshgi sebebiyle
geriye 6 — 2 x 3 = 0 adet dinamik serbestlik derecesi kalir. Ote yandan, STPG teorisi simetriyi

kirarak baz serbestlik derecelerinin olugmasini saglayabilir.
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gikarim, STPG teorisine bir skaler alanin eklenmesi arkasindaki motivasyonumuz-
dur.
Bir SO(1,2) transformasyonu altinda metrik g = nge?®e’, ve baglant1 1-form

nesnesi w%,, asagidaki gibi dontigiir

e = L% " ve ngy = L% L'ynw (5.3.18a)
Wy = LY (Loyw® + LY ydL% (5.3.18b)

burada L% (), LY ,(x) € SO(1,2). Diger yandan, bir Weyl transformasyonu

altinda ise su sekilde doniigtirler

e =eYe Ve =N (5.3.19a)
djab = wab — (Sgdw (5319b)

burada e¥(z) € W. Aslinda Denk.(5.3.19b) yerine &%, = w%, segimi yapilabilir,
oyle ki her ikisi de egrilik nesnesini R, := dw®,+w* . Aw®, degismez birakir. Fakat,
Weyl transformasyonu oncesinde ve sonrasinda halen STP geometrisinde kalmak
istedigimiz i¢in W%, = w®, yerine Denk.(5.3.19b) se¢ilmisgtir. Burada belirtelim
ki, diger secim yapilmig olsaydi Weyl doniigiimii sonrasi bazi torsiyon katkilar:
meydana gelecekti (Adak, Ozdemir ve Sert ). Genel olarak, Weyl déntigiimii
altindaki en basit (temel) geometri, STP geometrisidir (Pala, Sert ve Adak ).
Bu ¢alismada STP geometrisinin segilmesinin ana nedenlerinden biri budur.

Yukarida verilen motivasyonlara ek olarak, elektromanyetik alan da teoriye
dahil edilmistir, oyle ki burada geligtirilen matematiksel tekniklerin fotonik kristaller
alanindaki ¢aligmalara da uygulanabilmesi amaciyla (Yuksel ve dig. ), (Oguz
ve dig. ). Sonug olarak, 3 boyutlu STP geometrisinde tanimlanan modifiye
bir gravitasyon teorisi ele alindi, yani STPG teorisi, daha sonra bu teoriye mini-
mal olarak Maxwell alani eklendi, yani STPG-Maxwell teorisi, ve son olarak clgek
degismezligi i¢in minimal olmayan bi¢imde bir skaler alan eklendi, yani STPG-
Maxwell-Skaler teorisi. Bu sayede, nonmetrisiti hakkinda daha fazla kavrayisg ed-
inmek ve nonmetrisiti, elektromanyetik alan, skaler alan arasinda yeni etkilegimler
aragtirmak amaglanmigtir.

Bir Lorentz transformasyonu SO(1, 2), altinda nicelikler agagidaki gibi déniigiirler

e =L e, Moy = Lo Loy, w”y = L% L'y + L odL%,
¢ =9, A=A (5.3.20)
burada ¢ skaler alan ve A Maxwell potansiyel 1-formudur. Metrigin imzasi 7y, =

na = diag(—1,+1,+1) ile verilir, ve doniisiim elemanlar1 lokal koordinatlara

baghdir L ,(z) ve L%, (), 6yle ki Lorentz grubunu olustururlar ve sunu saglarlar
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LY L% = L°w L%, = §¢. Benzer olarak, koordinat bagimlh bir Weyl (6lcek)
transformasyonu asagidaki doniigiimleri iiretir

~

et = 6¢(x)6a7 ﬁab = Tab, d}ab = wab - 5?d’¢(l’), Qg = e_w(x)gbv A=A
(5.3.21)

burada transformasyon fonksiyonu (z), reeldir ve e¥® elemanlar1 Weyl grubunu
W olugturur. Bu transformasyonlarin Hodge harita iizerindeki etkisi agagidaki
gibidir

$P =B 4 @ (5.3.22)

burada ® herhangi bir p-formdur. Son olarak, bir U(1) transformasyonu altinda

asagidaki dontigiimler verilebilir

a

e’ = eh Nay = Napy, W = W%, O— o, A— A+df(x) (5.3.23)

burada transformasyon fonksiyonu f(z) reeldir ve e/ € U(1). Ayricai = /—1.

a1az--ap

Bunlarla ilintili olarak, herhangi bir (p, ¢)-tipi tensér-degerli dig formun ¥ brba---by

Lorentz-kovaryant dig tirevi agagidaki gibi verilebilir
ajag-ap alaz---ap ar caz--ap o ap a1as---c
DT bibyby dx brbgeby T W e A T brbgby T WA T byby--by

oy ATUETY ey, AT (53 94)

cba-by

Hesaplamalarda (3 boyutta) agagidaki kisaltmalar ve yararh 6zdeslikler kullanilmigtar.

e = AN A g = ey, O = Lad (5.3.25a)
Dxe, =—Q A *ey + xeqy ANT° (5.3.25b)
D x ey = —Q N xeqy + *€ape N TC (5.3.25¢)
D % eape = —Q A $eape (5.3.25d)

burada * Hodge haritasidir ve su sekilde verilir 1 = Zege® Ae? Ae® = e™2. Bu
ifadede, €4 tiimiiyle antisimetrik epsilon tensoriidiir veQ) = 14,Q® ise nonmetrisi
1-formun izidir.

Probleme direkt olarak saldirmak yerine, kolaydan zora dogru ii¢ adim geklinde
ilerleyecegiz. Bu baglamda, once skaler alan ve elektromanyetik alan ihmal edil-

erek piir geometrik STPG teorisi ele alinacaktir.

Teori #1 : [“Jg boyutta STPG teorisi
STPG teorisi, asagidaki Lagrangiyen 3-formu ile verilir

Li[Q) =L[Q* ]+ Ax1+T* ANy + R% A’y (5.3.26)
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burada A kozmolojik sabittir, A\, ve p’, Lagrange carpani 1-formlardir, dyle ki
sirastyla tosiyon ve (tam) egriligi sifirlar, ve L[Q?] ise asagida verildigi gibi, sadece

nonmetrisiti igeren ¢ift-pariteli kuadratik Lagrangiyen 3-formudur

L[Q? =c1Qap A Q™ + ¢ (Qap A €”) A% (Q% Aee) + ¢3(Qup Aee) Ax (Q A e)
+ QAN *Q + c5(Q A e®) A x(Qap A ) (5.3.27)

Burada ¢;, i« = 1,2,..,5 ciftlenim sabitleridir. Dig cebir formalizmi ile verilen
yukaridaki ifadenin, literatiirdeki tensor formalizmi baglamindaki kargiliklarini
takip edebilmek adina sunu yazalim Qg = Qe burada Qu. (0,3)-tipi non-
metrisiti tensor O-formudur ve ilk iki indiste simetriktir Qupe = @Q(ap)e- Bununla

ilintili olarak, L[Q?] ifadesi su forma doniisiir

L[QZ] :{<Cl + C2 + C3)Qachabc - CQQachaCb - C3Qabeacc
+ (C4 + C5)Qaachbc - CSQaabecc} * 1 (5328)

Denk.(5.3.27) veya Denk.(5.3.28) ile verilen Lagrangiyen ifadeleri Lorentz in-
varyanttir ve GG-esdeger teori igin ¢iftlenim katsayilari agagidaki gibidir

1 1
C1 = %7 Coy = _E7 C3 = O, Cq4 = _ﬁ’ Cy; = E (5329)
burada k ¢iftlenim sabitidir. Bu degerler, (Adak, Sert, ve dig. ) galigmasinda
Denk.(31) sonrasinda yazilan ifadelerle ve (Iosifidis ve T. Koivisto ) galigmasinda

Denk.(54) sonrasinda yazilan ifadelerle uyum igindedir.
Simdi Denk.(5.3.26) ile verilen Lagrangiyen iizerinde varyasyon hesabi ya-
palim. Bu hesaplar sirasinda (Adak, Kalay ve Sert ) galismasinda elde edilen

sonuclar kullanilacaktir, soyle ki

S(a A*B) = da A*B+ 6B Axa— e A [(1af) Axa — (=1)Pa A (tq * B)]
(5.3.30)

burada a ve § nicelikleri n boyutta hernagi birer p-formdur, (0 < p < n). Buna
gore, 6, 0p°q, de ve dw?, parametrelerine gore alinan varyasyonlar, sirasiyla,

agsagidaki alan denklemlerini verir

T =0 (5.3.31a)

R% =0 (5.3.31b)

Ta[Q] + A ¥ eq + DAy =0 (5.3.31c)
2. [Q] +€® ANy + Dpby =0 (5.3.31d)
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burada Lagrangiyenin varyasyon ifadesindeki tam formlar ihmal edilmistir. Non-

metrisisti i¢in enerji-momentum 2-formu agagidaki gibi verilir

5 .
Q= ) (5.3.32)
=1
burada
Q) = = (1aQ™) A% Qe — Que A (10 % Q) (5.3.330)
(7%3 Q] = — 2Qu N * (ch A ec) — [La (Qdc A ec)] A % (de A eb)
+ (Qav A €”) A Jrax (Q Nee)] (5.3.33b)
Q) = = 20" Ak (Que A es) — [1a (Q A )] A% (Quo A )
+ (Qap N ee) A Jtax (Q7 A e”)] (5.3.33c¢)
m Q] = — (LaQ) AN *Q — Q A (ta * Q) (5.3.33d)
%)[Q] =—QA*(QuNe’) = Qu Ax (QNE) = [ta (Qoe N A x (Q A€
+ (QAE) Alta* (Que Ae)] (5.3.33¢)

Nonmetrisiti i¢in agisal momentum (hipermomentum) 2-formu agagidaki gibi ver-

ilir
5. @)
Q] =D eixlal@)] (5.3.34)
=1
burada
(1)
Y0, [Q] =2 * Q% (5.3.35a)
(2)
30, [Q) =€" A x (Qac N €°) +ea Ak (Q™ Ae,) (5.3.35b)
3)
3, [Q) =€ Ax (Qae A €”) +ec Ax (Q Ae,) (5.3.35¢)
(4)
0, [Q] =26° x Q (5.3.35d)

(5)
20a[Q] =05 Ak (Qea A e?) + % [ea A5 (QAE) +eP A% (QAe,)]  (5.3.35¢)

(i) (4)
Tim agisal momentum 1-formlar1 simetriktir ¥,,[Q] = p,[@Q]. Denk.(5.3.31¢)
ifadesindeki DA, terimi, Denk.(5.3.31d) ifadesinin kovaryant tiirevi alinarak or-
tadan kaldirilabilir

DY, [Q] — e ADN, =0 (5.3.36)
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burada STP geometri baglaminda Deb = T® = 0 ve D?p?, = RP . Ap°a— R Apbe =

0 sonugclar1 kullanildi. Ardindan, yukaridaki ifade ¢;, carpilir ve su sonug elde edilir
D), = 1,DY,[Q] (5.3.37)

burada su 6zdeslikler kullanildi : 1,€® = 6° ve e® A, = pa burada a herhangi bir
p-formdur. Bulunan bu sonug Denk.(5.3.31¢) yerine yazilirsa STPG igin ana alan

denklemi elde edilir, 6yle ki bu ana denklem Denk.(5.3.31c) ve Denk.(5.3.31d)

ifadelerinin bir kombinasyonu olur
Go|Q, A := 1,DX,[Q] + 7,[Q] + A x e, =0 (5.3.38)

Burada tanimlanan yeni tensor 2-formu G,[Q, A] niceligi, Denk.(5.3.29) i¢indeki
ifadeler ve kK = —1 kosulu altinda éa[ﬁ, A] = —%Ebc A e’ + A *x e, ile verilen
Einstein 2-formunun STPG baglamindaki karsiligidir.

STPG modelimizi, metrik (Weitzenbock) teleparalel yer¢ekimi modeli (MTPG)
olarak adlandirilan muadili ile karsilagtirmak aydinlatic olabilir®, &yle ki bu
model baglaminda STPG’ den ¢ok daha fazla literatiir bulunmaktadir, bkz. (Gon-
zalez, Saridakis ve Vasquez ), (Capozziello, Gonzalez, ve dig. ), (Krssak
ve Saridakis ), (Ren ve dig. ). MTPG genellikle ortonormal ¢ercevede
formiile edilir. Ortonormal (veya spin) baglanti 1-formu sifirlandiginda w®, =
0, nonmetrisiti ve egrilik de otomatik olarak sifirlanirken torsiyon sifirlanmaz
T = de* # 0, Denk.(4.1.4) ile verilen tanim sebebiyle. Buna gore, metrik
teleparalelizm kurulumu olugturmak i¢gin sifirlanan bir spin baglanti nesnesi yeterli
goriintiyor. Eger bu en bagta, yani Lagrangiyen seviyesinde yapilirsa, gelistirilen
teori Lorentz transformasyonlar: altinda invaryant olmaz. Bu durumda w®, = 0
secimi, ayar serbestliginden vazgecmek anlamina gelir. Bagka bir deyisle, bu
bir ayar sabitlemesidir. Boylece, invaryant olmayan Lagrangiyen ifadesinden
tiiretilen alani denklemleri kovaryant olmayacak ve bulunan ¢éziim simiflari o ayar
se¢imine veya o gerceveye ozel olacaktir. Sonug olarak, kogergevelerin kogegen ve
kogegen olmayan segimleri, cerceveye bagimliliklarindan kaynaklanan sorunlara
yol acacaktir. Ote yandan, spin baglant1 nesnesinin sifirlanma kogulu MTPG La-
grangiyeni tizerine empoze edilmezse, o zaman teori Lorentz-invaryant ve varyasy-
onlar ile elde edilen alan denklemleri de kovaryant olurlar. Dolayisiyla, bu mod-
elin ¢oziimlerinde, cerceveye baghliktan kaynakli sorunlar yasanmaz (Krssak ve
Saridakis ), (Ren ve dig. ). Denk.(5.3.26) ve Denk.(5.3.27) ile ver-

8Uzayzamanda yalmizca torsiyon ile gelistirilen gravitasyon modeline ge¢miste teleparalel
gravitasyon modeli deniyordu, ancak giintimiizde daha ¢ok metrik (Weitzenbock) teleparalel

gravitasyon modeli olarak adlandirilmaktadir.
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ilen Lagrangiyen ifadesinde goriilebilecegi gibi, sectigimiz STPG teorisi Lorentz-
invaryanttir ve alan denklemleri de Lorenzt-kovaryanttir. Dolayisiyla da, kogercevenin
kosegen veya kosegen olmayan secimlerinden kaynakl sorunlari icermez. Ornek

olarak, Denk.(5.3.46) ile verilen ¢dziim sinifi, agagidaki doniigtimler altinda gegerlidir

2
R (1 + w_g) e’ — 'LUUM€2 (5.3.39a)
T r
el et = ¢! (5.3.39b)
2 2 2 2
2 s = _% (1 + wo; i ) e+ wo; L2 (5.3.39¢)

oyle ki bu ifadeler agsagidaki dontigiimler tarafindan iiretilmislerdir

t—t—wyp, r—r, o — P, wo — —wWq (5.3.40)

Donen dairesel simetrik metrik ve tesadiifi ayar segimi

Simdi Denk.(5.3.31a), Denk.(5.3.31b) ve Denk.(5.3.38) ile verilen alan denklemler-
ine ¢oziim arayalim. Dairesel simetrik Riemann geometrisinde Einstein alan den-
klemlerinin (negatif kozmolojik sabit altinda) BTZ kara delik ¢oziimleri, klasik ve
kuantum diizeyinde ilging sonuclar icerir ve 4 boyuttaki Kerr kara delik ¢oziimleri
ile baz1 olumlu ozellikler paylagirlar. Bu sebeple biz de ¢aligmamizda onerme
olarak, donen dairesel simetrik metrik sectik. Coziim ¢alismalar: sirasinda tesadiifi
ayar secimi (dogal ve igsel ayar se¢imi) metodu kullamlmigtir (Adak ), (J. B.

Jimenez, Heisenberg ve T. Koivisto ).

Advm #1. Kutupsal koordinatlarda (¢, 7, ¢) donen dairesel simetrik metrik 6nermesi

yapilir
ds* = — f2(r)dt* + g*(r)dr? + h2(r) [w(r)dt + dyp)? (5.3.41)

burada f(r), g(r), h(r),w(r) bilinmeyen metrik fonksiyonlaridir ve alan denklem-

leri tarafindan belirlenmelidir.

Adwm #2. Metrik igin ortonormal kogerceve se¢imi yapilir
e = f(r)dt, et = g(r)dr, e = h(r) [w(r)dt + dy] (5.3.42)

burada ds? = — (¢°)° + (') + (¢2)°. Ortonormal kogercevenin, tamamen metrik

fonksiyonlar: cinsinden yazildigina dikkat gekelim.
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Advm #3. Dreibein ve tersi hesaplanir e* = h®,dz* ve dz" = h* ,e*

f 00 1/f 0 0
hy=10 ¢ 0 ve W= 0 1/g 0 (5.3.43)
wh 0 h —w/f 0 1/h

Tim dreibein bilegenleri, yine metrik fonksiyonlari cinsinden yazilmigtir.

Adwm #4. Baglant1 1-form nesnesi hesaplanir w, = h*,dh*,

—e'f'/fg 0 0
wy = 0 —elg' /g 0 (5.3.44)
—elhw'/fg 0 —elh /gh

Baglant1 nesnesinin tiim bilegenleri metrik fonksiyonlari cinsinden yazilmigtir.

Adwm #5. T* =0, R* = 0 ve agagidaki nonmetrisiti hesab1 yapilir

. e'f'/fg 0 —ethw'/2fg
Qab = §(wab + Wha) = 0 —e'g'/g? 0 (5.3.45)
—elhw'/2fg 0 —elh' /gh

Nonmetrisiti 1-form nesnesinin tiim bilegenleri metrik fonksiyonlar1 cinsinden

yazilmigtir.

Q. nesnesinin tesadiifi ayar se¢imi altinda metrik fonksiyonlar: cinsinden ifade
edilmesinin ardindan, Einstein alan denklemlerinin, agagida verilen, BTZ ¢oziim

metrigi uygulanir

w 1 w3

h(r)=r,  w(r) = T—f flr) = G \/mo + T—QO —Ar2 (5.3.46)
burada mg ve wy sabitlerdir. Denk.(5.3.38) ile verilen STPG alan denklemlerinin,
agagida verilen ciftlenim sabitleri i¢in saglandigi kontrol edilmistir

C1 = —5, C3 — 1-— Co, Cy = < Cy — -1 (5347)

Burada dort adet serbest parametre vardir, ¢, mg, wo, A. Ilintili olarak, Denk.(5.3.38)
ile verilen STPG alan denkleminin kovaryant tiirevi hesaplandi, 6yle ki bu igleminin
sonucunun sifirlanip sifirlanmadigini bulabilmek i¢in, zira standart GG baglaminda
karsilik gelen iglem sifirlanir Eéa[é, A] = 0. Goriildi ki, GG’ de oldugu gibi
DG,[Q,A] = 0. Devaminda, Denk.(5.3.31¢) ve Denk.(5.3.31d) ifadelerinin de ko-
varyant tiirevleri hesaplandi. C)ncelikle, D2\, = —Rb, A \y = 0 kullanilarak bu
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hesaplama kogergeve alan denklemi i¢in yapildi ve D(7,[Q] + A x e, + DX,) =0
sonucu bulundu. Ardindan benzer hesap, Denk.(5.3.37) ve D?p’, = 0 ifadeleri
kullanilarak baglant1 alan denklemi icin de yapildi ve D(X°%,[Q]+e AN, +Dp%,) =
0 sonucu bulundu. Sonug olarak, halen elimizde dort adet serbest parametre
vardir ¢, mg, wy, A.

Yukarida verilen ¢oziimiin yaninda, STPG teorimize GG-olmayan bir ¢oziim

sinifi daha bulundu, sifirlanan kozmolojik sabit kogulu A = 0 altinda, soyle ki

w 1 w2 m? mer W
M) =r, w2 f<r>=—=\/mo+7§+—°r2:—0+_0

ﬁ7 g(r) 2w0 2w0 T
(5.3.48)
Bu ¢oziim, ciftlenim sabitlerinin agagidaki kisit1 altinda gegerlidir
=—0Batea), a=-a, =20 (5.3.49)

Burada dort adet serbest parametre vardir ¢p, ¢a, mg, wg. Denk.(5.3.29) ile verilen
GG-egdeger katsay1 degerleri saglanmaz, zira c3 = —(3c¢; + ¢2) sebebiyle. Bu se-
beple bu ¢6ziim sinifi ” GG-olmayan ¢oziim siifi” olarak adlandirilmigtir. Coziim
siiflarmin bulnmas: esnasinda bilgisayar sistemleri REDUCE (Hearn ) ve
bunun dig cebir paketi EXCALC (Schriifer ) kullanilmigtar.

Son olarak, yukarida verilen ¢oziimlerin tekillikleri ile ilgili yorumlar verelim.
Bu baglamda ilk olarak, hangi r degerlerinde metrik fonksiyonlarinin sifir veya
sonsuz oldugunu bulalim. Bununla beraber, bu tekillikler, koordinat tekillik-
leri olabilecegi icin, genelde izlenen yol, teorinin ¢esitli invaryant ifadelerinin de
hesplanmasidir. Buna gore séylenebilir ki, eger bu invaryant ifadeler (herhangi
bir gergevede) bir noktada iraksiyor ise, o zaman biitiin koordinat sistemlerinde
wraksar. Fakat, bunun tersi her zaman dogru olmak zorunda degildir, yani in-
varyant ifadelerin yakinsak olmasi fiziksel bir tekilligin olmadigi anlamina gelmez,
or. GG’ nin BTZ kara delik ¢oziimleri. STPG teorisinde, nonmetrisiti iceren
tiim invaryant ifadeler zaten Denk.(5.3.27) ifadesinde verildigi igin, biz *L[Q?] 0-
form ifadesini hesaplayacagiz. Ayrica, Riemann egrilik 2-formu cinsinden yazilan

agagidaki K [R] 0-formunu da hesaplariz
K[R] = LR™ A segp + l(1a R™) A %(1°Rep) + I3R™ A %Ry (5.3.50)

burada l1, [5, I3 keyfi sabitlerdir, 6yle ki su verilen invaryant ifadelerin takip edilmesini
saglarlar : Rab A xeq, Riemannsal Einstein-Hilbert 3-formudur, Laéab Riemannsal
Ricci egrilik 1-formudur ve R A *Eab ise Kretschmann skaleridir. Bu tanimlarin

ardindan, elde ettigimiz iki ¢6ztim sinifini inceleyelim. Denk.(5.3.46) ile verilen
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¢oziim sinifi baglaminda, metrik fonksiyonlari i¢in agagidaki gibi ii¢ adet tekillik

igeren nokta belirlendi

mo 4Aw3
= =4l=—1£4/1— .3.51
ro =0, Tt 2A< m2 (5.3.51)
Bununla beraber her iki invaryant ifade de, uzayzamanin tamaminda sonlu degere
sahip oldu
«L[Q%) = —A,  *K[R] = =61, A — 121,A% — 131372 (5.3.52)

Goriilecegi tizere, w2 < m3/4A kosulu, r tekilliklerinin var olabilmesi i¢in saglanmak
zorundadir. Buna gore, Denk.(5.3.46) ile verilen STPG ¢6ztim simfinin, GG ile
ayni tekillik ve ufuk yapisini tagidigy sdylenebilir. Benzer hesaplamalar, Denk.(5.3.48)
ile verilen ¢oztiim sinifi i¢in de gerceklestirilirse

—2w} ~  12lymiw§ — 6lymg — 3lzmyg

o = 07 r= ) *L[QQ} = 07 *K[R}

myo 8w§

(5.3.53)

Bu durumda, digsal bir tekillik (ve ufuk yapisi) varligi igin mg < 0 kogulunun
saglanmasi gerekir. Ozetle, STPG modelinin tekillik, ufuk ve karadelik yapilari
hakkinda daha derin analizlerin yapilabilmesi icin 1s1k-jeodeziler baglaminda Ray-

chaudhuri ve optik denklemlerin incelenmesi gerekir (J. Z. Yang ve dig. ).

Teori #2 : Maxwell alaninin minimal olarak STPG teorisine baglanmasi

Ikinci agsama olarak teoriye elektromanyetik alan dahil edilir. Denk.(5.3.26) ile
verilen STPG teorisine minimal olarak Maxwell alaninin eklendigi yeni model,

STPG-Maxwell teorisi, agagidaki gibi verilir

burada A elektromanyetik potansiyel 1-formudur. Bu Lagrangiyen, SO(1,2) ®
U(1) grubu altinda simetriktir. Varyasyonel alan denklemleri agagidaki gibi elde

edilir

T =0 (5.3.55a)

R =0 (5.3.55b)

Ta[ @] + A * €q + 74[A] + DAy = 0 (5.3.55¢)
Y2.[Q] +e® ANy + Dp’y =0 (5.3.55d)
dxdA =0 (5.3.55¢)
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burada 7,[Q)] ifadesi Denk.(5.3.32) ile verilir, ¥¢,[Q] ifadesi Denk.(5.3.34) ile verilir

ve elektromanyetik alan i¢in enerji-momentum 2-formu da asagidaki gibi verilir
To[A] = = (tadA) A xdA + dA A (1q * dA) (5.3.56)

Denk.(5.3.55¢) ile verilen Maxwell denklemlerinden bagka bir sey degildir. Yine,
onceki agsamada yapildigi gibi, kogerceve ve baglanti alan denklemleri birlestirilerek

STPG-Maxwell teorisinin ana alan denklemi elde edilir
DY [Q] + Ta[Q] + Tu[A] + Ax e, =0 (5.3.57)

Denk.(5.3.42) ile verilen metrik dnermesinin yaninda, elektromanyetik potansiyel

1-form i¢in de agagidaki gibi bir 6nerme yapilir
A= E(r)dt + B(r)dy (5.3.58)

burada E(r) ve B(r), metrik fonksiyonlarinin yaninda bilinmeyen yeni fonksiy-
onlardir ve bunlarin tiimii alan denklemleri ile belirlenmelidir. Literatiirde yer
alan, donen yiiklii kaynaklar igin verilen ¢oziimlerden, 6r. (Clement ),(Mar-
tinez, Teitelboim ve Zanelli ),(Dereli ve Y. N. Obukhov ), ilham alinarak

agagidaki konfigiirasyon onerilir

o 2 2q? r
f(r) = W\/l_? — % In (T—O) (5.3.59a)

(5.3.59D)

90 = 5o

h(r) = \/r2 +wiqdIn <1) (5.3.59¢)
To

w(r) = — [;:j(iq)?? In (%) (5.3.59d)
E(r) = —Bu(]:) = —kogoIn (%) (5.3.59)

burada [, ly, 79, qo, wo, ko serbest parametrelerdir. Ciftlenim sabitlerinin ve

serbest parametrelerin arasinda verilen agagidaki kogullar altinda

2 2 2 2
c = —kg, c3 = 2kj — ca, cy = kg, cs = —2kg,

2
2kg

T

A= =107 —w (5.3.60)

Denk.(5.3.59) ile verilen ¢oziim sinifinin, Denk.(5.3.55) ile verilen bizim teorim-
izin alan denklemlerini de sagladig1 teyit edilmistir. Burada, co, wq, qo, 70, [,

ko alt1 adet serbest parametredir. Ayrica, kocerceve, baglant1 ve birlesik alan
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denklemlerinin kovaryant tiirevileri de, sirasiyla, asagida verildigi gibi hesaplandi

D (14[Q] + A x e + To[A] + DX,) =0 (5.3.61a)
D (Z%[Q] + €’ AXo+ Dp’) =0 (5.3.61D)
D (1sD%%[Q] + 74[Q] 4+ Ta[A] + Ak €,) =0 (5.3.61c)

Dahasi, elektromanyetik enerji-momentum ifadesinin tam baglantiya gore ko-
varyant tiirevi sifirlanmazken D7,[A] # 0, Levi-Civita baglantisina gore (Rie-
mannsal) kovaryant tiirevi sifirlamr D7,[A] = 0. Bu durum, Denk.(4.1.13) ile
verilen ifadenin ayrigtirilmasi kullanilarak agiklanabilir, yle ki bu ayrigtirma sunu
verir D7,[A] = Dr,[A] — L? A 1,[A]. Eger D7,[A] = 0 kosulunun da saglanmas:
istenirse, bu durumda [ = w? (veya [y = 0) kisit1 gerekir. Buna gore bilinmeyen

fonksiyonlar asagidaki formu alir

r? l 5| 192 r
)= e o)=L h<r>=\/r + i (L)

w(r) = — [hlfm In (:—0) . E(r) = —@ — —ogoln (Tio) (5.3.62)

Bu konfigiirasyonda, serbest parametre sayisi bese diiger.

Bir 6nceki adimda yapilan analize benzer olarak, tekillik ve ufuk yapisinin in-
celenmesi icin 72 — [2¢2 In <%) = 0 denkleminin ¢oziilmesi gerekir, oyle ki bu den-
klem, r = 0 diginda da tekil noktalarin elde edilebilmesi i¢in Denk.(5.3.59) ile ver-
ilen ¢ozliim ifadesinden tiiretilmistir. Goriilebilecegi gibi, en genelde bu denklem
transandantal bir denlemdir ve kokleri analitik olarak bulunamaz. Bu amacla
y1(r) =12 ve yo(r) = l2¢3 In <%) fonksiyonlar1 aym eksen takimi tizerinde gizilir
ve kesigim noktalar1 aragtirilirsa, ti¢ durumun gergeklegebilecegi gozlemlenir. Ya
hi¢ kesisim yoktur, ya bir adet kesisim noktasi bulunabilir ya da iki adet kesigim
noktasi bulunabilir. Bu kosullarin tiimii [y ve gy sabitlerinin degerlerine baghdir.
Ayrica, ilintili invaryant ifadeler de hesaplandi *L[Q%] ve K [R]. Gériildii ki,
r = 0 noktasinda tekillik icerirler. Buna gore su soylenebilir : Merkezde (r = 0
noktasinda) yer alan tekilligi gevreleyen digsal bir tekillik daha bulunabilirse, bu

durumda standart kara delik yapisi saglanabilir. Denk.(5.3.62) ile verlen ¢oziim

sinifina dair tekillik yapisina daha sonra tekrar deginecegiz.
Teori #3 : STPG-Maxwell teorisine minimal olmayan bigimde skaler
alan baglanmasi

Uciincii ve son agsamada bir skaler alan ¢ minimal olmayan bicimde, Denk.(5.3.54)

ile verilen STPG-Maxwell teorisine baglanacaktir. Bu yeni teori agagidaki La-
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grangiyen ile verilir

L3[Q, A, ¢] =0 L[Q?] + ¢ tdo A xdo + c6Q A xdp + c7(Qap A €®) A x(do A e®)
+ AP K1+ o dANKdA+T AN+ R A p°s  (5.3.63)

burada cg ve ¢; yeni ¢iftlenim sabitleridir. ¢ = 1 kosulu altinda yukaridaki
teori, Denk.(5.3.54) ile verilen STPG-Maxwell teorisine indirgenir. Denk.(5.3.63)
ifadesinin SO(1, 2)®U (1) altindaki invaryanshg a¢iktir, bununla birlikte Denk.(5.3.21)
ile verilen Weyl transformasyonlari altinda da invaryant olabilmesi igin sabit

parametreler arasinda agagidaki kogullarin saglanmasi gerekir

209 +2c3 +3c5s +c7 =0 (5.3.64a)

2¢1 + 2cy + 2¢3 +6¢4 + 55 +cg +cr =0 (5.3.64D)

1+ 3¢ + 2¢9 + 2¢5 + 9¢q + 6¢5 + 3¢ + 27 = 0 (5.3.64c¢)
2 + 36+ 207 = 0 (5.3.64d)

Yukaridaki dort denklemden sadece ii¢ tanesi lineer bagimsizdir. Agagidaki gibi,

skaler alanin Weyl-kovaryant tiirevi tanimlanirsa

D = do + [ke 0™ Qav + k7 (1aQ™)es] ¢ (5.3.65)
Denk.(5.3.63) ile verilen Lagrangiyen asagidaki gibi daha kompakt bir formda
yazilabilir
Ls[Q, A, 6] =6L'[Q?] + 6~'Dg A Do + A¢® 51+ 6 1dA A +dA
+ T ANy + R A pla (5.3.66)

burada

L'[Q% =k1Qap A *Q + ko (Qup A €°) A% (Q A ec) + ks (Qap A €c) A x (Q A €”)
+ ksQ A *Q + ks (Q A e?) A x(Qup A %) (5.3.67)

Yukaridaki ifadede k;, i = 1,2,--- , 7 yeni (doniigtiiriilmiig) ¢iftlenim sabitleridir.
Denk.(5.3.63) ve Denk.(5.3.66) ile verilen Lagrangiyen ifadelerinin, ¢iftlenim sabit-

leri arasinda asagida verilen kogullar altinda, birbirlerine esit oldugu gosterilebilir

C1 :k1+k$, CQZI{ZQ, 03:/{33—/{33, C4:k4+k§+2k6k7,
Cy = k5 — 2k6k7, Cg — 2<k6 + k7), Cr = —2k7 (5368)
Agiklama. Denk.(5.3.66) ifadesi ile Lagrangiyen yeniden yazildiginda, bunun for-

munun, Boélim 5.3.1 altinda tamitilan skaler-tensor teorinin Lagrangiyen for-

muna benzerligi daha acik sekilde goriilebilmektedir. Burada egrilik skaleri,
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Denk.(5.3.67) ile verilen (nonmetrisiti ile belirlenen) skaler ile degistirilmelidir.
Bununla birlikte, BD parametresi wgp = —1 ve skaler alanin potansiyel terimi
V(g) = A¢® x 1 olur. O

Ayrica, Weyl invaryanshigr i¢in Denk.(5.3.64) ile verilen kogullarin, (Tosifidis
ve T. Koivisto ) caligmasindaki Denk.(56) ile uyumlu oldugu (n = 3 igin)
teyit edilmistir.

Oa, 9%, 60, 6 A, de® ve dw?y varyasyonlari, sirasiyla, asagidaki alan denklem-

lerini verir
T =0 (5.3.69a)
R% =0 (5.3.69b)
LIQ% — 2¢ 'dx dp + ¢ *dp A xd¢p + 3MY* % 1 — ¢~*dA A xdA
—cgdx Q — crd[e® AN*(Qaup N €”)] =0 (5.3.69¢)
d(¢~'xdA) =0 (5.3.69d)
7a[Q] + Tad] + Tu[A] + DA, =0 (5.3.69)
Y@+ X0a[¢] + " Ada + Dpla =0 ( )

Nonmetrisiti i¢in enerji-momentum 2-formu su sekilde verilir
W
7[Q = ¢ cimalQ) (5.3.70)
i=1

burada %[Q] nicelikleri Denk.(5.3.33) ile verilmigtir. Nonmetrisiti i¢in agisal mo-

mentum (hipermomentum) 2-formu agagidaki gibi verilir

5.0)
Q] =0 eixlalQ)] (5.3.71)

(%)
burada ¥%,[Q] nicelikleri Denk.(5.3.35) ile verilir. Elektromanyetik alan igin

enerji-momentum 2-formu Denk.(5.3.56) ile hesaplanir ve agagidaki gibidir
To[A] = =¢7" [(tadA) A xdA — dA N (14 % dA)] (5.3.72)

Skaler alan igin enerji-momentum 2-formu agagidaki gibi verilir

Tu|P] = — ¢’1[(Ladq§) A xdo + do N (La * d¢)] — c6[(tadd) N *Q + Q A (14 * d)]
— crlta(dd A e®) A %(Qpe A €) — (Qoe A €°) A g * (dp A €°)]
— 7[Qap A *(dp A €®) + dp A #(Qup A €P)] + AP % e, (5.3.73)
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Skaler alan i¢in agisal momentum 2-formu agagidaki gibi verilir
b6 =cs0? % do + % e A (de A eg) + ea A %(dd A €?) (5.3.74)

Skaler alanin teoriye minimal olmayan bi¢cimde baglanmasi nedeniyle, skaler alanin
acisal momentum niceligi ortaya cikar. Tiim agisal momentum 2-form terimleri
simetriktir, ¥,, = Y4,. Yine, onceki agsamalarda yapildigi gibi, kogergeve ve

baglant1 alan denklemleri birlegtirilebilir ve agagidaki gibi verilir
0D (%[Q) + 27a[6)) + 7alQ] + 7ol A] + 7alg] = 0 (5.3.75)

En genelde ¢oziilmesi gereken alan denklemleri Denk.(5.3.69a), Denk.(5.3.69b),
Denk.(5.3.69¢), Denk.(5.3.69d) ve Denk.(5.3.75) ifadeleridir. Ancak, tesadiifi
ayar secimi altinda otomatik olarak saglanan sifir-torsiyon ve sifir-egrilik kogullar:
altinda, etkin olarak ¢ézecegimiz alan denklemleri Denk.(5.3.69¢), Denk.(5.3.69d)
ve Denk.(5.3.75) ifadeleridir.
Denk.(5.3.69d) ile verilen Maxwell denklemleri iizerine birkag yorum paylagalim.

Elektromanyetik alanin diger alanlara minimal olmayan baglanmasinin etkileri,
tanimlanan bir yardimei tensor igine kodlanabilir. Elektromanyetik 2-formu icin,

F = dA, rastgele bir ortamda Maxwell denklemleri su sekilde verilebilir
dF =0 and d«G=J (5.3.76)

burada G eksitasyon (uyarim) 2-formu ve J kaynak elektrik akim 2-formudur (bu
nesne 4 boyut i¢inde 3-form halinde gelir). Sistemin kapali olabilmesi igin G, J, F’
arasinda iligkilerin kurulmasi gerekir. Bizim durumumuzda, halihazirda J = 0
kogulunun yaninda basit lineer bir iliski G = Z(F) varsayilabilir, burada Z is

(2,2)-tip yardimer bir tensordiir. Teorimiz i¢in bu ifade goyle verilir
G=¢'F (5.3.77)

Simdi ise, Denk.(5.3.45), Denk.(5.3.58) ve ¢ = ¢(r) kogullar1 altinda, Denk.(5.3.69¢),
Denk.(5.3.69d) ve Denk.(5.3.75) ile verilen alan denklemlerine dénen dairesel
simetrik ¢oziimler bulmaya calisalm. Ilk olarak, Denk. (5.3.59) ile verilen ¢oziimiin,
Denk.(5.3.69) i¢in de bir ¢6ziim sagladigr gozlenebilir, 6yle ki ¢(r) = 1 ve agagidaki
kosullar altinda

2 2 2 2
C1 = —]{ZO, C3 = 2]{30 — Co, Cyp = ]{30, Cy; = —2]{?0,

22

CGZO, 0722/{5(2), A: l2 s

2=107—w (5.3.78)

Burada ¢, ko, [, 7o, wo, qo alt1 adet serbest parametredir. Yukarida verilen kosullar,

Denk.(5.3.64) ifadesindeki Weyl invaryanslik kogullarini saglamazlar. Bunun yaninda,
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D(5.3.75) = 0, D(5.3.69¢) = 0, D(5.3.69f) = 0, D7,[A] # 0 ve 5%[14] =0
kisitlarinin saglandigy teyit edilmistir. wy = [ (veya [ = 0) kisit1 altinda,
oyle ki bu kisit serbest parametrelerin sayisin bege digtrir, D7,[A] = 0 olur
ve Denk.(5.3.62) ifadesi yeni bir ¢dziim smifi olur. Bu durumda da, halen,
Denk.(5.3.64) ile verilen Weyl invaryanshik kogullar: saglanmaz.

Bir sonraki adimda, Denk.(5.3.21) ile verilen Weyl transformasyonlar1 igiginda
ve ¢(r) = e ") almarak, ortonormal cerceve ve baglant1 nesnesi asagidaki gibi

belirlenir

¥ = e f(r)dt, el = e?Wg(r)dr, e = e?On(r) [w(r)dt + dy]

(5.3.79)
—e' (f' + f¢')/(fge?) 0 0
w'y = 0 —e'(g' + gv')/(g%e?) 0
—ethw'/(fge?) 0 —e' (W + hy') /(ghe?)
(5.3.80)

burada ¥ (r) Weyl (6lgek) fonksiyonudur. Yukarida verilen baglant1 nesnesi,
tesadiifi ayar segimi altinda, Denk.(5.3.79) ile verilen ortonormal kogergeve kul-
lanilarak tiiretilmigtir. Bu durumda, Denk.(5.3.62) ile verilen fonksiyonlar, asagidaki

kisitlar altinda bir ¢oziim sinifi saglar

1 —Tcy — 2k2 10 2k2 — 1
ngkg—cl—CQ, C4I—c;) 07 Cy = Cl+3 0 ,
16 8k2 —4 16 8k2 —1
e = Cl+30 , cr=1—8c —4k, A= C1+3l20 , wo =1

(5.3.81)

Burada ¢y, ¢o, ko, [, 70, qo, ¥ (1) keyfi parametrelerdir. Bu yeni konfigiirasyon, Denk.(5.3.64)
ile verilen Weyl (6lgek) invaryanshigim saglar. Bunun yaninda, D(5.3.75) = 0,
D(5.3.69¢) = 0, D(5.3.69f) = 0, D7,[A] = 0 ve D7,[A] = 0 ksitlarmin saglandig

da teyit edilmistir.

En son verilen ¢oziim smifinin tekillik analizi i¢in Denk.(5.3.62) ifadesine
bakalim. Bu fonksiyonlar sadece r» = 0 noktasinda tekillik igerirler. Bir ufuk
yapisina sahip olmamalari, bunlar1 ¢iplak tekillik oldugunu gosterir. Bununla be-
raber, metrik fonksiyonlar1 e¥(") terimi ile modifiye edilmislerdir ve 1(r) keyfidir.

*L[Q?] ve xK [é] invaryant ifadeleri yine hesaplandi ve gorildi ki, bu ¢6ziim
smifi igin, ¢ (r) fonksiyonunun davranigina bagh olarak, merkezin r = 0 diginda

da digsal tekillik noktalar: olabilir.
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5.3.2 f(R) teorileri

Yergekimi teorileri alaninda, f(R) teorileri Einstein’ in GG teorisinden énemli bir
ayriligl temsil eder. Bu teoriler, Ricci skalerini R daha genel bir f(R) fonksiy-
onuyla degistirerek, boylece uzayzamanin dinamiklerini yoneten alan denklem-
lerini de degistirerek, Einstein-Hilbert eyleminin giincellenmesini énerir. f(R)
teorilerinin gelistirilmesinin ve aragtirilmasinin arkasindaki motivasyon, kozmoloji
ve temel fizikte karsilasilan gesitli teorik ve gozlemsel problemler olarak soylenebilir.
f(R) teorilerinin kokenleri, kozmik enflasyon ve karanlik enerji gibi olgu-
lar1 agiklamak icin, GG’ ye alternatif caligmalarin yapildigr 20. yiizyilin orta-
larina kadar gotiiriilebilir. Bu baglamda ufuk agic1 caligmalardan biri, 1918’ de,
Ricci skaleri ve skaler alanin fonksiyonunu iceren bir teori oneren H. Weyl’ e
atfedilir. Ancak modern formiilasyon, 1970 lerde ve 1980° lerde R? enflasyon
modellerini ortaya koyan Starobinsky’ nin ¢aligmalariyla ivime kazandi (Starobin-
sky ). 1990’ larin sonu ve 2000’ lerin baginda f(R) teorileri, karanlik enerjiye
bagvurmadan evrenin hizlanan genislemesini aciklama potansiyelleri nedeniyle
yeniden ilgi gormeye bagladiginda ¢ok onemli bir gelisme yasandi. Bu donemde
f(R) fonksiyoneli i¢in bazi 6nermeler igeren galigmalar verildi, 6r. Starobinsky
tarafindan (Starobinsky ) yazilan f(R) = R+ «R?, Hu ve Sawicki tarafindan
(Hu ve Sawicki ) yazilan f(R) = R — p*/R. Bu galismalar, enflasyon ve geg
donem kozmik ivmesi gibi kozmolojik ozellikleri yeniden tiretmeyi amagladi.
f(R) teorilerinin temelinde, Einstein-Hilbert eyleminin agagidaki gibi modifiye

edilmesi yatmaktadir
1

burada % = 87@ ile verilir, g metrik tensoriiniin determinantidir ve L,, madde
Lagrangiyenidir. Bu eylemden tiiretilen alan denklemleri, f(R) fonksiyonunun
formundan kaynaklanan modifiyelerle beraber, madde alanlarinin varliginda yercekimi
dinamiklerini yonetir. [k aragtirmalar, modifiye edilmis alan denklemlerinin
tiretilmesi ve bunlarin kozmoloji ve astrofizik agisindan gikarimlarinin analiz
edilmesine odaklandi. Ornegin modifiye edilmis Friedmann denklemleri, evrenin
a(t) 6lgek faktoriiniin, f(R) yercekimi etkisi altinda evrimini belirler (Capozziello
ve Laurentis ). Kozmik mikrodalga arka plan radyasyonu ve biiyiik 6lgekli
yapilarin gozlemleri de dahil olmak ftizere gozlemsel verilerle uyumluluklarini
anlamak icin f(R) modellerin kozmolojik ¢6ziimleri de incelendi. Bu model-
lerin bazi uygulamalari, egzotik enerji tiirlerini devreye sokmadan evrenin ilk za-
manlarindaki enflasyon donemini ve ge¢ dénemdeki hizlandirilmig geniglemesini

aciklamak icin bir ¢ergeve sunuyorlar. Bununla birlikte, lokal gravitasyon testleri

142



ve kozmolojik veriler gibi gozlemlerden kaynaklanan kati kisitlamalar, f(R) mod-
elleri igin zorluklar olugturmugtur. Kisitlamalar tipik olarak, f(R) teorilerinin
glineg sistemindeki ve standart yergekimi testlerinin gecerli oldugu yerel ortam-
larda GG ile uyumlu olmasi gerekliliginden kaynaklanmaktadir. Bu baglamda,
glineg sistemi deneyleri, yercekimsel dalga tespitleri ve hassas kozmolojik 6lctimler,
f(R) modellerinin parametrelerine sinirlar getirmistir (Clifton ve dig. ).

Ote vandan, R* R"™ RW’\UW)\U gibi kuadratik terimlerin eklenmesi, kuan-
tum yergekimi galigmalart igin umut verici modeller sunar (Stelle ) ve ayrica
GG’ nin olagan kiitlesiz tensor modunun yan sira yayilan kiitleli modlara da
sahiptirler (Stelle ), (Hindawi, Ovrut ve Waldram ), (Hindawi, Ovrut
ve Waldram ). Ancak bu modeller gesitli kararsizlik sorunlariyla kars:
karsiyadir. Digerleri arasinda en iyi bilineni, birden fazla zaman tiirevini iceren
Lagrangiyenlerde dogrusal bir kararsizligin varligini ifade eden Ostrogradsky kararsizligidir
(Ostrogradsky ). Yukarida sozii gegen ve kuadratik terimler iceren modellerin
yamnda, sadece f(R) tipindeki modeller Ostrograndsky kararsizligi yagsamayan
modeller olarak biliniyor (Woodard ). Bu 6nemli sonug da, f(R) modellerin
calisilmasindaki motivasyonlardan biridir.

Sonug olarak, f(R) teorileri Einstein’ in yergekimi teorisi tizerinde yapilabilecek
modifikasyonlar1 aragtirmak igin verimli bir zemini temsil ediyor. Teorik tah-
minleri gozlemsel verilerle uzlagtirmaya yonelik ilk girigsimlere kadar uzanan bu
teoriler, zaman iginde kozmolojik problemler ve temel fizik sorulari tarafindan
yonlendirilerek 6nemli dl¢iide gelisti. f(R) modellerin teorik éngoriilerini gézlemsel
kisitlarla uzlagtirma konusunda zorluklar devam ederken, yapilan aragtirmalar bu
teorileri gelistirmeye ve bunlarin yercekimi ve evren anlayisimiza yonelik daha
genis sonuclarim kesfetmeyi stirdiiriiyor.

f(R) teoriler igin eylem agagidaki gibi verilebilir

1
Smetrik = % / d4$\/ —gf(R) + Smadde(g,uz/a w> (5383)

Burada, metrik formalizminde ¢alisildigi i¢in, madde eylemi en genelde, geometrik
anlamda metrige ve ayni zamanda da harici madde alanina 1 baghdir. Bunun
yaninda, metrik formalizminde baglant1 nesnesi Levi-Civita oldugu igin, egrilik
skaleri R de sadece metrigin bir fonksiyonudur. Fakat, egrilik skalerinin temel
taniminda da oldugu gibi, aslinda baglanti nesnesine baglh bir niceliktir. Sadece
metrik formalizmde bu bagimhlk énemsiz olmaktadir. Ilerleyen boliimlerde,
metrik-afin yaklagim ele alindiginda, bu noktaya tekrar deginilecektir. Yukarida

verilen eylemin, metrige gére varyasyonu alinirsa agagidaki ifade elde edilir (Quiros
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, 1
f R;LV - éfg’u,y - Vuvl/f/ + gﬂyljf/ - K/T,LLI/ (5384)

burada f’ := drf(R) ve T, = 0Smatter/6g"” madde alani i¢in enerji-momentum
tensoriidiir. Bu esitlik, iyi bilindigi gibi, sol taraftaki son terimin varhigindan
otlri metrige gore dordiincii derece bir diferansiyel denklemdir.

Metrik ve baglanti nesnesinin birbirlerinden bagimsiz olarak ele alindigi metrik-
afin formalizmde de inceleme yapilabilir. Bu durumda baglanti nesnesi Levi-
Civita olmak zorunda degildir ve afin baglanti olarak adlandirilir. Bu formalizme
gore egrilik skaleri R sadece metrige bagl bir nicelik olarak yazilamaz, oyle ki
artik (afin) baglanti nesnesine ilintilidir. Metrik formalizmi ile arasindaki farklhilig:
vurgulamak icin, metrik-afin durumda egrilik skaleri su sekilde gosterilecektir®
R = RT) = g‘“’]%w,. Ek olarak, metrik-afin formalizmde madde eylemi en
genelde, metrigin yaninda baglant1 nesnesini de igerebilir, dyle ki metrik formal-
izmde sadece metrige bagliydi. Tiim bunlarin 1giginda, metrik-afin formalizmde

f(R) teorisini agsagidaki gibi yazabiliriz

1 -
Smaff = ﬂ / d4$ \% _.gf(R> + Smadde(g;wa F)\uua w> (5385)

Metrik ve baglanti nesnesine gore bagimsiz varyasyon islemlerinin gerceklegtirilmesinin

ardindan alan denklemleri agagidaki gibi elde edilir
~ 1
dgh - 'Ry — §fgw, = kT, (5.3.86a)

e \/L__g [—VA (V=9f'g") + Vo (V=g 9" 5?] — kA (5.3.86b)

burada ' := d5f(R), Ty = 0Smatter/0g" ve A\ = §Smadde/0T,, madde icin

enerji-momentum ve agisal-momentum tensorleridir, sirasiyla. Bu arada, metrik-

o

afin formalizmde de, madde eyleminin baglanti1 nesnesinden bagimsiz oldugu bir
se¢im yapilabilir. Bu durumda, teorinin sadece geometrik kismi afin baglanti
nesnesini igerirken, madde eylemi aynen metrik formalizmde olduguna benzer
sekilde davranir. Literatiirde, bu se¢im bazen f(R) teorinin Palatini formalizmi

olarak adlandirilir ve ilgili eylem agagidaki gibi yazilabilir

1 ~
SPalatini = % /d4$v _gf(R) + Smaddé(Q#W ¢> (5387>

Acikca goriilebilecegi gibi, Palatini formalizminde maddenin agisal-momentumu

A\, dolaysiyla Denk.(5.3.86b) ifadesinin sag tarafi, sifirlamir. f(R) teorilerin

N~

9Boliim 5.3.2 ve Boliim 5.3.3 boyunca kullanilan sembolii, metrik ve metrik-afin formal-
izm arasindaki farki: vurgulamak icin tercih edilmigtir. Aym semboliin, daha énceki béliimlerde

Levi-Civita baglant1 nesnesine ilintili nesnelerin gosterimi i¢in kullanilmasi ile bir ilgisi yoktur.
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farkli formalizmleri i¢in gozlenen bu farklilik, 6yle ki madde eyleminin yapisindaki
farkhiliklardan kaynaklanan, ilerleyen boliimlerde skaler-tensér ve f(R) teoriler

arasindaki iligkiden bahsedilirken 6nemli olacaktir.

Tablo 5.1: f(R) teorilerin farkli formalizmleri.

Formalizm | Geometrik kisim Madde kismi
metrik f(R) Limadde(Guws V)
Palatini f(R) Lmadde (g;wu W

metrik-afin f (}Nf) Lnadde( Gy, T s )

5.3.3 Skaler-tensor ve f(R) teoriler arasindaki iligki

Denk.(5.3.83) ile verilen f(R) teori eylemini yeniden ele alalim. Simdi, farkh
bir (skaler alan iceren) eylem olugturarak bunun dinamik olarak metrik f(R)

eylemine egit oldugu gosterilecektir. Yeni eylem agagidaki gibi verilsin
1
Suster = 5 [ ATVGUE) + L) (R= V) + St g ) (5389

burada Y rastgele bir alandir ve f’ := 0y f(Y). Bu eylemin Y alanma gore

varyasyonu alinirsa asagidaki ifade elde edilir
0=/f"(Y)- (R-Y) (5.3.89)

Bu sonug baglaminda f(Y") tizerine, f” # 0 kosulu uygulanirsa R = Y sonucu elde
edilir. Bulunan bu ifade Denk.(5.3.88) i¢inde yerine yazilirsa koseli parantez ”|[...]"
i¢indeki ikinci terim sifirlanir ve Denk.(5.3.83) ile verilen metrik f(R) eylemine
ulagilir. Buna gore, yukarida verilen bu iki eylemin dinamik olarak es olduklari

soylenebilir, Syeirit = Sskater- Dahasi, agagida verilen tanimlar ele alalim
o= f(Y) , V(®) := oY (®) — f(Y) (5.3.90)
Bu yeni degigkenler, Denk.(5.3.88) ifadesinde yerine yazilirsa su elde edilir

1
Sskaler = Smetm'k — % / d4$\/ —g [(I)R — V((I))] + Smadde(g,ul/v ¢) (5391)

Elde edilen bu eylem, Denk.(5.3.3) ile verilen eylemle kargilagtirilirsa goriiliir ki,
yeni eylem aslinda sifirlanmig BD parametresi igeren wgp = 0 bir BD teorisinden
bagka bir ey degildir! Sonug olarak soylenebilir ki, metrik f(R) teorisi dinamik
olarak, sifirlanmig bir kinetik terim igeren (veya sifirlanmig bir BD parametresi

iceren) BD teorisi ile egtir.
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Simdi ise, Denk.(5.3.85) ile verilen metrik-afin f(R) eylemi ile baglayalim ve
Denk.(5.3.90) ile verilen tanimlamalar1 benzer gekilde uygulayalim. Agagidaki
ifade elde edilir

1 -
Smaff - % / d4l‘\/ -9 |:(I)R - V((I))] + Smadde(g,tw? F)\,uz/; 1/}) (5392)

Yukaridaki eylemin formu ile Denk.(5.3.83) ifadesi ile verilen metrik eylemin for-
munun benzerligi gozlenebilir. Her ne kadar formlar1 benzer olsa da, aslinda bu iki
teori dinamik olarak farkhidir, 6yle ki su sebeplerden otiirii : (i) Metrik eylemde,
egrilik skaleri tamamen metriktir R = R(g), 6te yandan metrik-afin eylemde ise
baglant: nesnesi ile ilintilidir, yani afin bir nesnedir, R = R(I). (ii) Metrik for-
malizmde madde eylemi sadece metrigi icerirken, diger durumda hem metrik hem
de baglanti nesnesini igerebilir. Bu sebeplerden 6tiirti, metrik-afin f(R) teori,
kinetik terimi sifirlanmig bir BD-tipi teori olarak ifade edilemez, fakat bagka
tipte bir teoriye benzeyebilir. Yine de, metrik-afin formalizmde, madde eyle-
minden baglant1 nesnesi diglanarak BD-tipi bir modele eglenebilir. Bu yapilarak,
teorinin geometrik kisminin, R sayesinde halen metrik-afin kalmasi saglanirken
madde eylemi metrik forma indirgenir Syatter — Smatter (9, ). Daha 6nce
bahsettigimiz gibi, bu f(R) teorisinin Palatini formalizmidir. Madde eylemi
tamamen metrik oldugundan, maddenin agisal-momentumu sifirlanir. Bu kogul

altinda, Denk.(5.3.86) ile verilen ifadeler kullamlarak alan denklemleri su sekilde

yazilabilir
s 1
ogh” - 'Ry — §fgm, =rT,, (5.3.93a)
1
A . — ol uv —— 1 o) §V) —
DRI —\/__g[ Vs (V=gf'9") + Vs (V=9f'g )5@ 0 (5.3.93b)

Burada, baglanti alan denkleminin sag tarafinin sifirlanmasi 6nemli bir etki olusturur.

Denk.(5.3.93b) ifadesinin izi kullanilarak agagidaki sonug elde edilir

A (\/—_g f’(R)gW) ~0 (5.3.94)

Elde edilen bu sonug, Palatini formalizmindeki baglanti nesnesinin sadece metrige
bagl olmasini, yani Levi-Civita olmasini gerektirir, 6yle ki bu baghlik orijinal
metrige ¢,, gore degil, konformal olarak doniismils olan metrige ¢ := f (R)
goredir! Buna gore, konformal olarak dontigen metrik baz alindiginda, teoride
baglanti nesnesine olan baghlk ortadan kaldirilir, 6yle ki egrilik skaleri ve madde
eylemi sadece doniigmiis olan metrige gore yazilabilecektir. Madde eyleminin
sadece metrige bagliligi zaten baslangigtaki kogulumuzdu. Dahasi, hesaplamalarin

ardindan, metrik-afin formalizmdeki afin egrilik skalerinin R asagidaki gibi ayrigabilecegi
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f(R) GRAVITY
-
l‘)‘W and g, independent \
‘é,_,—""
METRIC-AFFINE f(R) l"'\w = {'\W
iS;u = Su(guvs V)
PALATINI f(R) METRIC f(R)
—— o
'L AR S (R
f"(R)#0 GR f"(R) #0
BRANS-DICKE, wy = —% BRANS-DICKE, wy =0

Figiir 5.2: Gravitasyonun skaler-tensor ve f(R) teorileri arasindaki iligki. Kay-

nak : (Sotiriou )

goriilir
R=R+ iVNCDV“(I) ~ 3o (5.3.95)
29 o
Elde edilen bu sonuglar Denk.(5.3.92) ifadesinde yerine yazilir ve konformal olarak
doniigmiig metrik kullanihirsa (teknik olarak, Palatini formalizmdeki metrigi degistirmekle

egdegerdir) agagidaki sonug elde edilir

1 3
SPalatini = % / d433\/—_9 |:q)R + ﬁauq)aucb - V((I)) + Smadde(gllw w)
(5.3.96)
diverjans terimi ihmal edilmistir. Elde edilen bu ifade, tam olarak wgp = —3/2

icin BD teorisidir!. Hatirlayalim, buradaki metrik konformal olarak doéniigmiis
olandir ®¢g, ve hem egrilik skaleri hem de baglanti nesnesi bu doniigmiis metrik
cinsinden verilmektedir, yani R = R(®g) , ' = ['(®g) , R # R(g) , I # I'(h).
Yukaridaki sonuglari iceren bir gorsel igin bkz. Figiir 5.2

5.3.3.1 Konformal doniigiimler, Jordan ve Einstein gerceveleri

Son olarak, metrigin agsagidaki gibi konformal déniigiimii altinda f(R) teorinin

nasil evrildigi hakkinda kisa bir ozet verelim

G = Lo g = Qg (5.3.97)
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Bu donitigiim altinda, diger bazi niceliklerin transformasyonu agagidaki gibi ver-
ilebilir (Quiros )

Vgl — Qg (5.3.98a)
Ry R +2V,(InQ)V,(In Q) — 2g,,(VInQ)?

+2V,V,(InQ) + ¢,,0InQ (5.3.98Db)

R Q*[R+60InQ—6(VInQ)? (5.3.98¢)

Simdi, tekrar Denk.(5.3.3) ile verilen metrik BD teorisini ele alalim

Spp = / d*z+/]gl {¢R - %guuau¢ay¢ — 2V(6) + 2Lomadae (5.3.99)

Denk.(5.3.97) ve Denk.(5.3.98a) ile verilen kurallar uygulanirsa agagidaki sonug
elde edilir

glransform _ / diz /gl
(¢§22 [R+60Q—6(VInQ)?] — %(g’“’@g)@mb@ygb
—2V (o) + 2£madde) (5.3.100)
Bu noktada skaler alan i¢in agagida verilen eglemeyi yapalim
O i=¢=¢" (5.3.101)
ve bunu yukaridaki eylemde yerine yazalim
Sgpreferm — /d% |91 (R - ;(VSO)Q — ¢ [wpp@*g" Bupdye — 2V (9) + 2Lrmadde ]
+ 3D<,0)
= / d*z+/g] [R +30¢ — (wBD + ;) (V)? =202V (0) + 20> Lnadde

+ 30y ]
—~—

boundary term

3
= /d4x ] [R + 30y — <WBD + 5) (V) =2V () + 2% Lonadae

(5.3.102)

Son satirda, metrigin konformal doniigiimiine gore V(o) = ¢ 2V (¢) yazildi ve
sinir terimi ihmal edildi. Sonug olarak elde edilen teori, skaler alanin minimal

olarak ciftlendigi ve sifirlanmamig bir potansiyel terim igeren Genel Gorelilik
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oldu! Baslangicta skaler alanin minimal olmayan c¢iftlenimini iceren BD teorisi
ile bagland1 ve metrigin konformal dontistimiiniin ardindan, skaler alanin minimal

¢iftlendigi GG elde edildi. Elde edilen eylem ifadeleri agsagida tekrar verildi

§Jerdan _ / d*z+/|g] [¢R — ‘”%D(wf —2V(¢) + 2£madde} (5.3.103a)
Spp™" = / d'zy/lg] [R + 30 — <wBD + g) (Vo)* =2V () + 2™ Lynadde
(5.3.103b)

Literatiirde, BD teorisinin metrik formalizmde verildigi cergceveye Jordan ¢cercevesi
ad1 verilir. Diger yandan, konformal dontisiimden sonra skaler alanin minimal
¢iflenimini iceren GG’ nin verildigi cerceve ise Finstein cercevesi olarak ad-
landirilir. Hangi cercevenin fiziksel olarak kabul edilebilir olduguna dair arastirmacilar
arasinda uzun zamandir devam eden tartigmalar vardir. S6z konusu fikir ayriliklarinin
temelde iki sebebi vardir. (i) Skaler alan geometri ile nasil etkilegsmelidir, yani
minimal bi¢gimde mi yoksa minimal olmayan bi¢imde mi? (ii) Skaler alan madde
ile nasil etkilesmelidir? Jordan cercevesinde maddenin metrik oldugu aciktir,
zira teori tamamen metrik olarak olusturulmusdur ve bu baglamda maddenin
geometriye minimal baglanmasi gerektigi soylenebilir. Ote taraftan, Einstein
gercevesinde de maddenin konformal dontigmiig metrige minimal baglanmig oldugu
goriilse de, aslinda igsel olarak orijinal metrige minimal baglandigi soylenemez.
Dolayisiyla Einstein cercevesinde, Jordan cercevesinden farkli olarak, maddenin
geometriye minimal olmayan c¢iftlenimi soz konusu olabilir. Daha fazla detay icin

(Sotiriou ) galigmas ve buradaki referanslar incelenebilir.

5.4 Gravitasyon ve madde etkilesimi

5.4.1 Ornek : Bir Dirac alaninin Riemann-dig1 geometriye

baglanmasi

Her ne kadar Einstein’ mn kiitlegekimi teorisi olan Genel Gorelilik (GG) matem-
atiksel olarak zarif ve glineg sisteminde ¢ok basarili olsa da, astrofizik ve kuantum
baglaminda GG’ nin modifiye edilmesi i¢in giiclii nedenler de vardir. Bu kap-
samda, gravitasyonun Riemann-digi geometrilerde ve ayar teoriksel yaklagimla
caligilmasi, giiniimiizde ¢ok aktif bir arastirma alanidir. Ayar teorisi modern
fizikte dogay1 aciklamada basarili bir yaklagimdir. Bu dogrultuda (Adak )
caligmasinda, bir STPG modeli baglaminda gravitasyonun lokal ayar invaryant

bir Lagrangiyen ile ifade edilebilecegi belirtilmistir, Oyle ki metrik yergekimi
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alanin1 temsil ederken tam baglanti nesnesi ayar potansiyeli olarak yorumlanir.
Sozli gegen bu modelde Riemannsal olmayan egrilik sifirlanmigtir. Maxwell-
Dirac teorisiyle olan benzerlige bakildiginda, sifir-egrilik kisitlamasi agir1 kisitlama
olarak goriilebilir, bkz. Tablo 5.2. Bu nedenle, nonmetrisiti ve egriligin her ik-
isinin de 6nemsiz olmayan bi¢imde yer aldig1 bir teori, STPG’ nin ayar yaklagimini
genellegtirmek i¢in incelenebilir (Pala ). Sonug olarak bu ¢aliymamizda, non-
metrisiti ve tam egrilik agisindan kuadratik olan ve sadece tam egirilik skaler-
ine gore lineer olan bir Lagrangiyeni ele alacagiz. Teori ortonormal (Lorentz)
gercevede ve koordinat bagimsiz bir formalizm olan dig cebir ile formiile edilmistir.

Biitlin bunlarla birlikte bu ¢aligmamizda, gravitasyon Lagrangiyenine minimal
bigimde Dirac alani ekliyoruz ve varyasyonel alan denklemlerini tiiretiyoruz (Kok

). Su andan itibaren kendimizi iki boyutla smirliyoruz, zira 2 boyutlu gravi-
tasyon modellerinin incelenmesi, matematiksel anlamda daha yiiksek boyutlarda
mevcut olan karmagikliklarin ve zorluklarinin ihmal edilebilmesine olanak vererek,
ozellikle kuantum gravitasyonla ilgili temel sorulara odaklanmamiza izin verir.
Tki boyutta, bilhassa sicim benzeri modellerde, kara deliklerin 6nemli o6zellikleri
caligilarak kuantum sistemler hakkinda degerli i¢goriiler ve bilgiler edinilebilir. Bu
modeller, klasik bir arka plan geometrisi kullanmadan, madde-geometri etkilegimi
dahil edilmigken bile, kuantum alan teorisi baglaminda sistematik bir aragtirma
imkan1 sunabilirler. Iki boyutta dilaton yercekimi {izerine yapilan bir inceleme
(Grumiller, Kummer ve Vassilevich ), bu sonuglar1 tutarli bir gekilde bir
araya getirmeye ve bunlar1 konu hakkinda oldukca genig bir literatiire dahil etm-
eye ¢aligiyor. Bir diger ¢caligma (Grumiller, Ruzziconi ve Zwikel ), 2 boyutta
genellestirilmis dilaton gravitasyon modeli baglaminda ol¢ek invaryant modellerin
bir alt kiimesine odaklaniyor.

Bununla beraber, spinor taniminin iki boyutta, ilk planda goze carpmayan
baz1 incelikli sorunlari olabilir. Iki boyutta, rotasyonlarin imkansiz, boostlarm ko-
lineer ve Thomas devinimi gibi bazi kinematik hareketlerin sakli olmasina ragmen,
Ozel Gorelilik bakis acisin (1 + 1) boyuta uygulanmas: halen baz fiziksel in-
celemeler yapilmasina yeterli olur. (N. Wheeler ) caligmasinda yazar, ashnda
iki boyutlu caligmalarda cikarilabilecek bircok degerli ders olabilecegini ve de-
rin geylerden ilgi cekici bir sadelikle bahsedilebilecegini soyliiyor. Matematiksel
olarak, 2 boyutlu uzayzamanda spinérler, Lorentz grubunun SO(1,1) iki kath
orten grubuna gore bir gosterime sahip kompleks vektorler ile temsil edilirler.
Bundan bagka, (Delhom, Olmo ve Ronco ) galigmasinda aragtirmacilar non-
metrisitinin gozlenebilir etkiler yaratabilecegi olcek icin 1 TeV mertebesinde bir

alt siir koyulabilecegini tartistilar, dyle ki bu éngoriide bulunurken e*e™ sacilma
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deneyinin verilerinden faydalandilar. Sonug olarak, iki boyutlu bir uzayzamanda,
Dirac alani, nonmetrisiti ve egrilik iceren bir oyuncak model ¢aligilmasi i¢in yeterli

motivasyona sahip oldugumuzu diigtiniiyoruz.

Teorinin Lagrangiyen formiilasyonu

n-boyutta bir gravitasyon teorisinin Lagrangain formalizminde 6ncelikle agagidaki

- /M L (5.4.1)

burada L Lagrangiyen n-formdur. Lagrangiyen formalizmi hakkinda daha detaylh

gibi bir eylem yazilir

bilgi i¢in bkz. Ek F. Bu caligmamizda, kendimizi iki boyut ile sinirlandiriyoruz.
Dig cebir lisaminda Lagrangiyen ortonormal teget demetinde OT' (M) yazilir, ve
boylece koordinat bagimsiz olusu garanti altina alinir. Buna gore, herhangi bir
teorinin, tanimi geregi genel koordinat dontigiimleri altinda invaryant olabilmesi
saglanir, bkz. Ek C. Bununla beraber, tam ¢oziim arastirmalar1 esnasinda bir
koordinat sistemi secilir ve n-beine yardimiyla koordinat teget demetine CT(M)
gecilir. Bu ¢aligmada ayrica bir Dirac alani da dahil edildigi i¢in, spinor demetinin
de tammlanmasi gerekli olur ve bu demete gecis OT' (M) iizerinden yapilabilir.

Sonug olarak, agagida verilen Lagrangiyen 2-form ile teorimizi tanimlariz

L = kR% A xe,” + iR A xR 4+ vQap A Q™ + AT + A x 1
i — me—
+5 [y A (DY) + (DY) Asyp] + —=Ppx 1 (5.4.2)

burada , u, v ¢iftlenim sabitleridir, A kozmolojik sabittir, A\, Lagrange carpani
0-formdur, oyle ki torsiyonu sifirlar, m Dirac parcaciginin kiitlesidir, ¢ vakumda
151k hizadir, A Planck sabitidir ve 4 kompleks birim elemandir 12 = —1. Yukaridaki
Lagrangiyen ifadesinin ilk satir1 geometrik (gravitasyonel) pargay1 ve ikinci satiri
da Dirac Lagrangiyen 2-formu icerir. Ik satirm ilk terimi, Riemann-dig1 for-
mda Einstein-Hilbert terimidir. Yang-Mills regetesi ile galigmamiza ragmen (yani
egrilik ve nonmetrisitinin kuadratik terimleri segildi), yine de bu Einstein-Hilbert
terimi eklendi, zira uygun kosullar altinda Einstein limiti arastirildiginda ekle-
nen bu terim sayesinde Einstein denklemleri elde edilebilsin. Nonmetrisiti yerine
torsiyon kullanilan bir bagka ¢alismada da mevcuttur (Tseytlin ), burada be-
lirtildigi iizere Poincare gravitasyon teorisinin standart Yang-Mills formiilasyonu
dogru sonuclar vermez. Dirac spinoriintin kovaryant dig tirevi asagidaki gibi

verilir

D = i+ 2+ bQu (5.4.3)

151



burada b keyfi bir sabittir (kompleks veya reel). (Janssen ve Jimenez-Cano )
caligmasina gore, b parametresi reel oldugunda, spinoriin lokal ol¢eklendirmesi ile
iligkili olurken, piir kompleks oldugunda da spinériin lokal U(1) transformasy-
onu ile iligkilidir. Burada Dirac matrisleri vy ve =1, antikomiitasyon iligkisini
saglayarak {v,, %} = 2nap!, Cliffor cebirini C¢; ; {iretirler, burada I matrisi 2 x 2

boyutlu birim matristir. Dirac matrisleri agagidaki gibi se¢ilmigtir

(o -1 (1 0 (544
Yo = 10 ve 71 = 0 1 4.

Bu gosterimde Dirac spinorleri iki bilegenli kolon matrisleri ile verilebilir. v Dirac

alaninin eslenigi su sekilde verilir ¢ := 11,. Ilintili olarak su yazilabilir
11— _
Dy = dip — iwaabw[alﬂ + b* Qi) (5.4.5)

ve v = ,€* niceligi C¢; ;-degerli 1-form olarak adlandirihir. Burada "*” kompleks
eslenigi temsil eder, i* = —i. Bunun yaninda o, := i[%,%] niceligi Lorentz
grubunun SO(1,1) jeneratoridiir. Buna gore, My tizerinde tanimli spinérler,
SO(1,1) grubunun ¢ift kaplayan grubuna iligkin bir gésterim tagiyan kompleks
vektorler olurlar.

Ayar teorisi yaklagimi mikroskobik diinyada hem teorik hem de deneysel olarak
¢ok iyi caligtigindan, modifiye edilmis bir gravitasyon teorisini arastirmak igin
bize rehberlik etmesi adina bu ¢ahigmamizda kullaniyoruz. Bu baglamda (Adak

) galigmasinda verilen argiimanlar benimsenmistir ve bunlar1 Tablo 5.2 ile
ozetlenmistir, oyle ki burada A potansiyel 1-formu ve F' Maxwell 2-formudur.
Diger sembollerin anlamlarina bu bolimiin diger kisimlarinda deginilecektir.

a

Simdi, Lagrangiyen ifadesinin \,, €%, w%, ve 1 niceliklerine gore, sirasiyla,

varyasyonu alindiginda agaidaki alan denklemleri elde edilir

T =0 (5.4.6a)

DX, + 7u[R] + 7a[Q] + To[t)] + Ax e, =0 (5.4.6b)

Ao’ + ZL[R] 4 B.0[Q) + X [w] = 0 (5.4.6¢)

7y A {D + % [(1bQ™)eq — (1 + b+ b)Q)] } Y+ %@b x1=0 (5.4.6d)

burada enerji-momentum 1-formlar, 7,[-], asagidaki gibi verilir

Ta[R] := —pu(taR%) AR (5.4.7a)
7alQ] := —2[(LaQ") A ¥Qpe + Q" A (ta * Que)] (5.4.7b)

] = % G % (7 Aea) A (D) — (D) A (y A ead] + “%Cw veo (5.4.7)
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Tablo 5.2: Gravitasyon ve Maxwell-Dirac teorisi arasindaki benzerlik. Ek C ile

verildigi tizere, vurgulamak isteriz ki, Gl(n,R) ayar grubu ortonormal gergevede

Lorentz grubuna indirgenir.

Tanim Maxwell-Dirac Gravitasyon
Fiziksel alan U(x) Gap(x)
Global ayar | (Y Ady+d Asyp) + | EdgapAxdg®? +2 gasg®Px1
simetrisi iceren | ima * 1
Lagrangiyen
Global ayar | ¢ — e burada € her- | ¢ — Q7¢Q) burada Q reel
dontigtimleri hangi bir reel sayidir sayilar igerir
Lokal ayar simetrisi %(ﬁ*v/\D@Z)—l—Dﬁ/\ *7P)+ | §DGap N *Dg*® 4+ M 1+
iceren Lagrangiyen | imyn) %1+ F A *F R%s A xRP,,
burada burada
Dy = (d - ZA)¢7 Dgaﬁ - %( dgaﬁ + Wap +
F:=dA Waa), R == dw®g+w®y A\
aﬂg
Lokal ayar | ¢ — @, g — Q1 (2)gQ(x),
dontigtimleri A— A+ do w— Q1w+ Q7O
Ayar grubu U(1) Gl(n,R)
Ayar alanm (potan- | A ws
siyeli)
Bianchi 6zdeslikleri | D%y = —iF, D?gos = —(Rag + Rga),
dF =0 DR%3 =0

ve agisal momentum (veya hipermomentum) 1-formlari, ¥,°[-], asagidaki gibi ver-

ilir

Yo [R] := 2uD * R’,

Y [Q] = K[2Q" A *eqe —

5 [y)] =

i(b* —b)

S
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(5.4.8a)
(5.4.8b)

(5.4.8¢)




oyle ki sirasiyla egrilik, nonmetrisiti ve spinor alanlarina gore verilmistir. Not ede-
lim ki, b reel bir sabit oldugunda spinoriin ag¢isal momentumu sifirlanir. Yukaridaki
hesaplarda su kisaltma kullanilmigtir D R, :=d* R, +wb. A*R°, — w®, A *RP..
Denk.(5.4.6¢) ile verilen baglanti alan denklemi, A\, Lagrange carpanina gore
matematiksel bir ifadedir ve bu denkleme ¢, uygulanarak bu Lagrange carpani
hesap edilebilir

do = —gun (STR] + 2.00Q] + 2 W) (5:4.9)
Simdi Denk.(5.4.9) ifadesi Denk.(5.4.6b) ile verilen ifadeye yerlestirilmelidir. Bir
¢oziim sinifi aragtirmak igin e®,; Qy; ve ¥ nicelikleri igin 6onermelerde bulunacagiz,
oyle ki bu alanlar Denk.(5.4.6a), Denk.(5.4.6b) ve Denk.(5.4.6d) ile verilen alan
denklemlerini saglasin. Ayrica Denk.(5.4.9) sonucu Denk.(5.4.6¢) ifadesine yerlestirilirse

su kisit elde edilir 2%,° — (1.2,¢)e? = 0, burada X,° = X,°[R] + 2.°(Q] + Z.°[¢)].

Duragan ¢oziim siniflar:

Genel olarak teoride toplam 16 adet bilinmeyen vardir (4 adet e, 8 adet w®, 2
adet \,, 2 adet ¢). Bununla uyumlu olacak sekilde 16 adet alan denklemi elde
edildi, goyle ki 2 adet Denk.(5.4.6a), 4 adet Denk.(5.4.6b), 8 adet Denk.(5.4.6¢), 2
adet Denk.(5.4.6d). Genel durumda, alan denklemlerine tam duragan bir ¢oziim
simfi bulunamadi, bu sebeple su strateji izlendi : Oncelikle ¢ alanmin gravitasy-
ona etkisi ihmal edilir, yani Denk.(5.4.6b) ve Denk.(5.4.6¢) ifadelerinde 7,[¢)] = 0
ve %] = 0 alimir, ardindan elde edilen denklemlere vakum igin ¢oziim aranir.
Bunun ardindan Dirac denklemi, elde edilen bu gravitasyon alani icin ¢oziiliir.
Bu amagla, 2 = (¢, z) koordinat haritasinda agagidaki konfigiirasyon ile verilen

bir gravitasyon alani ele alahim
e =cf(x)dt, e'=g(x)dr, (5.4.10)
Qoo = hi(z)dr , Qi = ha(z)dr , Qo= Q10=0 (5.4.11)

burada f(x), g(x), hi(z), ha(x) reel bilinmeyen fonksiyonlardir. Denk.(5.4.11) ifadesi
kullanilarak gu elde edilir @ = [ha(x) — hy(x)]dx.
Denk.(5.4.10) ifadesi, Denk.(4.1.14) i¢ine yerlestirilerek Levi-Civita baglanti

1-formu agagidaki gibi hesaplanir

!/

Qg = —Wio = _Eeo’ Qoo = @11 =0 (5.4.12)

ve Denk.(5.4.11) ifadesi, Denk.(4.1.16) igine yerlegtirilerek g, i¢in asagidaki ifade
elde edilir

h
Jo1 = —Qio = jeoa qoo =¢qi1 =0 (5.4.13)
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burada (’) isareti « degigkenine gore tiirevi temsil eder. Denk.(5.4.11), Denk.(5.4.12)
ve Denk.(5.4.13) ifadeleri, Denk.(4.1.13) icinde birlestirilerek ve Ky = 0 <

T = 0 kisit1 kullanilarak tam baglant1 1-form i¢in agagidaki sonug elde edilir

= fh

— — 0 _ " _ 2
Wor = Wi g = ——7— €, Woo = ?(3 , Wi = —e¢€ (5414)

Ig

Bulunanlar kullanilarak Denk.(5.4.6a) ile verilen sifir-torsiyon kogulunun saglandig
teyit edildi. Bununla birlikte, egrilik 2-formu da, Denk.(4.1.4c¢) ifadesi kullanilarak
hesaplanabilir.

Bir ¢oziim sinifi bulmak amaciyla, bilinmeyen fonksiyonlar arasinda agagidaki

kosullar varsayildi

hl((L’) = Cblf//f, ]’LQ((L’) = aghl, fg =1 (5415)

burada a; ve as keyfi sabitlerdir. Ilintili olarak asagidaki ifadeler bulundu

1 a100 &1(1200

f=0C1+ Coz, gzma YT i1 Cr T CLt Gy

(5.4.16)

burada C} keyfi bir integral sabitidir. Kritik sabit Cj ise, ciftlenim sabitleri x, u
ve v ile beraber, nonmetrisitiyi belirleyen a; ve as sabitleri cinsinden, agagidaki
gibi verilir

k(2a; — 1)(ag + 1) — 2v(2a,a3 + 1)

C2 =
O 2u(ay + 1) [2a3(ay — 1) — 3a2(ay — 3) + ai(az — 10) + 3]

(5.4.17)

Bu noktada bazi noktalarla ilgili yorumlar paylagalim.

i. Cy = 0 kisit1 diiz uzayzaman verir. Buna gore, Cy parametresinin gravitasyon

kaynag1 olarak davrandigl yorumu yapilabilir.

ii. Nonmetrisiti ve egrilik nesnelerinin agagidaki gibi acik sekilde yazilmasiyla

Qo =Qi1=0, Qu=Coare', Qu = Coaraze’ (5.4.18a)
R%=R'1' =0, R =-CZlai(az+1)—1](a;—1)e™,
R's = C3[ar1(az + 1) + 1] (ay — 1)e™ (5.4.18b)

gravitasyon etkisine nonmetrisiti ve Riemann egriliginden gelen katkilar takip
edilebilir. as = 0 kosulu ()17 terimini sifirlar, devaminda a; = 0 kosulu da
(. nesnesinin geri kalanini sifirlar ve son olarak s + 2rv = 0 kosulu Riemann

katkisimi sifirlar.

iii. Coztim smifi, as = —1 veya p = 0 altionda gecgerli degildir, zira bu degerler

icin C sonsuza 1raksar.
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iv. Ug adet tekil nokta vardir, soyle ki z = —C1/Cy ve x = Hoo. Bu tekil
noktalar, x — 1/x koordinat transformasyonu ile, su sekilde degistirilebilirler
r = —Cy/Cy ve x = 0. Bu yeni tekillikler hakkinda i¢gorii kazanmak igin

asagidaki invaryant nicelikler hesaplanir

#(Qap A *Q™) = —Clai(1 + a3) (5.4.19a)
*(Rab N xR a) = [((Ilag + Cll — a1a9 — 2(11) — 1] (5419b)

Buna gore, tekil noktalar, koordinat tekilligi gibi durmaktadir ¢iinkii yukaridaki
her iki skaler nicelik de bu tekil noktalarda sonludur. Riemannsal geometril-
erde test parcaciklari geometrinin jeodezilerini takip ederler. Bununla bir-
likte, Einsteinsal geometrilerde test pargaciklarinin tamamlanmayan yoriingeleri
oldugunu gosteren tekillik teoremleri de vardir. Bu tartigmalar kara delik-
lerin var olmalariyla bitmistir (Hawking ve Penrose ), (Hawking ve Ellis
), (Wald ). Bahsi gecen bu adimlarin yerine, pratikte karar delik
testi igin metrik fonksiyonlarimin ve Riemann egrilik skalerinin tekilliklerine
bakilir. Ote yandan bu calismamizda, nonmetrisiti iceren Riemann-dig1 ge-
ometride ¢aligiyoruz ve bu baglamda tamamlanmayan yoriingelere dair her-
hangi bir teori yoktur. Dahasi, Riemann-dis1 bir geometride test parcaciklarin
hangi egriyi izleyeceklerine dair kesin bir bilgimiz de yoktur (Pala ve Adak
). Buna gore, onerilen ¢6ziim sinifinin bir kara delik yapisi sergileyip

sergilemedigi konusunda bir sonuca varamayiz.

v. a; = 0 altinda nonmetrisiti sifirlanir ve teori bir Riemann teorisine indirgenir.

Ardindan fg = 1 kosulu empoze edilerek iki ¢oziim sinifi daha bulunabilir

1/2
A 1/2
f=|Dy+ Diz £ ( 2u) x2] (5.4.20a)
A 1/4
=D —— 4.2
f 1+ ( 2’u> z (5.4.20b)

burada D; ve Dy keyfi integral sabitleridir.

vi. a; = 1 altinda tam egrilik sifirlanir (fakat Riemann egriligi sifir degildir) ve
teori STPG teorisine indirgenir. (Adak ve Dereli ) calismasinda ver-
ilenler ile ayni sonuclar elde edilir. Ek olarak, iki adet ¢oziim smifi daha

verebiliriz
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o k=2v,ay# 0 ve g=1/f kogullar1 altinda

1/2
hi=f/f, hy = % (% - f’2> (5.4.21a)

1/2
f = DO + A/ ?)—ASL’ or f = <D1 + Dox + é.CL’2> (5421b)
v v

burada Dy ve Dy keyfi integral sabitleridir.

e xk#2v, ay =0 ve g = 1 kogillar1 altinda
K+ 2v
hi=f/f, ha=0,  f=(Di+ Doz)k—2v (5.4.22)

burada Dy ve D; keyfi integral sabitleridir.

Gravitasyon alani icinde spinli bir pargacigin Hamiltoniyen ifadesi

Bu noktada, Denk.(5.4.16) ile tarif edilen gravitasyon alami i¢indeki spinli bir
Dirac parcaciginin Hamiltoniyen ifadesini elde edelim. Denk.(5.4.16) ile elde
edilen sonuglar, Denk.(5.4.6d) ile verilen Dirac denklemine yerlegtirilirse agagidaki

gibi, agik halde Dirac denklemi verilebilir

ih%—z} = <ifygmczf + o heN f — thf%h%) P (5.4.23)
burada c
N = 70 [ay(az — 1) (b—b*) + 1] (5.4.24)
Kanonik momentumun Hermitsel oldugu varsayilir ve agagidaki gibi tanimlanir
0 N
p:=—ih| — — — 4.2
pimin (- 7) (0:4:29)
Sonug olarak Dirac denklemi asagidaki forma dontigtir
0 . R
zha—f = (inomc®f +vomcf’p) ¥ (5.4.26)

Bu ifade Schrodinger denklemi ile karsilagtirilirsa ihoi /0t = H 1, Hamiltoniyen

matrisi su sekilde elde edilir

. 0 [ (=imc* + cfp)
H = f (iomc® + voyicfp) = 5.4.27
( ) f (imc® + cfp) 0 ( )
Bu 2 x 2 Hermitsel matrisin 6zdegerleri su sekilde bulunur +f (m?c* + f 2p202)1/ 2,
burada p degeri, p operatoriiniin 6zdegeridir. Belirtelim ki, Cy sifira yakinsadikega,
gravitasyon alam sifirlanir ve bu durum f = 1 kosulunu gerektirir. Bu kosul

altinda 6zdegerler, iyi bilinen su degerlere indirgenir + (m?c* + p202)1/ ? burada
p = —ihd/0x. Elde edilen bu sonuglar (Adak, Dereli ve Ryder ) galigmasinda

elde edilenlerle uyumludur.
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Dirac denkleminin tam ¢oziimii

Denk.(5.4.23) ile verilen Dirac denklemine bir ¢6ziim bulabilmek i¢in agagidaki

gibi bir spinor 6nermesi yapalim

P = (a(x)> e (5.4.28)

burada a(z) ve f(x) kompleks degerli bilinmeyen fonksiyonlardir ve Q bir reel
sabittir. Bu onerme Dirac denkleminde kullanilirsa agsagidaki gibi, bagh iki adet

diferansiyel denklem elde edilir

fOél + (N o %)Oz + ?? =0 (5.4.29&)
, mce iQa
8 +(N+7)5+7?_0 (5.4.29Db)

Bu diferansiyel denklemlere tam bir ¢6ziim sinifi bulunamadi. Daha sonra, N >>
me/h yaklagimi ile mc/h terimi ihmal edildi ve bu sayede agagida verildigi gibi

bir ¢oztim sinifi bulunabildi, 6yle ki bu ¢oztim altinda a; = 1 olmas1 gerekir, yani

N =Cy/2ve Q=0

12 182
1 _
0= - DO 6000(01 + Coﬁ) +De 600(01 + Coilf) (5430&)
vV Cl —f-C()l'
182 182
1 Co(Cy + Coz) "¢ Co(Cy + Coz)
B=-—ee | DyecColCr+Cox) _ p e cCo(CL+Co (5.4.30D)
\/Cl + COZ'

burada Dy ve Dy keyfi sabitlerdir. Bu ¢6ziim smifinin, Denk.(5.4.7¢) ve Denk.(5.4.8¢)
ile tanimlanan 7,[¢)] = 0 ve X,°[¢)] = 0 kosullarim saglamadig goriildii. Ozetle, ilk
bagta vakum teorisine bir ¢éziim bulundu ve arindan da spesifik bir arka planda
Dirac denklemine bir ¢6ziim bulundu. Denk.(5.4.17) sonrasinda bahsedildigi
gibi, Cy gravitasyon kaynagi olarak davranir ve N degeri, Denk.(5.4.24) ifadesi
tizerinden Cj ile orantilidir. Buna gore N terimi bir cgesit gravitasyon kiitlesi
icerebilir. N >> mc/h varsayim ile, aslinda bu gravitasyon kiitlesinin Dirac
parcaciginin kiitlesinden ¢ok biiyiik oldugu ifade edilmis oldu. Her iki ¢oziim
fonksiyonu da soniimlii osilator formundadir zira her iki dalga fonksiyonu x —
+oo i¢in sifira gider. Belirtelim ki, her iki ¢dziim de zo = —C;/Cj noktasinda
tekillige sahiptir. Denk.(5.4.19) ifadesinden sonra belirtildigi iizere, bu tekillik
aslinda uzayzamanin kendisine aittir. Yani, spinor ¢oziimleri bu noktada gegerli
degildir. Fiziksel olarak su sekilde yorumlanabilir : Dirac pargacigi (veya bunun

anti-parcacigl) bahsi gegen bu tekillik noktasindan gegemez. Bu yorum teorinin
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mevcut yapist icin anlamli goriintir, zira bir boyutlu uzay ele alindi ve gravitasyon
kaynagi bu uzay ekseni iizerinde bir yerde, muhtemelen zy = —C;/Cy noktasinda

bulunmaktadir.

Son sozler

Nonmetrisiti ve tam egrilik tensorleri iceren geometrik teoriye bir Dirac parcaciginin
minimal bicimde baglandigi bir gravitasyon modeli calisildi. Ayar teorisinin
mikroskobik olaylar1 agiklamada c¢ok bagarili oldugu iyi bilinmektedir. Bu ne-
denle, ayar teorisinin temellerini iceren Maxwell-Dirac teorisi ile yeni gravitasyon
modelimiz arasinda bir benzetme yaparak, nonmetrisiti ve egrilik tensorlerine gore
kuadratik olan bir Lagrangiyen sectik. Bizim anlayisimiza gore, metrik tensori
fiziksel gravitasyon alanini temsil ederken tam baglanti nesnesi ise ayar alanini
/ potansiyelini temsil eder. GG’ nin etkilerini izlemek i¢gin Riemannsal olmayan
Einstein-Hilbert terimini de Lagrangiyen icinde tutuyoruz. Bir sonraki adimda
Dirac spinoriiniin dig kovaryant tiirevini tamittik ve Dirac Lagrangiyeni gravita-
syon Lagrangiyeni minimal bi¢cimde bagladik. Bu noktaya kadar yapilan tiim
tartigmalar ve elde edilen sonuclar her boyut icin gecerlidir. Ardindan da, 2
boyutta varyasyonel alan denklemleri elde edildi. Modifiye edilmis gravitasyon
modelimiz i¢in baz1 ¢ozliim smiflarin1 aragtirdik. Duragan bir ¢oziim bulmaya
caligtik ancak kesin bir ¢oziim elde edemedigimiz i¢in basitlestirme stratejisi izle-
meye karar verdik. Bu nedenle, kocerceve ve baglanti alan denklemlerinde, Dirac
alani i¢in verilen enerji-momentumu 7,[¢] ve agisal momentumu (veya hipermo-
mentumu) %,[¢], ihmal ettik. Buna bagh olarak gesitli vakum ¢oziim simiflari
elde edebildik ve bunlarin bazilarimin (Adak ve Dereli ) calismasinda elde
edilen sonuglarla aym oldugunu fark ettik. Ana ¢éziimiimiizde, Denk.(5.4.17)
ile verilen ve bir tiir gravitasyon kaynagini temsil ettigi soylenebilecek ilging
bir sabitimiz var. Bu ¢ozlimler iizerine baz tartigmalar yaptiktan sonra, hem
nonmetrisiti hem de tam egrilik iceren belirli bir arka plan geometrisinde spinli
bir parcacigl temsil eden Dirac denklemini ele aldik. Oncelikle Dirac denklem-
ini Schrodinger denklemiyle karsilastirarak Hamiltoniyen matrisini elde ettik ve
ozdegerlerini hesapladik. Elde edilen sonuglarin (Adak, Dereli ve Ryder )
caligmasinda bulunanlar ile uyumlu oldugunu gozlemledik. Sonunda, Dirac den-
klemine, belirli kogullar altinda sontimlii bir osilator gibi davranan kesin bir ¢oziim

bulabildik.
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Kisim 111

Son aciklamalar
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Konu 6

Sonuclar

“Diinyada her sey icin, maddiyat icin, maneviyat icin,
basar1 icin en hakiki miirsit ilimdir, fendir. Ilim ve fennin

haricinde miirgit aramak gaflettir, cehalettir, dalalettir.”

M.K. Atatirk

Bu tezde alternatif gravitasyon kuramlar: incelenmis, oyle ki bu genig ¢aligma
sahasinin kapsadigi cok farkli alt bagliklar arasinda, ozellikle Riemann-dis1 ge-
ometrilerde kurulan gravitasyon modelleri iizerine aragtirmalar yapilmistir. Tezdeki
aragtirma siiresince, yapilan ¢aligmalardan elde edilen bulgular uluslararasi saygin
dergilerde yaymlanabilmigtir. Bu bulgular tezin ilgili boliimlerinde verilmistir.

Ozetlemek adma, bunlardan kisaca asagida tekrar bahsedelim.

e Gravitasyonun ayar kuramsal modelleri calisildi ve ayar teorik yaklagimin,
Kuantum Mekanigi baglamindaki bagarili 6rnekleri (Yang-Mills tipi teoriler) ile
aralarindaki benzerlikler / iligkiler incelendi. Bu kargilagtirma i¢in Boliim 5.1.2
ve Bolim 5.1.3 altinda, sirasiyla, Poincare ve Weyl alan teorileri, hicbir ge-
ometrik nosyonla ilintilendirilmeden lokalize edildi, yani bir ayar kurami olarak
tiretildi. Ardindan bu (ayar) alan teorilerinin geometrik yapilar1 bagimsiz olarak
aragtirildi ve literatiirde bilinen Riemann-digi geometriler ile aralarindaki benzer-
likler sunuldu. Sonucta soylenebilir ki, alan teorilerindeki bagarili ayar yaklagiminin,
metrik-afin gravitasyon modelleri i¢in de uygulanabilmesi pekala miimkiin goriinmektedir.
Zira yapilan analizde gosterilmistir ki, Riemann-disi geometrilerdeki temel di-
namik geometrik nesneler, yani egrilik, torsiyon ve nonmetrisiti (diger bir deyisle
Cartan yapilar1), bu geometrilerde kurulan gravitasyon teorilerinin lokal simetrisini
saglamak igin tanimlanan ayar alanlarinin, yani rotasyon (Lorentz), dteleme ve
dilatasyon (élgek) ayar alanlarinin, giddetleri olarak kargimiza gikmaktadir, bkz.
Denk.(5.1.110).

IEski ve aktif bir arastirma sahasi olarak, kiitlecekiminin bir ayar kurami olarak ifade
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e Bir onceki baglikta, Riemann-dig1 gravitasyon modellerinin birer ayar kurami
olarak yorumlanabileceginden bahsettik. Bu sonugla beraber, Bolim 4.3 altinda
Riemann-dig1 geometrilerin 6zel bir alt sinifi olan teleparalel geometri ailesi ve
Boliim 5.2 altinda da bu kurulumdaki gravitasyon teorileri arastirildi. Literatiirde
daha ¢ok bilindigi gibi, STPG ve MTPG modellerinin, sirasiyla, koordinat ve
ortonormal cercevede tesadiifi ayar se¢imi altinda, sadece metrik nesnesi ile ifade
edilebilecegi gosterildi. Benzer metodu, en genel teleparalel gravitasyon mod-
eli olan GTPG i¢in de uygulayabilmek adina, literatiirde ¢ok az bilinen karma
gerceve onerildi ve tesadiifi ayar se¢imi bu gergevede yapildi, bkz. Denk.(4.3.7).
Boylece, yaptigimiz caligma ile tiim teleparalel gravitasyon modellerinin tesadiifi
ayar se¢imi altinda metrik bir teori olarak ifade edilebilecegi gosterildi. Bu ¢aligma
iizerinde, yazarlar da dahil, arastirmacilar halen tartigsmaktadir. Bu tartismalarda
karg1 argliman olarak, (i) ayar secimi ile teorinin Lorentz simetrisinin bozulacag:
ve (ii) gergeveler arasindaki gegigi miimkiin kilan n-bein nesnelerinin serbestlik
derecesinin, metrik nesnesinin serbestlik derecesinden daha fazla oldugu icin bu
teorileri sadece metrik ile vermenin miimkiin olmayacagi, fikirleri soylenebilir. Bu

tartigmalar ve tezde elde edilen sonuglar baglaminda caligmalarimiz siirmektedir.

e Tez kapsaminda Riemann-dis1 geometrilerde kurulan alternatif gravitasyon mod-
elleri caligildi. Bu baglamda, standart GG’ nin egdegeri olan fakat Riemann-digt
teleparalel geometrilerde tanimlanan alternatif teorilerin de, GG ile geometrik
yapilarinin farkli olmasindan dolayi, GG’ nin Riemann geometrisindeki davranigindan
farkli sapmalar sergilemesi beklenebilir. Bu anlamda, herhangi bir gravitasyon
modeline referans vermeden, temelde geometrik yapilarindaki farkliliktan 6tiirti,
Riemann-dig1 geometrilerde baz1 davramslar aragtirildi. Ornek olmas: adina telepar-
alel geometri ailesinin bir iiyesi olan STP geometri baglaminda incelemeler yapildi.
Elbette ilgili boliimde verilen benzer analizler diger teleparalel hatta diger al-

ternatif geometrik kurulumlar i¢in de yapilabilir. Bolim 4.4 altinda STP ge-

edilebilmesi iizerine bilim insanlari arasinda halen tartigmalar siirmektedir. Bu tartigmalarin
orijinini kisaca verelim : GG’ nin orijinal olarak metrik geometrik bir kurulumda verilmesi, bu
baglamda Levi-Civita baglanti nesnesinin bagimsiz olarak kavranmasini pek miimkiin kilmaz.
Bu halde, GG baglaminda gravitasyonun metrik alani ile temsil edilmesi bir gelenek olmustur.
Bu gelenek sadece GG baglaminda kalmamig ve genel olarak diger gravitasyon modellerinde de
bu egilim devam etmistir. Ote yandan, Yang-Mills tipi teorilerde ayar alami kuantum fiziksel
etkilesimleri verebilmektedir ve geometrik olarak bu ayar alani, baglanti nesnesi ile 6zdestir.
Bu noktada gravitasyonun da bir ayar alani ile temsil edilebilirligi sorgulanmaktadir. Doktora

aday1, bu alandaki yogun ¢aligmalarini siirdiirmektedir.
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ometrisindeki test parcaciklar: i¢in jeodezik ve otoparalel egrilerin, en genelde
birbirlerinden farkh olabildigi gosterildi, bkz. Denk.(4.4.10) ve Denk.(4.4.14),
oyle ki Riemann geometrisinde bu iki egri 6zdestir. Hangi egrinin spinsiz bir
test parcacigl icin yortinge olabilecegine dair yorumlar verildi. Ayrica ikincil saat
etkisi (SCE) yine STP geometride incelendi ve literatiirdeki genel kaninin (Quiros
) aksine, STP geometrilerin en genel nonmetrisiti i¢in bile SCE gostermeyebileceklerine
dair sonuglar verildi, bkz. Denk.(4.4.43). Yine bu analizde gosterildi ki, Lorentz
simetrisi ile birlikte Weyl (6lgek) simetrisinin de evrenin temel simetrilerinden
biri oldugu varsayilirsa, STP geometri bu anlamda en basit geometrik kurulum
olarak kargimiza ¢ikmaktadir, bkz. Denk.(4.4.32). Bu sonuglar, Weyl’ in grav-
itasyon ve elektromanyetizmanin birlegtirilmesi adina yaptigi ¢caligmalara (Weyl
), (Weyl ) kars: iiretilen argiimanlar1 gegersiz kilmaktadir. Belki de, bu

konuda Einstein yanilmigti!

e GG’ nin orijinal formunda, madde ve geometri birbirlerine etki ederler. GG’
nin alan denklemleri, geometrideki egrilik tensorii ile gravitasyon kaynagi olan
maddenin lineer momentum (enerji-momentum) tensorii arasinda, lineer olmayan
ve metrigie gore ikinci derece diferansiyel denklem seti araciligiyla bir iligki ku-
rar. Zaman igerisinde GG’ nin baglami diginda alternatif modeller ¢ahgildikca
goriilmistiir ki, geometrideki dinamizm maddenin sadece lineer momentumu ile
degil, acisal momentumu ile de baglanabilir. Gravitasyon modellerindeki metrik-
afin yaklagim bu nevi iligkileri gozlemek icin bir altyap: saglar, oyle ki ele alinan
teorinin geometrik sektoriinde artik metrik ve baglanti nesneleri birbirlerinden
bagimsizdir ve bunlarin, sirasiyla, maddenin lineer ve acisal momentumlar: ile
baglanabilecegi 6ne stiriiliir. Astronomik 6lgekte maddenin geometri iizerindeki
etkisi -ki modern fizik gergevesinde bu bizim gravitasyon anlayisimizdir- ¢ok
yiiksek enerji rejimlerinde gergeklestigi icin yeterince gozlenebilir ve ol¢iilebilir
diizeydedir. Ote yandan kuantum olceginde atomik ve atom alti maddenin,
etraflarindaki geometrik yapida meydana getirdigi etkiler, kuramsal olarak miimkiin
goriiniiyor olsa da, pratikte kayda deger olgekte bir etki olmaktan uzaktir. Bu
konu, aragtirmacilar: uzun siiredir motive eden, fizigin en ug ¢eperlerindeki caligma
alanlarindan biridir aslinda. Zira olasi kuantum gravitasyon modellerinden bek-
lenti, bir sekilde, temel pargacik diizeyinde maddenin, etrafindaki geometri ile
etkilesimini, ampirik olarak desteklenebilecek ongoriiler sunarak, agik bir gekilde
kuramsal olarak verebilmesidir. Bu ilgi ve motivasyonla, biz de tez caligmalari
kapsaminda, Riemann-dig1 bir geometrideki fermiyonik madde alanini inceledik.

Boliim 5.4.1 altinda verilen iki boyutlu bir oyuncak modelde, Riemann-dis1 genel
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bir gravitasyon teorisi ile Dirac alan1 baglanmigtir. Bu gibi geometri-madde bag1
kuran teorilerin matematiksel yapisinin ve analitik ¢oziimlerin bulunmasindaki
zorluklar bilinmektedir. Biz de acikca yazdigimiz alan denklemlerine en genel
durum igin analitik ¢6ztim simiflar1 bulamadik, bkz. Denk.(5.4.6). Bunun de-
vaminda takip edilen baz stratejiler kapsaminda teoriye ve alan denklemlerine
gesitli kogullar uygulandi ve sonugta duragan olarak modellenen bir gravitasyon
kaynaginin varliginda Dirac parcaciginin Hamiltoniyen matrisi elde edildi, bkz.
Denk.(5.4.1). Acgikca goriildii ki, duragan gravitasyon kaynaginin civarindaki di-
namik geometrinin metrik fonksiyonlari, Dirac parcaciginin Hamiltoniyen fonksiy-
onunda sapmalara yol agmaktadir. Analitik olarak verdigimiz sonuclar tizerinde
nicel bir analiz yapilmadi, zira elde edilen sonuca ulagmak i¢in Dirac parcaciginin
kiitlesinin, gravitasyon kaynaginin kiitlesi yaninda ihmal edildigi bir yaklasiklik
kullanildi ve bu durumda Dirac pargaciginin mevcut arkaplan geometrisine etkisi
ihmal edilmig oldu. Belki bir giin, yeterli teknolojik altyap: saglandiginda, soz
konusu o6lgekte bir Dirac parcaciginin Hamiltoniyen 6zdegerleri yeterince hassas
olciilebilir ve o zaman bizim verdigimiz ve literatiirdeki benzer ¢caligmalardan elde

edilen sonuclar ampirik olarak test edilebilir.
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Konu 7

Olas1 devam calismalari

“Bir bilimsel diigiincenin biiytikliigiiniin Ol¢iisti, insan
zihnini ne kadar harekete gecirdigi ve yeni aragtirma

alanlar1 actigadir.”

P.A.M. Dirac

Bu tezde sunulanlar, diger pek cok bilimsel ¢alismada oldugu gibi, muhakkak
kendisinden sonraki muhtemel basgka arastirmalar i¢cin motivasyon olabilecek ve
kaynak tegkil edebilecektir. Doktora adayinin bizzat kendisi de, tez kapsaminda
yapilanlar1 temel alan daha farkli ve tezde yapilanlari genellestiren devam ¢aligmalarina
baglamigtir ve stirdiirmektedir. Elbette, bilimsel bir konu hakkinda farkl aragtirmacilarin
farkli yorumlari, degerlendirmeleri ve bu konu hakkinda one siirebilecekleri pek
¢ok farkli yeni fikir ve oneri olacaktir. Biz de, bilhassa lisaniistii 6grenciler ve dok-
tora sonrasi aragtirmacilar bagta olmak tizere aktif bilim insanlarina fikir olmas ve
belki zihinlerinde yeni diiglince pencereleri agmasi adina, tez kapsaminda yapilan
caligmalar1 takiben ne gibi yeni aragtirmalarin yapilabilecegine dair, nagizane

fikirlerimizi 6zetleyelim.

e Tezin ana konularindan biri, gravitasyonun bir ayar teorisi olarak caligilmasidir.
Ozellikle Konu 5 altinda, (lokal) Lorentz simetrisini genellegtiren baz1 uzayza-
man simetrileri tartigilmig, bu simetriler altindaki alan teorileri incelenmis ve
neticede bu lokal simetrik alan teorilerinin yapisinin, (metrik-afin olan) Riemann-
dis1 geometrilerle ne kadar benzer oldugu gosterilmistir. Bu, ¢ok aktif bir caligma
sahasidir. Devaminda, tezde verilen uzayzaman simetrileri diginda konformal
simetrik alan teorileri ve bunlarin kargilik geldigi geometrik yapilar aragtirilabilir.
Bu baglamda n-bein ve spin baglant: nesneleri pek onemli olmaktadir. Zira
madde alaninin i¢ uzaydaki bilegenleri ile uzayzaman geometrisi arasindaki iligki
bu nesneler ile saglanir. Soz konusu gravitasyon modellerinin alan denklemleri

gostermektedir ki, maddenin igsel spin ozelligi ile geometrinin torsiyon nesnesi
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birbirlerine baglanabilmektedir. Heniiz, i¢sel spin ve torsiyon hakkinda yukarida
verilen iligkiye dair ampirik bir veri bulunamadi ve caligmalar devam etmekte.
Bu sonug, madde alan ile geometri arasinda benzer bagka iligkiler olup olmadigi
sorusunu dogal olarak iiretiyor ve bu c¢ok g¢ekici ve ilging bir aragtirma alani.
Ornegin, nonmetrisiti nesnesinin madde alani ile, maddenin icsel bir 6zelligi
tizerinden baglanabilmesi miimkiin olabilir mi? Eger bdyleyse, bu igsel ozellik

nedir?

e Yine ayar teorik yaklasim baglaminda, GG’ nin de Yang-Mills tipi bir ayar
teorisi olarak yazilmasi iizerine aragtirmalar, literatiirdeki derin fenomolojik sa-
halardan biridir. GG orijinal haliyle metrik bir teoridir ve Levi-Civita baglanti
nesnesi bu acidan onemsizdir, zira tamamen metrik ile belirlenebilir. Ancak
gercek bir (Yang-Mills tipi) ayar teorik kosul, baglanti nesnesinin dinamik bir
alan olarak bir fiziksel etkilesime (burada gravitasyon) kargihk gelmesini gerek-
tirir. Bu, eskiden beri siiregelen tartigmalarin yer aldigi bir baglhktir. Gravita-
syon, uzayzaman metrigi ile mi yoksa baglanti nesnesi ile mi tarif edilmelidir?
Baglanti nesnesi, sadece metrik tarafindan belirlenen bir ”ara gecis” nesnesi ol-
manin yaninda daha derin bir dogaya sahip olabilir. Bu baglamda, farkli uzayza-
man simetrilerini, bunlarin baglant1 nesnesinde meydana getirdigi degisiklikleri
ve teorilerin kovaryant formu itizerine calismak ve sonuclari farkli bi¢cimlerde yo-
rumlamak, gravitasyonun ayar teorik dogasi hakkinda yeni ve belki de daha derin
kavrayiglar elde edilmesini saglayabilir. Doktora adayi da, bu bahisler iizerinde

yogun caligmalarini stirdiirmektedir.

e Boliim 5.3.1.3 altinda verilen ve STP geometride standart Lorentz simetrisini,
(lokal) 6lgek doniigiimleri ile genellegtiren bir model, ilgili boliimde de paylagildig:
gibi, cesitli sebeplerden otiirii 3-boyutta ¢alisildi. Burada verilen biitiin matem-
atiksel teknikler 4-boyut i¢in de uygulanabilir. Dolayisiyla s6z konusu modelin 4-
boyuta genellegtirilmesi daha gercekci bir gravitasyon modeli olacaktir. 4-boyutta
elde edilebilecek yeni ¢oziim siniflarinin bulunmasi ve bunlar1 yorumlanmas lit-
eratiire kayda deger bir katki sunacaktir. Bunun yaninda, doktora adayimin da
stirdiirdiigli devam ¢aligmalarindan biri olarak, hali hazirda U(1) simetrisini bo-
zonik madde alani (elektromanyetik alan) tizerinden igeren stz konusu modele,
fermiyonik bir madde alaninin baglanmasi, gayet cekici ve dogal bir devam yolu
olarak verilebilir. Dirac pargacigr tizerinde, ayri ayri, piir STP geometrinin ve
olcek degigmezligi iceren daha spesifik bir geometrinin, nasil etkiler birakacagini

(pargacigin yoriingesinde, Hamiltoniyen matrisinde, vb.) aragtirmak ziyadesiyle
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zengin bir calisma olacaktir.

e Bolim 5.4.1 altinda Riemann-dis1 bir geometriye Dirac alaninin baglandigi, 2-
boyutlu oyuncak bir model ¢aligilmigtir. Yukarida belirtildigi gibi, yine bu mod-
elin de 4-boyuta genellemesi yapilabilir. Bununla beraber, verilen bu modeller,

nonmetrisitinin yaninda torsiyon da igeren geometrilerde incelenebilir.

e Gravitasyonun kuantum modelleri bu tezin kapsami digindadir. Ancak ¢ok
giincel ve aktif bir caligma sahasi olan bu alanda da c¢aligmalar yapmak gayet ilgi
gekicidir. GG’ nin, standart yontemler ile kuantize edilmesinin ortaya ¢ikardig
bazi problemler iizerine zengin bir literatiir vardir. Bu haliyle GG, renormal-
ize olabilen bir formda degildir. Bu baglamda, f(R) teoriler, yiiksek dereceli R
terimleri igeren modeller, skaler-tensor teoriler, vb. gibi yaklagimlar yogun bir
sekilde caligilmaktadir. Genel olarak, bu modeller Riemann geometrisinde uygu-
lanirlar. Dolayisiyla, benzer yaklagimlarin Riemann-dig1 geometrik altyapilarda
caligilmas: daha ilging olabilir. Ornegin, teleparalel bir gravitasyon teorisinin
kuantize edilmesi ile, GG’ nin sonuglarindan nasil farkhlagacagin arastirmak, bir

fikir olarak oOnerilebilir.

e Gravitasyon dalgalar1 bu tezin kapsami digindadir. 2017 yilinda Nobel Fizik
Odiili’ niin, LIGO ile gravitasyon dalgalarimin gézlenmesi {izerine yapilan ¢alismalara
verilmesinin ardindan, bu calisma sahasi astrofizik arastirmalarda cok 6nemli bir
konuma erigti. Bu alanda ¢ok fazla yayin tiretildi ve devam etmektedir. LIGO
gozlemi GG’ nin baglaminda, yani Riemann geometrisi lizerinde yapilmistir ve
GG’ nin 6ngordiigii tensorel modlar1 dogrulamigtir. Diger taraftan, son donem
caligmalarda, Riemann-digi geometrilerde one siiriilebilen ve tensorel modlarin
yaninda bagka dalga modlarinin da var olabilecegine dair iddialar ilgi ¢ekicidir.
Henitiz, GG’ nin ongordiiklerinin diginda yeni bir dalga moduna dair amipirik bir
veri yok. Ancak bu konudaki teorik calismalar, birgok alana temas edebilmesi

agisindan zevkli ve nitelikli ugraglar olabilir.

167



Kisim IV
Ekler
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Ek A

Group teorisi ve Lie gruplari

M(n x n) ile, tim n x n matrislerin kiimesi gosterilsin. n?-boyutlu Oklidyen
bir uzayda, x11,x19,..., Ty, koordinatlarina sahip her bir noktaya bir x matrisi
atansi. Topolojik olarak, M(n x n) kiimesi n’-boyutlu Oklidyen bir uzay olur!
Genel Lineer Group GL(n,R), tiim reel n X n matrislerin olugturdugu, = =
(xi;), ve det  # 0 saglayan gruptur. (i) det « islemi, M (n xn) lizerinde siirekli bir
fonksiyondur, (ii) sifirdan farkh reel sayilar R iizerinde bir agik kiime olusturur,
(iii) agik bir kiimenin siirekli bir harita altindaki goriintiisii de agik bir kiime
olugturur; bu sartlar saglandigr i¢cin GL(n,R) grubu, M(n x n) kiimesinin agk
bir alt kiimesi olur. Dolayisiyla, topolojik olarak G'L(n,R), Oklidyen bir uzaym
acitk alt kiimesidir ve n2-boyutlu bir manifoldtur. Bu yaklasim bizi Lie grubu

tanimina goturur.

Tanim A.1 (Lie grubu). Bir Lie grubu, diferansiyellenebilir bir manifoldtur G,

oyle ki agagidaki gibi bir ”iglem” ile verilir
GxG—G (g,h) — gh (A.0.1)

Bu sayede G, bir grup yapisi kazanir. Ayrica agagidaki gibi bir ters harita da

verilir
G—G g—g (A.0.2)
Yukarida tanimlanan iki harita da diferansiyellenebilirdir. [J

Fizikte kullanilan baz1 onemli Lie gruplari su sekilde verilebilir :

e G = GL(n,R), reel genel lineer grup, dyle ki tiim reel ¢ = n x n

matrislerden olusur ve det g # 0.

e G = GL(n,C), kompleks genel lineer grup, oyle ki tiim kompleks g

n x n matrislerden olugur ve det g # 0.
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G = SL(n,R), 6zel lineer grup, GL(n,R) grubunun bir alt grubudur ve
xz € SL(n,R) igin det x = 1.

G = O(n),ortogonal grup, GL(n,R) grubunun bir alt grubudur ve z €
O(n) igin zz” =T, dolaysiyla det x = 1.

G = SO(n), 6zel ortogonal (rotasyon) grup, O(n) grubunun bir alt
grubudur ve z € SO(n) igin detz = +1. Ozel olarak, SO(2) ve SO(3),

sirasiyla, iki ve li¢ boyutlarda rotasyonlara karsilik gelir.

G = U(n), tiniter grup, GL(n,C) grubunun bir alt grubudur ve z € U(n)
icin 2t = 271, dolayisiyla det z = +1. Ozel olarak, U (1), tek Abelian tiniter
gruptur ve SO(2) ile izomorfiktir.

G = SU(n), 6zel iiniter grup, U(n) grubunun bir alt grubudur ve z €
SU(n) i¢in det z = +1. Ozel olarak, SU(2) grubu, SO(3) ile izomorfiktir.

Bir manifold olarak Lie grubu, su sebepten 6tiirii cok o6zeldir : Bir Lie grubu
her zaman iki adet, global olarak tanimlanabilen, difeomorfizme sahiptir, yani

sag ve sol otelemeler. g, h € (G i¢in, bu otelemeler agagidaki gibi verilir

L,:G— G  Ly(h)=gh (A.0.3a)
Ry:G— G  Ry(h)=hg (A.0.3b)
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Ek B
Demet yapisi

Fiber demeti bir uzay olarak tanimlanabilir, oyle ki lokalde bir carpim uzay iken,
global olarak farkli bir topoljik yapiya sahip olabilir. Bir fiber demeti su yapilar
igerir : (i) Bir manifold F*, fiber olarak adlandirilir, (i) Bir manifold E, demet
uzay olarak adlandirihir, (iii) Bir manifold M, baz uzay: olarak adlandirihr, (iv) E
ve M arasinda bir harita. £ manifoldu lokalde bir carpim uzay1 olarak tanimlanir,
su sekilde : M™ uzay1, U, V, ... agk kiimeleri tarafindan kaplansin, éyle ki 7=(U)

ile U x F' difeomorfik olsunlar. Buna gore asagidaki gibi bir difeomorfizm vardir
Oy U x F— 7 () (B.0.1)

burada her bir yy € F igin ®y(p,yy) € 7 (p). Ayrica her bir p € U icin,
y € F — dy(p,y) € 7 (p) haritas1 da bir difeomorfizm olur, dyle ki p tizerinde

tanimlanan 7~ !(p) fiberi, F fiberinin difeomorfik bir kopyasi olur.

demet uzayi, E

Wn(X')1  {Wn(X)
kesit : :
N Wa(X") W2(X)
[ 1
W1(X') W1(X)
[S——
fiber
uzayzaman, MV X' X

Figir B.1: Fiber demet yapisi

U NV kesigiminde yer alan e € 71 (U N V') noktasi, iki gosterime sahip olur
e =Qu(p,yv) = Pv(p,yv) (B.0.2)
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Bununla beraber agagidaki dontigiim tanimlanir

yv = cvu(p)[yu] (B.0.3)

burada cyy(p) : F — F, fiber lizerinde bir difeomorfizmdir. Vektér demetinde,
F = R* veya C*, her cyy(p) : R¥ — R* haritasi lineer bir doniigiim iken, en
genelde, F' bir manifold yapisina sahip oldugu icin lineer olmak zorunda degildir.

Eger tiim cpy(p) haritalari, F' fiberinde tanimh difeomorfizmlerin bir alt
grubunda, G, yer aliyorsa, bu durumda G grubu fiber demetinin yap: grubu adin
alir. Ornek olarak, Riemann manifoldu iizerinde birim teget uzayim ToM ele
alahm. Burada ortonormal cergeve kullanilirsa, her bir cyy(p) : S — Sn1
haritasi, birim cember S"~! C R” iizerindeki ortogonal doniisiime R® — R” in-
dirgenir. Boylece, ortonormal gerceve kullanilarak, fiber demetinin yapi grubu,
S™=1 {izerindeki tiim difeomorfizmleri iceren genel gruptan, sadece ortogonal
doniigiimleri igeren O(n) alt grubuna indirgenmis olur.

Bir (yerel) kesit, s : U — E haritas ile verilebilir, 6yle ki 7o s = id. Kesit
s, basit¢e tim sy : U — V haritalarinin bilesimidir, 6yle ki U NV kesisiminde su

kural gecerli olsun {sy = cpv(p)[sv(p)]}.
Genel olarak, fiber demeti

{P,M,n,F,G}

bir temel demet olarak adlandirilir, oyle ki eger F' fiberi, G grubu ile aym
olursa ve cyy(x) gecis fonksiyonlar1 F' = G {lizerine sol Oteleme olarak etkirse.
Ozel olarak, cerceve demeti F'M bir temel demettir, 6yle ki teget demeti T'M ile
ilintilidir. Cergeve demeti, teget demetinde olmayan 6nemli bir 6zellige sahiptir
. Yapr grubu G, grup dontsim operasyonu olarak, F M tzerine dogal bir bigimde
uygulanar. g € G bir matris ve f = ( ﬁ, ceey ﬁ) ise p noktasinda tanimh bir
gergeve olsun, oOyle ki f gergevesi F'M tizerinde bir nokta olsun. Buna gore, g

matrisi, f tizerinde dogal bir bigimde g( f) = f g doniigimiinii gerceklegtirir

(f9)s = fag®s (B.0.4)

Verilen bu iglemin igsel olduguna dikkat ¢ekelim. Yani higbir lokal ¢arpim (iglem)
kullanilmamigtir! Bunun yaninda, G grubunun, teget demeti iizerinde benzer
dogal bir operasyonu yoktur. Ornek olarak, M3 3-boyutlu bir uzay, ¥ bir teget
vektor ve g ise 3 X 3 bir matris olsun. Buna gore g(¥/) gosterimi ne olabilir?
v vektorl igin bir kolon matrisi atamasi yapilamaz, zira bunun icin 6ncelikle
M3 iizerinde bir lokal cerceve secilmelidir ve ancak bu secili baza gore vektoriin
bilesenleri belirlenebilir. Ozel olarak bir baz secimi ise dogal bir yontem degildir!

Yukarida verilen dogal operasyon, tiim temel demetler i¢in gegerlidir.
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Teorem B.1. P bir temel demet olsun. Yapi grubu G, temel demet iizerine

agagidaki gibi "sag taraftan” etki eder

(fePgeqG)— (fg)eP (B.0.5)
Bu doniiglim fiber yapisini korur, yani 7 ( f g) = 7( f) O

Yukarida verilen tanimlar 1g1¢1inda sunlar soylenebilir.

e G grubunun fiber iizerine sol otelemeler ile etki etmesi koordinat dontigiimleri

ile eslestirilebilir.

e (G grubunun fiber iizerine sag otelemeler ile etki etmesi ayar dontsiimleri

ile eslestirilebilir.

Bu dontigiimler, ayni fiber demetinin kesitlerine etki ettikleri i¢in yer degistirirler

(komiitatiftirler).
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Ek C

Genel lineer koordinat donusiimleri

Genel lineer koordinat déniisiimii (GCT) z* — z* asagidaki gibi verilsin
gt =TH ok e (C.0.1)

burada I'"',, = T" () rotasyon parcasini ve & = ¢ () Steleme pargasmi temsil
eder. Oteleme parcasmn varhgmdan 6tiirii, iki koordinat sisteminin {z'} ve
{z*'}, orjinleri kesigmek zorunda degildir. Bu doniigiim asagidaki gibi matris

formunda verilebilir

0/ 0/

x@’ FO’O Fﬁ’i o 5 o 5 50’ x@
ZL’i/ Fi’o Fi’i ]._‘ili Fi’g gi’ ZL‘i
[EQ/ = Fﬁl() Fi/i FQ/Q Félg Eé/ [EQ (002)
33'3/ Fg/() Ff&’ ; Ffﬂ’é Ff’/g 53’ .CL'é
1 0 0 0 0 1 1

Burada 5 x 5 dontigiim matrisleri afin grubu olusturur. En genelde, GCT koor-
dinat bagiml olabilir, yani ", = T* ,(z) ve & = ¢*(x). Simdi Denk.(C.0.1)
ifadesinin dig tiirevini alalim

dz"’ = Q" dx" (C.0.3)

burada Q¥ ,(x) = [0,I*,(x)]z” + T" ,(z) + 9,&" (z) ve bu doniigiim eleman-
lar1 genel lineer grubu GL(n,R) olugturur. Eger CF*(M) {izerinde tanimh tam

baglant1 nesnesi asagidaki gibi olagan bigimde dontisiirse
wh' = At A A LAY, (C.0.4)
kovaryant dig tiirev de, kovaryant bicimde doniigebilir. Dolayisiyla CF*(M)

tizerinde tanimli nonmetirisiti 1-form, torsiyon 2-form ve tam egrilik 2-form nes-

neleri de kovaryant bicimde doniigtir

Q,u/l/’ = A“,U/AVV/QMV (COE)&)
T = AT (C.0.5b)
R", = A", R, LY, (C.0.5¢)
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GCT’ nin etkilerini gormek igin, n-beine kullanarak ortogonal gerceveye gegelim
dzt = h¥ ye®  ve dat = h' e (C.0.6)

burada h* oy = h* (2’ (x)) ve h*, = h*,(x). Bu ifadeler ve hb/u/h“/a/ = (53;

kullanilarak ortonormal kobazlar i¢in su dontisim kurali elde edilir
e =LY, (C.0.7)

burada LY (z'(z)) = hY Q' b, Goriildiigii iizere, Denk.(C.0.1) ile verilen
GCT altinda, ortonormal gercevenin dontisiimii bir 6teleme terimi icermez. Bununla

birlikte metrigin de ortonormal ¢ergevedeki dontigiimiine bakalim
9= Nape” @ " = naye” @ e’ (C.0.8)

burada 1., = 14y = diag(—1,+1,-- -, +1) Minkowski metrik bilegenleridir. e =
LY e doniistimii, bilesenlerin 7,y = L% NPy seklinde doniisiimiinii gerektirir.

Matris notasyonunda asagidaki gibi verilebilir
e=L"'e — o =L"nL (C.0.9)

burada 7 isareti matriste transpoz islemini temsil eder. Bu sonuctan goriilecegi
iizere, soylenebilir ki, GCT ile verilen doniigiim elemanlari, ortonormal demet
tizerinde Lorentz grubu SO(1,n — 1) olugtururlar. Literatiirde bazen, ortonormal
1-form nesnelerinin, Lorentz kobazlar: olarak isimlendirilmesinin altindaki sebep

budur. Ortonormal gergevede tam baglant1 nesnesi de su sekilde doniigtir
Ay = LY (A% Loy + L odL%, (C.0.10)

Bununla beraber, nonmetirisiti 1-form, torsiyon 2-form ve tam egrilik 2-form

nesneleri de asagidaki gibi kovaryant olarak doniisiir

Qa/b’ = Laa/QabLbb’ (COlla)
T = L%, T° (C.0.11b)
R"y = L% ,R*,L"y (C.0.11¢)
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Ek D

Cerceveler ve aralarindaki dontuisiimler

2*(p), a=0,1,--- ,7 — 1, bir koordinat sistemi olsun, herhangi bir p € M nok-
tasinda. Bu koordinat sistemi dogal bir referans gergevesi olusturur, 8%(}9) =
Ou(p). Bu cerceve, koordinat ¢ercevesi olarak adlandiriir ve T,(M) teget uzay1
icin, p noktasindaki baz vektorleri tarafindan meydana gelir. Bunun gibi, M
iizerindeki tiim teget uzaylarimin birlesimi koordinat teget demetini olusturur,
CT(M) = U,yep Tp(M). Benzer sekilde, koordinat fonksyionlarmmn diferansiyel-
leri de dx®(p) = e*(p), p noktasi iizerinde tanimh T;(M) koteget uzay: icin,
koordinat (holonomik) kogercevesini olusturur. Yine, tiim koteget uzaylarmin
birlesimi koordinat koteget demetini meydana getirir, CT*(M) = U, T, (M).
Bu ¢erceveler arasindaki dualite agagidaki gibi verilebilir

dz® (95) = 03 (D.0.1)

burada ¢F Kronecker semboliidiir. Koordinat gergevesinde metrik agagidaki gibi
ayrigtirilabilir
9 = gap(x)da® @ da’ (D.0.2)

burada ® sembolii, simetrik tensor carpimini temsil eder, gos() = gso(x). Gorilecegi
gibi, metrik tensériiniin bilesenleri koordinat bagimhidir, g(0a, 05) = gas(z) veya
dgap # 0, burada d dis tiirev semboliidiir.

Diger taraftan, metrik yardimiyla her zaman bir metrik-ortonormal cergeve
kurulabilir X,, a = 0,1,--- ,n — 1. Burada X,, g-ortonormal ¢erceve olarak
adlandirilabilir ve bu gergevede metrik bilegenleri gu formu alir : g(X,, X3) = 14
burada 7y, = diag(—1,1,--- , 1) Minkowski metrik bilegenleridir. Ortonormal ve
koordinat cerceveleri birbirlerine n-bein nesnesi ile baglanabilirler, h*, veya tersi
He,

Xo(x) = h(x)0, & Oa = H(2) Xo(x) (D.0.3)
oyle ki h%,(z)Hs(x) = 0f ve H®(x)h%(x) = d;. Bunlar genel lineer grubun

GL(n,R) elemanlardir. Dolayisiyla, ortonormal kogerceve e asagidaki dualite

176



ile tanimlanabilir
e (Xp) = 0y (D.0.4)

Bu ifade, Denk.(D.0.1) ile verilen dualite iligkisinin bir bagka gdsterimidir. n-
bein kullanilarak, her zaman koordinat ve ortonormal kogergeveler arasinda gecis
yapilabilir

dz® = h,(v)e’(x) & e(z) = H(x)dx" (D.0.5)

Xa(p) bazlari, T,(M) teget uzaymm ortonormal bazlarmi olustururken, bun-
larm duali e?(p) kobazlar ise, T;(M) koteget uzaymim ortonormal kobazlarini
olugtururlar. Sonug olarak, ortonormal bazlari iceren tiim teget uzaylarinin birlegimi
ortonormal teget demetini OT' (M), ortonormal kobazlari igeren tiim koteget uzay-
larimin birlegimi de ortonormal koteget demetini OT™ (M) meydana getirir. Ortonor-

mal bazda, metrik agagidaki gibi ayrigtirilabilir
g = nape’(z) @ e’(x) (D.0.6)

Burada metrik bilegenleri koordinat bagimsizdir, g(X,, X;) = 1. veya dng =
0. Bunlarin yaninda, bir baska secenek olarak, her zaman bir karma cercevede
calismak da miimkiindiir. Bu gercevede, en genelde, hem metrik bilegsenleri hem
de kobazlar koordinat bagimli olabilirler, dgag(z) # 0 and de’(z) # 0. Buna

gore, metrik agagidaki gibi yazilabilir
9= gap(x)e’(x) @ () (D.0.7)

burada A, B,--- =0,1,--- ,7 — 1 karma cerceve indislerini gosterir. Bkz. Tablo
D.1.

Tablo D.1: Koordinat, ortonormal ve karma cergevelerin karsilagtirilmasi.

koordinat gercevesi ortonormal gerceve karma cerceve
(holonomik) (Lorentz, anholonomik) | (anholonomik)
dgas # 0 dnay =0 dgap # 0
de® = d*x* = 0 de® # 0 de? #0

Cerceve doniisumleri

Cergeveler ve bu cercevelerde yazilan temel geometrik nesneler arasindaki dontisiimlerle

ilgili bazi temel bilgiler verelim.
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1. Koordinat ve ortonormal ¢ergeveler arasinda, n-bein h*, ve tersi kullanilarak
e = H%dz",  nNap = h%gash’s, W% = H w"sh’, + H"dh,
T = H°\T®  Qa = h*aQaph’s, R = H* R, (D.0.8)
burada h®,, H*, € GL(n,R).
2. Koordinat ve karma cergeveler arasinda, n-bein h® 4 ve tersi kullanilarak
et =htodz®,  gap = h"agash’s,  w'p = 0w sh’ 5 + WA odh® g,
T4 = h2, T  Qup = h"aQush’s, Rz =h* R*:h’p (D.0.9)
burada h® 4, h?, € GL(n,R).
3. Ortonormal ve karma cergeveler arasinda, n-bein h* 4 ve tersi kullanilarak
e =h'ue?,  naw=h"gaph®y, W = haw’gh", + B adh™,
T = h*4T*,  Qu = h*eQaph”s, R% =h"sR"gh", (D.0.10)
burada h?,, h%4 € GL(n,R).

4. 1ki farkli koordinat cercevesi arasinda, koordinat doniigiimii L%, ve tersi

kullamlarak
d.fa/ = La/adxa, [ Laa’gaﬂLﬂﬁ’a (,UO/B/ = LalawagLBB/ + La/adLa[g/,
T = LY 1% Qup = L*wQusLl’s, Rz =L", R*3L°5  (D.0.11)
burada L%, L%, € GL(n,R) ve 2% — 2 (2*) koordinat doniisiimii temsil
eder, oyle ki L, = 02%' /0x® ve Ly = 0x*/0x™ .

5. Iki farkli karma cerceve arasinda, doniisiim nesnesi L* 4 ve tersi kullamlarak
A =LY 4t gup = L wgaplPp, Vg =LY awpLP g + LY 4dL s,
T4 = LY AT*, Qup =L '4QaplPp, RYp =LY 4R 5L

(D.0.12)

burada LA 4, LY 4 € GL(n,R).

6. Iki farkli ortonormal cerceve arasinda, doniisiim nesnesi L% ve tersi kul-

lanilarak
e =LYe", Ny = L'onal’, W'y =LY w L% + L¥ dL%,
T =LY, T Quy = L'wQuL'%, R"y=L",R%L% (D.0.13)
burada L%, L%, € SO(1,n — 1). Ortonormal cercevede metrik bilesenleri

Nay = Nap = diag(—1,1,1,--- 1) ile verildigi igin, doniigiim nesnelerinin
———

(n—1) adet
olugturdugu grup genel lineer grup degil, Lorentz grubu olur (Frankel ).
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Ek E

Tensor formiilasyonu

{M, g, V} bir uzay olsun. Burada M, n-noyutlu diferansiyellenbilir ve integral-
lenebilir bir manifold, g simetrik dejenere olmayan ikinci derece kovaryant metrik
tensorii, V baglant: nesnesi olsun. Oncelikle bir koordinat sistemi segelim {zM},
@w=20,1,--- n—1. Buna gore, metrik, nonmetrisiti 1-form, torsiyon 2-form ve

egrilik 2-form, sirasiyla, agagidaki gibi verilebilir

g = gw/diu ® dz"” (EOla)

_ (R
Q;W = _5 (dg;w — W pGor — W Vgua) (EOlb)
T" = d(dz") + @, A dz” (E.0.1c)
R*, = dat, + @'y A%, (E.0.1d)

burada d dig tiirev, ® simetrik tensor ¢arpimi, A dig garpim, dz* kogerceve (veya
(ko)baz 1-form), w*, baglant1 1-formdur. Son iig esitlik Cartan yap1 denklemleri
olarak adlandirilir.

Simdi, x* bir diger koordinat sistemi olarak segilsin. Yukarida verilen ifadeler,

bu yeni koordinat sisteminde asagidaki gibi yazilabilir

g = guda" @ dz” (E.0.2a)

1
Quv = -3 (dgu — W 19ov — W LGu0) (E.0.2Db)
TH =d(dz") +w’, A dz” (E.0.2¢)
RY, = dwt, +wH, AW, (E.0.2d)

Bu noktada, asagidaki gibi bir genel koordinat doniigiimii varsayalim
ot =zt (Z) = =zt (x) (E.0.3)
Bu koordinat doniigtimii altinda, kogerceveler agagidaki gibi doniigtir

do' = (A Y)'dzw = dat = (A)",da” (E.0.4)
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burada doniisiim elemanlarl(A_l)” ~(N)7, = (A) " (A™1)7, = 6% kosulunu saglar
ve agagidaki gibi verilebilir

_ Ox#
oz

_ Ozt
- Oz

(A_l)uy : = (A)“V ; (E.0.5)

Bu dontigiim elemanlari, 0-form verisi iceren n x n matrislerden olusur ve genel
lineer grubun birer elemani olurlar, (A)", € GL(n,R). En genelde, bir GL(n,R)
matrisi n? adet girdi icerir, fakat acikca goriildiigii iizere yukarida verilen genel ko-
ordinat dontigiim matrisi n adet koordinat fonksiyonu z*(z) tarafindan belirlenir.
Bu indirgenmig durum, pratikte GL(n,R) grubunun alt grubu ile ¢ahgildigim
gosterir. Kocercevenin yaninda ve bundan bagimsiz olarak, baglanti 1-form nes-

nesi de homojen olmayan bigimde su sekilde dontigiir
wh, = (A7) 07, (A)7 + (A1) .d(A)7, (E.0.6a)
o, = (M) 5w (A1), + (A)d (A1), (E.0.6b)

Bununla ilintili olarak, verilen koordinat doniigimii altinda, metrik, nonmetrisiti,

torsiyon ve egrilik de su sekilde dontigiir

G = (1)1 (A)” G = G =AM s (E0.7)
Qu=M)"%1)"Qu = Qu=0"""%A" Qs  (B0TH)
T = (A1, T = Tr=(N)"T" (E.0.7¢)
R, = (AR, (A, = Ry =(N)%R, (AT, (B07d)

Bir ornek olmasi adina, bu noktada, z* koordinat sisteminde teleparalelizm kogulunu

empoze edelim, R*, = 0. Bu kogul altinda sunlar elde edilir
d(dz") =0 ve wh, = (A"1)"d(A)°, (E.0.8)

Dahasi, ¢, (z) metrik bilegenleri, yeni bir simetrik kovaryant tensoriin bilesenleri

Cop(7) cinsinden yazilirsa

G = (), (1) cas (E.0.9)

Denk.(E.0.2b-E.0.2d) ile verilen Cartan yap1 denklemleri agagidaki gibi yazilabilir

Quu = _E(A)a# (A>Budcaﬁ7 ™= (Ail)#ad(A)aV Ndx” =0, R, =0

2
(E.0.10)

burada torsiyonun sifirlandig1 goriiliir, zira koordinat doniigiim elemani A*, bir
Jacobian formundadir ve dig tiirevi kapali bir 1-formdur. Ancak en genelde, bir

GL(n,R) grup eleman: bu davranisi sergilemek zorunda degildir. Denk.(E.0.6) ve
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Denk.(E.0.7) ile verilen ifadelerin yardimiyla z# koordinat sistemine gegilebilir.

Ardindan ¢, () = g, (Z(x)) esitligi ve asagidakiler elde edilebilir
o, =0, de* = (A)"yda”, G = (AW (A ) g0 (E0.11a)
0

_ 1 _ _
Quv = —5dGas, 1" =0, Rt, = (E.0.11b)

2

Sonug olarak sdylenebilir ki, simetrik teleparalelizm kogulu empoze edilerek (koor-
dinat dontigiim elemanlar1 tarafindan olugturulan baglanti nesnesi kullanilarak),
herhangi bir gravitasyon teorisi metrik bilegenleri cinsinden ifade edilebilir. Fakat,

bu durumda metrik bilegenleri, 6zellikle segilmis olan bir ¢ercevede yazilmig olur.
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Ek F

Varyasyonel alan denklemleri

Bir gravitasyon teorisinin alan denklemlerini elde etmenin bir yolu da, teoriyi
ifade eden Lagrangiyen ifadesi iizerinde, teorideki bagimsiz dinamik degiskenlere
gore varyasyon iglemi gergeklestirilmesidir. Dolayisiyla oncelikle, en genelde, gap,
e, wip, Qap, T4, R4p dinamik geometrik alanlara ve madde alanina ¥ bagh
bir Lagrangiyen n-formu onerilmelidir. Burada W, skaler alan, elektromanyetik
alan, tensor alan, spinor alan, vb. gibi tiim madde alanlarini icerebilir. Bununla
beraber, nonmetrisiti, torsiyon ve egrilik gibi geometrik nesneler, Denk.(4.1.1) ile
verildigi lizere, metrik, kogergeve ve baglanti nesneleri cinsinden yazilabildiginden
otiirii, teorinin bagimsiz dinamik degiskenleri aslinda gap, e?, w?p ve ¥ olarak
verilebilir. Dolayisiyla Lagrangiyen n-formu L = L[gap,e?, w?p, ¥] seklinde
yazilabilir. Ardindan bagimsiz dinamik degiskenlere gore varyasyon iglemi agagidaki

gibi hesaplanabilir

OL =0gap N UAB[gAB, e wlp, Ul + de A Talg9aB, e whp, U]
+owig A EBA[gAB, et wlp, Ul + U A M[gag, e, whp, U] + mod(d)
(F.0.1)

burada 042 = 084 metrik n-formu, 74 enerji-momentum (n — 1)-formu ve ¥,

agisal (hiper)-momentum (n — 1)-formu, M madde (n — p)-formu ve mod(d) ise

asagidaki gibi bir tam formdur

mod(d) :d{(igAB ANAYBgap, et whp, U] + det A Balgap, e, wp, U]
+ 5WAB A CBA[gABa eAawABa \IJ] + 0V A f[gABa eAawABv \Ij]}
(F.0.2)

Burada AP = APA bir (n — 1)-form, Ba bir (n — 2)-form, CZ4 bir (n — 2)-
form ve F bir (n — p — 1)-formdur. mod(d) terimi alan denklemlerine herhangi
bir katkida bulunmaz, ancak korunan Noether akimlarimin ve yiklerinin hesa-

planmasinda kullanilir (J. B. Jimenez ve T. S. Koivisto ). Hamilton ilkesi,
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0L = 0, uygulandiginda agagidaki alan denklemleri elde edilir

o0 Blgap, e, wp, U] =0, METRIK DENK. (F.0.3a)
Talgap, e, wp, U] =0, KOCERCEVE DENK. (F.0.3b)
Y8 4lgap, e, w?p, ¥] =0,  BAGLANTI DENK. (F.0.3c)
Mlgap,e*,w'p,¥] =0.  MADDE DENK. (F.0.3d)

Yukarida verilen tiiretmede karma cergeve kullanilmigtir ve Lagrangiyen ifadesi
GL(n,R) transformasyonu altinda invaryanttir. Daha ileri bir analiz gésterir
ki, yukaridaki metrik, kocerceve ve baglant1 denklemleri birbirlerinden bagimsiz
degildir. Benzer sonug koordinat cercevesi icin de gecerlidir. Ancak, teori ortonor-
mal cercevede yazildiginda, metrik bilegenlerinin koordinat bagimsiz olmasindan
ottrid, on, = 0, Lagrangiyen ifadesinin metrik varyasyonu L (g, €%, w®, V],
dogrudan, aymi Lagrangiyen ifadesinin ortonormal 1-form e® varyasyonuna esit

olur. Dolayisiyla agagidaki formda bir varyasyon elde edilir

OL =0€* A To[Nap, €%, W, W] 4 dw®y A Zba[nab, e, w, VU]
+ 0U A MNap, €%, W%, Y] + mod(d),

(F.0.4)
ve varyasyonel alan denklemleri goyle verilebilir
Ta[Nap, €%, w%, ¥] =0,  KOCERCEVE DENK. (F.0.5a)
3 [Map, €7, W™, U] = 0, BAGLANTI DENK. (F.0.5b)
M [Nap, €%, w%, U] = 0. MADDE DENK. (F.0.5¢)

Aslinda, yukaridaki kogerceve ve baglanti denklemleri de tam olarak birbirlerinden
bagimsiz degildir. Bu iki denklemin toplam bilegen sayis1 n?(n+1) iken, kogergeve
ve baglant1 nesnesinden gelen toplam bilinmeyen sayisi ise n® + n(n + 1)/2 olur.
Dolayisiyla, denklem sisteminin kapali olmasi istendiginde, n(n —1)/2 kadar alan
denklemi sayisinin fazla oldugu goriiliir. Bu sonuca gore, denklemler arasinda
baz1 kisitlar olmasi gerektigi ongoriilebilir, oyle ki bagimsiz alan denklemlerinin
ve bilinmeyenlerin sayis1 esit olsun. Bu analiz sirasinda madde alan denklemi-
nin bilegen saysinin, madde alanina ait bilinmeyen sayisina egit oldugu varsayildi.
Bu varsayim altinda, kisa bir matematik hesabin ardindan kocerceve ve baglanti

denklemleri agagidaki gibi birlestirilebilir

La DX [Nap, €, W, U] + T[N, €, w%, ¥] =0 (F.0.6)

'Hesap detaylar1 icin, bkz. (Adak, Dereli, T. S. Koivisto, ve dig. ).
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Yukaridaki denklemin getirdigi kisit sayesinde artik varyasyonel alan denklem-
lerinin olusturdugu denklem sistemi kapalidir ve prensipte teoriyi tanimlayan
bagimsiz bilinmeyenler hesaplanabilir (elbette bu her zaman kolay olmaz!).

Son olarak su notu da verelim : Eger Lagrangiyen ifadesi icinde Hodge yildiz
islemi yer aliyorsa, bu durumda varyasyon uygulamak basit olmayabilir. Bu du-
rumda, agagida verilen en genel sonucu hesaplamalarda kullanmak faydali ola-
caktir (Adak, Kalay ve Sert )

daAxB) =da A0+ 00 N*xa— de* A [(Laﬁ) A xa— (=1)Pa A (14 * ﬁ)}
(F.0.7)

burada a ve  nesneleri, n-boyutlu bir uzayda keyfi p-formlardir, (0 < p < n).
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