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OZET

RF? FORMUNDA CIFTLENIMLI HOLOGRAFIK SUPERILETKENLER

YUKSEK LISANS TEZI
... EMRE TANER | . e
PAMUKKALE UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI
TEZ DANISMANI: DOC. DR. OZCAN SERT

DENIZLI, EKiM-2015

Bu tez calismasinda diferansiyel formlarin dig cebirini kullanarak
gravitasyon teorilerini inceliyoruz.  Oncelikle gerekli olan temel kavramlar
verdikten sonra Einstein Gravitasyon teorisini differansiyel formalar kullanarak
ifade ediyoruz. Eistein teorisine Maxwell teoriyi de ekleyip, Einstein-Maxwell
teorisi olarak bilinen minimal baglanma durumunu inceledikten sonra bes
boyutta gravitasyonun ve elektromanyetik alanlarin minimal olmayan RE2-tipi
baglanmalarini inceliyoruz.

(3 4+ 1)-boyutlu holografik siiperiletkenler hakkinda bilgi almak amaciyla,
bu teoriye dual olan bu ii¢ parametreli RF?-tipi invaryantlarn keyfi bir lineer
birlesiminin varhginda (44 1)-boyutlu bir AdS gravitasyon teorisini diigiiniiyoruz.
Genel bir ii¢ parametreli RF?-tipi cift pariteli terimler iceren bir Lagrange
tarafindan tanimlanan minimal olmayan bu modelin varyasyonlarini alarak alan
denklemlerini elde ediyoruz. Elektromanyetik alan ve skaler alanin uzay-zaman
geometrisi iizerine geri etki gostermedigi bir limitte ¢aligarak yaklagiklikli analitik
bir yéntemi kullaniyoruz.

Sonug olarak bu minimal olmayan baglanmalarin varhiginda kritik sicaklik
ve yogusma ic¢in analitik bir ifade elde ediyoruz. Boylece buradaki minimal
olmayan baglanma parametrelerinin kritik sicaklik ve yogusma miktarini énemli
bir sekilde etkiledigini goriiyoruz.

ANAHTAR KELIMELER: Gravitasyon, Holografik Siiperiletkenler,
Minimal olmayan ciftlenimler



ABSTRACT

HOLOGRPHIC SUPERCONDUCTORS WITH RF? TYPE COUPLINGS
MSC THESIS
EMRE TANER
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS
(SUPERVISOR: DOC. DR. OZCAN SERT)

DENIZLI, OCTOBER-2015

In this thesis, we investigate the gravitation theories using the algebra
of exterior differential forms. After giving the fundamental concepts we need,
we write Einstein’s theory of gravitation using the differential forms. After we
add Maxwell theory to this Einstein’s theory and obtain the minimal coupling
case which is known as Einstein-Maxwell theory, we investigate non-minimally
RF%type couplings of gravitational and electromagnetic fields in five dimensions.

In order to obtain more information about (34 1)-dimensional holographic
superconductors, we consider (4 + 1)-dimensional AdS gravitation theory in
the presence of a linear combination of the RFZ?-type invariants with three
parameters. We obtain field equations of this model which is described by the
Lagrangian which involves the general three parameters RF?-type terms with
even parity, using the method of variation. We study in the probe limit, that is;
the scalar and electromagnetic fields have not any back reaction on the metric,
and we consider an approximate analytic method.

Consequently, we find analytic relations for the critical temperature and
the scalar condensate in the presence of the non-minimal REF2-type couplings
on the (1+ 3) dimensional boundary. We see that these non-minimal coupling
parameters have important effects on these quantities.

KEYWORDS: Gravitation, Holographic superconductors, non-minimal
couplings
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1. GIRIS

Uzay-zaman ile ilgili kullanacagimiz baz1 kavramlar vererek baglayalim.
Bu kavramlar Dereli (1984), Flanders (1963), Thring (1997), Dereli ve dig.
(1995), Dereli ve dig (1996), Adak ve Sert (2005), Adak ve dig (2006), Trautman
(1972), Cartan (1923), ve Sert (2005) galigmalarindan derlenmigtir. Herhangi
bir topolojik uzay {izerinde, her m € M noktasi etrafindaki U agik alt kiimesini
R™ uzaymin agik alt kiimesine bire bir ve siirekli bir gonderim ile iligkilendiren M
topolojik uzayina manifold denir. Bu calismada M olarak difaransiyellenebilir ve
yonlenebilir 5-boyutlu bir manifoldu diigiinecegiz. Bu manifold tizerinde (0,2)-tipi
dejenere olmayan bir tensor olan ve noktalar arasi sonsuz kiigiik uzakligi belirleyen

metrik tensoriinii g ile gosterecegiz.

En genelde spindrlerin ve tensorlerin paralel taginmasinda kullanilan

baglantiy1 ise w ile gosterecegiz. Bu (M, g,w) ligliisii uzay-zaman belirler.

M manifoldu iizerindeki herhangi bir p noktasi i¢in bu uzay-zaman da
kurulan koordinat sistemini {z*®}, u = 0,1,2,3,4 koordinat fonksiyonlar ile
gosterirsek bu koordinat sistemi {;2-(p)} veya 0, ile gosterilen bir koordinat

referans gercevesi olugturur.

M manifolduna bir a noktasinda teget olan vektorlerin olusturdugu uzaya,
bu manifoldun a noktasindaki teget uzayir denir. Bu teget uzayr T,(M) ile
gosterilir. T, (M) teget uzay1 i¢in yukaridaki referans cercevesi a noktasinda bir

baz vektor kiimesi olusturur.

Ayni sekilde bu vektorlere dual olan ve bir b noktasinda {2#®)} koordinat
fonksiyonlarimin diferansiyeli alinarak bulunanan {dz*(p)} koordinat referans

kogerceveleri de, T,/ (M) ko-teget uzayinda bir baz ko-vektor kiimesi olugturur.

Bu M manifoldu iizerinde p-tane teget uzayinin elemanlarinin ve g-tane



koteget uzayimnin elemanlarinin simetrik ve antisimetrik olabilen c¢arpimini
tanimlamak miimkiindiir. Bu ¢arpima bir reel say:1 kargilik getiren bir génderime

ise (p,q)-tipi tensor denir.

T*(M) x T*(M)... x T*(M) T(M) x T(M)... x T(M) — R (1.1)

Béylece M manifoldu iizerindeki bir vektor uzay: olan T'(M) teget uzayinin
elemanlari, yani vektorler (1,0) tipi (kontravaryant) tensorler olarak isimlendirilir.
Bunlara dual olarak tanimlanan 7™*(M) ko-teget uzaymin elemanlart olan
kovektorler ise (0,1) tipi (kovaryant) tensorler olarak isimlendirilir. M manifoldu
tizerindeki fonksiyonlar ise (0,0) tipi tensorlerdir. Teget uzaymin baz vektorleri

ile koteget uzayinin baz kovektorlerinin i¢ carpimi Kroenecker delta sembolii ile

belirlenir.
dat( 0 ) =1 o dat = ok (1.2)
axv oz? v
T,(M) teget uzayinda lineer bagimsiz vektorler kiimesi ortanormal yapilabilir.

Bu kiimeyi {X,}, a =0,1,2,3,4 olarak gosterelim. Bunuda ortanormal referans
cercevesi olarak isimlendirelim. Boylece g(x,,zp) = 14 bagmtisimi M manifoldu
izerindeki metrik saglar. Burada 7, Minkowski metrigi olarak adlandirilir.
Minkowski metrgi kosegen elemanlar1 {-1,1,1,1,1} ve diger terimleri sifir olan
5x5 tipinde bir kare matristir. Ortanormal referans cergevesinin dualinden
olugturdugumuz bazi {e,} ile gosterecegiz. {X,} ortanormal referans cercevesi

ile bunun dual cercgevesi olan {e®}
e'(Xp) = 1x,(e%) = op (1.3)
esitligini saglar.
Bu tezin devaminda kullanacagimiz notasyonlar gu sekildedir:

Cerceve indisleri icin Latin alfabesinin ilk yarisi olan a,b,... = 0,1,2,3,4
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uzay-zaman indisleri ve ikinci yarist olan ¢,j,... = 1,2,3,4 ise uzay indislerini
temsil edecektir. Ortonormal X,(p) koordinat cercevesi, 0,(p) cinsinden ve

vierbein (tedrad) h%,(p) yardimiyla asagidaki gibi yazilabilir;

Xa(p) = h%(p)0a(p) (1.4)

Burada X, ortanormal referans ¢ercevesinin anholonomik bir baz olabilmesi i¢in,
det h*,(p) # 0 olmahdir. yani h®,(p)’'nin dejenere olmamasi gerekir. Buna benzer

sekilde agagidaki esitlik saglanir;

e(p) = h*a(p)dz®(p) (1.5)
ve vierbeinler agagidaki esitligi de saglar;

Lae” = h%,(p)hP4(p) = 6. (1.6)

a

1.1 Dag Cebir Uzay:

Bu tezde dig cebir kullanilacaktir. Dig cebire gore T* (M) koteget uzaylarin
bir demeti olmak iizere bunlarin bazlari birer 1-form olarak isimlendirilirler.
Vektor carpim uzayi iizerine T*(M) x T*(M)... x T*(M) olacak sekilde tiimiiyle
anti simetrik tensoér carpimi koyarsak, elde edilen carpim uzayina M manifoldu
tizerinde tanimli p-formlar1 uzay: denir. Bu uzay AP(M) ile gosterilir. AP(M), M
manifoldu tizerinde tanmimli p formlarn uzay: olmak fizere, @;57:0 AP(M) toplami
dig cebir uzaymi olugturur. Herhangi bir p form, A € AP(M) olmak tizere dz*

koordinat kocerceveleri cinsinden;

1
A= —Ap g, dz™ AN dt (1.7)

p!
seklinde yazilabilir. Dig cebir uzaymnda tanimli bir p-form A; € AP(M), g-form
Ay € AY(M), r-form Az € A"(M) ve « sabit olmak iizere agagidaki bagmtilar

vardir:



1. (OZA1> VAN AQ = Al A (O(AQ) = Oé(Al N AQ)

2. (A; + Ap) A Az = Ay A Ay + Ay A As

3. Al VAN (AQ /\Ag) - (Al /\AQ) /\Ag

4. Al VAN A2 = (_1)p.qA2 VAN Al

1.2 Dag Tiirev Operatorii

Dig tiirev operatorii olan d, herhangi bir p-formu (p+1) forma gonderen

tam tiirev operatoridiir;
d: AP(M) — APTH(M)

ve Ay € AP(M), Ay € A?(M) olmak iizere agagidaki 6zellikler saglanir;

1. d(A; + Ay) = dA; + dA,
1 aA,u, AR A AR
2. dA = Hde“ AdxPt A ..o A dxte

3. d(A1 N Ag) =dA N Ag + (—1)PA; AdA,y

4. d(dA) = 0.



1.3 i¢ Carpim Operatorii

I¢ carpim operatérii olan ¢, herhangi bir p-formu (p-1) forma gonderen bir

anti-tiirev operatoriidiir;

L AP(M) — APL(M)

ve A € AP(M) olmak iizere agagidaki ozellikler saglanir.

1.af=0

2. 15 A = fr,A

3. 4 N1 A =pA

4. tatpA = —1pta A

5. La(Al A\ AQ) = [/aAl N A2 —+ (_1)pA1 N LaAQ

1.4 Hodge Star Operatorii

(%) ile gosterilen Hodge star operatorii,

1 AP(M) — AP(M)

p-formu (5-p)-forma gonderen lineer bir operatordiir.

5-formu

Yonlendirilmis hacim



1
xl=e"Nel A2 A Net = gsabcdfea AeP Aef Aed Ael (1.8)

olarak tammmlanir. Bu tezde antisimetrik Levi-Civita tensorii egi234 = +1 olarak
tamimlanmigtir. Hodge star operatoriiniin A, B € AP(M) p-formlar {izerine

uygulanigi agagida gibidir.

1. AN¥*xB=BA*xAvexBANA=%xANDB
2. % (ANey) =1, A

3.« xA=+A

1.5 Lorentz Doniisiimii

M manifoldu iizerinde bulunan her gézlemci kendi referans cergevesine gore
olgiim yapar. Bir p € M noktasinda birinci gozlemci {X,} referans cercevesini
kursun. Ikinci gozlemci ise yine aymi sekilde kendi referans cercevesine gore p €
M naktasinda {X!} referans gergevesini kursun. L~'°, yerel Lorentz déniigiim

matrisi ile bu iki gézlemcinin ortonormal referans vektorleri

X! (p) = Xo(p)L"a(p) (1.9)

seklinde birbirine doniigtiirebilir. Eger bu Lorentz doéniisiimii koordinatlardan
bagimsiz ise bu doniigiim genel(veya sabit) bir doniigiimdiir. Ortonormal referans

kocercevesinin doniisiimii ise;

e” (p) = L%(p)e’(p) (1.10)
6



ile verilir. Ayrica,
X' = X L0 (L%eh) = Xo05eq = Xeef = X, e (1.11)

carpimi i¢in Lorentz invaryanthigin saglandigr goriiliir.

1.6 Baglanti

Bir e* kovaryant bazinin dig tiirevinin Lorentz doniisiimiinii diisiinelim.
de® = d(e’L%) = dL%e" + L%de® (1.12)

Bu doniisiimde fazladan gelen dL%e’ terimi nedeniyle de® nin déniisiimii icin
invaryanthik saglanmaz. Bu fazla terimden kurtulmak igin 1- form olan bir

baglant1 tanimlayalim. Bu baglantinin yerel Lorentz doniigiimii
W = L LY, 4 L0l (1.13)

seklinde olsun. Bu esitligin sag tarafindaki ikinci terim 1-form olan tam
baglantilarin tensor nicelikler olmadigini gosteririr.  Bu kavramlar sonraki

kesimlerde daha fazla aydinlatilacaktuir.

1.7 Kovaryant Dis Tiirev Operatorii

A, bir tensor olmak iizere, kovaryant dis tiirev operatori 1- form

baglantilar yardimiyla agsagidaki gibi tanimlanir.
DA :=(dFw)A (1.14)

Yukarda de® # L%(de®) oldugunu gostermistik. Simdi ise e* kovaryant bazinin
kovaryant dig tiirevinin

De® = de® + wy A e® (1.15)
7



déniigiimiinii diisiinelim ve e (p) = L%(p)e’(p) , w®, = L“CwaL_lfb + L. dL™

egitliklerini kullanalim.

De” = de™ +w* Ne”
= d(L%e") + (L%w® L+ LodL ") A Loyt
= dL% A e+ Lo%de" + L LY L0 A eb + LodL " L0 A €
= dL% A e+ L% A de® + L*w®, A e — dL%. A eF
= L%(de® +w A e¥)

= L%De" (1.16)

(1.15) esitligi ile sedace (0,1)-tipi bir tensoriin kovaryant dig tiirevi tanimlanmugtur.
En genel olarak bir (p,q)-tipi tensoriin kovaryant dig tiirevi ise goyle

tanmimlanmaktadir.

bibg by b, by cby--+b, b by-c
DRy ..o,V ™ = dRy 0, 7 + W Ry a, T+ W Ry,

cha--bg

c c cba---b
— 0, Reay.a, — o — W Ry (1.17)

Bu tanimla birlikte 7., metriginin, e* ortonormal baz 1-formunun ve w®, baglanti
1-formunun kovaryant dig tiirevi tanmimlanabilir. Bu ifadelere sonraki kesimlerde

gorecegimiz gibi Cartan yap1 denklemleri denir.
1.8 Metrik Gradyant Tensorii

1 1
Qab - _§D7]ab = _§(wab + wba) (118)

Bu ifade, w?, bagintisina goére metrigin gradyantini yani 1. Cartan yapi
denklemini, 7),, metriginin kovaryant dig tiirevi olarak tammmlamaktadir (Cartan,
1923). Burada @, simetrik baglanti 1-formlar: (1,2)-tipi tensordiir. Bu tensor
metrik gradyant tensorii olarak isimlendirilir. @, aym zamanda w®, tam
baglantisinin simetrik kismini olugturur.

8



Q. = 0 olan baglantiya metrik uyumlu baglanti denir. Bu c¢aligmada
biz sadece metrik uyumlu @,, = 0 yani metrik gradyant tensoriiniin sifira esit

oldugunu kabul edecegiz.

1.9 Burulma Tensorii

T := De” = de” + w" A €’ (1.19)

T* burulma tensoriinii yani 2. Cartan yap1 denklemini,1 form e® ortonormal
bazlarimin kovaryant dig tiirevi alinarak elde edilir(Cartan, 1986).

T 2-formlar1 (1,2)-tipi burulma tensorii olarak tamimlanir. En genelde herhangi
bir 2-form, genel bir 1-formdan tiiretilebilir. Burada burulma tensérii 1-form

baglantisindan agagidaki gibi elde edilebilir.
K% Ne =T (1.20)

Baglant1 kavrami bu bilgilerle birlikte daha iyi anlagilacaktir. Genel olarak 1-form
tam baglantilar agagidaki gibi bilegenlere ayrilir (Hehl 1995, Dereli 1996, Dereli
1995).

Wab = Wab + Kap + qab + Quap (1.21)
Antisimetrik kisim:
Wiab) = Wab + Kap + qab (1.22)
Simetrik kisim:
W(ab) = Qab (1-23)

(1.21) denklemindeki antisimetrik tensér 1-form baglantisi g, ile simetrik tensor

Q% arasmda goyle bir iligki vardir.

g% = —1"Qpe N €+ Q% N €° (1.24)
9



Eger Qu = 0 ise baglant1 metrik uyumludur. Bununla birlikte 7* = 0 olursa

baglant1 Levi-Civita 1-form baglantisina doniisiir.
W — W (1.25)

(1.21) denkleminde simetrik baglant1 olan @, = 0 durumlariyla ilgilenecegimizi
daha 6nce sOylemistik. Bu durumda g, de sifir olur. Kalan ayrigimimin tutarhihgi

agagidaki gibi gosterilebilir. Bunun icin (1.21) denklemini e ile sagdan carpalim.
Wap N € = @ap N e® + Koy A e® (1.26)

Burada daha 6nceki (1.19) ve (1.20) denklemlerini kullanirsak,
—de” = Qg Ne (1.27)

olur. Buradan metrik uyumlu ve burulmasiz baglant1 olan Levi-Civita baglanti
1-formlarimin metrigin verilmesiyle bulunabilecegi anlamina gelir. Ayrica Wy,

agagidaki baglantiy: saglar.
. 1 1 1
Wap = —§La(d€b) + ébb(deb) + §Laab(dec)ec (1.28)
Bu baglantiy1 ispatlamak i¢in (1.27) denklemini ¢, ile ¢carpalim.
de, = —1pWae€’ + Dgelpe” (1.29)
ve diizenleyelim.
tpde, + Lpec€S = Wap (1.30)
Burada a <+ b doniisiimii yapip diizenleyelim.
—Ladep — LaWpe€S = Wap (1.31)
Bu iki denklemi toplayalim.

200p = —tgdey + tpdeg + (La@Web — Lpeq ) €S (1.32)
10



(1.30) denklemini ¢, ile ¢arpalim.

Libpdeq = LaWeh — LpWeq (1.33)
diizenleyelim
Latpde, = LaWep — LpWea (1.34)
bunu (1.32) e yerlegtirelim.
200 = —tgdey + tpdeg + (Latpdec)e’ (1.35)

sonucu bulunur. Burada w,, l-formuna benzer olarak K%, ko-burulma lformu

sOyle bir baglantiy1 saglar:
2Ky = taTy — t6To — (LatoTr)e” (1.36)

Ayrica w?, baglantis1 boyutsuzdur. Buna gore T = [L]' boyutunda olmahdr.

1.10 Egrilik Tensorii

R%(w) := Dw® 1= dw®, + w". A\ w (1.37)

R (w) egrilik tensoriinii, yani 3. Cartan yapi denklemini,yukaridaki gibi
baglantinin kovaryant dis tiirevi alinarak bulunur (Cartan, 1923). R%(w) egrilik
2-formlar1 (1,3)-tipi Riemann egrilik tensoriidiir. R%(w) nin bir tensér oldugu

yani;
Rab(cu) = LabRCdL_ldb (138)
biciminde doniigtiigii agagida gdsterilmistir:

RY% = d(Lw L~y + L0l
b (L% LY o L0dL ) A (Lo L + Lo dL7,)  (1.39)
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Burada parantezler agilir ve (dL7'%) L%, = —L7'%(dL?,) ozelligi kullanilirsa
R = L%(dw’q + w® A w?g)L7'%, (1.40)

elde edilir ki buda esasinda (1.38) ifadesidir. w®, baglantisi boyutsuz oldugundan

R%, ifadesi boyutsuzdur.

1.11 Bianchi Ozdeslikleri

Bianchi 06zdeglikleri burulma, egrilik ve metrik gradyant terimlerinin

kovaryant dig tiirevi alinarak elde edilir.

e Burulmanin dis tiirevini alarak birinci Bianchi Ozdesligini bulalim.

dT* = d(de®) + d(w™ A €”) (1.41)

Burada (1.19) ve (1.37) denklemleri kullanilirsa;

dT* + W' ANT" = R% N € (1.42)

DT* = R% A e (1.43)

sonucu elde edilir bu da Birinci Bianchi Ozdesligidir.

e Egriligin dig tiirevini alarak bunuda (1.37) da yerine koyarak ikinci

Bianchi Ozdegligini bulalim.

dRab = Rac N wcb — wac N Rcb (1.44)

DR% =0 (1.45)
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bu ise Tkinci Bianchi Ozdesligidir.

® Dy = —w ey — W pNae denkleminin dig tiirevini alarak ticiincii Bianchi
Ozdesligini bulalim. Bu calisma boyunca Qg = —%Dnab = (0 alacagimiz igin,
0 = (dwa)1et + (dw ) ac (1.46)

olur. Burada (1.37) denklemi kullanilirsa
Ray+ Ry =0 (1.47)

olur. Bu ise Uciincii Bianchi Ozdesligidir.
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2. EINSTEIN’IN KUTLE CEKIM TEORISI

Bu tezde gravitasyon alan denklemleri asagidaki gibi bir eylemin

varyasyonundan elde edilecektir.

I[e®, ) = /ML (2.1)

Burada I eylem, e® ve w?, temel gravitasyon alan degiskenleri, Bu kisimdaki
hesaplarda (3+1)-boyutta caligsacagiz. Elde edilen alan denklemleri genel bir
(d-+1)-boyut icin de gegerlidir. Einstein’in Gravitasyon teorisinde L Lagrangian
4-form olarak agsagidaki Einstein-Hilbert Lagrangiani alinir. Bu Lagrangianin
varyasyonunda alan denklemleri elde edilir. Daha sonra, bu eyleme yeni terimler

ekleyerek tekrar varyasyon alarak ilgili modelin gravitasyon alan denklemleri elde

edilir.
L=~ ROy(w) A s(ea A e) (2.2)
=5 thWw eq N e :
Burada k etkilesme sabiti olup uzunluk boyutundadir. Bu Lagrange

yogunlugunun varyasyonu kiitle cekim alan denklemlerini verir. Bundan sonra

a

e* A eb--. = e olarak gosterilecektir. Simdi L Lagrange yogunlugunun

varyasyonunu hesaplayalim.
) 1 a b 1 a b
L = _ﬁéR b(&)) A *€, — 2—/§:2R b(W) K €aq (23)
burada,
Rab = dw“b + w“c A wcb (24)
oldugunu biliyoruz. Bunu yukardaki esitlikte yerine yazalim.

1
5L = —2—H26(dw“b + W A W) A xeg

1
—@(dwab + W AwW) A8 * ey (2.5)
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Burada asagidaki diizenlemeleri yapalim. Oncelikle §d = d§ olacak sekilde dis

tiirev ile varyasyon yer degistirebilecegini gorelim ve kullanalim.

d(6wy Axes”) = d(0w™) A xes” — 0w Ad* e’ (2.6)

d(6w) A e’ = dwy Adxe,” + Mod(d) (2.7)

Burada Mod(d) terimi tam tiirevli bir terimdir ve varyasyonel alan denklemlerine

katkida bulunmaz.

1 1
0 * eab = 5m€abcd66d = §€abcd5(€c N €d)
1 1
= éeabcdéec Aed + §5abcdec A del (2.8)

yukardaki son egitlikteki ikinci terime ¢ <+ d doniigiimii yapilirsa agagidaki egitlik

elde edilir.

1 1
§x ey’ = égabcdéec Aed + §5abdced A b€’ (2.9)
olur.
€4y tanimindan ve dig carpimin w A s = —s A w ozelligini kullanirsak,
b 1 b c d 1 b c d
Oxe, = §€a d0€e‘ Ne +§5a € N\ e

= g,0.q0e° N el
= e Negloy N el

= 0e° A xeg’s (2.10)

olur. Simdi bunlar yerine yazalim.

1
(SL = —ﬁ(&lwab N *Gab —+ &uac VAN ch A\ *eab + wac A 5wcb A *eab)
K

1
——(dw® + W AW A Sk ey’ 2.11
2K2
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simdi birinci terimin parantez igindeki ifadesini ele alahm. d(6w®, A *e,’) =

ddw®y A xe,’ — w A d * e, ifadesini kullanarak
Sw A d* e,” 4+ 0w A wp A ke’ — 0wy A w?e A %e,” (2.12)
yazabiliriz. Simdi bu ifadenin ii¢iincii terimine ¢ <> a doniisiimii yapilirsa,
Sw A d* e’ 4+ 0w A wy A ke, — 0wy A wy A xel (2.13)
yine iiciincii terime b <+ ¢ doniigiimii yapilirsa,
Sw A d* e,” 4+ 0w A wy A ke,’ — 0w A wPy A xep’ (2.14)
bunu dw’. parantezine alirsak;
5wy Ad* eq” 4+ 8w A (WS A xe” — why A xey) (2.15)
ikinci terimede ¢ <> b doniigiimii yapalm,
5wy Ad* eq” 4 6wy A (WP A xe® — wly A xel?) (2.16)
bunu 0w, parantezine alalim;
6wy A (d x " + wbe A xeg® — wly A xel?) (2.17)
olur. Jimdi daha 6nceden bildigimiz;
Dxel =dxe, +wle Axe,® —wey A xeld (2.18)
ifedesini yerine yazalim. O halde,
dw A D * e (2.19)
olur.
1 b

0 * Gab = 5(@5}1 cd€

1 1
= —gla0ef Net 4+ =g, e A el
2 2
1 b c d 1 b c d
= §€a cd0eS N et + §5a d0eS Ne

= g,00ef A et = 0eC A (g0 qe?)

cd)

= e A xeg’, (2.20)
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simdi bunu (2.11) ikinci kisminda yerine yazalim. Bu kisim
(dw™, + W A wsp) A e A e, (2.21)
0e® yi parantez icerisine dagitirsak;
(dw®s A 5 + W™ AW A 0e) A xe,” (2.22)
olur. Simdi parantez icindeki ifadeye ¢ <+ a doniisiimii yapilirsa,
(dw®y A 8e® + weq A w™ A 5e™) A ke, (2.23)
yine parantez icine ¢ <> b doniigiimii yapilirsa,
(dw®e A Ge® 4 wby A w®e A de”) A e, (2.24)
o halde
(dwbs + WPy A w) A e A ke, (2.25)
tiim bunlar ilk denklemde yerine yazilirsa,
0L = —%&u“b ADxe,’ — L(Sea AR A e’ (2.26)

2K 2k2

elde edilir. (2.26) denklemindeki birinci terimi burulma cinsinden yazalim.

Dxe,l = D x [eacnbc] = D % eqen)’ + xeqe A D™

Bu calismada metrigin gradyanti olan non-metricity tensoriinii sifir kabul
edecektik, Dn® = 0 = @Q,,. Boylece birinci terimdeki dig kovaryant tiirevi

hesaplayarak sonuca ulagiriz.

1
D*eab = D[§8a56d66d]

1
= E[Dgabcde(:d + EabcdDec A Gd — Sabcdec A Ded]

1
c d
= §[D5abcd] + 2eapeaDeEC N €
o 1 d cd k cd k cd k cd k cd
= 5[ Eabed€”™” — W" 4Ekped™” — W bEaked€™ — W cEabka€™ — W' aCabck€™
+T°N *€Cube (227)
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Burada parantez igindeki birinci terim sabitin tiirevi oldugu icin sifirdir, ikinci
terimde a <> b doniigiimii yapilirsa iiciincii terimin negatif isaretlisi oldugu

goriiliir, dordiincii terimde ¢ <> d doniisiimii yapilirsa beginci terim elde edilir.

Dxe,l = —wFiemene®+ TC A xegp,
_ k c d c
= W JEabke Ne ANe” + TN *€Cabe

= W% egn A e? + TC A segpe (2.28)

burada D * e,’ terimini daha sade bicimde yazabilmek icin *eqy, A e? terimine

% (€qp N €x) = Ly * eqp Ozelligi uygulayalim ve iglemlerde kolaylik acismdan
X = % (eabk) A ed = L % €gp N\ ed (229)

degiskenini atayalim.
Burada ¢, i¢ carpimini asagidaki gibi e, A e? 3-form iizerine uygulayalim ve

bunada A degigkenini atayalim.Yani;
A = 1 (*eqy A €?) (2.30)
diyelim.
A = pxeq et + xegpiped (2.31)

Son egitlikteki sag tarafindaki ilk terime yukarida X demigtik.Bunu yerine

yazalim.

A = X 4 xey0? (2.32)
Bu egitlikte X’i yalniz birakalim.

X = A—xeupdl (2.33)

Simdi A egiliginin parentez icindeki ifadeye de * (eq A €r) = i * €4 Ozelligini

uygulayalim.

A = il *xeq Ae?) (2.34)
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parantez i¢indeki ifadeye Y degiskenini atayalim.Yani;
wregNel =Y (2.35)

4 5-formu iizerine uygulayalim.

diyelim. ¢, yi (xe,) A e
[(xeq) A e = 1y % eq A e — xe,0) (2.36)
1w * e A e? =Y adlandirmasini yerine yazalim.
wl(xe) N el =Y — xe,6) (2.37)
Bu egitlikteki parantez icindeki ifadeye Z degiskenini atayalim.Yani;

Z =xe, Net =1, % 1N et (2.38)

terimini daha sade halde yazabiliriz. ¢, i¢ ¢arpim iglemini agagidaki gekilde bir

6-form {iizerine uygularsak
La(x1 A e?) = 14 x 1 A e + %167 (2.39)

4-boyutlu bir manifold iizerinde 5-form sifira esgit olacagi icin denklemin sag

tarafini sifira egitleriz.
0=1t4% 1A+ %1657 (2.40)
ta * 1 A e? = Z adlandirmasini yerine yazalim ve Z’yi yalniz birakalim.
Z = —x%168¢ (2.41)

buldugumuz bu sonucu *(epAeg) = t*eq 6zelligini kullanarak (2.36) denleminde

yerine yazalim.

w(Z) = 1y % 109 = xey0? (2.42)

Y = xe, 08 — 0,8 e, (2.43)
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bunuda yine * (€4 A €g) = tx * eqp Ozelligini kullanarak (2.31) denleminde yerine

yazalim.
A = 1 (xe 08 — 8, % ep) = 0 % eqr — 0% % ey
buldugumuz bu sonucu da (2.29) denkleminde yerine yazalim.
X = 55 X Cqf — (55 * Cpl — 55 X €gp (2.44)
dolayisiyla;
* (Cap) N et = 66 % eqn — 0% % ey — 0% ey (2.45)

olarak bulunmug olur. Simdi bunu (2.28) denkleminde yerine yazalim.

D*eab - wkd/\(5g*eak_5g*ebk_5§*6ab)+Tc/\*eabc
= wkd/\ég*eak—wkd/\ég*ebk—wkd/\dfj*eab+Tc/\*eabc

= WFy A xkegr — why A seg — W A ey + TC A *€ape (2.46)

Non-metricity tensoriiniin sifir olmasiyla buradaki baglanti tamamen antisimetrik

k

hale gelir ve simetrik bilegenleri sifir olur, yani w”, = 0. Birinci terimde b < a

doniistimii yapilirsa,

D % eqy = T A *eqp (2.47)
olur. O halde,
Dxeb = (—wFip Axeqy + TF A seqp )™
Dxel = T°Axe,, (2.48)

Bunu varyasyon denkleminde yerine yazacak olursa;

1 a ¢ b 1 a b c
OL = =5 50wy AT N swe’s] = 550e AR o(w) Axeay (2.49)
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Béylece Einstein-Hilbert eyleminin egrilige ve burulmaya sahip uzay-zamanda

varyasyonu elde edilmistir.

Burada Einstein-Hilbert eylemi (pseudo)-Rieman-sal uzay-zaman
geometrilerinde yazilmigtir. (Pseudo)-Rieman uzay-zaman geometrilerinde
QY% =0, T* =0, R* # 0 alinir. Bu durumda baglanti, Levi-Civita antisimetrik

I-formu w?, ye indirgenir. Buna gore (2.49) denklemi;
1
OL = —5de" A R (W) A *eg” (2.50)
olur. Varyasyon ilkesine gore L = 0 olmalidir. Buradan
1 be
_ER (w) A *€ahe = O (251)
boslukta Einstein alan denklemleri elde edilir. Burada Einstein tensorii

1
G, = —§Rbc(w) A *€ape (2.52)

seklinde tanimlanir. Dig cebir islemlerini kullanarak Einstein tensoriinii degisik
sekillerde yazalim. Ilk olarak baz 6zellikleri kullanarak asagidaki bagintilar: elde

edelim.

el A xeg. = 5af * Che — 5bf X Cae — 5Cf X €qp
eINel Nxegye = 0,7¢9 A ke — 0y € A ke, — 5,769 A xey,
= —0,70,9 % e.+ 0,709 xey+6,70,9 % e,

= _5bf5cg * €, — 5Cf(5ag * ep + 5Cf(5bg * €, (253)
Bu ifadeleri ilk denklemde yerine yazacak olursak;

1
be be be be
Ga = _Z[Rba, * € — Rca, *€p — Rab, * €.+ -Rcb7 * €q

+Rac,bc * €y — Rbc,bc * ea] (254)

Einstein tensor 3-formunu, 1-formun stari seklinde asagidaki gibi yazariz.

1
Gy = Rue" % ey — §Rbc,”c * €4 (2.55)
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x % e = e* oldugundan Einstein tensoriiniin stari;
be 1 be
*Ga = Rac, €p — 517:{()07 €a
seklinde yazilir. Burada agsagidaki tanimlar1 kullanarak:
e Ricci egrilik 1-formu

1
R, = 4,R’, = =R’

l be
9 gl,abbeg :Rac, €p

e Egrilik skalar:

R = 14(Ric)® = 1,(1’R%) = ta(R","e) = Ry,

Eintein tensoriiniin starimi asagidaki gibi yazabiliriz.

1
*Ga = Ra — §R6a
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3. EINSTEIN-MAXWELL TEORISI

Genel Relativitenin sonuclarinin  biiyiik bir kismini uzak yildiz ve
galaksilerden gelen fotonlar yardimiyla test edebiliriz. Bu yiizden, herhangi
bir Gravitasyon teorisini tam olarak dogrulamak icgin, bu teori elektromanyetik
alanlara baglanmalidir. Gravitasyonun elektromanyetik alanlara minimal olarak
baglanmasi veya c¢iftlenmesi Einstein-Maxwell teori olarak bilinir ve agagidaki

eylem tarfindan tariflenir:
1 . 1
S = {ﬁRab/\*(e /\e)—EF/\*F} (3.1)

Burada q elektromanyetik baglanma sabiti, F' elektromanyetik alan tensorii i¢inde
gizlidir.
Bu minimal teoride uzay-zaman geometrisi elektromanyetik alanlarin

varligi nedeniyle degigir. Fakat, Maxwell denklemlerinin segilen koordinattan

bagimsiz olmasi nedeniyle bu denklemler Minkowski uzayindaki gibi ayni kalir.

Bu teorinin statik, kiiresel simetrik ¢6ziimii Reissner-Nordstrom coziimii
olarak bilinir. Bu teorinin diger ¢6ziimleri Ehlers ve Kunt (1962), Aichelburg
(1971) ve Stephani ve dig. (2005) kaynaklarimda bulunabilir.

Bu teoriyi minimal olmayan baglanma veya c¢iftlenim terimleri icerecek
sekilde genigletmenin bir yolu; egrilik tensorii ve Maxwell tensoriiniin tensorel
carpimindan olugan terimleri teoriye eklemektir. Bu tiir baglanma terimleri ilk
olarak Prasanna tarafindan diigiiniildii (Prasanna 1971). Daha sonra Horndeski
tarafindan elektrik yiik korunumu ve egrilik tensorii arasindaki iligki hakkinda
daha fazla Ongoriiler elde edebilmek icin incelendi (Horndeski 1976). Bu
baglanma terimlerinin egri uzay-zaman arka planinda QED deki etkin foton
eyleminin 1-loop vakum-polarizasyonundan elde edilebileceginin gosterilmesi bu

terimleri 6nemli kilmaktadir (Drummond ve Hathrell 1980).
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Bu minimal olmayan terimlerin baz1 6zel kombinasyonlar1 5-boyutlu
gravitasyonel modellerden doért boyuta indirgeme sonucu ortaya ciktig

goriilmiistiir (Dereli ve Ugoluk 1990, Miiller-Hoissen 1988, Buchdahl 1979).

Son zamanlarda yine bu terimlerin minimal olmayacak gekilde baglanmig
belirli bir kombinasyonu icin kiiresel simetrik statik, kozmolojik ve pp-wave
¢Oztimleri incelenmigtir (Balakin 2005, Balakin ve Zimdahl 2005, Balakin ve
Zayats 2008, Balakin ve dig. 2008, Balakin ve dig. 2009, Balakin ve Ni 2010).
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4. RF? FORMUNDA CIFTLENIMLI TERIMLER ICEREN
GRAVITASYON TEORISI

Minimal olmayacak gekilde (non-minimal) baglanmig Lagrangian
yogunlugu Lyy = Lyu(A e,w) egrilik ve Maxwell tensoriiniin Y (R)F™
formunda herhangi bir invaryant dereceden baglanmalarini ierebilir (n,m=1,2,..
, tensoriin kuvvetini temsil eder). Bu ¢aligmada biz sadece RF?-tipi baglanmig

terimler icerecek tarzda minimal olmayan terimlerin varligin diistinecegiz.

Bu caligmada birinci mertebeden varyasyon formalizmi kullanacgiz.
F' elektromagnetik 2-formlar1 olarak homojen alanlari; yani, p Lagrange
carpan1 2-formu varyasyonu yardimiyla tiiretilen dF° = 0 denklemini saglayan
elektromanyetik alanlar1 diigiinecegiz.  Asagidaki sirasiyla FEinstein-Hilbert,
Maxwell, minimal olmayacak gekilde baglanmig Lagrangian yogunluklari ve
sinirlandirma terimlerini iceren agagidaki eylem fonksiyonelini diigiinelim:
]:/ {%R“b/\*eab—l—)\*l—%F/\*F+LNM+T“/\)\G+M/\dF} (4.1)

M
Burada A kozmolojik sabit, x gravitasyonel sabit, \, ve u ise Lagrange carpani

2-formlaridir.

4.1 Genel Bir Lagrangiandan Alan Denklemlerinin Tiiretilmesi

M, n boyutlu bir manifold ve A, B € AP(M) olsun. Burada AP(M) M

tizerinde bir p-form dur. Simdi agagidaki Lagrange’in varyasyonunu hesaplayalim.
L[A,B,e| = AN*B (4.2)
A, B ve e” bagimlh degiskenlerine bagh varyasyon alirsak

L=6AN«B+AN6xB (4.3)
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olur. Bu son egitlikte sag taraftaki terimlerin ikincisindeki *xB ’y1 hodge star

operatoriinii kullanarak yerine yazalim ve varyasyonu iizerine uygulayalim.

1 o
ANIxB = AN (5(—‘8“% * 621".117)
y

1 o 1 o
= AN —'(5B211p) x e + AN —|B,-1...ip5 x e (44)
p: P!

hodge star operatoriiniin agsagidaki ozelligini diigiinelim ve yukaridaki son

esitlikteki birinci terime uygulayalim.
O N *9 =19 N x*0 (4.5)
Burada 6 , ¥ € AP(M) dir.
1 oo 1 e
ANI*x B = _'(5Bi1~~-ip)6“ AxA+ AN —'Bil...ipé x et (46)
b p!

simdi yukardaki esitligin sag tarafinin ilk terimi i¢cin B € AP(M) kogergeveler

cinsinden yazilimini ve varyasyonunu diigiinelim.

1 i1
0B = 5(HBi1"‘ipe ! p)
= l(éB» )i 4 (et) A ! Bi,..i €7 (4.7)
Coph (p— 1)1 '
burada ikinci terim icin i¢ carpim Ozelligini kullanirsak,
1 o )
0B = —'((5311...%)6““@” + ((56“) VAN (ZilB) (48)
p!
1 L
H(éBil‘..ip)e“'”’p = 0B — (de?) A (1,B) (4.9)

simdide (4.6) esitliginin sag tarafinin ikinci terimi i¢in hodge star agilimini yerine

yazalim.
1 i1 1 1 i1 g1
_! il‘..ipé B e —!Bl'l...ipé (n — p)|€ 1 pip+1"'i"€ p+1-tn (410)
i¢ carpim o6zelligini kullanalim.
Ip+1 1 91 1p Tpt2°in
= (56 ) A p!(n——p—l)!e ip+1~--inBi1~--ipe (411)
= (0e") A (14 * B) (4.12)
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simdi bu bulduklarimiz (4.3) de yerine yazalim.

0L = 6(ANxDB)
= JAN*B+IBA*xA—3§e" N[(1,B) NxA— (=1)PAN (1, % B)] (4.13)

burada A, B € AP(M) dir.

Simdi bu genel varyasyon ifadesini kullanarak (4.1) eyleminin {e*}, {w®,}
ve diger temel alan degiskenlerine gore sonsuz kiiciik varyasyonlarimi agsagidaki
gibi yazabiliriz (kapal bir form yogunluguna kadar):

1
SL = 8e® A (ﬁRbc A k€gpe + \ % €4 + Ty + D)\a) + 0w™ A (€fa A Ao + Zap)
K

FOAN (—d+ F + 8?;11\4) + 0A AT + 61 A dF (4.14)

Burada [ab] sembolii a,b indislerinin antisimetrik oldugu anlamma gelir.
Levi-Civita baglantisiyla iligkili 7, gerilme-enerji 3-formlarimi yukaridaki

varyasyondan yazabiliriz
T, = MazTa+ NMTa (415)

burada Maxwell gerilme-enerji tensorii ve minimal olmayacak gekilde baglanmig

gerilme-enerji tensoriinii

1
Mazr  — 5(%}? AN*F — F Ny F) (4.16)
oL
NM NM
= _ 4.17
=5 (4.17)

olarak ifade edebiliriz.

Agisal momentum 4-formlari yine yukaridaki (4.14) varyasyonundan

_ OLym

Zab = awab = Oab,c * ec (418)

olarak yazilir.
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Yukaridaki baglanti alan denkleminden A, coziilerek, Einstein alan

denklemleri ve Maxwell denklemleri

1 1
—@Rbc A k€ape — N % €4 = —Ty — 2D1°%, — Ca A Dy X (4.19)
OLNNn
dF =0 —dx* F =0 4.20

T* = 0 oldugu hatirda tutularak bulunabilir. Bu ¢aligmada minimal olmayacak

sekilde baglanmig Lagrangiani asagidaki gibi diiglinecegiz.
Lyy = = 201 Ry F™ N*F +2a00°F A Ry A *F + 2a3RF A *F (4.21)

burada a; ler uygun secilebilecek baglanma sabitleridir.  Ayrica, burada
kozmolojik sabitin sifir oldugunu kabul ediyoruz. Bu calisma boyunca F' =
1Fe® elektromanyetik tensériiniin ve Ry = 3 Rapcqe™ egrilik tensoriiniin e

ko-cercevesi ile i¢ carpimlarimi agagidaki gibi gosterecegiz.

toF = Fpe® = F, 1 — form (4.22)
o' = Fy 0— form (4.23)

LR = R ¢ = R Ricci 1 — form (4.24)
Lo R = Rabﬁab = R curvature scalar and 0 — form  (4.25)

Burada (4.21) deki ilk terim ilk olarak Prasanna (1971) tarafindan
diigiiniildii. Bu 3 minimal olmayacak sekilde baglanmig terim icin sirasiyla ‘7¢
gerilme-enerji tensorii:

Ir¢ = —a1(4F"F A %Ry + 1°F A %Ry F®° — Ry F™* No° x F
+1° Ry F° A % F — F N1 % Ry F0) (4.26)
27¢ = ay2RFCAN*F —2F° AN Ry A1 % F + 2F,,0°R™ A I
+ 2R AN Fy Ny x F + FRy A xF — 1°Ry®F A xF (4.27)
—FANR(FANRy) + FCNR N F+F AN (F*AR,)
37¢ = —2a3[2°RPF A xF + 2°R°F Ny x F +1°F A xRF (4.28)
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ve bu her bir enerji-momentum tensoriinii toplayarak M7, =! 7, +2 71, +3 7,
non-minimal kismin enerji momentumu bulunur. Minimal kisim ile toplanarak

toplam 7, enerji-momentum tensorii bulunur.

(4.19) denkleminde agisal momentum tensorii

Y = (2a; — 2ay + 2a3)D(F® % F) + (2a3 — ag)D(F* N1 x F — F* A1 F)

—2a3D(F N % F) (4.29)

ve Maxwell alan denklemleri:

dF =0, (4.30)

d{— % F +4a;F® % Ry, + 2[Ry N1 * F — Rx F +%(F" A R,)]

tdagR+ F} =0 (4.31)

olarak bulunur.
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5. RF? FORMUNDA CIFTLENIMLI TERIMLER ICEREN
HOLOGRAFIK SUPERILETKENLER

Son zamanlarda biiyiik ilgi goren Anti-de Sitter/Konformal Alan Teori
(AdS/CFT) dualitesi (d+1) boyutlu AdS i¢ kisim uzay-zamani ve bunun
sinirindaki kuantum alan teorisi arasinda giiclii bir bagintiy1 gostermektedir
(Maldacena 1998). Bu sur iizerinde d-boyutlu bir siiperiletkenin kritik sicaklik,
faz gecisi gibi temel 6zellikleri bu (d+1)-boyutlu holografik dual modelle tekrar
ortaya koyulabilir (Hartnoll ve dig. 2008).

Bu model yiiklii bir skalar alan ve bir elektromanyetik alanin AdS arka
planinda minimal olarak baglanmasiyla elde edilir. Bu minimal holografik modeli
Weyl tensorii ve Maxwell alaninin ayn1 Lagrangianda minimal olmayacak ve
W F'® % F baglanmalar1 bulunacak sekilde genigletmek oldukga ilgingtir (Wu
ve dig. 2011, Zhao ve dig. 2013).

Bu konformal degigsmez olan Weyl tensorlii model yukaridaki genel
RF?-tipi Lagrangianda a3 = /3, a; = ay = -, almarak elde edilebilir.
Dahast bu 1ii¢ aq,as,a3 sabitli terimlerin 6zel bir kombinasyonunu iceren
model, genellestirilmis gravitasyon teorilerinin Kaluza-Klein indirgemesinden elde

edilebilir (Dereli ve Ugoluk 1990).

Bu minimal olmayan (non-minimal) terimlerin bagka bir kombinasyonu
da, yine, bes boyutlu bir Gauss-Bonnet gravitasyon modelinin 4-boyuta
indirgenmesiyle elde edilebilir (R.C. Myers ve dig. 2011). Bu ikinci konbinasyonlu
modelin holografik 6zellikleri Schwarzschild-AdS arkaplaninda Z. Zhao ve dig.
(2013) makalesinde ve yiiklii kara delik arkaplaninda ise R.G. Cai and D.W. Pang

(2011) makalesinde incelenmigtir.

Diger yandan bu genel RF?-tipi minimal olmayan, skalar alansiz ve

kozmolojik sabitsiz modeller; karanlik madde, karanlik enerji, gravitasyonel
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dalgalar ve evrendeki ilksel manyetik alan gibi énemli problemleri ¢6zmek igin
kullamldi (Drummond ve Hathrell 1980, Dereli ve Sert 2011, Sert 2012, Sert ve
Adak 2012, Sert 2013, Sert ve Adak 2013).

Bu caligmanin bu béliimiinde ise biz bu genel keyfi ve pertiirbatif olarak
kiiciik alinan sabitler iceren, minimal olmayan holografik siiperiletken modeline
yar1 analitik ¢oziimleri inceleyecegiz. Bu model ic¢in kritik sicakligi ve skalar alan

yogusma miktarini elde edecegiz.

1
L = = [Rap Axe™ + X5 1+ (de +w Ae’) AN
K

1
—§F A*F — DYt A «Dp — m2pTep 1

+2a1 F® Ry A #F 4 205 F* A Ry A *F 4 2a3RF A +F (5.1)

Bu Lagrangianin varyasyonundan elde edilecek alan denklemlerine
ulagmak icin hesaplarda sik kullanacagimiz agagidaki bagintinin nasil ¢ikarildigim

onceki alt boliimde (4.13) ile gostermistik.
S(AN*B) =0AN*B+0BA*A —0e* A [t BA*A+ AN, x Bl (5.2)

Simdi tekrar (5.1) Lagrangianina doénelim ve her bir terimin varyasyonunu ayri

ayri hesaplayalim:

1. Terim igin varyosyon hesabu:

S(Rap A %€™®) = O6Rgp A %™ + Ry A % €™

(5.3)
Ry = Dwyy, egrilik tensoriinii ve hodge star operatoriiniin acilimini kullanalim.
§(Rap A %€™) = §Dwgy A %™ 4 Ry A 5%€abcded (5.4)
Burada ilk terim i¢in, agagidaki kovaryant tiirevin uygulanigini diigiiniirsek

D(Swap A %€™) = Déway A %€ — Swap A D x e (5.5)
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bu calismada 7¢ = 0 = D * e® oldugundan, son terim ortadan kalkar ve Ddwg, A

xe® = ().

1
§(Rap A %€™) = Roy A 5ec§5abcded

= 0e% A Ry A %€, (5.6)

2. Terim icin varyosyon hesabi:
Bu varyasyonu hesaplamak icin hodge star operatoriiniin agilimini yazahm ve
varyasyon alalim.

1
5(*1) = 5(I€ab6d6ab6d)

1
= aaabcdf@e“ A"l 1 et A el A el 4 e A et A eV

+e™ A det A el + e A gel)

)
= Je A gEabcdede

— e 1
= e’ N méabcde

= 0 N xe, (5.7)

bed

3. Terim icin varyosyon hesabi:

De® = de® + w®, A e esitligini asagida yerine yazalim.

S[(de® +w Ae®) AXg] = d(De® A N,)

= 0e*ANDN,+ N NT (5.8)

4. Terim i¢in varyosyon hesabi:
Bu terimin varyasyonunu alabilmek icin yukardaki béliimde nasil ¢ikarildigini

hesapladigimiz (5.2) formiilasyonunu kullanalim.
(FA*F) = 20(F AN*F) —0e* A [t N*F — F N, xF] (5.9)
F' = dA oldugunu yerine yazalim.

= JAN2dx F —0e® N\ [toF N*F — F N1y % F] (5.10)
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5. Terim igin varyosyon hesabi:

Yine bu terimin varyasyonunu alabilmek igin (5.2) formiilasyonunu kullanalim.

S(DY' A xDvp) = 6Dyt A *Dip 4+ 6Dy A xDipT —
5 A [ta D A xDYt + Dip Ny x D] (5.11)

simdi dig tiirevin dig carpimin diger tarafina nasil gectigini géstermek icin dif A
x D) ifadesinin kovaryant dig tiirevini alalim. Burada alacagimiz bu kovaryant
dig tiirev 6-form oldugundan 5-boyutlu manifold iizerinde sifira egittir. Boylece

asagidaki egitligi bulmug oluruz.

D(6¢T A xDrp) = D6yt A xDip + 69T A D x Dip =0 (5.12)

DYt A xDp = =" A D % Dy (5.13)

Bu sonucu D kovaryant tiirevini agagidaki gibi agarak da bulabiliriz.

Dyt = dipt — iAyT oldugunu kullanalim ve varyasyonunu alalim.

S(dt —iAYY A xDy = (dopt — iASYT) A xD (5.14)

sag taraftan x D1 dagitalim.

S(dt —iAYYY A xDyp = dot A xDap — i ASpT A xDep (5.15)
birinci terimde ddyt A Dy = —6T A d * D1 oldugunu kullanalim.
S(dyt —iAYTY A xDyp = —6pT Adx Dy — 69TiA A *Dip (5.16)
—0vT parantezine alalim.

S(dpt — i AP A xDtp = 5T A[d % Dy +iA A D] (5.17)
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yukaridaki parantez icindeki ifade x Dt = d x T — i A x T dig tiirevi oldugunu

goriiliir. Dolayisiyla,
o(dpt —iAP ) AxDY = =80T A D x Dy (5.18)

olur.

6. Terim icin varyosyon hesabi:
S(m*Tp 1) = Sptm* x 1 (5.19)
bu ¥' ye gore varyasyondur. Simdi e® ya gére varyasyona bakalim.

1 1
5(m2¢T¢agadef€adef) = mszwgéabcdf((Se“ N €b0df + e N 56b A GCdf....
+ed e A el)

5
= e’ A —Eabcdfedef

5!

1
= Je* A —)‘gabcdfebcdf

(5-1
= de* Am*pTy xe, (5.20)

7. Terim icin varyosyon hesabi:

Bu varyasyon hesabim yapabilmek igin (5.2) formiilasyonunu kullanalim.

S(FPRyy AN*F) = §(F®Ry) AN*F +6F A*F™ Ry,

—0“ A [t AN*F™Ryy — FPRyy Ao x F] - (5.21)

F' = dA oldugunu yerine yazarak A ya gore varyasyon alirsak agagidaki esitligi

elde ederiz.
SFA*FPRy, = SdAN+F®Ry =SANd* FRy, (5.22)

simdi (5.21) denkleminin sag tarafinin ilk ifedesini ele alalim ve varyasyonu

izerine uygulayalim.

S(FupRap) N *F = SFRyy A %F + F0 Ry A F (5.23)
34



Rup, = Dwgy, ve F% = 1 F oldugunu kullanalim.
S(F°Rap) A*F = (1 F)Ray A % F + Swap A D(F™ A F) (5.24)

yukaridaki ifadenin ikinci terimi w,, ye gore varyasyonudur. Simdi birinci terim

icin

S(FPRyp) AN*¥F = 201°(1°F)Rgy A %F + dway A D(F A %F)  (5.25)

S(FPRyp) A*F = 261°(Fe€)Ryp A %F 4 Sway AN D(F® A xF)  (5.26)
burada §(:°e®) = 0 = (6:°)e® + 25 oldugundan

S(FRuyp) AN*F = —2°6¢°F* Ry A %F + Sway A D(F® AxF)  (5.27)

S(F®Ry) ANxF = Lb[éec N F.Ray N *F| = def A Feub(Ray A %F) (5.28)

olur.
8. Terimin varyasyonu da benzer gekilde hesaplanir.

9. Terimin Varyasyonu:
S(REN*F)=0(RF)AN*F +dF ANxRF — 6e° N\ [t RF N *F — RFi.x F| (5.29)
Burada sag taraftaki ilk terimi

S(RE)* F = §(™RyF) A *F 4+ 6F N +RF
= [20°(1"Rap) F + 1”0 Ry F + ROF] % F + 6F A xRF  (5.30)

olarak yazabiliriz. Yine son esitligin sag tarafindaki ikinci terimi agsagidaki gibi

bir i¢ carpimdan elde edebiliriz.

(LR F A *F) =0 = 1" RF — 1%0Ray A (°(F A %F) (5.31)
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Buradan

PR F = 1“6Rat"(F A *F)

= 5w DL (F A xF)) (5.32)
Son kisimdaki elektromanyetik alan varyasyonu ise
OF N*RF = JANd(xRF) (5.33)

olarak elde edilir.

Burada her bir terimin ko-gergeve varyasyonundan gelecek katkilar
toplayarak elde ettigimiz gravitasyon alan denklemini, oldukca uzun oldugu icin
burada yazmaya gerek duymadik. Ciinkii Gravitasyonel alan denklemlerinin
efektif olarak Maxwell ve skalar alan denklemleriyle ciftlenimsiz hale geldigi,
madde alanlarinin metrik iizerinde bir etkisinin olmadig durumla ilgilenecegiz.
Bu durumda problem ciftlenimli Maxwell ve skalar alan denklemlerine ¢6ziim

aramaya indirgenecektir.

Boylece her bir elektromanyetik ve skalar alan varyasyonlari igin bu
terimlerden gelen katkilar: ayr1 ayr toplarsak sirasiyla asagidaki elektromanyetik

ve skalar alan denklemlerine ulagiriz.

a{4a;+ FRay + 205 [ Ry N " < F = R F + %(F* A R,)]

+dazR+ F — *F} 2P A =0, (5.34)
DDy —m*px1 = 0. (5.35)

5.1 Yaklasikhikh Analitik Coziimler

Eger elektromanyetik potansiyeli ve skalar alami A — A/q ve ¥ — ¥ /q
olarak yeniden Olceklendirirsek, gravitasyonel alan denkleminde madde yani
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geometriksel olmayan terimlerin éniindeki élgeklendirme katsayisi 1/¢* olur. Bu
yiizden ¢ parametresinin biiylik oldugu durumlarda madde alanlarinin metrik
veya geometri lizerine etkisi ihmal edilebilir. Bu ¢ — oo veya x — 0 limiti,
probe limit dedigimiz madde alanlarinin metrik {izerine geri tepkisinin olmadigi
limite kargilik gelir. Bu limitte problem kismen basitlesir. Yani gravitasyonel alan
denklemleri efektif olarak Maxwell ve skalar alan denklemleriyle ciftlenimsiz hale
gelir. Boylece problem ciftlenimli Maxwell ve skalar alan denklemlerine ¢oziim
aramaya indirgenir. Bu limitte gravitasyenel alan denklemlerinin ¢6ziimii olarak

agagidaki diizlemsel AdS-Schwarzschild kara delik ¢6ziimii alinabilir.

dr?  r?

g=—f(r)dt* + G - ﬁ(d:ﬁ + dy® + dz?) (5.36)
Burada,
2 h4
fr) = =0-=). (5.37)

Burada r = h karadeligin olay ufku yaricapi iken, r — oo ise bulk denilen ig
kismin gravitasyonel etkilerinin olmadig1 siirina karsilik gelir.
Ortanormal baz 1-formlarin1 da

d .
¥ = fdt, e'= %, e? = %dw, e3 = %dy, et = %dz (5.38)

olarak tanimlayalim. Bu ortanormal baz 1-formlarin dig tiirevini alalim.

de® = d(fdt)
= fldr Ndt

dr ve dt yi yukardaki egitliklerde yalniz birakip yerine yazarsak,

= f’felAe—O
B /
de® = fe (5.39)
olarak elde edilir.
d
de' = d(%)
!
—%dr/\dr



dr N\ dr = 0 odugundan,
det = 0

olur.

dr ve dz yi (5.38) esitliginde yalniz birakip yerine yazarsak,

1 L
= zfel A\ ?62
gerekli sadelestirmeler yapilirsa,
de* = iem
r
olur.
de® = d(%dy)
= 1d ANd

dr ve dy yi (5.38) esitliginde yalmz birakip yerine yazarsak,

= % fet' A %(33
gerekli sadelestirmeler yapilirsa,
de3 iel?’
r
olur.
de* = d(%dz)
= ldr Ndz

(5.40)

(5.41)

(5.42)



dr ve dz yi (5.38) egitliginde yalniz birakip yerine yazarsak,
1 L
== zfel A ?64

gerekli sadelestirmeler yapilirsa,

de* = éem (5.43)

olur. Simdi Eintein ve Maxwell denklemlerini yukaridaki AdS-Schwarzchild
mertigi ve Elektromanyetik alani kullanarak hesaplamak icin baglanti 1-formlarini

asagidaki formiille bulabiliriz:
2wap = —to(dep) + tp(deg) + tatp(de.)e’ (5.44)
wo1 1 yukardaki formiilii kulanarak bulalim,

2&)01 = —Lo(del) “+ 1 (deo) + Lot (d@o)@o + Lot (del)el + Lol (d€2)62

+rot1(des)e® + 1oy (dey)e? (5.45)

(5.39), (5.40), (5.41), (5.42), (5.43) esitliklerini yukaridaki denklemde yerine

yazalim;
2wo1 = —t0(0) 4+ ¢ (fe™) + 1ot (f'€')e” + 111 (0)e! + L0L1(£€12)62
r
f 13y 3 S 14y 4
—i—LoLl(re Je +L0L1(T€ Je (5.46)
buradaki i¢ carpimlar: aldigimizda,
2w01 — _f/eo _ f/eo
Wor = — /60 (547)

olarak bulunur. Simdi buna benzer olarak diger baglantilar1 hesaplayalim.

wpe 1 bulmak i¢in (5.44) formiiliinii kullanirsak,

2wps = —to(des) + ta(deg) + tota(deg)e® + tora(der)et + toia(des)e?
+uota(des)e® + 1ota(dey)e?
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yukaridakine benzer iglemlerele
Wo2 = 0 (548)
olarak bulunur. wops i bulmak i¢in (5.44) formiiliini kullanalim,

2wps = —to(des) + t3(deg) + tors(deg)e® + tors(der)et + toug(dey)e?

+1ot3(des)e® + vors(dey)e
Aym gekilde,
woz =0 (5.49)
olarak bulunur. wp, i bulmak i¢in (5.44) formiiliinii kullanalim,

2wos = —uo(des) + ty(deg) + tora(deg)e® + tora(der)et + tory(des)e?

+uota(des)e® + tora(dey)e?
Aym gekilde,
wos =0 (5.50)
olarak bulunur.

w2 1 bulmak igin (5.44) formiiliini kullanalim,
2wy = —ui(des) + ta(der) + t1ta(deg)e® + titg(der)et + tyia(dey)e?
+1109(des)e + 1i1a(dey)e
Aym gekilde,
Wi = —i62 (551)
r
olarak bulunur.

wis 1 bulmak igin (5.44) formiiliini kullanalim,

20)13 = —U (deg) + Lg(del) + L1L3(d60)€0 + L1L3(d€1)€1 + L1L3(d62)€2
+L1L3(d63)63 + L1L3(d€4)64
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Aym gekilde,
wig = —ie3 (5.52)
r

olarak bulunur.

wiq 1 bulmak igin (5.44) formiiliini kullanalim,

2wy = —ui(des) + ty(dey) + tieg(deg)e® + tyrg(der)et + t1eg(des)e?

F11eg(des)e® + vyig(dey)e?
Aym gekilde,
Wig = —£e4 (5.53)
T

olarak bulunur.

was 1 bulmak igin (5.44) formiiliini kullanalim,

293 = —iy(des) + 13(dey) + tats(deg)e’ + tors(der)et + 1ats(dey)e?

+1a3(des)e® + 1ai3(dey)e?
Aym sekilde,
Wo3 = 0 (554)

olarak bulunur.

wayy 1 bulmak igin (5.44) formiiliinii kullanalim,

2cu24 = —Lg(d€4) + L4(d62) + L2L4(d€0)€0 —+ L2L4(d61)61 + L2L4(d€2)62

t19t4(des)e? + 1ory(dey)e
Aym gekilde,
Woq4 = 0 (555)

olarak bulunur.
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wsy 1 bulmak igin (5.44) formiiliini kullanalim,

w3y = —ug(dey) + ty(des) + tata(deg)e” + tara(der)et + t3ey(des)e?

+L3L4(d€3)€3 + L3L4(d€4)€4
Aym gekilde,
W34 = 0 (556)

olarak bulunur.

Simdi Ry, egrilik tensorii 2-formlarmi bulmak icin (1.37) egitligini

kullanalim. Yani;
R (w) := Dw?, := dw®y + w’c A w (5.57)
oldugunu kullanalim. O halde Ry; asagidaki gibi hesaplariz.
Ro1 = dwor + wop A w’1 + wor Aw'y 4 woz A w?s + woz Aw?y + wos Awhy
yukarida buldugumuz baglantilar1 burada yerine koyacak olursak,
Ry = —(ff)e" (5.58)

olarak hesaplanir. Benzer olarak diger bilesenler de asagidaki gibi bulunur.

/ / /
R02 — HBOQ R03 — ﬁ603 R()4 — ﬁ604
T r T

/ / /
Ry = —ﬁeu Ry3 = —ﬁelg Ry = _ﬁeM (5.59)

r T r

2 2 2
Ros = —f_2€23 Roy = _f_2€24 R34y = _f_2€34

r T T

olarak hesaplanir.

R, Ricci egrilik 1-formlarin hesaplamak igin;
R, = "Ry,
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i¢ carpimini kullanahim.
Ro = LlRlo + L2R20 + L3R30 + 64R40
burada R, leri yerine yazarsak ve i¢ carpimlarim hesaplarsak,

(f2)// 3 2\ ,0
7+ 5 (e (5.60)

Ry =]

olarak bulunur. Benzer gekilde

(fQ)// 3

Reo= (L 2y (5.61)
R = (L2 (562)
Ry = —[(f:)/+2r—£2]63 (5.63)
R = (L 2 (564

olarak hesaplanir.
Simdi R egrilik skalarimi hesaplayabilmek icin i¢ carpimdan faydalanarak
asagidaki egitligi yazalim.

R=1"R, (5.65)
bu son esitlikte indisleri yerine yazarsak
R = LORO + L1R1 + L2R2 + L3R3 + L4R4 (566)

olur. Gerekli iglemler yapildiginda;
1 _ 6<f2)/ _ 6_-f2

r 72

R=—(f?) (5.67)

olarak bulunur. Burada holografik siiperiletkenlerin elektriksel olarak yiiklii
oldugu varsayimini kullanmak icin asagidaki sadece radyal bilesene sahip

elektromanyetik potansiyel 1-formlarini ele alalim

A = ¢(r)dt (5.68)
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Bu potansiyelin dig tiirevini alarak asagidaki sadece elektrik bilegene sahip

elektromanyetik tensore ulasiriz.
F = dA
= ¢dr Ndt

burada dr ve dt yi (5.38) den yeine yazalim.

S fA
F = ¢defN—
f
F — (blelo
olarak bulunur. Simdi bunun hadge starini bulalim.
«F = ¢ xelf

= ¢/€ 10234

— e

Hesaplarda kullanacagimiz diger terimler agagidaki gibidir:

Fa:[,aF Fl: /60 FO: /61

CxF=1"'%xF=0

CxF=¢ett
BxF=¢e*
A F=¢le®

(5.69)

(5.70)

(5.71)

(5.72)

(5.73)

Bu ifadeleri (5.34) Maxwell alan denklemindeki her bir terimde agagidaki gibi

kullanarak bu terimleri hesaplariz.

RN *F = RyA@e3 — Ry Ade® + Ry N ple®
2\/ 2 2
(/%) +i2

.

= —[(f72)/ + QT—j:]éf)/em +
|

(f2)/ n 2_f2'2]¢/6423
T

.
2\/ 2

Y o
r r

](;5/6234
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(5.34) denklemindeki agagidaki diger terimi hesaplayalim:

F*AR, = FARy+F'ARy

2\
= 2 ey (5.75)
son esitligin hodge star1 sdyledir
*(Fa A Ra) [(fQ) (fQ)] / 234 (576)

(5.34) denklemindeki bir diger terim ise *F“bRab agagidaki gibi hesaplanir:

F®R, = 2F" Ry

= 2¢ (fTQerOl
= ¢'(f*)"e™ (5.77)
son egitligin hodge star1 sdyledir
*F Ry, = —¢'(f%)"e®. (5.78)
diger hesaplamamiz yapalim.
xA = % el = ?80123461234
_ O (5.79)

S

Bu probe limitte, bu minimal olmayan modelin eyleminin elektromayetik
potansiyel A ve skalar alanin hermitik eslenigine ¢! a gére varyasyonlarindan

sirasiyla asagidaki elektromanyetik ve skalar alan denklemlerini elde etmistik.

d{4a1 x FPR., + 2as [Ra N« FF— Rx F 4+ x(F*A Ra)}

+dazR+ F — *F} 22 A =0, (5.80)
yukarida buldugumuz egitlikleri burada yerine yazarsak;
2 2 2
d{2 (f ) f )¢/ 234_|_ ((f?)//+ 6({ ) 6f )¢/ 234
2\ (f2) /234 "t 234 /.234
H() + SER)0 e — day ()1 — gle
2y/ 2
—aay((2y + L %w’em} + 2P =0 (5:81)
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olur. Burada dig tiirev alinir gerekli iglemler yapilirsa,
3 3
—¢/,61234 - ¢/7f€1234 + 2a2[(_12¢//f61234 o 12¢/Tf61234) +
(20¢/,f€1234 4 20@25,%61234) 4 (8¢//f€1234 4 8@25,%61234)]
r r

—day[(24r7°¢ + (2 — 6r~1)¢") fe' ' + (2 — 6T_4>¢,¥61234]

3
—4a3[20¢" fel?3* + 20¢’—fel234] + 2|¢|2?61234 =0 (5.82)
r
ve sadelestirilirse;
24h*a; ., 38  24h*ay. , 2L*r*%¢
(6 - L27"4 )¢ + (? 1275 ) - T4 ! =0 (583)

Burada § = 1+ 87 — 323 + 80 dwr. Simdi (5.35) denkleminin ifade ettigi

skalar alan denklemini yazabilmek icin agsagidaki hesaplamalar: yapalim.

Burada
Dy = dip + i A, W =1(r) (5.84)
dir.
0
A= ¢dt = p— (5.85)

f

elektromanyetik alan 1-formu dur.

Dy = o fel + i?weo (5.86)

Simdi bunun starini hesaplayahm.
« D) = ' fxel + z'%p * €° (5.87)
= o OB — z?wem‘* (5.88)
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olur. Simdi bununda kovaryant dig tiirevini alalim.

6 6 ¢

DDy = dl=y! e — it 4 i fe — et
= d[—'f2r3dt Adx A dy A dz — i%wr?’dr Ndx A dy A dz]
+f_z¢601234
12, 3\ ¢ o234
= [(=y'fr°)dr Ndt Ndx N dy N dz] + Fwe (5.89)
yani,
1 £2,.3\/ 2
D x Dy = (w{n—;)eouzﬂ + %wemzm (5.90)

olur. Bu buldugumuz esitlikleri skalar alan denkleminde yerine yazalim.

(szrg)/eomm 4 ¢?

= F¢601234 B m2¢601234 —0 (5.91)
yani;

(¢’J;Zr3)/ N f—zl/f —m%p =0 (5.92)

olur. Burada gerekli islemler yapilirsa,

7,4 _ h4 57”4 _ h4 L2T2¢2’¢

2, —
7 P+ 37 Y+ T =0 (5.93)

skalar alan denklemi elde edilir.

Yukaridaki AdS-Schwarzchild metrigi, sadece radyal uzakliga bagh skalar
fonksiyonu ¥ = (r) ve sadece radyal elektrik alan bilegenini veren A =
o(r)dt elektromanyetik potansiyel 1-formu igin bu elektromanyetik ve skalar
alan denklemlerini hesapliyoruz ve agagidaki non-lineer ve ¢iftlenimli diferansiyel
denklem sistemine ulagiyoruz.

24h4a1
L2r4

38  24h%a 202122 ¢
)6+ (-t T - S =0 (5.94)
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7,4 _ h4 57“4 _ h4 L2T2¢2¢
7“2L2 dj” + T3L2 w, + 7“4 _ h4

—m*) =0 (5.95)

Buradaki ilk v denkleminde en kilit terim Ljiﬁv/) terimidir. r > h, yani
ilgilendigimiz radyal uzaklik olay ufkundan biiyiik olacagindan bu terimin isareti
pozitiftir ve diigk sicakliklarda skalar alan olugumuna izin verecek 6nemli bir
terimdir. Bu terim nedeniyle m? = —% olarak alabiliriz. Boylece skalar alanin
kiitlesi takyonik hale gelir. Bu oldukca tuhaf goriinsede béyle kiitle terimleri
gauge/gravity dualitesine gore olasidir. d—boyutta Alan teorisine gore takyonik
kiitle 191k hizindan hizli giden parcaciklar: degil skalar alandaki kararsizhig tarifler.
1 = 0 degeri kararsizdir ve bu alan boyle bir potansiyelde kalamaz. Diger yandan,

Breitenlohner ve Freedman’in, Breitenlohner ve Freedman (1982) makalesinde

gosterdigi gibi d 4+ 1-boyutta AdS-uzay zamam kararhdir ve skalar alanlar

2 d2

gibi bir degere egit veya daha biiyiik olacak sekilde karesi negatif olan kiitleli

durumlara sahip olabilir, yani 5-boyutta bulk icin m? > —% arahiginda degerler

3

secilebilir. Bu nedenle m? = — 75

secebiliriz.

Burada hesaplarin daha kolay olmasi amaciyla z = h/r bagitisin
kullanarak r bagimsiz degiskeninden yeni z bagimsiz degiskenine gecerek bu
denklemleri tekrar yaziyoruz. Bu doniisiim altinda kara deligin dis bolgesi r

cinsinden h < r < oo olarak ifade edilirken, z cinsinden 0 < z < 1 olarak ifade

edilir.
24a,2* B 720,23 20?2 _
(B - T)¢22 - (; + T)cbz - mgb = 0 (5.97)
21— 24 iy L*2¢" 3 = 0 5.98
Z( —Z)wzz_Z(Z'_'_ )¢z+mw+w = 0, ( )

Bu diferansiyel denklemler igin fiziksel sinir kogullarina gelelim. Olay
ufkunda ( r = h veya z = 1 de ), ¢ yok olmali. Ciinkii bulk i¢inde Maxwell
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denklemleri i¢in bu kaynak gauge invaryant olmali. ¢ nin reel oldugu bir ayar
seciminde akim terimi Aw? ye esittir. Bu akimin olay ufkunda sabit olmasi
nedeniyle A olay ufkunda sabit olmali ve bu nedenle olay ufkunda ¢(1) = 0
olmali. Bunula birlikte, (5.95) ¢ denklemi i¢in r = h de

iy 3
h=—(h) = —¢(h) (5.99)

veya z = 2 déniigiimiiyle elde edilen (5.97) denkleminde

dy, 3

(1) = Ju) (5.100)

z = 1 deki sinir kogullarina ulagiriz.

Diger yandan r — oo veya z — 0 limitinde sinir kogulu asimptotik olarak

¢(2) = p—q2°, (5.101)

P(2) = 1z +9p2° (5.102)
seklinde olmalidir.

Burada p sinirda kimyasal potansiyeli ve ¢ yiik yogunlugunu temsil eder.
Normalizasyon icin ¢ nin en biiyilik teriminin katsayisi sifir olmali. Fakat kiitleyi
BF alt limitine yakin secersek bu basat terim bile normalize edilebilir. Bu
durumda bu katsayilardan herhangi birini sifir yapmak gibi bir serbestlige sahibiz.
Yani ¢ = 0 veya o = 0 i durumlar1 ayr1 ayri diigiinebiliriz. Bu sinir kogulunu
da koyduktan sonra niimerik olarak ve yaklagiklikli analitik olarak tek parametreli

¢Oziimlere sahip oluruz.

(5.94) denkleminden goriilecegi gibi ¢(r) monotonik bir fonksiyon
olacaktir.  ¢(r) sifirdan baglar ve olay ufku diginda artmaya bagladiginda
asimptotik olarak sabit bir 1 degerine ulagana kadar artar. Fakat ¢)(r) monotonik

49



olmak zoruda degildir. Bu asimptotik kosullar1 saglayan sonsuz sayida ayrik
¢Oziim ailesi bulunabilir. Bu ¢ozlimler ¢(r) nin ka¢ kere sifir olacagina gore
isimlendirilebilir.  Sadece en diigiik sifira sahip durumdaki v (r) ¢oziimiiniin
monotonik olarak (1) den sifira azalacag ve bunun kararh ¢oziim olacag

diigiiniiliir.

AdS/CFT dualitesine goére bu modelin 6zellikleri hakkinda bilgi
edinebiliriz. Bu (4 4+ 1)-boyutlu AdS teorisine dual olarak (3 + 1)-boyutlu
Konformal Alan Teorisinin (CFT) kargilik gelir. Konformal alan teorisindeki
Hawking sicakligi ile tanimlanan sicakhk kavrami bu AdS metriginden

hesaplanabilir.

V)2 R
Ty =" = (5.103)

Bununla birlikte AdS Bulk i¢indeki lokal gauge simetrisi, Konformal alan
teorisindeki global U(1) simetrisine kargilik gelir. Bu bulk ¢6ziimiiniin asimptotik
davranigi dual olan Konformal alan teorisinde p kimyasal potansiyel ve ¢ yiik
yogunlugu gibi 6zellikleri belirler. Bildigimiz siiperiletkenler elektriksel olarak
n6tr olmasina ragmen burada holografik siiperiletkenler elektrik yiiklii olarak
kargimiza ¢ikar. Aslinda burada kuralan benzerlik holografik siiperiletkenleri
sadece elektron denizi olarak diigiinmektir. Yani toplam yiikii nétr yapan ve

sabit olan cekirdekteki pozitif yilikler bu benzerlik kurulurken hesaba katilmaz.

Eger bu modele yiik veya kimyasal potansiyel koymazsak teori kararh
olmaz ve skalar alan ortaya ¢ikmasina izin vermez. Dual teori 6lgek invaryant olur
ve faz gecisi gozlenmez. Sinirdaki Konformal invaryant dual model bir de v skalar
alanina dual olan yiiklii bir operatore sahiptir. Biz bu skalar alanin kiitlesini
Breitenlohner ve Freedman alt kiitle sinirina yakin sectigimiz igin ¢ ye iki farklh
olas1 operator kargilik getirilebilir Bu operatorler ¢, ve 15 ile iligkilendirilir. Eger
1y kaynak terim olarak alinirsa 1y bu yogusma operatoriiniin beklenen degeri
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ile iligkilendirilir ¥ =< O >. Yogugma kaynagini istemedigimiz i¢in onu sifir
secebiliriz. Diger yandan bu operatorleri degistirerek tam tersi bir dual modelde
diiglinebiliriz. Yani 1, = 0 ve yogusma operatoriiniin beklenen degeri olarak

Y =< O > alabiliriz.

Simdi bu (5.97) ve (5.98) diferansiyel denklem sistemine yaklagiklikl
analitik ¢oziimler bulmak igin bu 1(z) ve ¢(z) fonksiyonlarim olay ufkuna
kargihk gelen z = 1 etrafinda Taylor serisine agiyoruz. Bu hesaplari bu model
icin yaparken c¢ogunlukla minimal model i¢in yapilmig olan Gregory (2009)
calismasindaki yontemi takip edecegiz. Daha sonra bu yontem bu model igin
4-boyutta Sert ve Adak (2013) makalesinde kullanilmigtir. Burada bu modeli

5-boyutta inceliyoruz.

6(2) = 6(1) = :(1)(1 = 2) + 561 = 4 -+ (5104)
V() = (1)~ ()~ 2) 4 UM+ (5105)

Buradaki ¢,.(1) ve 1.,(1) yerine (5.97) ve (5.98) den buldugumuz

 BL*+ 720, W(1)2L*

¢.(1), (5.106)

ifadelerini yerlegtirirsek agagidaki ifadeye ulagiriz.

6 = o)+ - g |15+ S - o2
B BL? + T2a, (1)L
o2) = oD —z2)+ {2(5L2 “24ay)  4(BL% — 24ay)

} Bo(1)(1 = 2) -

Diger yandan r — oo veya z = 0 siurinda (5.101) ve (5.102) asimptotik
davranig gosterecegini biliyoruz. Bu iki uctaki fonksiyonlar1 0 < z,, < 1 araliginda
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bir noktada egitleyerek siirekli bir gegise ulagabiliriz. Bu z,, noktasin z,, = %
olarak alabiliriz. Farkl bir ara noktay1 diigiinmek holografik siiperiletkenin ortaya

cikmasini belirleyip belirleyememe acisindan 6nemli farkliliklara yol agmaz.

(5.101) ve (5.102) denklemerini ve tiirevlerini (5.109) ve (5.108)
denklemlerine ve tiirevlerine z,, = % noktasinda esleme sonucu sirasiyla asagidaki

kogullara ulasiriz.

1 L? + 72 ba’L*
p—4 L AL+ ), ¢ . (5.110)
4 2 8(BL? — 24ay) 16(5L? — 24a,)
BL? + T2a, ba’L*
—q = —1)b— 5.111
1 (2(6L2 ~24ay) A(BL2 — 24ay)’ (5.111)
¢2 ) 2
— = —a——(15+0b 5.112
5 s 4( +0%)a, (5.112)
3 3 1
2 = Za——(1 2 11
4@/12 1° 64< 5+0b%)a, (5.113)
burada asagidaki yeniden isimlendirmeleri kullandik:
»(1) = a, —¢.(1)=b (5.114)
a,b > 0. Boylece yukaridaki denklemler
4q(BL? — 24 L? —12
2 — dald ) (_BL = 1204 b (5.115)
bL* BL? — 24a; 2q
13
Yy = = (5.116)
V309 h
= —, (5.117)
V5 L2
sonucunu verir.
Burada yiik yogunlugunu olay ufku ve yiik cinsiden p = ¢h? olarak

yvazip, Hawking sicakhigim T = Ty = # oldugunu kullanacagiz. Ayrica dual
alan teorisindeki skalar alanin yogusma operatoriiniin beklenen degeri < Oy >
niceligini bu bulk icindeki AdS teoriden elde ettigimiz 1y katsayisini kullanarak
< 02 >= —'(ﬂg (5118)
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ile ifade edebiliriz. Bu bagint1 AdS/CFT dualitesinden ortaya ¢ikar
beklenen degeri asagidaki gibi ifade edebiliriz.

13 4 . ar . [T3 T3

Burada kritik sicakhigi agagidaki gibi tamimlayabiliriz.

5[/2 — 24&1
BL% — 120a,

5

20 \1
300" (1)’

w3 L4

o=

T. = ( )5

)

. Boylece bu

(5.119)

(5.120)

Burada aq,as,as sabitleri pertiirbatif olarak kiiciik secilmelidir. Ciinkii biiyiik

baglanma sabitleri bu problemde ghost alanlar1 gibi hayali alanlara, yani

istenmeyen etkilere yol agar.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tez cahsmasinda diferansiyel formlarin dis cebirini kullanarak yazilan
gravitasyon teorilerini inceledik.  Oncelikle gerekli olan temel kavramlar:
verdikten sonra Einstein Gravitasyon teorisini inceledik. Einstein-Maxwell
teorisi olarak bilinen minimal baglanma durumunu inceledikten sonra bes
boyutta gravitasyonun ve elektromanyetik alanlarin minimal olmayan RE2-tipi

baglanmalarini ¢aligtik.

Genel bir ii¢ parametreli RE-tipi ¢ift pariteli terimler iceren bir Lagrange
tarafindan tanimlanan minimal olmayan modelin varyasyonlarim alarak alan
denklemlerini elde ettik. 3 + 1 boyutlu holografik siiperiletkenler hakkinda bilgi
almak amaciyla, bu teoriye dual olan bu ii¢ parametreli RE? tipi invaryantlarin
keyfi bir lineer birlegiminin varliginda 4+ 1 boyutlu bir AdS gravitasyon teorisinin
alan denklemleri elde ettik. Elektromanyetik alan ve skaler alanin uzay-zaman
geometrisi iizerine geri tepki gostermedigi bir limitte, yani probe limitte ¢aligarak

ve yaklagiklikli analitik bir yéntemi kullanarak bu hesaplari yaptik.

Sonug olarak bu minimal olmayan baglanmalarin varhginda kritik sicaklik
ve yogusma i¢in analitik bir ifade elde ettik. Boylece kritik sicaklik ve yogusma
miktarinin buradaki minimal olmayan baglanma parametrelerinden 6nemli bir

sekilde etkilendigini gordiik.
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