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OZET

EINSTEIN MANIFOLDLARI UZERINDEKI MEKANIK SISTEMLER
YUKSEK LISANS TEZi
HATEM COBAN
PAMUKKALE UNIiVERSITESI FEN BiLIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIiM DALI
(TEZ DANISMANI:DOC. DR. SEVKET CiVELEK)

DENIZLI, HAZIRAN - 2015

Bu calisma dort boliimden olusmaktadir.

flk boliimde, bu calismanin konusunun kisa bir tarihgesi sunulmustur.
Oncelikle Einstein’in hayati, calismalar1 ve bu ¢alismalarin genel &zellikleri
bahsedilmistir. Ayrica Einstein manifoldunun tanimi, c¢esitli ozellikleri ve
Relativity ile Einstein manifoldu arasindaki bazi iligskilerden bahsedilmistir. Daha
sonra Einstein manifoldu i¢in bazi temel geometrik 6zellikler sunuldu ve birkag

Einstein manifold 6rnekleri verilmistir.

Ikinci boliimde, Lagrange ve Hamilton Sistemleri anlatilmistir. Bu
mekanik kavramlarin anlasilabilmesi i¢in gerekli olan tiim mekanik ve geometrik

ozelliklere ayr1 ayr1 bakilmistir.

Uciincii béliimde, ikinci boliimde sozii edilen Lagrange ve Hamilton
mekanik sistemleri baz alinarak; Einstein manifoldu {izerinde bu sistemler teorik
olarak kurulmustur. Kurulan bu teorik yapinin daha iyi anlagilmasi i¢in bir 6rnek
verilmigtir. Ayrica bilgisayar programlariyla bu Ornek iizerinde modelleme

yapilarak; grafikler ¢izdirilmis ve fiziksel yorumlamalara yer verilmistir.

Dordiincii boliimde ¢alismadan elde edilen sonuglar sunulmustur.

ANAHTAR KELIMELER: Einstein Manifodlari, Mekanik Sistemler, Dinamik
Sistemler.



ABSTRACT

THE MECHANIC SYSTEMS ON EINSTEIN MANIFOLDS

MSC THESIS
HATEM COBAN
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS
(SUPERVISOR:ASSOC. PROF. DR. SEVKET CIVELEK)

DENIZLi, JUNE 2015

This study consist of four sections.

In the first section, the short history of the subject of the this study is
presented. Firstly, Einstein’s life, his studies and general properties of his studies
have been mentioned. In addition to, definition of Einstein manifolds and various
features have been described and some relationships between Relativity and
Einstein manifolds have been explained. Afterwards, some basic geometrical
properties for Einstein manifolds have been offered. Besides, several Einstein

manifold samples have been given.

In the second section, Lagrangian and Hamiltonian mechanical systems
have been explained. All mechanical and geometric features that are necessary for

an understanding of these mechanical subjects were analyzed separately.

In the third section, mentioned in the second part of the Lagrangian and
Hamiltonian mechanics based systems, these systems were established on Einstein
manifolds theoretically. An example has been given for this established work
performed better understanding. In addition, computer software modeling has
been made on this example and some drawn graphics have obtained. Some

physical interpretations are devoted for this mechanical modelling.

In the fourth section, the results obtained from this study is presented.

KEYWORDS: Einstein Manifolds, Mechanic Systems. Dynamic Systems
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1. GIRIS

1.1 Albert EINSTEIN

Sekil 1.1: Albert EINSTEIN

Almanya'nin Ulm kentinde diinyaya gelen Albert Einstein(1879-1955),
yasaminin ilk yillarim1 Miinih'te gegirdi. Lise egitimini ve yiiksek egitimini Isvicre'de
tamamladi; fakat bir tiniversitede is bulmada yasadig1 zorluklar nedeniyle bir patent
ofisinde miifettis olarak calismaya basladi. 1905 yili Einstein i¢in bir mucize yil oldu
ve o donemde kuramlari1 hemen benimsenmemis olsa da ileride fizikte devrim

niteliginde olan dort makale yayinladi.

Albert Einstein, 6zel gorecelik ve genel gorecelik kuramlar ile iki yiizyildir
Newton mekaniginin hakim oldugu uzay anlayisinda bir devrim yaratmistir. Sadece
matematik hesaplamalar ve denklemler ile olusturdugu kuramlar1 sonradan deneysel

olarak defalarca dogrulanmustir.

E = mc? denklemi ile formiile ettigi kiitle enerji esdegerliligi y1ldizlarin nasil

enerji olugturduguna agiklama getirmis ve niikleer teknolojinin Oniinii agmugtir.



1.2 Tarihge

Insanlar tarih boyunca iginde yasadiklari evreni anlama ve aciklamaya
calismiglardir. Bunun i¢in matematik ve fizik bilimleri bu ugurda iki 6nemli rol
tistlenmis ve insanligin en biiyiik yardimecilar1 olmuslardir. Matematigin rolii, evreni
denklemler araciligiyla modellemek, fizigin rolii ise evrenin genel anlamda analizini
yapmaktir. Bu amag¢ icin binlerce bilim insani katkida bulunmustur. Evrenin
geometrisini anlamak i¢in ¢ok farkli c¢aligmalar gelistirilmis, bu calismalar
yardimiyla R3 icindeki yiizeylerin teorisine Gauss klasik formda birgok calisma ile
katkida bulunmustur.1827 yilinda R3 igindeki bir S yiizeyinin asil (intrinsic)
geometrisini (kabaca, S icinde yasayanlar tarafindan algilanan geometri) gosterdi

(O’Neill 1983).

Daha sonras1 1854 yilina gelindiginde Riemann keyfi n-boyutlu bir manifold
tizerinde genelleme icin neyin gerekli oldugunu gosterdi ki bu; her bir tanjant uzay
tizerinde verilen bir i¢ carpim olmaliydi. Bu diisiince de 6zellikle sonsuz bir
mesafenin dl¢lilmesini desteklemekteydi. Kabaca p ve p + dp yan yana iki nokta
olsunlar. Bunlar arasindaki mesafe dp “tanjant vektoriin” normudur. O’Neill (1983),
Bernhard Riemann daha sonralar1 yayinladigr “On the Hypotheses which lie at the
Bases of Geometry” adli eseri ile R3 igindeki yiizeylerin diferansiyel geometrisine
onemli katkilar sagladi. Olusturdugu teknikler ve bu teknikleri yiiksek boyutlu
diferansiyellenebilir manifoldlara uygulamasiyla Einstein’in genel gorelilik teorisinin

temellerini att1.

Bilinmektedir ki nesneler uzay i¢inde ilerlerler, ama ayni anda zaman ic¢inde
de ilerlerler. Hicbir bi¢imde hareket edilmese bile, iginde bulunulan ortamdaki
nesneler ile birlikte, zaman icinde hareket halindesinizdir. Uzay ic¢inde hareket
edilmeyebilir fakat daima zaman iginde hareket etmek zorunda kalinir. O halde
zaman bir kenara atilamayan degerdir. 1905 yilinda Hermann Minkowski,
Maxwell’in Elektrodinamigi ile Einstein’in Ozel Rélativite teorilerinden esinlenerek,
evrenin bilinen {i¢ boyuta ek olarak dordiincii bir boyut ile tasvir edilebilecegini
belirtmistir. Oyle ki; 1915 yilmma gelindiginde Einstein, Genel Rolativite Kuramu ile

evreni 4-boyutlu (3-uzay+1-zaman) bigiminde ifade etmistir.



Bir topun iistiinde yiiriiyen bir karincay1 diisiiniiliirse, karinca kendine gore
mesafeleri miimkiin olan en kisa bi¢imde yani bir dogru iistiinde giderek almaktadir.
Nitekim karmcanin bulundugu bdlgedeki topun kismini keselim yani toptan kiicticiik
bir parca alalim. Bu kiiciikk top pargasini masaya yatirdigimizda yaklasik olarak
parcanin bir diizleme tekabiil ettigini gorebiliriz. Bu kiigiik par¢adan, bakildigi
zaman gercekten karinca bir dogru, istiinde hareket etmektedir. Karincanin
bulunacagi bagka bir bolgeden gene ufak bir parga alsaydik da sonug¢ degismeyecekti.
Yani karinca sadece yakin c¢evresiyle diisiiniildiigiinde bir diizlem {istiinde hareket
etmektedir ve rotast da bir dogrudur. Fakat kiiciik pargalar ya da karincanin aldigi
kiiciik dogru parcalar1 birlestirildiginde, genis alandaki hareketin bir egri {istiinde
oldugunun farkina varilacakti. Uzaktan bakan gdzlemci i¢in karinca topun {iistiinde

yani bir egri listlinde hareket etmektedir.

Iste bu da Einstein’m bahsettigi seydir. Diinyadan atilan bir uzay gemisi
yercekiminden kurtulduktan sonra uzay boslugunda hareket etmeye baslar. Boslukta
gemi bir dogru iistiinde gitmektedir, bu durumda iken gemi Mars'a yaklasir ise
Marsin kiitlesi nedeniyle Mars, etrafindaki uzay-zamani egriltir ve artik gemi
kendine gore halda en kisa yoldan gitse de uzay gemisi bir egri iistiinde yol
almaktadir. Bir sey haricinde astronotlar bir dogru yerine egri iistiinde gittiklerini
anlayamazlar. Uzay gemisinin penceresinden bakildiginda gemi halad bir dogru
istiinde gidiyor demektir, ama simdi bir fark vardir. Tam olarak uzay boslugunda
(vyani diinya, Mars veya giinesin ¢ekim giicliniin ¢ok azaldig1r veya birbirini tam
dengeledigi) bir noktada astronot gemi i¢inde asili kalabilmektedir ve kendini
herhangi bir yone ¢eken bir sey yoktur. Ama Mars'a, yaklasildiginda astronot bir
yana dogru c¢ekilmege baglar. Yani ivme hissetmeye baslar. Mars kendi etrafindaki
uzay-zamani kiitlesiyle eger, bu egme astronota bir ivme veya ¢ekim giicli olarak
yansir. Yercekimi ve ivme kokeninde ayni seylerdir ve bu ivmeyi (ya da

yer¢ekimini) yaratan sey bir kiitle etrafinda uzay-zamanin egrilmeye baglamasidir.

Bugiin Genel Rolativite olarak bilinen bu kuram yercekimi kavramini
dogrudan dogruya geometriye indirgemektedir. Evren diiz degildir. Giines gibi biiyiik
kiitlelerin oldugu noktalarda egridir. Newton maddenin ¢ekim giiciinden yani
kiitlelerin birbirini ¢ekmesinde bahseder, modern teoride ise ¢cekim giicii anlamli bir

kavram degildir. Cekim, giicii biiylik kitlelerin evreni egmeleri demektir. Bu anlamda



evren, onun icindeki biiylik kitleler; bunlarin birbiri {istiinde olusturdugu c¢ekim
giicleri tek bir seye yani egrisel yapida bir dort boyutlu uzay-zaman siirekliligine

indirgenir. Bu durumu baska bir bigimde ifade edersek evren geometridir.

Einstein manifoldlar1 her zaman fizik i¢in ¢ok Onemli olmustur. Bu
manifoldlarin  kokleri 1915 yilinda Einstein tarafindan olusturulan Einstein

denklemlerine dayanmaktadir. Eger bir manifold i¢in;

Ricab = Agab , AER

durumu varsa bu manifolda Einstein manifoldu adi verilir. “Einstein manifold” ismi
A. Einstein’in dliimiinden sonra verilmistir. Burada g metrik tensor, Ric,;, Ricci
egrilik tensoriidiir. Genel Rolativite de /A kozmolojik sabiti ile beraber Einstein (alan)

denklemleri;

) 1
Ricgp — Egabs + Agap = 81Ty

bi¢cimindedir. Burada s skalar egirilik olup T, kiitle i¢in uzay zamanda basing ve
kayma tensoriinii temsil eder. Ayrica G yergekimsel sabit ve ¢ 151k hiz1 1 olarak
alinmistir. Einstein’in denklemlerini T,, = 0 durumu i¢in Einstein manifoldunun
basit sartina denk olarak yazildiginda denklem;
Ri 2N\

Cap = —=

LCap n—2 YGab
haline dontisiir. Kiitlesiz bu 6zel durumda yani enerji-momentum tensoriiniin sifir

olmasi1 ( madde yok ise ) sonuglar bosluktur. Ric,, = 0 (Besse 1987).

Albert Einstein bu kosulu Euler-Lagrange denklemlerinin varyasyonel bir
problemi olarak tiiretti.

Einstein manifoldlart sadece fizik i¢in degil ayni zamanda matematikte
Riemann geometrisinin ¢ogu énemli konusu icinde iliskilisi bulunmaktadir. Ornegin;
Riemann submersiyonlari, homojen Riemann uzaylari, Riemann fonksiyonlar1 ve
onlarin kritik noktalari, Yang-Mils teorisi, 4 boyut icin self-dualler holonomi

gruplari... vb.



1915 yilindan sonra Einstein manifoldlar1 {izerinde ¢aligmalar artan bir ivme
ile devam etti. 1954’de Calabi E. bir konjuktdr iiretti ve Ricci egriliginin olmadigi

kompakt Einstein manifoldlarinin genis bir sinifin1 gosterdi (Besse 1987).

1955 de Calabi herhangi bir Kaehler sinifindan bir metrigin tekligini gosterdi,
varliginin kanit1 i¢in 1976 yilina kadar bekledi. Yau ST. , Monge-Amper¢ tipli non-
lineer kismi diferansiyel denklem varligin1 gosterdi. Calabi kendi konjuktoriinii bu
duruma uyarladi ve negatif tanimli, -1 isaretli Einstein manifolduna genisletti. Bu
konjuktdr daha sonra 1976 yilinda Yau ST. ve Aubin T. tarafindan bagimsiz bir
bicimde kanitland1 (Besse 1987).

1960°da Shigeo Sasaki bugiin Sasaki geometrisi olarak bilinen yaklasik
kontak yap1 ile iliskili geometrik bir yapi tamitti. Bu yap1 basit¢e kontak ve
simplektik manifold arasindaki iliskiye bakmaktaydi. Bu durumda Calabi ve Yau
tarafindan hem Einstein hem de Sasaki olan, Sasaki-Einstein manifoldlar
olusturuldu ki bunlar; pozitif egrilige sahip tek boyutlu manifoldlardir (Kobayashi ve
Nomizu 1996).

Bu gelismelerin yan1 sira Einstein manifoldunun birka¢ yeni kompakt
ornegini sagladigi goriildi. Bu ¢ercevede ilk siniflama Kobayashi S. tarafindan geldi;

+1 isaretli kompakt Kaehler Einstein manifoldunu tanitt1 (Besse 1987).

1979 yilma varildiginda Don Page irtibatli kompleks projektif iki diizlemin
toplam1 {izerinde tam bir Einstein metriginin yeni bir Ornegini buldu. Fakat

giiniimiizde bu metrikle birkag¢ Einstein manifoldu iiretilmektedir (Besse 1987).

Diferansiyel geometriyle mekanik i¢ i¢edir. Bu birliktelik sadece matematigin
diizenli formiilasyonu degil, aym1 zamanda fiziksel yorumu daha iyi anlamaya
yarayan bir aractir. Literatiirde simplektik yapilarin mekanik sisteminde takip edilen
sonuglarini, Lagrange ve Hamilton sistemlerini kullanarak elde edilmistir. Bu
formiilasyonlar ile verilen bir diferensiyellenebilir manifoldun, tanjant ve kotanjant
demetlerine iliskin olarak, kanonik geometrik yapilar tarafindan karakterize edilir
(De Leon ve Rodrigues 1985). Ayrica 1970’lerde Yano K. ve Ishihara S. ise tanjant
ve kotanjant demetlerle ilgili olarak onemli calismalarda

bulunmuslardir.(Sardanashvilly 1998).



Bu bilgiler 1s1ginda Civelek (1996), yilinda Lagrange liftleri ve vektor
demetlerinde Hamilton denklemleri c¢alismasi oldukca dikkat ¢ekicidir. Aycan
(2003), jet demet yapilart lizerinde Lagrangian ve Hamiltonian sistemlerini doktora
tezi olarak incelemistir. Dagli (2012), ise Minkowski-4 uzayinda mekanik sistemleri

yluksek lisans tezi olarak incelemistir.

1.3 Temel Kavramlar

Bu boélimde, bu calismaya temel teskil edecek olan baz1 geometrik

kavramlardan ve teoremlerden soz edilecektir.

1.3.1 Bilineer Formlar

1.3.1.1 Tanim: V sonlu boyutlu bir reel vektor uzay1 olsun Bu durumda

g:VxV->R

bilineer fonksiyonu;

vv,w €V i¢in g(v,w) = g(w,v) oOzelligini saglayan g’ye V iizerinde

simetrik bilineer form denir.
V, vektor uzayi iizerinde bir simetrik bilineer form olmak iizere;
i) Vi eV,v#0i¢in g(¥,v) > 0 ise g bilineer formu pozitif tanumldrr.
i)VUVeV,v # 0i¢in g(¥,v) < 0ise g bilineer formu negatif tanumhidur.

iii) VoeV,v#0 igin g, v) =0 ise g bilinecer formu yari-pozitif

tanimhidrr.

iv) VeV, v#0 igin g(@,v) <0 ise g bilinecer formu yari-negatif

taniumhdar.

v) VeV igin g, v) =0 igin ¥ = 0 oluyorsa g bilineer formu non-

dejenere aksi halde dejeneredir denir (Beem 1981).



Literatiirde g simetrik, bilineer formu (, ) bigiminde de gosterilmektedir.

1.3.1.2 Tanmm: g , V iizerinde simetrik bilineer form ve W da V’nin bir alt

uzay1 olsun. g’nin W {izerine kisitlanis1 gy, olmak {izere,

gwWxXW->R

negatif tanimli olacak sekilde en biiyiik boyutlu W alt uzayinin boyutuna g simetrik

bilineer formunun indeksi denir. Eger g’nin indeksi v ise

0 <v<boyVv

dir (Tozak 2010).

1.3.2 Metrik Tensor

1.3.2.1 Tanmim: M, C®-smifindan (tiirevlenebilir) bir manifold ve
g: x(M) X x(M) — C*(M,R)
(X.¥) — g(£.7)
biciminde tanimlanan simetrik, bilineer ve non-dejenere metrik fonksiyonuna M

uzerinde bir metrik tensor denir. Bu metrik tensorin indeksi M manifoldunun

indeksi olarak ifade edilir.

M, C®-smifindan bir manifold ve , y(M)de tanimhi bir g i¢ c¢arpim

fonksiyonu, M nin her bir tanjant uzayina bir i¢ ¢arpim indirger, oyle ki;
vV X,Y € y(M) ve p € M igin )?p, 1_/;, € T,M’dir. Boylece
Ip: oM XT,M — R

simetrik, bilineer ve non-dejenere doniigiimii tanimlayan g, fonksiyonuna T,M

tizerinde bir metrik tensér denir (Tozak 2010).



1.3.3 Lif ve Lifli Manifold

1.3.3.1 Tammm: E ve M, C*-manifoldlar, m: E — M bir C*°-doniisiim olsun.
Eger m bir 6rten submersion ise, (E,m, M) tgliisiine bir lifli manifold denir. Bir
(E,m, M) l1ifli manifoldunda, E” ye total uzay, M’ ye taban uzay, m’ ye projeksiyon
ve her bir p € M noktast i¢in E’ nin 7~1(p) alt ciimlesine de p iizerindeki /if denir

(Civelek 1993).

1.3.3.2 Tamm: (E,m, M) lifli bir manifold ve p € M olsun. F, bir C*-

manifold, p noktasinin bir komsulugu W, ve

ty:~ Y (W,) — W, X,
doniigimii pry o t, = 7T|n-1(Wp) sartint saglayan bir diffeomorfizm ise o zaman

(Wp, tp,Fp) ticliisiine p’nin komsulugunda m’nin bir lokal trivializasyonu ve taban

uzayn her bir noktasi civarinda en az bir lokal trivializasyona sahip bir (E, 7, M) lifli

manifolduna da lokal trivial lifli manifold veya demet denir (Civelek 1993).

1.3.3.3 Tanim: N ve M, C*-manifoldlar, ¢: M — N bir € *-donisiim p € M

ve bir V, € T,,M tanjant vektoriine p noktasinda teget olan bir egri

a:lcR—M

olsun. Bu durumda,

‘P*|p(%) = Wow) € TomN

tanjant vektorli, ¢ o a:1 € R — N egrisine ¢ (p) noktasinda teget olan bir tanjant

vektor olmak tizere;
Pulp + ToM — TpyN

ile tanimlanan doniisiime ¢’ nin p € M noktasindaki tiirev déoniigiimii denir (Aycan

2003).
Bu durumda, 7, : TE — TM, m’nin tiirev doniisiimii olmak tizere,

n, = (TE,m,, TM)



ticliisti bir demet olup; m,’ ye m’nin tanjant demeti denir. (Aycan 2003).

1.4  Yaklasik Tanjant Yapilar

1.4.1 Tanmm: 2m-boyutlu bir M manifoldu ve M’nin tanjant demeti TM
lizerinde J? = 0 esitligini saglayan rank/ = m ile verilen (1,1) tipinden ] tensdr

alanina yaklasik tanjant yapi denir.

M manifoldu tizerinde lokal koordinatlar {x;} 1 < i < 2m ve TM iizerindeki

lokal koordinatlar {x;, x;} olmak tizere TM tizerindeki yaklasik tanjant yapisi;

G)=a - 1GR)-

olarak tanimlanir (De Leon ve Rodrigues 1989).

1.4.2 Tamim: M m boyutlu bir manifold ve TM ise M’ nin tanjant demeti
olsun.TM iizerinde bir vektor alanina M iizerinde semispray denir. Bu durumda ¢

semispray lokal olarak;

) ad
£ = Nigy TeG,
L L

ile verilir. Burada ¢; fonksiyonlari €; = €;(x;, X;) olarak tanimlidur.

Bu durumda, M manifoldu lizerinde verilen bir oegrisi eger €’nin bir integral

egrisi oluyorsa, bu egriye &€’nin bir ¢dziimii denir (Aycan 2003).

1.4.3 Tanim: /, m boyutlu bir M manifoldunun tanjant demeti iizerinde bir
yaklagik tanjant yapi olsun. Bu durumda TM tizerindeki lokal koordinatlar {x;, x;},

1<i<mve

d 0

¢ Nign ooy,
2 L

vektor alan1 M iizerinde semispray olmak tizere,



ile verilen C vektor alanina Liouville vektér alant denir (Aycan 2003).

Buna gore, TM iizerinde tanimli ¢ vektér alaninin semispray olmasi igin

gerek ve yeter kosul Je = C olmasidir

1.4.5 Tammm: M manifoldunu tanjant demeti TM iizerindeki p-formlarin

ciimlesi AP(TM) ve TM tizerindeki vektor alanlariin ctimlesi y (TM) olsun.
i,f =0,Yf € C*(M,R)
ve

14
(X, . Xp) = Z w(Xy, 0 JXi) 0 Xp) ,0 € NP(TM), Xy ..., X, € x(TM)
i=1

olarak tanimli i; fonksiyonuna diisey tiirev denir (De Leon ve Rodrigues 1989).

Burada;
(dx)=0 ,  i(dx) =dxt

bi¢gimindedir. Bununla birlikte w € AP(TM) p —formu,

w = Z (4)1'1'__ipdxi1 AN dxl-p

i1<<ip

biciminde tanimhidir. @ p —formunun diferansiyeli ise;

do = Z dw;, .

i< <ip

-ip A dxil VAR dxip

olarak ifade edilen p + 1 —form haline gelir (De Leon ve Rodrigues 1989).
p + 1 formlarin ciimlesini de AP*1(TM) ile gosterilirse;
d; : NP(TM) — NP*H(TM)
olacak sekilde
d; = [i;d,d] = i;d — di;
ile taniml d; operatdriine diisey diferansiyel denir (Aycan 2003).
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1.4.1 Teorem: Bir M manifoldu {izerindeki VX € y(M) vektor alan1 ve w ,

p — formunun iyw i¢ carpimi asagidaki sartlari saglayan (p — 1) —formdur.
1) iyw = 0’dir. Eger p=0 ise,
i) iyw = w(X) dir. Eger p=1 ise,
iii) iy (Y, ..., Ypo1) = 0(X, ¥y, ..., Yp_y ) dir. Eger ¥y, ..., ¥, € x(M) ise.
Bu durumda iyw € AP~1(M) olur (De Leon ve Rodrigues 1989).

1.4.6 Tanim: M, C%-smifindan bir manifold olsun. M iizerinde vektor

alanlarin uzay1 y (M) olmak iizere;

D: x(M) X x(M) — x(M)

(X,Y) > DyY

fonksiyonuve V f,g € C*(M,R),V X,Y,Z € y(M) igin,
i)DfX+gYZ = fDXZ + gDyZ

ii) Dy (FY) = fDxY + X(f)Y

sartlarin1 sagliyor ise, D’ye M manifoldu {izerinde afin konneksiyon ve Dy’e de X

vektor alanina gore kovaryant tiirev operatorii denir (Hacisalihoglu 1993).

1.5 Riemann Metrigi ve Riemann Manifoldu

1.5.1 Tanmm: M n-boyutlu diferensiyellenebilir manifold olsun. Eger M
tizerinde simetrik, pozitif tanimli, bilineer (0,2) tipinde bir g tensor alani var ise bu
durumda g ye M iizerinde bir Riemann metrik ve (M, g) ikilisine de bir Riemann

manifoldu denir.

Burada;

n
g= Z gijdxi ® dx’

i,j=1

11



bi¢iminde olup ve g;j: M — R, C*-fonksiyonlardir. (M, g) bir Riemann manifold,

M nin bir p noktasinda lokal koordinat sistemi (x1, ..., x™) olsun.

X—ZXi 9 Y—ZYj g
N oxt dxJ

p € M noktasinda iki tanjant vektor olmak tlizere g metrigi;

. 0 0
= ivig(— 2
gx,¥) Z XYg (6xi'6xj)

ij=1
=) gydxidx (1)
olarak yazilir. Burada dx'(X) = X (xi), dxi(Y) = Y(xj ) ¢ dir. Ayrica,
9" = g(dx',dx)y . gy = 9 (5:1.57)
olmak tizere
gijgjk = &f
dir.

Eger g Riemann metriginde pozitif tanimlilik yerine non-dejenere aksiyomu

almirsa (M, g) ikilisine yari-Riemann manifoldu denir (O’Neill 1983).

1.52 Tammm: M bir yari-Riemann manifoldu ve M {izerindeki
D konneksiyonu asagidaki sartlart sagliyorsa D’ye M lizerinde Levi-Civita

konneksiyonu denir.
Boylece VX,Y,Z € y(M) igin

i) [X,Y] = DY — DyX
i) Xg(Y,Z) = g(DxY ,Z) + g(Y,DxZ) (De Andres ve dig. 1991).

Baska bir deyisle D’ye M iizerinde Riemann konneksiyonu ve Dy’e de X’e

gore Riemann anlaminda kovaryant tiirev operatorii denir (Hacisalihoglu 1993).
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1.6  Egrilikler ve Egrilik Tensorleri

1.6.1 Tammm: M , D Levi-Civita konneksiyonlu yari-Riemann manifoldu

olsun. Bu durumda; VX,Y,Z € y(M) igin,
R: x(M) X x(M) X x(M) — x(M)
X,Y,72) — R(X,Y)Z
seklinde ve
R(X,Y)Z = [Dx, Dy]Z — Dy Z
= DyDyZ — DyDyZ — Dixy1Z

biciminde tanimli M iizerinde (1,3) tipindeki R fonksiyonuna M’ nin Riemann egrilik

tensorii denir (O’Neill 1983).

1.6.1 Teorem: M yari-Riemann manifoldu ve R de M’nin egrilik tensorii

olsun. O zaman;
VX, Y,Z, W € y(M) igin,

i) gRX,VZ,W) = —gR(Y,X)Z,W)
i) gRX,Y)Z,W)=—g(RX,Y)W,Z)
i)  RX,Y)Z+RY,2)X+R(ZX)Y =0
iv)  gR(X,Y)Z,W) = g(R(Z,W)X,Y)dir (O’Neill 1983).

1.6.2 Teorem: E™ nin egriligi her noktada sifirdir (Hacisalihoglu 1993).

1.6.2 Tamim: (M, g) bir yari-Riemann manifoldu olsun. R, M’nin Riemann
egrilik tensorii olarak verilsin. {ej,e,,...,e,} T,M nin ortanormal bir bazi olmak

lizere;

Ric: T,M X T,M — R
n
(X5, 1) = Ric(X,,¥,) = > esg(R(ew X, ¥y )
i=1

13



seklinde tanimli Ric tensoriine M nin Ricci egrilik tensorii denir.
Ric tensoru simetriktir. Yani VX, Yy € T,M i¢in;
Ric(X,,Y,) = Ric(Y,, X,)
dir. Ayrica
Ric(Xp,Yp) — iz(trace){Zp — R(Zp,Yp)Xp}
biciminde de tanimlanmaktadir (O’Neill 1983).

1.6.3 Tamm: M bir yari-Riemann manifold ve p € M noktasindaki X,, V),
tanjant vektorlerinin gerdigi T,M tanjant uzaymin 2 boyutlu bir non-dejenere alt

uzay1 P olsun.

gRX, Y)Y, X)

KB = & 09, V) — g (X, )2

seklinde tanimlanan K (P) reel sayisina P’nin kesit egriligi denir (O’Neill 1983).

Eger T,M tanjant uzayinda, her P diizlemi ve M manifoldunun her p noktasi

icin, K (P) bir sabit ise; bu durumda M manifolduna sabit egrilikli uzay denir.

1.6.4 Tamim: Bir sabit egrilikli Riemann manifolduna da bir uzay form adi
verilir ve sabit egrilikli uzaylar M™(c) ile gosterilir. M, n — boyutlu bir uzay form

olsun. Eger;

¢ = 0ise M™(c) = E™ Oklid uzay1,
c= %2 ise M™(c) = S™(r) kiiresi,

c=-— riZ ise M™(c) = H™(r) Hiperbolik uzay,

olur (Yano ve Kon 1984), (Kobayashi ve Nomizu 1996).
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1.6.3 Teorem: Eger M sabit ¢ egrilikli bir uzay form ise, VX,Y,Z € y(M)

vektor alanlari igin,
RX,Y)Z =cl[g(Y,2)X — g(X,Z2)Y]
dir (Yano and Kon 1984).

1.6.5 Tanim: M bir yar1 Riemann manifoldu ve R, M’nin Riemann egrilik

tensori olsun. {eq, e,, ..., €, } T,,M’nin orta normal bir baz1 olmak iizere

n

s = Z giRic(e;, e;)

i=1

degerine M nin skaler egriligi denir (O’Neill 1983).

1.7 Einstein Manifoldlar:

1.7.1 Tammm: (M, g) bir yari-Riemann manifoldu olsun. Vp € M ve VX,Y €
T,M igin

Ric(X,Y)=Ag(X,Y) , 1€eR (1.1)
kosulunu saglayan M manifolduna Einstein manifoldu denir (Besse 1987).
(M, g) , n —boyutlu yar1 Riemann manifoldu olsun ve (1.1) kosulu saglansin.

Bu gosterim n = 4 i¢in ¢ok uygundur, fakat n i¢in baska durumlarda ne gibi

sonuglar ortaya ¢ikmaktadir? Simdi bu durumlara kisaca bakilirsa;
Eger n = 1 ise Ric = 0’dur.

Egern = 2 ise Vp € M igin

n
1
Ric(X,Y) = Esg(X, Y), s= Z Ric(e;, e;)

i=1

dir.
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Eger n = 3 almmirsa (M, g) yari-Riemann manifoldunun Einstein olabilmesi

icin gerek ve yeter kosul (M, g)’nin sabit (kesitsel) egrilige sahip olmasidir.

Eger g yerine t sabiti igin pozitif t2g aldigimiz takdirde (1.1) deki A sabiti

At~2 olacagindan Einstein manifoldu i¢in Ric degismez (Besse 1987).
Bu sonuclar yardimiyla asagidaki teoremler verilebilir.

1.7.1 Teorem: 2- boyutlu bir yari-Riemann manifoldunun Einstein olabilmesi
icin gerek ve yeter kosul bu manifoldun sabit (kesitsel veya skaler) egrilige sahip

olmasidir (Besse 1987).

1.7.2 Teorem: Farz edelim ki n = 3 olsun. Bu durumda (M, g) n-boyutlu
yari-Riemann manifoldunun Einstein olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Vp € M igin

Oyle bir A, sabiti vardir ki;
Ric, = 1,9,
dir (Besse 1987).

Onerme: Einstein yapisina sahip aym A sabitli iki yari-Riemann

manifoldunun ¢arpimi da bir Einstein manifoldu dur (Besse 1987).

Uyar1: Farkli sabitlerle verilen iki Einstein manifoldunun ¢arpimi Einstein

degildir (Besse 1987).
Simdi birka¢ dnemli Einstein manifoldu 6rnegi verelim.

1.7.1 Ornek (R™ Einstein Manifoldu): R" Flat (diizlemsel) Model uzayini
(Oklid uzay1) gbz 6niine alalm {x;, x5, ..., x,} icin R" de simetrik, bilineer, non-

dejenere formu asagidaki gibidir (Besse 1987).

go = (dx1)? + (dx)? + -+ + (dxp)?

R™ vektdr uzayinin tanjant uzaymi kanonik olarak TR™ = R" x R"

alinabilir.

Bu durumda; X,, € TR" tanjant vektorii;
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n
_ i 0
XP_ZX dxt

i=1

p

seklinde olup bilesenleri,

(.X) = (pi, X') = (p1, P2, - P, X1, ., X™) € R® X R™
dir.
Simdi R™ fiizerinde g, metrigi ile birlesmis yari-Riemann metrigini
tanimlayalim. Oyle ki; Vp € R" icin Jolp = gp olur. Boylece g, , go ile
0zdeslesmis olup T,R™ de tammlidir. O halde tanimlana bu g, ile (R”, gp) yari-

Riemann manifoldu bir Einstein manifoldu olur. Ciinkii (1.1) ifadesini bu 6rnek i¢in

acik halde yazildiginda,

Vp € T,R" ve VX, Y, € T,R" icin

n
Ric(X,,Y,) = Z gig(R(ei, Xp)Yp, €;)
i=1

ve “Teorem 1.6.2” nedeniyle esitligin sag tarafi sifir olur. Boylece (1.1) esitligindeki

A sabiti sifir olur.

1.7.2 Ornek (S™ ve H™ Einstein Manifoldlar1): M ve N C® manifoldlar
olsunlar.i: N — M bir immersiyon (daldirma) doniisiimii verilsin. g M iizerinde bir

yari-Riemann metrigi olmak {izere Vx € N i¢in

ix(TyN),  Ti)M’nin non-izotropik bir alt uzay1 olur. Yani i*g non-

dejenerdir.

Boylece i*g, N iizerinde bir yari-Riemann metrigi olur. Eger g bir Riemann
metrigi ise o zaman i*g daima non-izotropik olup g, N iizerinde bir Riemann

metrigi haline gelir (Besse 1987).

Simdi R™*! {izerinde p indeksli veya (p,n + 1 — p) isaretli olan gp kanonik

bilineer formu,
Gp = dx{ + -+ dx} —dxj, — - —dxfy,

olarak tanimlansin.
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St={xeR"™: g,,,(x,x) = +1}
= {x ER™hixf + x5+ +x) —xp4q = 1} c R**1
kiimesi R™*! imbedded (1: 1 gdémiilmiis) bir alt manifold olur. Bu durumda

i: S} — R™! 1:1 imbedding déniisiimii yardimiyla (S", i gp) ikilisi bir

yari-Riemann manifoldu olur ve bu manifoldunun isareti (p, n — p) dir.
Ozellikle p = n durumunda S Riemann manifoldu ve x,,,; > 0 durumunda

Sy =Sn

bilinen n —Kiireye esit olur. Tanimlanan bu metrik ile S™ bir Einstein manifoldu

olur. Benzer sekilde;
H} = {x e R™1; 9p(x,x) = —1}
={x e R"™hixZ+x3+ - —x2+ +xi,=—1}

(HZ, i*gp+1) ikilisi bir yari-Riemann manifoldu olup, isareti (p,n — p) dir.
Ozelikle p = n durumunda H? Riemann manifoldu (0,0, ...,1) irtibatl bileseni ile

birlikte (x4 < 0 durumu)
H} = H™

kanonik hiperbolik uzaya esit olur. Bu bicimde tanimlanmis metrik ile H™ bir

Einstein manifoldu olur (Besse 1987).
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2. LAGRANGE VE HAMILTON MEKANIK SiSTEMLERI

2.1 Lagrange Sistemleri

Bu boliimde; J yaklagik tanjant yapisi kullanilarak; klasik mekanikte yiiksek

oneme sahip olan Lagrange Formiilasyonu ile ilgili kayda deger bilgiler sunulacaktir.
2.1.1 Tanim: Kabul edelim ki; M bir m-boyutlu manifold ve
Ty:TM - M

kanonik projeksiyonu ile birlikte TM, M’nin tanjant demeti olsun. TM, M
konfigiirasyon manifoldunun konum-hiz uzay1 ve L:TM — R diferensiyellenebilir

fonksiyonu Lagrange fonksiyonu olarak adlandirilir. TM iizerinde;
ile tanimh kapali 2-formunu géz 6niine alalim. Bu durumda,

E, =CL—-L (veyaE, =LcsL— L)

TM tizerinde L ile birlesmis enerji fonksiyonu olarak adlandirilir (De Leon ve

Rodrigues 1989).
2.1.1 Teorem: i;w; = 0’dur.

Ispat: Gercekten tamim geregi;

ijw, =—idd, = i;d,d, (dd; = —d,d)
= d;i;d, (i,d; = d;i))
=d*L
=0
iyw, = dE, (2.2)
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esitligini géz Oniine alindiginda, o zaman (2.2) esitligi X tizerinde belli bir kosul
altinda Euler-Lagrange hareket denklemlerini olusturan bir denklem oldugu

goriilmektedir (De Leon ve Rodrigues 1989) , (De Andres ve dig. 1991).

2.1.2 Teorem: TM iizerinde verilen herhangi bir {qi,vi} koordinat sistemi

icin w; formu, TM {izerinde bir simplektik formdur ancak ve ancak

2L
oviovJ

Hessian matrisi maksimal ranka sahiptir (De Leon ve Rodrigues 1989).

Ispat:

2 2
i j
dq'Adq’ + oviov/

i J
Wy, 3q70v" dq'Adv

formunun m defa dis ¢carpimu;

2

oviov/

a)[":wL/\.../\szcdet< >dq1/\.../\dqm/\dv1/\...dvm

olup, burada c sifir olmayan sabit bir fonksiyondur. Bdylece; w; simplektik ise

ancak ve ancak w]" bir hacim elementidir, yani;

det 0°L =0
€ dviov/

dir.

Eger w; simplektik ise, bu durumda L: TM — R Lagrange fonksiyonu regiiler
veya dejenere olmayan; aksi halinde, L’nin tekil, irregiiler veya dejenere oldugu

sOylenebilir.

L’nin regiiler oldugunu varsayilirsa, o zaman (2.2) denkleminin tek bir ¢

¢Oziimii vardir. Yani, w;, simplektik oldugundan
iwa = dEL

dir.
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2.1.3 Teorem: i;w;, = dE; ile verilen ¢ vektor alani bir yari sprey (yani

ikinci mertebeden diferansiyel denklem)’ dir (De Leon ve Rodrigues 1989).
Ispat: Teoremin ispat1 i¢in /¢ = C oldugunu gostermek yeterdir. Bunun igin;
lcw, = —icddL =icd;dL (dd; = —d;d)
= i;dL — d;icdL (icd; + djic = i))
=d,;L—d;(CL)
=—d;(CL-L) =—d,E|,
olup, diger yandan;
Llzw, = izhjw, — oy (igl) — Gl = Ujg)
= sy
ve
i,dE = d,E
dir. Boylece;
lsw, = lcwy ve JjE=C
olup, w; simplektiktir.
Eger &, (2.2) ile verilen bir yari-sprey(semi-spray) ise, o zaman lokal olarak;

esitligini yazilabilir. Ayrica bu esitlik yardimiyla,

Sc_vii+§ii
7 aq! vt

d%L d°L ; %L i 9°L P
irw;, = — — ————p) — —— J)d t ——pJdvt 2.
$WL (aqlavl dqlovt ovtovJ f q + dviov] ( 3)

\%
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B =v k)
L=V Gy
olup,
9L ;i oL i %L i .
= J — 2 2~ a,] i
dE; (aqiava aqi) dq t o7 Y dv (2.4)

denklemi elde edilir ve i;w;, = dE|, esitliginden de;

2 . 2 .
0L 4 —a.L.fl—a—L.:
dqJovi oviovi aqt !

1<i<m (2.5)

esitligine ulasilir.

0:R—>TM, & vektor alanin izi, yani 6: R - TM, &' nin bir integral egrisi

olsun.

Eger o(t) = (q(t)) ise,

o 40T
N
g (t) (q O, —
olup, o egrisi;
%L . 0%L . oL .
J —=0 1<i<m

g —— G — — )
agaqi T Tagiagl T " ag!
esitligini gercekler. Tiirevlerin zincir kurali geregince;

d(oL\ oL .
E(a_qi)_a_qi_()’ 1<i<m (2.6)

esitligine ulasilir. (2.6) esitligi ile verilen denklemler Euler -Lagrange Denklemleri

olarak bilinir (De Leon ve Rodrigues 1989).

2.1.4 Teorem: FEuler-Lagrange denklemlerinin ¢oziimleri, ¢’nin integral

egrileridir (De Leon ve Rodrigues 1989).

22



2.1.2 Tanmm: L: TM — R bir regiiler Lagranjyen olmak {izere;
if(l)L = dEL

esitligini gercekleyen bir tek ¢ yari-sprey'i vardir ve bu Euler-Lagrange vektor alant

olarak adlandirilir. Genellikle &; ile gosterilir (De Leon ve Rodrigues 1985).

2.1.5 Teorem (Enerji Korunumu Yasas1): Lg E; = ¢ E; = 0 oldugundan,

E;, & ’nin integral egrileri boyunca sabittir (De Leon ve Rodrigues 1989).

2.1.1 Ornek: L: TR? —» R Lagrange fonksiyonu;

N[ =

L(x,}’»u,v) = [(uZ_UZ)_xZ_yZ]

seklinde tanimlansin. Bu durumda;
d;L = udx — vdy
ve,
w, = —dd;L=dxANdu—dyAdv
olup, L’nin Hessian matrisi,
o i

dir. Boylece, L regiiler ve w;, TR? iizerinde bir simplektik formdur. L igin Euler-

Lagrange vektor alani da;

B 6+ 9] 6+ 0
EL_“ax Uay *ouT Vv

biciminde olup,
— oyl + 9 _ C
S =u du v v

esitligini gergeklemektedir. Ayrica; tanimlanan bu L Lagrange fonksiyonu igin,

Euler-Lagrange denklemlert;
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d?x d?y
W—X(t) ) W—}’(t)

seklinde ifade edilir.

2.2 Mekanik Sistem

22,1 Tammm: M n-boyutlu bir manifold ve F, TM iizerinde bir
diferansiyellenebilir fonksiyon ve kuvvet alani olarak adlandirilan p, TM {iizerinde
bir yar1 basit form ise bu durumda M = (M, F, p) tgliisiine bir mekanik sistem denir

(De Leon ve Rodrigues 1989).

2.2.1 Teorem: M = (M, F, p) bir mekanik sistem ve wp = —dd;F 2-form
simplektik olsun. Bu durumda F’nin enerji fonksiyonu Er = CF — F olmak iizere;
denklemini gergekleyen bir tek & yari spreyinin integral egrileri, p = p;dq‘ olmak
lizere;

d <6F) oF 1<i<
dc\agl) “aqgi P TEIET

denklem sisteminin ¢oziimleridir (De Leon ve Rodrigues 1989).

Ispat: J& = C sonucu ve (2.7)’den;

9%F 9%F ,; OF
] L _ = e . ]
0oV T aviowit “ag = Py lsism (2.8)
olup, eger,a(t) = (q'(t)) p'nun bir izi ise, (2.8)'den;
d (oF oF .
at (aqi) i = Piylsism (2.9)

esitligi elde edilir.

24



2.2.2 Tammm: Eger p kuvvet alani bir kapali yar1 temel form ise; bu durumda
M = (M, F,p) mekanik sistemine korumali sistem denir (De Leon ve Rodrigues

1989).
Eger, M = (M, F, p) korumal1 bir mekanik sistem ise, bu takdirde;
Liwp = dizwp = d(dEp +p) =0
denkleminden p kapali ve ayn1 zamanda p = dV igin;
L:(Er+V) =0
olup, enerjinin de korundugu sonucuna ulagilir (De Leon ve Rodrigues 1989).
2.2.3 Tamm: M = (M, F, p) korumal1 bir mekanik sistem ise
p=T1y(dU) =dU e1y)

ile tanimli diferensiyellenebilir bir U: M — R fonksiyonu varsa; bu mekanik sisteme

Lagrange Mekanik Sistemi denir.

Eger L=F+Uv-°1, seklinde almirsa; o zaman (2.7) ve (2.9)

denklemlerinden,

iwa:dELl
d(OL) BL_O L<i<
at\agl) “aqt 0 TTET

esitlikleri yazilabilir (De Leon ve Rodrigues 1989).

2.2.1 Sonu¢: Korumali mekanik sistemler Lagranjyen sistemlerdir. p kuvvet
alan1 kapali olmayan yari-basit(temel) form ise, bu durumda mekanik sistem

korumasiz bir mekanik sistemdir.

2.2.4 Tammm: Eger bir L:TM —» R Lagranjyen fonksiyonu 2. Dereceden

homojen, yani CL = 2L ise o zaman L’ye homojen Lagranjyen denir. Sonug olarak;

L bir homojen Lagranjyen ise,
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L
v! Frhe 2L(q,v)

olup, enerji fonksiyonu E; = L sekline doniisiir (De Leon ve Rodrigues 1989), (De
Andres ve dig. 1991).

2.2.2 Teorem: L bir homojen Lagranjyen olsun. O zaman;
a) w; , 1. Dereceden homojendir.

b) Euler-Lagranjyen vektor alani ¢; bir spraydir (De Leon ve Rodrigues
1989).

Ispat:

a) Eger, L homojen ise, o zaman w;, = —dd;L’dir. Bu durumda asagidaki

esitlik yazilabilir.
Lew, = wy,

Yani, w;, 1. Dereceden homojendir.
b) i;w, = dE; ve w; simplektik oldugu igin;
ice WL = Lelswy — iglewy,
= LcdE, —if, 0y,
= LcdL — dE;,
=d(LcsL) —dL
=d(CL—-L) =dE,

ve
[C' fL] = gL

olup, Euler-Lagrange vektor alan1 £, bir spraydir.
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2.2.3 Teorem: F ve p k. dereceden homojen olmak tizere; M = (M, F, p) bir

mekanik sistem olsun. O zaman i;wr = dEf + p denklemini gergekleyen ¢ bir yari-

spreydir (De Leon and Rodrigues 1989).
Ispat:
lc,e)wr = Lelswp — igLewp
Ep=CF—F=kF—F=(k-1F
Le(izwp) = Le(dEp + p) = d(LcEp) + Lep
= k(k — 1)dF + kp
Lewp = (k — Dwp

ieLewp = (k — Digwp = (k — DdER + (k — Dp(k — 1)*dF + (k = 1)p
olup boylece, iicewr = k(k = 1)dF + kp — (k — 1)?dF — (k = 1)p

=(k—1)dF +p
=l€(1)F

oldugundan wgsimplektiktir. Yani, [C, ] = & 'dir (De Leon ve Rodrigues 1989).

2.3 Hamilton Sistemleri

Bir M manifoldunun kotanjant demeti T*M ve H:T*M — R, T*M iizerinde
bir fonksiyon olsun. Eger wy, T*M iizerinde kanonik simplektik yapi ise bu
durumda T*M iizerinde tek bir Xy vektor alam vardir ki iy, wy = dH ‘dir. Burada

Xy  a H enerji fonksiyonunun Hamilton Vektor Alant denir

2.3.1 Tanmm: (S, w) bir simplektik manifold ve H:S - R S flizerinde bir
fonksiyon olsun. S,,: ¥(S) = AlS bir izomorfizm olsun. S iizerinde tek bir X, vektor

alan1 vardir dyle ki;
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iXH(A) = dH

olur. Buradaki Xy, H enerjili (yada Hamilton enerjili) bir Hamilton vektor alan diye

adlandirilir (De Leon ve Rodrigues 1989).
2.3.1 Teorem: Asagidaki dnermeler birbirine denktir.
1) X bir simplektik vektor alanidir;
i1) Lie tiirevi Lyw = 0;

iii) iyw = df (lokal olarak) bazi f fonksiyonlari i¢in d(iyw) = 0 ‘dir (De
Leon ve Rodrigues 1989).

“Teorem 2.3.1” den anlamaktayiz ki (S, w) iizerinde bir Hamilton vektor
alan1 simplektiktir. Aksi halde (S, w) iizerinde bir X vektdr alan1 lokal Hamilton
olarak ifade edilir. Tabi ki burada, Vx € S i¢in X ‘in bir U komsulugu varsa ve U

tizerinde bir H fonksiyonu vardir 6yle ki U lizerinde X = Xy “dir.

Yine ayn1 “Teorem 2.3.1” 15181nda goriilmektedir ki S iizerinde bir X vektor

alani lokal Hamilton’dur ancak ve ancak X bir simplektik vektor alanidir.

2.3.1 Ornek: Lokal Hamilton (Hamilton olmayan) klasik bir érnegi 2-Tor

(T? = ST x S1) ¢ u gdz oniine alalim. Lokal koordinatlari (x,y) olsun. Bu durumda
w=dx Ady

T? = S x St {izerinde iyi taniml1 1- formdur.

0 N d
dx 0y
bi¢giminde alacak olursak bu takdir de;
iyw=dy —dx

olur. T2 toru iginde kapalidir. (fakat tam degildir) O zaman X lokal Hamilton ‘dur.X

Hamilton olamaz ¢iinkii T? {izerinde tammlanmis bazi H fonksiyonlar1 igin X = Xy,
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olursa 0 zaman T2 kompakt oldugu igin H kritik noktaya sahiptir ve bu nokta dH ‘in

yok oldugu noktadir.(sifirdir). Boylece X sifira kars1 gelir.[9]

2n-boyutlu bir (S, w) simplektik manifoldunu goéz ontine alalim. Xy, H

enerjili Hamilton vektor alam olsun. S” nin kanonik koordinatlar1 (g%, p;) olsun. Farz

edelim ki;
ol =(—¢¢)—>S
Xy '1n bir integral egrisi olsun.
Xy(a(t) =o6(t) , tel
Lokal koordinatlar i¢inde
a(®) = {q' @), p:(D)},
ile belirtilir ve bu durumda;

dgt 0 dp; 0
s =340 dp 0
dt dq* dt OJp;

olur. Asagidaki izomorfizmi gz Oniine alarak,
Sp: X €x(S) - S,(X) =iyw € ALS

basit bir derleme ile

olur ve boylelikle,

- i 0 - 0
Sa'(da') = -5 Sa'ldp) = 55

(2.10)

2.11)

(2.12)

(2.11) ve (2.12) ifadelerinden S iizerindeki X vektor alanini lokal olarak gosterecek

olursak;
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o zaman S, uygulanirsa,
So(X) = —X'dq' + X'dp;
olacaktir. Ayni zamanda a, S lizerinde 1- form olsun. Lokal olarak;

a = a;dq’ + a;dp;

ve
_ 0
Sw (0!) ai dat la_pi
yukaridaki bilgiler 1s181nda,
dH = oH dq' + oH d
aqi 1 T op, P

esitligi elde edilir. Buradan hareketle,
_ o1 — (8H\ 2 _(9H)
Xy = Sq' (dH) = (api) aqt (aqi)
(2.10) ve (2.13) esitliklerinden

dqt  9H dp; OH .
g2 o 2 1<i<n
dt ap; dt aqt

)

Bulunulan bu denklemlere Hamilton Denklemleri denir.

iXH(A) = dH

(2.13)

(2.14)

Denklemine de Hamilton denklemlerinin simplektik ya da esas formu denir (De

Leon ve Rodrigues 1989).

2.3.2 Ornek: Klasik mekanikte momentumun faz uzayi, M konfigiirasyon

manifoldunun kotanjant demetidir.T*M {izerinde,

1
H(a,) = ng(ax, a,)+Uemy, , Va, €ET;M
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seklinde verilen bir H fonksiyonunu gz oniine alalim. Burada g , T*M i¢indeki bir
metriktir ve U:M -> R M iizerinde C® fonksiyon olsun. O halde lokal {q‘, p;}

koordinatlari igin
i 1 4 i
H(q'pi) = 59"pip; + U(4')

gY = g(dp;, dp;) “dir.
Simdi M = R3 aldifimz takdirde T*R3 = R3 x R® oldugu i¢in T*R3

icindeki g metrigi;

3
. . 1
9((a"p:).(a"71)) = Ez pib;
i=1

olmakta ve m > 0 ‘dir. Boylece H Hamiltonyeni;

3
1
H(q", q% q*,p1, D2 p3) = %Z(pi)z +U(q", 9% q*)
i=1

ve seklinde olup;

iXH(A) = dH

ve lokal {qi,pi} koordinatlari i¢in bir yukarida yaptigimiz tanimlar geregi o(t) =

{qi(t), 12 (t)} ve ayni zamanda Xy ‘nin bir integral egrisi oldugundan,
Xu(o(t)) =d(t)
lokal koordinatlara gore yazilirsa;

dgt 0 dp; 0

3 t) = —+—— —_—
o) dt 6ql+dt dp;

olmakta ve
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seklinde idi. Bu esitlikler diisiiniildiigiinde;

3
0H 0 (1 0

—:——E(.)Z +—(U( 1 g2, 3)
ap; api<2mi=1 & api( 7.4%a°)

1 2 aU(q*, 9% q>)
_ (23, )
2m , dp;

== (2.15)
ve benzer bi¢imde;

3
oH d [ 1 )
_ = )2 _ 1,2 ,3
5 0q‘<2m El(pl) >+aql(U(q .9%.q%))
=

1
_a[m l3=1(pi)2]+6U(q1.q2,q3)+6U(q1,q2.q3)+6U(q1.q2,q3)

2qt 2q*t d2q* d2q3
aU 1, 2’ 3 aU 1’ 2, 3 aU 1, 2’ 3
_ o9V a%q") 9U(q,q%q7) 0U(q.q%q°)
2q*! 0q? 2q3
_oH _ _9u(ata*a®)
= 4 (2.16)

olur. Boylelikle (2.15) ve (2.16) esitliklerinden Hamilton denklemleri;

dat . dp: au
b T T 1<i<3
dt m dt 2q*

olur. Buradan
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. d*q" U L<i<3
mq —mdtz——a—qi, Sl s

elde edilir. Bu son denklem R3 iginde hareketli bir m kiitleli par¢acigin U(q?, ¢%, ¢3)

potansiyeli icin Newton’un 2. Yasasin ger¢ekledigini gosterir.

2.3.1 Zamana Bagh Hamilton Denklemleri

Bu boliimde zamana bagli Hamilton denklemleri lizerinde durulacaktir.
H:R XS - R, R X § iizerinde bir fonksiyon olsun.Vt € Ri¢in H;: S - R
H(x) = H(t,x)
seklinde tanimlansin. S {izerinde H, enerjisi ile Hamilton vektor alanini diistinelim.
iXHtw = dH;

Burada basitce X; = Xy, olarak tanimlanirsa ve bir X doniisiimi asagidaki sekilde

ifade edildiginde,
X:RxS->TS
Xtx)=X(x)ET,S ,teR,xES

R X S iizrindeki Xy vektor alant;
0
Xu(t,x) = o2+ X, (x)

olur. Eger {qi,pi}, S icindeki kanonik koordinatlarsa o halde w formu asagidaki
gibidir.

n
w= Z dq' A dp;
i=1

0:1 =(—¢,¢) > RXS tanimhi Xy ‘nin bir integral egrisi olsun &€ > 0ile

birlikte
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a(t) = (a(®), ¢'(®), p:(D))
bigimindedir. o , Xy ‘mn bir integral egrisi oldugu i¢in 6(t) = X;(o(t)) ‘dir.

dq_

=1 . =
T ,a(t) =t

Ve

a(®) = (t,q'(®), (D))

. ) .
6(t) = Xu(t,4' (0, pi(1) = 5+ Xe(a' (1), pi(D))

ayni zamanda iy,w = dH; oldugundan

op; dq' 0q' Op
Boylece o, Xy ‘nin bir integral egrisi oldugu igin;

iXHtw == dHt

simplektik formunu kullanarak

dqi __O0H dp; _ 0H

T = <i<m (2.17)

aqi’ T =

denklemleri elde edilir. Elde edilen bu (2.17) denklemlerine zamana baglhh Hamilton
denklemleri ad1 verilir (De Leon ve Rodrigues 1989).

2.3.2 Siirtiinmeli (Zorlamali) Hamilton Sistemleri

Bu boliimde kisith (siirtiinmeli, zorlamali) Hamilton sistemleri anlatilacaktir.

2.3.2.1 Tanim : (S, w) 2n-boyutlu bir simplektik manifold olsun. S {izerinde

sifir olmayan (non-zero) bir a 1-formuna S iizerinde bir kisit (siirtiinme) denir.
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C ={ay,ay,..,a,}, S lzerinde r-lincer bagimsiz 1-formlarm bir kiimesi
olsun. Bu durumda C kiimesine S lizerinde kisitlar sistemi bicimde ifade edilir.

S lizerinde bir o egrisi eger
a,6(t))=0 , 1<a<r
biciminde ise kisit sartin1 saglamis olur (De Leon ve Rodrigues 1989).

Simdi S tizerinde bir C kistlar sistemi ile birlikte (S, w, H) Hamilton sistemini

g6z Oniine alalim. O halde (S, w, H, C) dortlisti de kisith Hamilton sistemi denir.

H fonksiyonu i¢in Hamilton denklemlerini saglayan bir o egrisi, genel
durumda kisit sartin1 saglamayacaktir. Bir o egrisinin kisit sartin1 saglamasi i¢in bazi
ek kuvvetlere (kanonik kisit kuvvetleri(=forces)) ihtiya¢ duyar. Ayrica bu “force”

dH ‘ 1n yaninda yer alir. O halde bilinen hareket denklemi;
iyw =dH + «a (2.18)

halini alir. Oyle ki burada a, kanonik kisit kuvvetinin bir sonucu olarak meydana

gelen S tlizerinde 1-formdur.
Egertim a’larigin1 < a < k, a,(X) = 0 ise bu durumda a(X) = 0’ dur.

Fakat bu kosul @ = A%, ile miimkiindiir. (2.18) denklemi bu sartlar goz

Ontine alindig1 zaman
ixw=dH+ Na, , a,(X) =0 (2.19)
olur. Buradaki A%’ lar Lagrange carpanlaridir (De Leon ve Rodrigues 1985).
Eger S iizerindeki vektor alanlarini X, ile gosterilecek olursa;
x,w=0aq, 1<asr
ve H enerjili Hamilton vektor alanini Xy ile gosterelim, bilindigi iizere
iyw =dH

olur. Bu bakis acisiyla birlikte (2.19) esitliginden bir X vektor alani,
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X =X, + A°X,

oldugu goriilmektedir. (S, w) tizerinde ki lokal koordinatlar {qi, pi} olmak tizere a,’

lokal olarak yazilirsa;

aq = (A)idq" + (By);dp;
seklindedir.

S icinde lokal {qi,pi} koordinatlari ile verilen a(t) = (qi(t),pi(t)) egrisini

g6z Online alinirsa, o halde asagidaki

dg* 0H
Il B.);
T a’pi+/\ (Ba);

dt ~ dq a’i

dq dp;
(Aa)iﬁ + (Ba)id_tl =0

1<i<n,1<a<r (2.20)

denklemlerini saglamasi halinde o , X vektor alaninin bir integral egrisidir (De Leon

ve Rodrigues 1985).
Simdi kisitlarin geometrik olarak ne anlama geldigi ifade edilebilir.

C, S iizerinde kisitlar sistemi olsun. Bu durumda S iizerinde asagidaki sekilde

verilen bir D dagilimi (distribution) tanimlanir (De Leon ve Rodrigues 1989).
Vx € S,i¢in D(x);
D(x)={X €T,S|la,(x)=0,1<a<r}

bicimindedir. Boylelikle D, S tlizerinde (2n — 1) boyutlu bir dagilim olur.
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2.3.2.2 Tamim: D integrallenebilir ise C kisitlar sistemine holonomik,

aksi halde; C’ye holonomik olmayan denir (De Leon ve Rodrigues 1989).

2.3.2.1 Sonug¢: (2.20) esitligindeki bir o(t) ¢Oziimii icin H enerjisi
korunmustur. Clinkii (2.19) esitligi nedeni ile

yw(X) =dH(X) = X(H) = 0

olmaktadir (De Leon ve Rodrigues 1989).
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3. EINSTEIN MANIFOLDLARI UZERINDEKiI MEKANIK
SISTEMLER

3.1  Einstein Manifoldlar1 Uzerindeki Lagrange Sistemleri

Bu bolimde; | yaklasik tanjant yapisi yardimiyla Einstein manifoldu igin

Lagrange Formiilasyonu ile ilgili bir takim bilgiler anlatilacaktir.

3.1.1 Tammm: Kabul edelim ki; M, , (1.1) kosulunu saglayan m-boyutlu bir

Einstein manifoldu olsun.
Ty,: TM, = M,

kanonik projeksiyonu ile birlikte TM,, M, nin tanjant demeti olsun. TM,, M,

konfigiirasyon manifoldunun konum-hiz uzayi,
L,:TM, - R

diferensiyellenebilir fonksiyonu da Lagrange fonksiyonu olarak isimlendirilir. TM

tizerinde;
wg, = —dd,L, (3.1)
ile taniml1 kapali 2-formunu g6z oniine alalim. Bu durumda,
E;,=CL,— L, (veyaEy, = LecLe — L)
TM, lizerinde L ile birlesmis enerji fonksiyonu adi verilir ve i;w;, = 0’°dr.
ixwy, = dEp, (3.2)

esitligi dikkate almirsa, o halde (3.2) esitligi X iizerinde belli bir kosul altinda
Einstein manifoldu iizerinde Euler-Lagrange hareket denklemlerini olusturan bir

denklem oldugu goriilmektedir.
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3.1.1 Teorem: TM, iizerinde verilen herhangi bir {q’, v}, v’ = ¢ koordinat

sistemi i¢in w; formu, T M, {lizerinde bir simplektik formdur ancak ve ancak

92L,
9G10q)

Hessian matrisi maksimal ranka sahiptir

Ispat:
= e aindg + 2 qqinag)
formunun m defa dig ¢carpimu;
m _ =ad azLe dal dg™ d-i1 d-im
o =w, A..Aw, = adet 341947 g A .. Adq™ AdGE A .. dg

olup, burada a sifir olmayan sabit bir fonksiyondur. Boylece; w; simplektik ise

ancak ve ancak w]" bir hacim elementidir, yani;
det L, +0
“\agiaq

Eger w; simplektik ise, bu durumda L,:TM, - R Lagrange fonksiyonu

dir.

regiiler veya dejenere olmayan; aksi halinde, L’nin tekil, irregiiler veya dejenere

oldugu soylenebilir.

L. ’nin regiiler oldugunu varsayilirsa, o zaman (3.2) denkleminin tek bir ¢

¢Oziimii vardir. Yani, w;, simplektik oldugundan,
iwae = dELe

dir.
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3.1.2 Teorem: i;w;, = dE,, ile verilen & vektor alani bir yari spray (yani

ikinci mertebeden diferansiyel denklem)’ dir.

Ispat: Teoremin ispati icin J& = C (Liouville vektor alani) oldugunu

gostermek yeterdir. Bunun i¢in;
icwy, = —icddL, =icd;dL, (dd; = —d;d)
= i;dL, — d;icdL, (icd; + djic = i))
=d;L, —d;(CL,)
=—d;(CL, — L,) = —d;E|,
olup, diger yandan;
blgwy, = lghw,, — oy, (tely — il = ijg)
= gwr,
ve
LdE,, = d;Ep,
dir. Boylece;
lswy, =icwy, Ve JjE=C
olup, w; simplektiktir.
Eger &, (3.2) ile verilen bir yar1 spray ise, o zaman lokal olarak;

esitligini yazilabilir. Ayrica bu esitlik yardimiyla,

. . d . . . .
=pl— 4 & vl = gt pl = &t
§=visa e q ¢
. %L, 0%Le 0°L ) i 0°L .
= € € ) - —= &) Ly ——pldvt .
LWL, (aqlavl dqlovt v dvtov’ f dq + avtov] v'dv (3 3)

Ve
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E,=v 307 L,
olup,
92L i oL i 92L Py
= e J — =€ 12 e ] l
dE;, (Oqiavjv aqi) dq t 55,7 dv 3.4)

denklemi elde edilir ve iw;, = dE, esitliginden de;

0%L, 9°L i 0L .
—€_ 1)) —C_ gl <= 1<i<m .
dqlovi 617161715 aqt g - = 3-5)

esitligine ulagilir.

0:R - TM,, ¢ vektor alanin izi, yani 6: R - TM,, {'nin bir integral egrisi

olsun.

Bger o(t) = (q'(t)) ise,

. dq'()
N
6 (t) (q O, —
olup, o egrisi;
0L, 4 0L, . 0Le_0 1<i<
agoq ! Teqiag T "o~ T

esitligini gercekler. Tiirevlerin zincir kurali geregince;

d (0L, dLe _ .
E(a_qi)_a_qi_o’ 1<i<m (3.6)

esitligine ulasilir. (3.6) esitligi ile verilen denklemlere Einstein manifoldu iizerinde

Euler -Lagrange Denklemleri oldugu soylenebilir.

3.1.3 Teorem: Einstein manifoldu {izerindeki Euler-Lagrange denklemlerinin

¢Oziimleri, ¢ ’nin integral egrileridir.
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3.1.2 Tanim: Einstein manifoldu {izerinde Euler-Lagrange vektor alani
“Tanim 2.1.2” nedeniyle L,: TM, — R bir regiiler Lagranjyen olmak iizere;
lf (ULe = dELe

esitligini gergekleyen bir tek ¢ yar1 spray'i vardir ve bu Einstein manifoldu
iizerindeki Euler-Lagrange vektor alani olarak adlandirilabilir. Notasyon olarak “

Tanim 2.1.2 deki gibi &, ile gosterilecektir.

3.1.4 Teorem (Enerji Korunumu Yasas1): Lg E;, =¢ E =0

oldugundan, E; , §; ’nin integral egrileri boyunca sabittir.

3.2.3 Tanmm: M,, bir Einstein manifoldu olsun. Eger bir L,:TM, - R
Lagranjyen fonksiyonu 2. Dereceden homojen, yani CL, = 2L, ise o zaman L,’ye

homojen Lagranjyen denir. Sonug olarak;

L, bir homojen Lagranjyen ise,

0L S
ot = 21,3 )

olup, enerji fonksiyonu E; , = L, sekline dontisecektir.

L, bir homojen Lagranjyen olsun. O zaman; L homojen Lagranjyeni Einstein

manifoldu i¢in “Teorem 2.2.2” sartlarini gerceklemektedir.

3.1.5 Teorem: F ve p k. dereceden homojen olmak iizere; M, = (M,, F, p)
bir mekanik sistem olsun. O zaman i;wr = dEp + p denklemini gergekleyen ¢ bir

yari1 spraydir.

Ispat:

i[C,E]wF = LCiwa - ich(l)F
Ep=CF—F=kF—F = (k- 1)F
Le(igwp) = Lc(dER + p) = d(LcEp) + Lep

= k(k — 1)dF + kp
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Lewr = (k — Dwg

— (k= 1)2dF + (k- 1p

olur ve bdylece,
iicqwr = k(k — 1D)dF + kp — (k — 1)*dF — (k — 1)p
=(k—-1)dF+p
=dEr+p
= lsWp

oldugundan wy simplektiktir. Yani, [C, ] = & dir.

3.2 Einstein Manifoldlar1 Uzerindeki Hamilton Sistemleri

Calismanin ikinci boliimiinde bir M manifoldu i¢cin Hamilton sistemleri

anlatilmisti. Bu bolimde bir M, Einstein manifoldu i¢in Hamilton sistemleri

calisilacaktir.

M, bir Einstein manifoldu olsun. M, Einstein manifoldunun kotanjant demeti

T*M, ve

H,:T*M, » R

T*M, tzerinde bir fonksiyon olsun. Eger wy,, T*M, lizerinde kanonik

simplektik yap1 ise bu durumda T*M, iizerinde tek bir Xy, vektor alani vardir dyle

ki;

lXHea)Me = dHe

‘dir. Burada Xy, ¢ a H,, enerji fonksiyonunun Einstein manifoldu iizerinde Hamilton

vektor alant seklinde isimlendirilecektir.
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3.2.1 Tanim: (T*M,, w) bir simplektik manifold ve H,: T*"M, > R, T*M,

tizerinde bir fonksiyon olsun.
(T"Me) o X(T* M) — A T*M,
bir izomorfizm olsun. T*M, tizerinde tek bir X vektor alani vardir dyle ki;
iXHew =dH,

olur. Buradaki Xy, H, enerjili (Hamilton enerjili) bir Einstein manifoldu iizerinde

Hamilton vektor alani diye adlandirilir.
Simdi ise Einstein manifoldu lizerindeki Hamilton denklemlerini olusturalim.

2n-boyutlu bir (T*M,, w) simplektik manifoldunu goz 6niine alahm. Xy , H,
enerjili Einstein manifoldu i¢in Hamilton vektor alani olsun. T*M,’ nin kanonik

koordinatlari {qi, pi} olsun.
Farz edelim ki;
ol =(—¢,¢8) —T'M,
Xy, m bir integral egrisi olsun.
Xy, (o)) =d() , tel (3.10)
Lokal koordinatlar i¢inde o egrisi yazilirsa;
a(t) = {q¢'(®), ()}
olur ve bdylece 6(t) lokal olarak verilen {q', p;} igin,

dgt 0 dp; 0
sy =2, % [t 9
dt dq' dt OJp;

biciminde olup asagidaki satirda belirtilen izomorfizm gz oniine alinirsa;
(T"Mp)w: X € X(T*M,) — (T*M,) o, (X) = ixw €A T'M,
olmakta ve (2.11) esitliklerinde belirtildigi gibi,
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(T*Mow (o) = dpi ("M, (55) = —dd’ (3.11)

olur ve ayni zamanda izomorfizm nedeniyle,

5} 5}

(T*M)5'(dq") = o (T"Mc)o' (dpy) = 35 (3.12)

(3.11) ve (3.12) ifadelerinden T*M, iizerindeki X vektor alanini lokal olarak

gosterilirse;

olup (T*M,), uygulanirsa,

.0 _. 0
(M0 = @ m, (X1 + 10 D)

(T"Me)o(X) = —X'dq' + X'dp;
olacaktir. Ayn1 zamanda £, T*M, iizerinde 1- form olsun. Lokal olarak;
B = Bidq' + Bidp;

ve benzer bi¢cimde;
_ 0 d
(T"M.),(B) = ,3ia—qi - ,3ia—pi

olur. Bu bilgiler kullanilarak dH;

esitligine varilir. Buradan hareketle,

Xy, = T*M,_}(dH,) = (‘%) % - (‘%) % (3.13)

(3.10) ve (3.13) esitlikleri beraberce goz Oniine alinirsa;

dqt 0H, ap; 0H, .
_— —_— = - - < < .
a —op | PP 1<i<n (3.14)




Bulunan bu (3.14) denklemleri Einstein manifoldu {izerindeki Hamilton

Denklemleri olacaktir.
iXHew = dHe

Denklemi ise Einstein manifoldu i¢in Hamilton denklemlerinin simplektik ya

da esas formu olacaktir.

3.2.1 Einstein Manifoldlarn Uzerindeki Zamana Bagh Hamilton

Denklemleri

Bu boliimde Einstein manifoldu i¢in zamana bagli Hamilton denklemleri

tizerinde durulacaktir. Bu kisimdaki H fonksiyonu H,’yi temsil edecektir.
H:RXT*M, - R, R X T*M, lizerinde bir fonksiyon olsun.Vt € R i¢cin
H;:T*M, — R
H:(x) = H(t,x)

seklinde tanmimlansin. T*M, {izerinde H, enerjisi ile Hamilton vektor alanim

distinelim.

iXHtw = dHt

Burada basitge X; = Xy, olarak tanimlanirsa ve bir X dontigiimii asagidaki

sekilde ifade edildiginde,
X:RxS - T(T*M,)
X(t,x)=X(x) eT,(T*M,) ,t e R,x € (T*M,)

R X T*M, tizrindeki X vektor alan,

0
Xy(t,x) = FT X (x)
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olur. Eger {qi, pl-}, T*M, icindeki kanonik koordinatlarsa o halde w formu asagidaki

gibidir.

n
w = Z dq‘ A dp;
i=1

o:l =(—¢,6)>RXT*M,
taniml1 Xy ‘nin bir integral egrisi olsun € > 0 ile birlikte,

a(®) = (a(®), q'®), (1))

bi¢imindedir. o , Xy ‘mn bir integral egrisi oldugu i¢in 6(t) = X, (o (t)) ‘dir.

dq

o =La) =t

ve lokal olarak,
a(®) = (t,q' (), pi(®))
6(t) = Xu(t,q' ), pi(D)) = % + X, (q'(®), pi())
ayni zamanda iy,w = dH; oldugundan

Boylece o, Xy ‘nin bir integral egrisi oldugu igin;
iXHtw = dHt
simplektik formunu kullanarak

dq' _ 9H, dp; _  0H,

= = = =, 1<i<m
dt ap; ' dt aqgt’ T T T —
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denklemleri elde edilir. Elde edilen bu (3.15) denklemleri Einstein manifoldu

iizerindeki zamana bagh Hamilton denklemleri olacaktir.

33 Einstein Manifoldlar1 Uzerindeki Mekanik Sistem

3.3.1 Tammm: M, n-boyutlu bir Einstein manifold ve F, TM, iizerinde bir
diferensiyellenebilir fonksiyon ve kuvvet alani olarak adlandirilan p, TM, iizerinde
bir yar1 basit form ise bu durumda M, = (M,, F, p) tgliisline bir Einstein manifoldu

tizerindeki mekanik sistem denir.

3.3.1 Teorem: M, = (M,, F, p) bir mekanik sistem ve wp = —dd;F 2-form

simplektik olsun.
Bu durumda F’nin enerji fonksiyonu Ep = CF — F olmak iizere;

denklemini gergekleyen bir tek & yari spreyinin integral egrileri, p = p;dq‘ olmak

lizere;

d (0F\ OF _
alag) “ag=r  1sism

denklem sisteminin ¢ozlimleridir.
Ispat: J€ = C oldugundan ve (3.7) esitligini kullanarak;

d%F j 0%F ; oF

i_or _ :
agiovi Y aviavff aqi  Piv l<sism (3-8)
olur. Eger,a(t) = (q'(t)) p'nun bir izi ise, (3.8)'den;
d (oF oF .
E(a_qi)_a_qi—_pi,lﬁlﬁm (3.9

esitligi elde edilir.
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3.3.2 Tamim: p kuvvet alan1 bir kapali yar1 temel form ise; bu durumda M, =

(M., F, p) mekanik sistemine korumalr sistem denir.
Eger, M, = (M,, F, p) korumali bir mekanik sistem ise, bu durumda;
Lwp = di;wp = d(dEF +p) =0
denkleminden p kapali ve ayn1 zamanda p = dV igin;
L:(Er+V) =0

olup, enerjinin de korundugu sonucuna vartlir.

3.3.3 Tamim: M,, bir Einstein manifoldu olsun. M, = (M,, F, p) korumal1 bir

mekanik sistem ise,

p=1"y,(dU) = d(U o ‘L'Me)

ile taniml diferensiyellenebilir bir U: M, — R fonksiyonu varsa; bu mekanik sistem

Lagrange Mekanik Sistemi olacaktir. Bu sistemde,

Eger L, =F+Uo°ty, seklinde alinirsa; o zaman (3.7) ve (3.9)

denklemlerinden,
iwae = dELe ,
d(aLe) aLe_O l<i<
dt\agt) “aqgt T T SEET

esitlikleri yazilabilir.

3.3.1 Sonug¢: Korumali mekanik sistemler Lagranjyen sistemlerdir. p kuvvet
alan1 kapal1 olmayan Einstein manifoldu icin yari-basit(temel) form ise, bu durumda

mekanik sistem korumasiz bir mekanik sistemdir.
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3.3.1 Cember Uzerinde Hareket Eden Sikistirilmis Cisim Ornegi

lg

Y

3
|
I
e
x

Sekil 3.1: Cember Uzerinde Hareket Eden m Kiitleli Cisim

St c E% ¢emberi G = (dx)? + (dy)? veya kutupsal olarak G = a?(d6)?,
[0,2m) metrigiyle birlikte bir Riemann manifoldudur. Ayrica S™ Dbir Einstein

manifoldu oldugundan S ¢emberi de bir Einstein manifoldudur.

Simdi, yer¢ekimi etkisinde R yaricapli dairesel halkasindaki dikey diizlemde
ve ¢cember lizerinde hareket eden sikistirilmig bir kiitlenin siirtinmesiz bir ortamda

Lagrange hareket denklemlerini elde edelim.

Kinetik ve potansiyel enerjisi,

1

V' =mgy ((0,0) noktasina gore)
denklemleri ile verilir.

Burada, x =rcosf y =rsinf kutupsal koordinatlar1 kullanarak kinetik

enerji;
1 . )
T = Em ((r cos 8 — r sin 99)2 + (7" sin @ + r cos 99)2)

V =mgrsin@
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seklinde bulunur ve gereken sadelestirmeler yapildiginda kinetik enerji;
1 . .
T = Em(rz +1262)
olup potansiyel enerjisi;

V =mgrsin@

biciminde ifade edilir ve buradan Lagrange denklemi;

1 .
L=T-V= Em(fﬂz +7126%) —mgrsin@

seklinde yazilir.

Boylece (3.6) denklemleri gbz ontline alindiginda hareket denklemleri:

d(aL) aL_O d(l 2,) (1 Sy . 9)—0
dt \or or ' dt Zm r Zm r mgsmu )=
d <0L> dL —0 d (1 5 29) ( 8) = 0
dt \9é 0 dt Zm r mgrcosu) =

seklinde olup gerekli islemler yapildiktan sonra;
mit — mr6? + mgsinf = 0
mr20 + 2mi6 + mgrcosf = 0

denklemleri elde edilir. Burada r = a (sabit) oldugundan 7 = 0ve # = 0 olur. O

halde denklemler yeniden diizenlenirse Lagrange hareket denklemi;
ma?6 + mgacosf = 0

seklini alir. Ayrica Newton’un ikinci yasasi geregince ma = F’dir. Bu cisim ¢gember

tizerindeyken diizgilin dairesel hareket yapmayacaktir. Yani hiz1 degiskendir.

“Sekil 3.1” de referans noktasini ¢gemberin yere degdigi nokta olarak kabul

edelim ve pozitif yonde bir 8 agisiyla birlikte cismin hareket denklemin son hali;
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.. c\dl gy .
0+ (E)E-F (;)sm@ =0
olacaktir. Burada c bir sabittir ve drnegimizde ¢ = 1 alinacaktir. Simdi bu Einstein

manifoldunda baz1 8, r, 9 ve m degerleri icin bilgisayar programlari yardimiyla

hareketi inceleyelim.

LAGRANGE MEKANIK SISTEMI
30 T T T T T

Agi Degisimi
Hiz Degisimi

10} -

HAREKETIN DEGISIMI

=10 -

®
—
T
1

-30 1 I I I I
0 20 40 60 80 100 120

ZAMAN (1
Sekil 3.2: g =9.81m/s?,r =1m, m = 10gr, § =30°, 9 =0

“Sekil 3.2” de yergekimi ivmesi g = 9.81m/s?, r =1m, m = 10gram
6 = 30" alinmis ¥ = 0 olup 120 saniyelik hareket gdzlemlenmistir. Dikkat edilecek
olursa 6 =30° ile birakilan cisimde, cisme etkiyen kuvvetler nedeni ile ag1
kiiciiliirken hiz artmis ve referans noktasinda maksimum olmustur. Bu noktadan
sonra cismin hizi nedeni ile de 6 acis1 negatif yonde artmis ve cismin hizi
yavaglamaya baslamistir. Hiz sifir oluncaya kadar 8 artmaya devam etmis ve 6 =

20° olmustur.

0 = 20°iken hiz tekrardan sifirflanmustir. Bu noktada m kiitleli cisim
tizerindeki kuvvetler sebebi ile tekrardan hizlanmaya baslamis ve 8 a¢imiz pozitif

yonde artis gostermistir.
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Yukarida bahsedilen durum siirekli devam etmis 6 acis1 ve hiz sifir oluncaya

kadar siirmiis t = 120 saniye sonunda bu iki deger sifirlanmistir.

LAGRANGE MEKANIK SiSTEMi

50 T T T T T
Agi Degisimi
40 Hiz Degigimi | _|
30 - —
= .
o
"D
m =
Qo
i
|_
L
&
L
o
< -
e
-40 I I I I I
0 20 40 60 80 100 120

ZAMAN (t)

Sekil 3.3: g =9.81m/s?,r =1m, m = 10gr, § =45°, 9 =0

Sekil 3.3 de “Sekil 3.2” deki sabit veriler kullanilmistir ancak referans
noktasindan itibaren 8 = 45 ile m kiitlesi serbest birakilmistir. Bu durumda cisim
soniimleme hareketini yine siirdiirmiistiir. Fakat heniiz ¢ = 120sn dolmadan cisim
referans noktasina gelmis ve yaklasik olarak t = 110sn de hareket sonlanmistir.

Hareket 8 = 30° durumdan daha ¢abuk bitmistir
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LAGRANGE MEKANIK SISTEMI
100 T T T T T T T T T

Agi Degisimi
Hiz Degisimi

HAREKETIN DEGISiMi

-60 1 | | 1 | 1 | | |

0 10 20 30 40 50 60 70 80 a0 100
ZAMAN (1)

Sekil 3.4: g =9.81m/s?,r =1m, m = 10gr, 6§ =90°, 9 =0

Sekil 3.4 de “Sekil 3.2” deki sabit veriler kullanilmistir ancak referans
noktasindan itibaren 8 = 90° ile m kiitlesi serbest birakilmustir. Oyle ki; burada
cismin potansiyel enerjisi mgsin(6) = mg kadardir. Bu durumda “Sekil 3.4” deki
act ve hiz degisim grafikleri incelendiginde sistem daha hizli bir hareket
gerceklestirecek , 8 = 30" ve O = 45" acgilarma gore daha az zamanda sistem

referans noktasina gelecektir ve yaklasik olarak t = 95sn de bu gerceklesmistir.
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LAGRANGE MEKANIK SISTEMI
30 T T T T

Agi Degisimi
Hiz Degisimi

20 —

]

-10

HAREKETIN DEGiSimi

-20 -

-30 | | | | |
0 100 200 300 400 500 600

Sekil 3.5: g = 9.81 m/s?,r=1m, m= 50gr, 6 =30° 9=0

Sekil 3.5 de m =50 gram ve 6 =30" ile serbest birakilan cisim
gozlenmektedir. Bilinmektedir ki; Cismin t = 0 anindan hemen sonra gelen t;
aninda kiitle sisteme dahil olmaktadir. Dolayisiyla ag1 ve hiz degisimlerinin
birbirlerini takibi sonucunda daha uzun siirede sonlimlenen bir hareket ortaya
cikmaktadir. Nitekim bu degerler ile ¢ = 600sn sonunda cisim dengeye ulagmustir.
Daha biiyiik kiitlelerde bu siire olduk¢a uzundur. Ayrica ag1 degerinin de bu siireyi

degistirecegi agikca anlagilmaktadir.

Sistemde suana kadar belli bir hiz degeri verilmeden olusan hareket ve

durumlar incelendi. Sisteme bir ilk hiz verildiginde olusan durumlara bakalim.

LAGRANGE MEKANIK SISTEMI
Agi Degisimi

T T T T T
Hiz Degisimi |

Y _

HAREKETIN DEGISiM

-50 I I I I I
o 20 40 60 80 100 120

ZAMAN (t)

Sekil 3.6: g = 9.81m/s?,r =1m, m = 10gr, 6 = 15°, 9 = 45
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LAGRANGE MEKANIK SISTEMi
50 T T

Agi Degisimi
Hiz Degigimi | |

40 U
a0 —

20 =

HAREKETIN DEGISiMi

20 ‘ _
.30 / _

-40 -

-50 | 1
0 50 100 150

ZAMAN (1)

Sekil 3.7: g =9.81m/s?,r = 1m, m = 10gr, 6 = 15°, 9 =45, t = 150

“Sekil 3.6” ve da yercekimi ivmesi g = 9.81 m/s?, r = 1m, m = 10gram

=15 ved = % = 45 D°/sn’lik bir hiz verilmistir. “Sekilde 3.6”da t=0 ile t=20.

saniyeleri arasinda cisim oldukga hizli hareket etmis sicrama gergeklestirmistir. Yani
cemberi birkac kez turlamistir. t=20.saniyeden sonra ac¢1 pozitif yonde artarken hiz
ise bulundugu degerden azalmaya baslamistir. Oyle ki; bu sonuca sebep olan cismin
baslangic hizinin olmasidir. Kiitle ile birlikte hizin sisteme yaptigi etki ise

soniimlemenin daha ge¢ olmasidir. Buda “Sekil 3.7 de goriilmektedir.

LAGRANGE MEKANIK SISTEMi
200 T T

— Ag1 Degisimi
Hiz Degigimi | _|
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Sekil 3.8: g =9.81 m/s?,r = 1m, m = 100gr, 8 = 60°, 9 = 60
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Bu cisime daha biiyiik kiitle, a¢1 ve hiz verildiginde 6rnegin; m = 100gr,

0 =60 ved = Z—f = 75 D°/sn icin sonug “Sekil 3.8” deki gibidir. Bu durumda m

kiitleli cisim verilen ilk hizin biiyiikliigli ve acinin daha biiyiik olmasiyla ¢emberde

bir siire boyunca siirekli dolanacaktir. Grafikte goriilen a¢1 degisimleri bunu

gostermektedir. Buna mukabil hiz da belli bir zaman sonunda azalma gosterecektir,

yeterince biiyiik bir t zamaninda soniimleme gergeklesecektir.

LAGRANGE MEKANIK SISTEMI

200 |

HAREKETIN DEGISiMi

-150

-200 -

-2560 -

-300 !

Agi Degisimi
Hiz Degisimi

ZAMAN (1)

Sekil 3.9: g =9.81m/s?, r=0.01lm, m = 1gr, 8 =90°9 =0

“Sekil 3.9” bakildig1 takdirde

15

r = 0.01 olmasinin g =9.81m/s?, m =

1 gram, 8 = 90° ve ¥ = 0 degerleri ile sisteme etkisi incelenmistir. Ac1 pozitif ve

negatif yonde seyrine devam ederken buna karsilik, hiz daha biiyiik degerler alarak

harckete devam etmistir ve ¢ok daha kisa zamanda t = 15sn de hareket

soniimlenmistir.
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4. SONUC VE ONERILER

Yapilan bu calismada Oncelikle Einstein manifoldunun tarihgesi kullanim
alan1 ve buna ilaveten evreni agiklamada ne kadar yiiksek bir 6neme sahip oldugu
anlasildi. Ayrica, bu manifoldunun tanimi, yapist ve lizerindeki bazi geometrik

ozellikler incelendi.

Calismanin ikinci boliimiinde fizige ve matematige kayda deger katkilar1 olan
Joseph Louis Lagrange ve William Rowan Hamilton tarafindan olusturulan, Euler-

Lagrange ve Hamilton mekanik sistemleri ilgili tiim teorem ve sonuglariyla analiz

edildi.

Calismaya ismini veren Ug¢ilincii kisimda ise, ikinci boliimde anlatilan
Lagrange ve Hamilton mekanik sistemleri temel alinarak Einstein manifoldlar
tizerinde bu mekanik sistemler olusturuldu. Einstein manifoldu tlizerindeki mekanik
sistemler ile ilgili tanimlamalar verildi, geometrik Ozellikler ve sonuglar1 sentez
edildi ve bazi teoremler ispatlandi. Calisma “Ornek 3.3.1” de kurulan bir &rnek ile
pekistirildi. Oyle ki; ele alman bu 6rnekte S* cemberinin (1.1) esitligi ile verilen A =
0 sabitli bir Einstein manifoldu oldugu anlasildi. Bununla beraber Lagrange mekanik

sisteminin denklemleri olusturuldu.

Kurulan bu denklemler non-lineer diferansiyel denklemler oldugu i¢in bazi
kosullar ile birlikte bilgisayar programi olusturularak; bu denklemler ¢ozildi ve
sistemde, harekete teskil eden ag¢1 ve hiz degisimleri gozlemlendi. Yapilan
gbzlemlerin hepsinde yer c¢ekimi sabit tutulup r,m, 8,9 degerleri degistirilerek;
sistemde olusan durumlar grafikler ile gorsellestirildi. Elde edilen bu grafiklerin
hemen ardindan fiziksel ve matematiksel degerlendirmeler yapildi. Oyle ki; yapilan
gozlemlerin bir sonucu olarak cismin yaptig1 hareketin kararli oldugu da

sOylenebilmektedir.

Yapilan bu calismanin, ileride bu konu hakkinda arastirma yapacak olan
arastirmacilara bir kaynak ve yeni gelistirilebilir ¢alismalara basamak teskil etmesi

bakimindan akademik agidan heyecan verici oldugu diigiiniilmektedir.
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