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Bu tezde; k. mertebeden Gauss Fibonacci ve k. mertebeden Gauss 

Lucas sayıları başlangıç değerleriyle birlikte tanımlandıktan sonra üreteç 
fonksiyonları, Binet formülleri, kombinatorial gösterimleri ve toplam 
formülleri elde edildi. Qk–matrisi ve yardımcı matrislerle elemanları k. 
mertebeden Gauss Fibonacci ve Lucas sayıları olan matrisler elde edildi. k. 
mertebeden Gauss Fibonacci ve Lucas sayıları ile ilgili önemli ilişki ve 
özdeşlikler ele alındı ve ispatlandı. 

 
Birinci bölümde, temel tanım ve teoremler verildi.  
 
İkinci bölümde Gauss Fibonacci ve Gauss Lucas sayılarının, Gauss 

Tribonacci sayılarının, k. mertebeden Fibonacci ve Lucas sayılarının ve
Genelleştirilmiş k. mertebeden Fibonacci ve Lucas sayılarının tanımları ve 
önemli özdeşlikleri üzerine daha önce yapılmış çalışmalara yer verildi. 

 
Üçüncü bölümde ise; k. mertebeden Gauss Fibonacci ve k. mertebeden

Gauss Lucas indirgeme bağıntıları tanımlandı. Fibonacci sayıları teorisinin 
önemli özellikleri ve özdeşlikleri k. mertebeden Gauss Fibonacci ve Lucas
sayıları için elde edilerek ispatlandı. 

 

k. Mertebeden ANAHTAR KELİMELER: Fibonacci Sayıları, Gauss 
Fibonacci Sayıları, Gauss Lucas Sayıları, k. Mertebeden Gauss Fibonacci 
Sayıları, k. Mertebeden Gauss Lucas Sayıları 
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In this thesis; after defining k–order Gaussian Fibonacci and Lucas

numbers with boundary conditions, generating functions, Binet formulas, 
combinatorial representations and sum formulas are given. The matrices have
which entries are k–order Gaussian Fibonacci and Lucas numbers are obtained
by the Qk–matrix and assistant matrices. Important relations and identities
about k–order Gaussian Fibonacci and Lucas numbers are discussed and
proved.  

 
 
In the first chapter; the basic definitions and theorems are given. 

 
In the second chapter; the definitions and identities are given without

proof about Gaussian Fibonacci and Lucas numbers, Gaussian Tribonacci
numbers, k–generalized Fibonacci and Lucas numbers and Generalized order–
k Fibonacci and Lucas numbers that are studied before. 
 

Finally, in the third chapter; k–order Gaussian Fibonacci and Lucas
recurrence relations are defined. The important properties and identities of the
Fibonacci theory are obtained and proved for the k–order Gaussian Fibonacci
and Lucas numbers. 
 

KEYWORDS:Fibonacci Numbers, Gaussian Fibonacci Numbers, 
Gaussian Lucas Numbers, k–order Gaussian Fibonacci Numbers, k–order
Gaussian Lucas Numbers. 
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1 G·IR·IŞ

Matematik dünyas¬n¬n en ilginç özelliklerine ve ili̧skilerine sahip Fibonacci

ve Lucas say¬lar¬n¬n bir başka do¼gal genelleştirmesi kompleks say¬lar ve kompleks

düzlem üzerine yap¬ld¬. Klasik Fibonacci ve Lucas say¬lar¬n¬n kompleks say¬lara

genelleştirilmesi farkl¬uygulamalara zemin haz¬rlad¬¼g¬gibi yeni problemlerin de

ortaya ç¬kmas¬na sebep oldu. Bu uygulama ve genelleştirmelerin detaylar¬yla ilgili

olarak [Vajda, 1989] ve [Koshy, 2001] incelenebilir.

Say¬lar teorisinin bilinen alt¬n oran¬ard¬̧s¬k iki Fibonacci say¬s¬n¬n oran¬d¬r

lim
n!1

Fn+1
Fn

=
1 +

p
5

2
:

Alt¬n oran çok eski ça¼glardan beri insanlar¬n mimaride ve görsel sanatlarda

kulland¬¼g¬özel bir say¬d¬r. Günümüzde Alt¬n oran ve Fibonacci say¬lar¬mimari

ve sanat¬n yan¬s¬ra teorik �zik, geometrik modelleme, mühendislik ve biyoloji

gibi modern bilimin bir çok alan¬nda olaylar¬ve problemleri modelleyerek çözüm

getirdi¼gi için çok yönlü olarak kullan¬lmaktad¬r.

Fibonacci ve Lucas say¬lar¬ birbiriyle ili̧skili yüzlerce özdeşlik ve özelli¼gi

sa¼glamaktad¬r. Fibonacci ve Lucas say¬lar¬n¬n genelleştirilmesiyle bu özdeşlik ve

özellikler genel bir forma kavuştu. Fibonacci say¬lar¬n¬n Pascal üçgeni üzerindeki

görüntüsünün keşfedilmesi bu say¬lar¬n kombinatorial gösterimine imkan vererek

hesaplamalar¬n daha etkin olarak yap¬lmas¬n¬sa¼glad¬.

A. F. Horadam (1961,1963) Fibonacci say¬lar¬n¬kompleks say¬lara taş¬yarak

Fibonacci say¬lar¬ için geçerli olan özellikleri ve özdeşlikleri Gauss Fibonacci

say¬lar¬ için kurdu. J. R. Jordan (1965) Fibonacci say¬lar¬ ile Gauss Fibonacci

say¬lar¬aras¬ndaki ili̧skilerden yola ç¬karak muhteşem benzerlikler keşfetti.

M. C. Er (1984) k�genelleştirilmi̧s Fibonacci say¬lar¬n¬n¬ tan¬mlayarak
Fibonacci say¬lar¬ için yeni bir genelleme yolu buldu. Bu aşamadan sonra Lee

ve Lee (1995, 2000, 2001) k: mertebeden Fibonacci ve Lucas say¬lar¬üzerinde

ve Kayg¬s¬z ve Şahin (2011) Genelleştirilmi̧s Lucas say¬lar¬ ve genellleştirilmi̧s

Fibonacci say¬lar¬aras¬ndaki ili̧skiler üzerinde çal¬̧st¬. Taşc¬ve K¬l¬ç (2004, 2006)

Genelleştirilmi̧s k: mertebeden Fibonacci ve Lucas say¬lar¬n¬ tan¬mlayarak bu

say¬lar aras¬ndaki ili̧skilere yepyeni bir boyut getirdiler.
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Bu tezde, Fibonacci ve Lucas say¬lar¬, Gauss Fibonacci ve Gauss Lucas say¬lar¬

ve k: mertebeden Fibonacci ve Lucas say¬lar¬birleştirilerek k: mertebeden Gauss

Fibonacci ve Gauss Lucas say¬lar¬başlang¬ç de¼gerleriyle birlikte tan¬mland¬. Ayn¬

zamanda k: mertebeden Gauss Fibonacci ve Gauss Lucas say¬lar¬n¬n üreteç

fonksiyonlar¬, Binet formülleri, kombinatorial gösterimleri, toplam formülleri elde

edildikten sonra matris gösterimleri, önemli ili̧ski ve özdeşlikler kurularak

ispatland¬.
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1.1 Temel Tan¬m ve Teoremler

Bu bölümde ikinci ve üçüncü bölümlerde kullan¬lan temel tan¬m ve teoremler

verilmektedir.

Tan¬m 1.1.1: a0; a1; a2; a3; :::; an; ::: sonsuz bir dizi, k 2 N sabit ve

f : N � Zk ! R bir fonksiyon olsun. Başlang¬ç de¼gerleri a0; a1; a2; a3; :::; ak�1
ve 8n � k için

an = f (n; an�1; an�2; an�3; :::; an�k) (1.1)

fonksiyonuna k: mertebeden indirgeme ba¼g¬nt¬s¬ denir. Dizinin bütün

elemanlar¬(1:1) denklemi ve a0; a1; a2; :::; ak�1 de¼gerleri ile belirlenir.

Tan¬m 1.1.2: (an) sonsuz bir dizi, k 2 N sabit, f0; f1; f2; :::; fk N �den R �ye
tan¬ml¬fonksiyonlar ve fk(n) 6= 0 olmak üzere 8 n � k için

an = f1(n)an�1 + f2(n)an�2 + :::+ fk(n)an�k + f0(n) (1.2)

biçimindeki indirgeme ba¼g¬nt¬s¬na k:mertebeden lineer indirgeme ba¼g¬nt¬s¬denir.

E¼ger (1.2) �deki f1; f2; :::; fk fonksiyonlar¬ fi(n) = bi (1 � i � k) biçiminde
sabit fonksiyonlar ise

an = b1an�1 + b2an�2 + :::+ bkan�k + f0(n) (1.3)

indirgeme ba¼g¬nt¬s¬na sabit katsay¬l¬indirgeme ba¼g¬nt¬s¬denir.

E¼ger (1.2) �deki her n 2 N için f0(n) = 0 ise

an = f1(n)an�1 + f2(n)an�2 + :::+ fk(n)an�k (1.4)

indirgeme ba¼g¬nt¬s¬na homojen indirgeme ba¼g¬nt¬s¬denir.
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Teorem 1.1.1: an = c1an�1+ c2an�2 indirgeme ba¼g¬nt¬s¬olsun. Bu durumda

indirgeme ba¼g¬nt¬s¬n¬n karakteristik denklemi

r2 � c1r � c2 = 0 (1.5)

ve kökleri � ve � olmak üzere genel çözümü

an = c�
n + d�n (1.6)

dir. Burada c ve d sabit say¬lard¬r.

Örnek 1.1.1:

a1 = 1

a2 = 1

an = an�1 + 2an�2; n > 2

için indirgeme ba¼g¬nt¬s¬n¬n karakteristik denklemi

r2 � r � 2 = 0

olup bu denklemin kökleri r1 = 2 ve r2 = �1 dür. Genel çözüm ise

an = c2
n + d (�1)n

dir. Başlang¬ç şartlar¬da yerine yaz¬l¬rsa

2c� d = 1

4c+ d = 1

olur. Buradan

c =
1

3
ve d = �1

3

bulunur. O halde indirgeme ba¼g¬nt¬s¬n¬n genel çözümü

an =
2n � (�1)n

3

biçimindedir.
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Teorem 1.1.2: p: dereceden homojen, lineer

an = b1an�1 + b2an�2 + :::+ bpan�p (1.7)

indirgeme ba¼g¬nt¬s¬n¬n karakteristik denklemi

rp � b1rp�1 � b2rp�2 � :::� bp�1r � bp = 0 (1.8)

olsun. Bu karakteristik denklemin qi katl¬kökü ri ise

ki1r
n
i + ki2nr

n
i + ki3n

2rni + :::+ kiqin
qi�1rni (1.9)

ifadesi an indirgeme ba¼g¬nt¬s¬ için bir çözümdür. Burada ki1 ; ki2 ; :::; kiqi key�

sabitlerdir.

Örnek 1.1.2: Karakteristik denklemi

(r � 5)3(r � 7)2(r � 3)2 = 0

olan indirgeme ba¼g¬nt¬s¬n¬n genel çözümü aşa¼g¬daki gibidir.

an = k15
n + k2n5

n + k3n
25n + k47

n + k5n7
n + k63

n + k7n3
n

Tan¬m 1.1.3: Fibonacci say¬lar¬, 8n � 2 do¼gal say¬s¬için F0 = 0 ve F1 = 1
başlang¬ç koşullar¬olmak üzere

Fn = Fn�1 + Fn�2 (1.10)

indirgeme ba¼g¬nt¬s¬ile tan¬mlan¬r. Burada Fn �e n: Fibonacci say¬s¬denir.
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Tan¬m 1.1.4: Lucas say¬lar¬, 8 n � 2 do¼gal say¬s¬ için L0 = 2; L1 = 1

başlang¬ç koşullar¬olmak üzere

Ln = Ln�1 + Ln�2 (1.11)

indirgeme ba¼g¬nt¬s¬ile tan¬mlan¬r. Burada Ln �e n: Lucas say¬s¬denir.

Tan¬m 1.1.5: Tribonacci say¬lar¬, 8 n � 3 do¼gal say¬s¬için T0 = 0; T1 = 1;
T2 = 1 başlang¬ç koşullar¬olmak üzere

Tn = Tn�1 + Tn�2 + Tn�3 (1.12)

indirgeme ba¼g¬nt¬s¬ile tan¬mlan¬r. Burada Tn �e n: Tribonacci say¬s¬denir.

Teorem 1.1.3:(Fibonacci ve Lucas indirgeme ba¼g¬nt¬lar¬ için Binet

Formülleri) Fn; n. Fibonacci say¬s¬ve Ln; n: Lucas say¬s¬olmak üzere

Fn =
�n � �n

�� � (1.13)

ve

Ln = �
n + �n (1.14)

dir. Burada � =
1 +

p
5

2
ve � =

1�
p
5

2
dir.

Teorem 1.1.4: n � 1 için

Ln = Fn�1 + Fn+1 (1.15)

dir.
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Tan¬m 1.1.7: a0; a1; a2; ::: bir reel say¬dizisi olsun.

g(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + :::+ anx

n + ::: (1.16)

ifadesine fang dizisinin üreteç fonksiyonu denir.

Teorem 1.1.5:Fibonacci dizisinin üreteç fonksiyonu

g(x) =
x

1� x� x2 (1.17)

ve Lucas dizisinin üreteç fonksiyonu

h(x) =
2� x

1� x� x2 (1.18)

dir.

Charles H. King [1960] taraf¬ndan matrisler ile Fibonacci say¬lar¬aras¬nda çok

ilginç bir ili̧ski kuruldu. Fibonacci say¬lar¬n¬n matrisler yard¬m¬yla incelenmesi

matematik dünyas¬n¬n ilgisini çekerek bu alanda birçok yeni çal¬̧sman¬n önünü

açt¬.

Teorem 1.1.6: n � 2 için Fn+1 = Fn+Fn�1 Fibonacci indirgeme ba¼g¬nt¬s¬n¬n
matris gösterimi

Q =

"
1 1

1 0

#
(1.19)

ile verilir. Buna göre

Qn =

"
Fn+1 Fn

Fn Fn�1

#
(1.20)

dir.
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Teorem 1.1.7: F0 = 0 ve F1 = 1 başlang¬ç koşullar¬ ve n � 2 için

Fn = Fn�1 + Fn�2 olmak üzere Q�matrisi aşa¼g¬daki eşitlikleri sa¼glar:

(1) QnQm = QmQn = Qn+m

(2) Qn = Qn�1 +Qn�2

(3) (Cassini Özdeşli¼gi) det (Qn) = Fn�1Fn+1 � F 2n = (�1)
n

Tan¬m 1.1.8: n � 0 bir tamsay¬ve 0! = 1 olmak üzere

n! = n (n� 1) (n� 2) :::1 (1.21)

çarp¬m¬na n faktöriyel denir.

Tablo 1.1: Pascal Üçgeni

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

::
:

::
: ...

...
...

...
. . . . . .�

n
0

� �
n
1

�
� � �

�
n
m

� �
n

m+1

�
� � �

�
n
n�1
� �

n
n

�

Pascal üçgeninin n: s¬ra m. sütunundaki bir terimin katsay¬s¬n¬bulmak için

aşa¼g¬daki tan¬m verilir.
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Tan¬m 1.1.9: n ve m pozitif tamsay¬lar ve n � m olmak üzere�
n

m

�
=

n!

(n�m)!m! (1.22)

ifadesine Binom katsay¬lar¬denir.

Teorem 1.1.8: n ve m pozitif tamsay¬lar ve n � m için aşa¼g¬daki eşitlikler

sa¼glan¬r:

(1)
�
n

m

�
=

�
n

n�m

�

(2)
�
n

m

�
+

�
n

m+ 1

�
=

�
n+ 1

m+ 1

�

Teorem 1.1.9:(Binom Teoremi) x ve y reel say¬lar ve n pozitif bir tamsay¬

olmak üzere

(x+ y)n =
nX
k=0

�
n

k

�
xn�kyk (1.23)

dir.

Tan¬m 1.1.10: Bir x reel say¬s¬n¬x�den büyük olmayan tamsay¬ya dönüştüren

fonksiyona taban (�oor) fonksiyonu denir ve bxc ile gösterilir.

Tan¬m 1.1.11: Bir x reel say¬s¬n¬x�den küçük olmayan tamsay¬ya dönüştüren

fonksiyona tavan (ceiling) fonksiyonu denir ve dxe ile gösterilir.

Teorem 1.1.10: x herhangi bir reel say¬ve n herhangi bir tamsay¬olmak

üzere;

(1) bnc = n = dne

(2) bx+ nc = bxc+ n

(3) n tek tamsay¬olmak üzere
�
n
2

�
= n�1

2
dir.
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(4) dxe = bxc+ 1, x =2 Z için

(5) dx+ ne = dxe+ n

(6) n tek tamsay¬olmak üzere
�
n
2

�
= n+1

2
dir.

Teorem 1.1.11: Fibonacci ve Lucas say¬lar¬n¬n kapal¬formülü

Fn+1 =

bn2 cX
i=0

�
n� i
i

�
(1.24)

ve

Ln =

bn2 cX
i=0

n

n� i

�
n� i
i

�
(1.25)

dir.

Teorem 1.1.12: Fibonacci ve Lucas say¬lar¬n¬n ilk n terim toplam formülleri

nX
i=1

Fi = Fn+2 � 1 (1.26)

ve

nX
i=1

Li = Ln+2 � 3 (1.27)

dir.

Sonuç 1.1.1: Yukar¬daki teoremden Fibonacci ve Lucas say¬lar¬ için

aşa¼g¬daki sonuçlar geçerlidir:

(1)
nX
i=1

F2i�1 = F2n

(2)
nX
i=1

F2i = F2n+1 � 1

10



(3)
nX
i=1

L2i�1 = L2n � 2

(4)
nX
i=1

L2i = L2n+1 � 1:

Teorem 1.1.13: Fibonacci ve Lucas say¬lar¬için

nX
i=1

F 2i = FnFn+1 (1.28)

ve

nX
i=1

L2i = LnLn+1 � 2 (1.29)

dir.

Lemma 1.1.1: Fibonacci indirgeme ba¼g¬nt¬s¬n � 2 için

Fn = Fn�1 + Fn�2

olmak üzere

�n = �Fn + Fn�1 (1.30)

ve

�n = �Fn + Fn�1 (1.31)

dir. Burada � =
1 +

p
5

2
ve � =

1�
p
5

2
dir.
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Sonuç 1.1.2: n � 1 için aşa¼g¬daki sonuçlar geçerlidir.

(1) FnLn = F2n

(2) Fn+2 � Fn�2 = Ln

(3) Ln�1 + Ln+1 = 5Fn

Teorem 1.1.14: Fn Fibonacci say¬s¬; Ln Lucas say¬s¬olsun. Bu durumda m

ve n pozitif tamsay¬lar olmak üzere

Fm+n = Fm+1Fn + FmFn�1 (1.32)

ve

Lm+n = Fm+1Ln + FmLn�1 (1.33)

dir.
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2 ÖNCEK·I ÇALIŞMALAR

Bu bölümde çal¬̧st¬¼g¬m¬z konuyla ilgili, daha önceden yay¬nlanm¬̧s makalelerin

özetleri, yazar ad¬ve yay¬nland¬¼g¬y¬l belirtilerek uygun bir s¬ra içinde ispats¬z

olarak verilmektedir.

2.1 Gauss Fibonacci ve Gauss Lucas Say¬lar¬

(A. F. Horadam 1963) Kompleks Fibonacci say¬lar¬ üzerinde ve (J.H. Jordan

1965) Gauss Fibonacci say¬lar¬ üzerinde çal¬̧sm¬̧st¬r. (Asci ve Gurel, 2013) iki

de¼gi̧skenli Gauss Fibonacci polinomlar¬ve özel durumlar¬üzerinde çal¬̧sarak Gauss

Fibonacci say¬lar¬na farkl¬bir boyut getirdiler.

2.1.1 Gauss Fibonacci ve Gauss Lucas Say¬lar¬

Tan¬m 2.1.1.1: Gauss Fibonacci say¬lar¬GF0 = i; GF1 = 1 başlang¬ç koşullar¬

olmak üzere n > 1 için

GFn = GFn�1 +GFn�2 (2.1)

indirgeme ba¼g¬nt¬s¬yla tan¬mlan¬r.

Ayr¬ca n: Fibonacci say¬s¬ Fn olmak üzere

GFn = Fn + iFn�1 (2.2)

oldu¼gu hemen görülür.

Tablo 2.1: GFndizisinin baz¬elemanlar¬

n 0 1 2 3 4 5 6 7 � � �
GFn i 1 1 + i 2 + i 3 + 2i 5 + 3i 8 + 5i 13 + 8i � � �
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Tan¬m 2.1.1.2: Gauss Lucas say¬lar¬GL0 = 2� i ve GL1 = 1+2i; başlang¬ç
koşullar¬olmak üzere n > 1 için

GLn = GLn�1 +GLn�2 (2.3)

indirgeme ba¼g¬nt¬s¬yla tan¬mlanm¬̧st¬r.

Ayn¬zamanda n: Lucas say¬s¬Ln olmak üzere

GLn = Ln + iLn�1 (2.4)

ili̧skisi kolayca görülür.

Tablo 2.2: GLn dizisinin baz¬elemanlar¬

n 0 1 2 3 4 5 6 � � �
GLn 2� i 1 + 2i 3 + i 4 + 3i 7 + 4i 11 + 7i 18 + 11i � � �

Teorem 2.1.1.1: n � 2 için Gauss Fibonacci ve Lucas say¬lar¬n¬n toplam¬

nX
j=0

GFj = GFn+2 � 1 (2.5)

ve

nX
j=0

GLj = GLn+2 � (1 + 2i) (2.6)

dir.

Teorem 2.1.1.2:(Cassini Özdeşli¼gi) n � 1 için

GFn+1GFn�1 �GF 2n = (�1)
n (2� i) (2.7)

ve

GLn+1GLn�1 �GL2n = 5 (�1)
n+1 (2� i) : (2.8)
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Teorem 2.1.1.3: n � 1 için

GLn = GFn+1 +GFn�1 (2.9)

dir.

Teorem 2.1.1.4: n: Fibonacci say¬s¬Fn olsun. Bu durumda n � 0 için

GF 2n+1 +GF
2
n = F2n (1 + 2i) (2.10)

dir.

Teorem 2.1.1.5: n: Fibonacci say¬s¬Fn olsun. Bu durumda n � 1 için

GF 2n+1 �GF 2n�1 = F2n�1 (1 + 2i) (2.11)

dir.

Teorem 2.1.1.6: n: Fibonacci say¬s¬Fn olsun. Bu durumda n � 1 için

GFnGLn = F2n�1 (1 + 2i) (2.12)

dir. .

Teorem 2.1.1.7: GFn Gauss Fibonacci say¬s¬; GLn Gauss Lucas say¬s¬ve

Fn Fibonacci say¬s¬olsun. Bu durumda m ve n pozitif tamsay¬lar olmak üzere

GFn+1GFm+1 +GFnGFm = Fn+m (1 + 2i) (2.13)

dir.
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Teorem 2.1.1.8: n � 0 için

GL2n � 5GF 2n = 4 (�1)
n (2� i) (2.14)

dir.

Sonuç 2.1.1.1: n � 2 için GLn bileşik say¬d¬r.

Teorem 2.1.1.9: n � 0 için

GLn+1 +GLn�1 = 5GFn (2.15)

dir.

Teorem 2.1.1.10: n: Fibonacci say¬s¬Fn olmak üzere n � 0 için

GFm+n = FmGFn+1 + Fm�1GFn (2.16)

dir.

Tan¬m 2.1.1.3: Gauss Fibonacci say¬lar¬n¬n normu n: Fibonacci say¬s¬Fn
olmak üzere

kGFnk = F 2n + F 2n�1 = F2n�1 (2.17)

olarak tan¬ml¬d¬r.
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2.1.2 Gauss Tribonacci Say¬lar¬

Tan¬m 2.1.2.1: Gauss Tribonacci say¬lar¬ dizisi GT0 = 0; GT1 = 1 ve

GT2 = 1 + i başlang¬ç koşullar¬olmak üzere

GTn = GTn�1 +GTn�2 +GTn�3; n � 3 (2.18)

indirgeme ba¼g¬nt¬s¬yla tan¬mlan¬r.

Ayn¬zamanda n: Tribonacci say¬s¬Tn olmak üzere

GTn = Tn + iTn�1 (2.19)

ili̧skisi kolayca görülür.

Tablo 2.3: GTndizisinin baz¬elemanlar¬

n 0 1 2 3 4 5 6 7 � � �
GTn 0 1 1 + i 2 + i 4 + 2i 7 + 4i 13 + 7i 24 + 13i � � �

Teorem 2.1.2.1: Gauss Tribonacci say¬lar¬n¬n üreteç fonksiyonu

g(t) =
1X
n=0

GTnt
n =

t+ it2

1� t� t2 � t3 (2.20)

dir.

Binet formülü Fibonacci say¬lar¬ için çok önemli eşitliklerden biridir.

Tribonacci say¬lar¬n¬n tan¬m¬nda (1.5) eşitli¼gi ile verilen indirgeme ba¼g¬nt¬s¬n¬n

karakteristik denklemi

t3 � t2 � t� 1 = 0 (2.21)

olur ve birbirinden farkl¬kökleri � , � ve 
 d¬r. Bu durumda w = 1+i
p
3

2
olmak

üzere
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� =

�
1 +

3
p
19 + 3

p
33+

3
p
19� 3

p
33
�

3

� =

�
1 + w

3
p
19 + 3

p
33+w2

3
p
19� 3

p
33
�

3


 =

�
1 + w2

3
p
19 + 3

p
33+w

3
p
19� 3

p
33
�

3

dir.

Başlang¬ç koşullar¬ ve � + � + 
 = 1; �� + �
 + �
 = �1 ve ��
 = 1

kullan¬l¬rsa Tribonacci say¬lar¬için Binet formülü

Tn =
�n+2

(�� �) (�� 
) +
�n+2

(� � �) (� � 
) +

n+2

(
 � �) (
 � �)

dir. Şimdi Gauss Tribonacci say¬lar¬ için Binet formülünü (2.19) eşitli¼ginden

verebiliriz.

Teorem 2.1.2.2: (Binet Formülü) n � 0 için

GTn =

�
�n+2

(�� �) (�� 
) +
�n+2

(� � �) (� � 
) +

n+2

(
 � �) (
 � �)

�
(2.22)

+i

�
�n+1

(�� �) (�� 
) +
�n+1

(� � �) (� � 
) +

n+1

(
 � �) (
 � �)

�

dir.

Teorem 2.1.2.3: Gauss Tribonacci say¬lar¬n¬n kapal¬formülü

GTn =

b 2(n�1)3 cX
m=0

bm2 cX
r=0

�
n�m� 1
m� r

��
m� r
r

�
(2.23)

+i

b 2(n�2)3 cX
m=0

bm2 cX
r=0

�
n�m� 2
m� r

��
m� r
r

�

dir.

18



Teorem 2.1.2.4: Gauss Tribonacci say¬lar¬n¬n toplam¬

nX
k=1

GTk =
1

2
[GTn+3 �GTn+1 � (1 + i)] (2.24)

dir.

Teorem 2.1.2.5: n: Tribonacci say¬s¬Tn olsun. Bu durumda n � 1 için

nX
k=0

GTkGTk+1 = Tn+1 (GTn + iTn) (2.25)

dir.

Teorem 2.1.2.6: n � 1 için

nX
k=1

GT 2n = T
2
n + 2i

nX
k=1

TkTk�1 (2.26)

dir.

Teorem 2.1.2.7: n > 0 ve m > 0 için

GTm+n = Tm+1GTn+1 + TmGTn + Tm�1GTn + TmGTn�1 (2.27)

dir.

Teorem 2.1.2.8: Dn; n � n boyutlu üçlü bant matris aşa¼g¬daki gibi

tan¬mlans¬n

Dn =

2666666666664

1 + i 1 1 0 � � � 0

�1 1 1 1
. . . 0

0 �1 1 1
. . . 0

0 0 �1 1
. . . 1

0 0
. . . . . . . . . 1

0 0 � � � 0 �1 1

3777777777775
; n � 2:

Bu durumda D0 = 1 ve D1 = 1 + i olmak üzere n � 2 için
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detDn = GTn+1 (2.28)

dir.

Şimdi Tribonacci say¬lar¬için 3� 3 boyutlu Q matrisi rolünü oynayan Q3, R3
ve E3;n matrsileri aşa¼g¬daki gibi tan¬mlans¬n

Q3 =

2664
1 1 1

1 0 0

0 1 0

3775 ;

R3 =

2664
1 + i 1 0

1 0 i

0 i 1� i

3775
ve

E3;n =

2664
GTn+2 GTn+1 GTn

GTn+1 GTn GTn�1

GTn GTn�1 GTn�2

3775 :

Teorem 2.1.2.9: n � 2 için

Qn3R3 = E3;n (2.29)

dir.
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2.2 k: Mertebeden Fibonacci ve Lucas Say¬lar¬

(Er 1984, Lee ve di¼gerleri 2001) k: mertebeden Fibonacci ve Lucas say¬lar¬

üzerinde ve (Kayg¬s¬z ve Şahin 2011) Genelleştirilmi̧s Lucas say¬lar¬ ve

genelleştirilmi̧s Fibonacci say¬lar¬aras¬ndaki ili̧skiler üzerinde çal¬̧sm¬̧st¬r.

2.2.1 k�Genelleştirilmi̧s Fibonacci ve Lucas Say¬lar¬

Tan¬m 2.2.1.1: k�genelleştirilmi̧s Fibonacci say¬lar¬1 � k � n � 0 için

başlang¬ç de¼gerleri

gin =

(
1 E¼ger i = 1� n
0 Di¼ger durumlarda

olmak üzere n > 0 ve 1 � i � k için

gin =
kX
j=1

gin�j (2.30)

indirgeme ba¼g¬nt¬s¬ile tan¬mlan¬r.

Yukar¬daki başlang¬ç koşullar¬ve indirgeme ba¼g¬nt¬s¬nda i = k = 2 seçilirse

Fibonacci say¬lar¬elde edilir.

0; 1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; 21; 34; 55; :::

i = k = 3 seçilirse Tribonacci say¬lar¬elde edilir.

0; 1; 1; 2; 4; 7; 13; 24; 45; :::
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Tan¬m 2.2.1.2: Genelleştirilmi̧s k: mertebeden Lucas say¬lar¬

lk;1�k = lk;2�k = ::: = lk;�1 = �1 ve lk;0 = k:

başlang¬ç de¼gerleri olmak üzere

lk;n =
kX
j=1

lk;n�j (2.31)

indirgeme ba¼g¬nt¬s¬yla tan¬mlan¬r.

Burada k = 2 seçilirse bildi¼gimiz Lucas say¬lar¬elde edilir.

2; 1; 3; 4; 7; 11; 18; 29; 47; :::

k = 3 seçilirse 3�basamak Lucas say¬lar¬elde edilir.

3; 1; 3; 7; 11; 22; 40; 73; :::

Tan¬m 2.2.1.3: Şimdi Q�matris rolü oynayan k � k boyutlu Qk ve Qnk
matrisleri aşa¼g¬daki gibi tan¬mlans¬n öyle ki;

Qk =

266666666664

1 1 1 � � � 1 1

1 0 0 � � � 0 0

0 1 0 � � � 0 0
...
...
. . . . . .

...
...

0 0 � � � � � � 0 0

0 0 � � � 0 1 0

377777777775
k�k

; (2.32)

ve

Qnk =

266666664

g
(k)
n+1 � � � g

(k)
n + g

(k)
n�1 g

(k)
n

g
(k)
n � � � g

(k)
n+1 + g

(k)
n g

(k)
n�1

...
. . .

...
...

g
(k)
n�k+3 � � � g

(k)
n�k+2 + g

(k)
n�k+1 g

(k)
n�k+2

g
(k)
n�k+2 � � � g

(k)
n�k+3 + g

(k)
n�k+2 g

(k)
n�k+1

377777775
: (2.33)
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Teorem 2.2.1.1: Herhangi n ve m tamsay¬lar¬için

gkn+m = gkng
k
m�(k�1) +

�
gkn + g

k
n�1
�
gkm�(k�2) (2.34)

+
�
gkn + g

k
n�1 + g

k
n�2
�
gkm�(k�3) + :::

+
�
gkn + g

k
n�1 + :::+ g

k
n�(k�2)

�
gkm�1 + g

k
n+1g

k
m

dir.

Sonuç 2.2.1.1: Herhangi n ve m tamsay¬lar¬için

gkn+m = gkn�1g
k
m�(k�2) +

�
gkn�1 + g

k
n�2
�
gkm�(k�3) (2.35)

+
�
gkn�1 + g

k
n�2 + gn�3

�
gkm�(k�4) + :::

+
�
gkn�1 + g

k
n�2 + :::+ g

k
n�(k�1)

�
gkm�1 + g

k
ng
k
m+1

dir.

Lemma 2.2.1.1: bk = 2k+1

k+1

�
k
k+1

�k
olsun. Bu durumda k � 2 için bk � bk+1

dir.

Lemma 2.2.1.2: zk+1 � 2zk + 1 = 0 denkleminin k � 2 için çift katl¬kökü
yoktur.

Tan¬m 2.2.1.3�de (2.32) eşitli¼giyle verilenQk matrisinin karakteristik polinomu

f (�) = �k��k�1��k�2� :::���1 ve kökleri �1; �2; �3; :::; �k Lemma 2.2.1.2�den
dolay¬birbirinden farkl¬d¬r. n� n boyutttaki Vandermonde matrisi

� =

2666664
1 1 � � � 1

�1 �2 � � � �k
...

...
...

...

�k�11 �k�12 � � � �k�1k

3777775
ve V = �T olsun. Ayn¬zamanda
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di =

2666664
�n+i�11

�n+i�12
...

�n+i�1k

3777775
olsun. Bu durumda aşa¼g¬daki teorem verilir.

Teorem 2.2.1.2: (Binet Formülü) k�genelleştirilmi̧s Fibonacci say¬s¬
n
g
(k)
n

o
olsun. Bu durumda gn = g

(k)
n+k�2 olmak üzere

gn =
det
�
V k1
�

det (V )
: (2.36)

dir.

k � 2 için gn = g
(k)
n+k�2 dizisinin kombinatorial gösterimini tan¬mlayal¬m.

(0; 1)� matrisi k � k boyutlu Sk ile gösterilirse

Sk =

"
E 1

Ik�1 0

#

şeklinde tan¬ml¬d¬r. Buna göre Qk matrisinin tan¬m¬ndan ve denklem (2.20)�den

Snk = [sij] =

266666664

g
(k)
n+1 � � � g

(k)
n + g

(k)
n�1 + g

(k)
n�2 g

(k)
n + g

(k)
n�1 g

(k)
n

g
(k)
n � � � g

(k)
n�1 + g

(k)
n�2 + g

(k)
n�3 g

(k)
n+1 + g

(k)
n g

(k)
n�1

...
. . .

...
...

...

g
(k)
n�k+3 � � � g

(k)
n�k+2 + g

(k)
n�k+1 + g

(k)
n�k g

(k)
n�k+2 + g

(k)
n�k+1 g

(k)
n�k+2

g
(k)
n�k+2 � � � g

(k)
n�k+1 + g

(k)
n�k + g

(k)
n�k�1 g

(k)
n�k+3 + g

(k)
n�k+2 g

(k)
n�k+1

377777775
dir.
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Lemma 2.2.1.3: n � 0 ve n = i�j için öyle kim1+2m2+:::+kmk = n�i+j
koşulunu sa¼glayan m1;m2; :::;mk pozitif tamsay¬lar olmak üzere

sij =
X

(m1;m2;:::;mk)

mj +mj+1 + :::+mk

m1 +m2 + :::+mk

�
m1 +m2 + :::+mk

m1;m2; :::;mk

�
(2.37)

dir.

Sonuç 2.2.1.2: k�genelleştirilmi̧s Fibonacci say¬s¬
n
g
(k)
n

o
olsun. Bu

durumda m1 + 2m2 + ::: + kmk = n � 1 + k koşulunu sa¼glayan negatif olmayan
tamsay¬lar için

gkn =
X

(m1;m2;:::;mk)

mk

m1 +m2 + :::+mk

�
m1 +m2 + :::+mk

m1;m2; :::;mk

�
(2.38)

dir.
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2.2.2 Genelleştirilmi̧s k: Mertebeden Fibonacci ve Lucas Say¬lar¬

(Taşc¬ ve K¬l¬ç 2004, K¬l¬ç ve Taşc¬ 2006) Genelleştirilmi̧s k: mertebeden

Fibonacci ve Lucas say¬lar¬ve bu say¬lar aras¬ndaki ili̧skiler üzerinde çal¬̧sm¬̧st¬r.

Bu bölümde isimleri ayn¬ancak başlang¬ç koşullar¬Tan¬m 2.2.1.2�den farkl¬bir

genelleştirilmi̧s k: mertebeden Lucas say¬lar¬n¬n k: dizisini tan¬mlayaca¼g¬z.

Tan¬m 2.2.2.1: Genelleştirilmi̧s k: mertebeden Lucas say¬lar¬n¬n k: dizisi

1� k � n � 0 için başlang¬ç de¼gerleri

lin =

8>><>>:
2 E¼ger i = 2� n
�1 E¼ger i = 1� n
0 Di¼ger durumlarda

olmak üzere i�inci dizinin n: terimi lin ile gösterildi¼ginde 1 � i � k ve n > 0 için

lin =
kX
j=1

lin�j (2.39)

indirgeme ba¼g¬nt¬s¬yla tan¬mlan¬r.

Tablo 2.4: i = 1 ve k = 2 seçilirse l1n�dizisinin baz¬elemanlar¬

n �1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 � � �
l1n 2 �1 1 0 1 1 2 3 5 8 13 � � �

Tablo 2.5: i = 3 ve k = 4 seçilirse l3ndizisinin baz¬elemanlar¬

n �2 �1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 � � �
l3n �1 2 0 1 2 5 8 16 31 60 115 222 � � �
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Teorem 2.2.2.1: Genelleştirilmi̧s k: mertebeden Fibonacci say¬s¬gin olsun.

8n; m 2 Z+ ve 1 � i � k için

gin+m =

kX
j=1

ging
i
m+1�j (2.40)

dir.

Teorem 2.2.2.2: Genelleştirilmi̧s k: mertebeden Lucas say¬s¬ lin olsun. 8n;
m 2 Z+ ve 1 � i � k için

lin+m =

kX
j=1

ginl
i
m+1�j (2.41)

dir.

Sonuç 2.2.2.1: Genelleştirilmi̧s k: mertebeden Fibonacci say¬s¬gin olsun. 8n;
m; p 2 Z+ ve 1 � i � k için

gin+m+p =
kX
j=1

ging
i
m+1�p�j (2.42)

dir.

Sonuç 2.2.2.2: Genelleştirilmi̧s k: mertebeden Fibonacci say¬s¬gin olsun. 8n;
m; p 2 Z+ ve 1 � i � k için

gin+m =

kX
j=1

gin�pg
i
m+p�j (2.43)

dir.

Lemma 2.2.2.1: Genelleştirilmi̧s k: mertebeden Fibonacci say¬s¬ve Lucas

say¬s¬gkn ve l
k
n olsun. Bu durumda k � 2 için

lkn = g
k
n + 2g

k
n�1 (2.44)

dir.
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Teorem 2.2.2.3: Genelleştirilmi̧s k: mertebeden Lucas say¬s¬ lkn olsun. Bu

durumda k � 2 için

lkn =
det
�
V
(1)
k

�
+ 2det

��
V
(2)
k

��
det (V )

(2.45)

dir.

Lemma 2.2.2.2: Genelleştirilmi̧s k: mertebeden Fibonacci say¬s¬ve Lucas

say¬s¬ gin ve l
i
n olsun. Bu durumda 1 � i � k için

lkn = 2g
i�1
n � gin�1 (2.46)

dir.

Teorem 2.2.2.4: Genelleştirilmi̧s k: mertebeden Lucas say¬s¬ lkn olsun. Bu

durumda 1 � i � k için

lin =
2det

�
V
(1)
i�1

�
� det

��
V
(2)
i

��
det (V )

(2.47)

dir.

Sonuç 2.2.2.3: Genelleştirilmi̧s k: mertebeden Lucas say¬s¬
n
l
(k)
n

o
olsun. Bu

durumda m1 + 2m2 + :::+ kmk = n� 1 + k ve d1 + 2d2 + :::+ kdk = n� 2 + k
koşulunu sa¼glayan negatif olmayan tamsay¬lar için

lkn =
X

(m1;m2;:::;mk)

mk

m1 +m2 + :::+mk

�
m1 +m2 + :::+mk

m1;m2; :::;mk

�
(2.48)

+2
X

(d1;d2;:::;dk)

dk
d1 + d2 + :::+ dk

�
d1 + d2 + :::+ dk
d1; d2; :::; dk

�

dir.
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3 k: MERTEBEDEN GAUSS F·IBONACC·I

VE k: MERTEBEDEN GAUSS LUCAS
·IND·IRGEME BA¼GINTILARI

Bu bölümde, k: mertebeden Gauss Fibonacci ve Lucas say¬lar¬başlang¬ç de¼gerleri

ile birlikte tan¬mlanarak baz¬önemli özellikler ve özdeşlikler ispatlar¬yla birlikte

verilmektedir.

3.1 k: Mertebeden Gauss Fibonacci ve k: Mertebeden

Gauss Lucas Say¬lar¬

Tan¬m 3.1.1: k bir tamsay¬olsun. k: mertebeden Gauss Fibonacci say¬lar¬n
GF

(k)
n

o1
n=0

dizisi 1� k � n � 0 için başlang¬ç de¼gerleri

GF (k)n =

8>><>>:
1� i; e¼ger k = 1� n ise
i; e¼ger k = 2� n ise
0; di¼ger durumlarda

olmak üzere n > 0 ve k � 2 için

GF (k)n =
kX
j=1

GF
(k)
n�j (3.1)

indirgeme ba¼g¬nt¬s¬yla tan¬ml¬d¬r.

Burada n: k: mertebeden Fibonacci say¬s¬F (k)n olmak üzere

GF (k)n = F (k)n + iF
(k)
n�1 (3.2)

oldu¼gu görülür.

Daha sonra kullanmak üzere GF (k)n dizisinin baz¬elemanlar¬aşa¼g¬daki tabloda

verilmektedir:
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Tablo 3.1: GF (k)n dizisinin baz¬elemanlar¬

n k = 2 k = 3 k = 4 k = 5 k = 6 � � �
�5 1� i
�4 1� i i

�3 1� i i 0

�2 1� i i 0 0

�1 1� i i 0 0 0

0 i 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1

2 1 + i 1 + i 1 + i 1 + i 1 + i

3 2 + i 2 + i 2 + i 2 + i 2 + i

4 3 + 2i 4 + 2i 4 + 2i 4 + 2i 4 + 2i
...

...
...

...
...

...
...

Tan¬m 3.1.2: k bir tamsay¬ olsun. k: mertebeden Gauss Lucas say¬lar¬n
GL

(k)
n

o1
n=0

dizisi 1� k � n � 0 için başlang¬ç de¼gerleri

GL(k)n =

8>><>>:
�1 + (2k � 1) i; e¼ger k = 1� n ise

k � i; e¼ger n = 0 ise

�1� i; di¼ger durumlarda.

olmak üzere n > 0 ve k � 2 için

GL(k)n =
kX
j=1

GL
(k)
n�j (3.3)

indirgeme ba¼g¬nt¬s¬yla tan¬ml¬d¬r.

Burada n: k: mertebeden Lucas say¬s¬L(k)n olmak üzere

GL(k)n = L(k)n + iL
(k)
n�1 (3.4)

oldu¼gu görülür.

Daha sonra kullanmak üzere GL(k)n dizisinin baz¬elemanlar¬aşa¼g¬daki tabloda

verilmektedir:
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Tablo 3.2: GL(k)n dizisinin baz¬elemanlar¬

n k = 2 k = 3 k = 4 k = 5 k = 6 � � �
�5 �1 + 11i
�4 �1 + 9i �1� i
�3 �1 + 7i �1� i �1� i
�2 �1 + 5i �1� i �1� i �1� i
�1 �1 + 3i �1� i �1� i �1� i �1� i
0 2� i 3� i 4� i 5� i 6� i
1 1 + 2i 1 + 3i 1 + 4i 1 + 5i 1 + 6i

2 3 + i 3 + i 3 + i 3 + i 3 + i

3 4 + 3i 7 + 3i 7 + 3i 7 + 3i 7 + 3i

4 7 + 4i 11 + 7i 15 + 7i 15 + 7i 15 + 7i
...

...
...

...
...

...
...
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3.2 k: Mertebeden Gauss Fibonacci ve k: Mertebeden

Gauss Lucas Say¬lar¬n¬n Baz¬Özellikleri

Teorem 3.2.1: k: mertebeden Gauss Fibonacci say¬lar¬n¬n üreteç fonksiyonu

g(t) =

1X
n=0

GF (k)n tn =
GF

(k)
0 +

�
GF

(k)
1 �GF (k)0

�
t+(GF

(k)
2 �GF (k)1 �GF (k)0 )t2

1�

kX
j=1

tj

(3.5)

ve k: mertebeden Gauss Lucas say¬lar¬n¬n üreteç fonksiyonu

h(t) =
1X
n=0

GL(k)n t
n =

GL
(k)
0 +

k�1X
m=1

0B@GL(k)m �

mX
j=1

GL
(k)
j�1

1CAtm

1�

kX
j=1

tj

(3.6)

dir.

·Ispat: k: mertebeden Gauss Fibonacci say¬lar¬GF (k)n �n¬n üreteç fonksiyonu

g(t) olsun. Buna göre;

g(t)� tg(t)� :::� tkg(t) = GF
(k)
0 + t

�
GF

(k)
1 �GF (k)0

�
+t2

�
GF

(k)
2 �GF (k)1 �GF (k)0

�
+t3

�
GF

(k)
3 �GF (k)2 �GF (k)1 �GF (k)0

�
+

1X
n=4

tn

 
GF (k)n �

n�1X
j=0

GF
(k)
j

!
= GF

(k)
0 +

�
GF

(k)
1 �GF (k)0

�
t

+(GF
(k)
2 �GF (k)1 �GF (k)0 )t2:

·Ifade g(t) parantezine al¬n¬rsa

g(t) =
GF

(k)
0 +

�
GF

(k)
1 �GF (k)0

�
t+ (GF

(k)
2 �GF (k)1 �GF (k)0 )t2

1�
kX
j=1

tj

eşitli¼gi elde edilir.

k: mertebeden Gauss Lucas say¬lar¬n¬n üreteç fonksiyonu h(t) benzer şekilde

elde edilir.
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Sonuç 3.2.1: k = 2 olsun. Bu durumda bilinen Gauss Fibonacci say¬lar¬n¬n

üreteç fonksiyonu

g(t) =
1X
n=0

GFnt
n =

i+ (1� i)t
1� t� t2 (3.7)

ve Gauss Lucas say¬lar¬n¬n üreteç fonksiyonu

h(t) =

1X
n=0

GLnt
n =

2� i+ (i� 1) t
1� t� t2 (3.8)

dir.

Sonuç 3.2.2: k = 3 olsun. Bu durumda Gauss Tribonacci say¬lar¬n¬n üreteç

fonksiyonu

g(t) =

1X
n=0

GTnt
n =

t+ it2

1� t� t2 � t3 (3.9)

dir.

Teorem 3.2.2: k: mertebeden Gauss Fibonacci say¬ dizisi
n
GF

(k)
n

o1
n=0

olsun. Bu durumda n1 + 2n2 + ::: + knk = n ve r1 + 2r2 + ::: + krk = n � 1
ili̧skisini sa¼glayan tüm n1; n2; :::; nk ve r1; r2; :::; rk pozitif tamsay¬lar olmak üzere

n � 0 için

GF
(k)
n+1 =

X
n1;n2;:::;nk

�
n1 + n2 + :::+ nk
n1; n2; :::; nk

�
+ i

X
r1;r2;:::;rk

�
r1 + r2 + :::+ rk
r1; r2; :::; rk

�
(3.10)

dir.

·Ispat: Lemma 2.2.1.3�de elde edilen (2.37) eşitli¼gi ve Sonuç 2.2.1.2�de elde

edilen (2.38) eşitli¼gi Gauss Fibonacci say¬lar¬n¬n tan¬m¬nda verilen (3.2)

denkleminde yerine yaz¬l¬rsa ispat biter.

Sonuç 3.2.3: k = 2 olsun. Bu durumda bilinen Gauss Fibonacci say¬lar¬n¬n

kapal¬formülü

GFn+1 =

bn2 cX
n1=0

�
n� n1
n1

�
+ i

bn�12 cX
n1=0

�
n� n1 � 1

n1

�
(3.11)

dir.
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Sonuç 3.2.4: k = 3 olsun. Bu durumda Gauss Tribonacci say¬lar¬n¬n kapal¬

formülü

GTn+1 =

b 2n3 cX
n1=0

bn12 cX
n2=0

�
n� n1
n1 � n2

��
n1 � n2
n2

�
(3.12)

+i

b 2(n�1)3 cX
n1=0

bn12 cX
n2=0

�
n� n1 � 1
n1 � n2

��
n1 � n2
n2

�

dir.

Fibonacci say¬lar¬teorisinin en çok bilinen ve çal¬̧s¬lan konular¬ndan biri de

Binet Formülleridir.

k: mertebeden Gauss Fibonacci say¬lar¬n¬n (3.1) eşitli¼ginde verilen indirgeme

ba¼g¬nt¬s¬n¬n karakteristik polinomu f (�) = �k � �k�1 � �k�2 � ::: � � � 1
dir. Lemma 2.2.1.1 ve Lemma 2.2.1.2 den dolay¬karakteristik polinomun kökleri

birbirinden farkl¬d¬r Karakteristik polinomun birbirinden farkl¬ kökleri

x1; x2; x3; :::; xk�1; xk olsun. Daha önce k: mertebeden Fibonacci say¬lar¬n¬n

köklerinin birbirinden farkl¬ oldu¼gu ispatlanarak Binet formülleri verildi¼ginden

dolay¬ k: mertebeden Gauss Fibonacci ve Gauss Lucas say¬lar¬n¬n Binet

formüllerini (3.2) eşitli¼gini de kullanarak aşa¼g¬daki teoremde verebiliriz.

Teorem 3.2.3: (Binet Formülleri ) n � 0 için

GF (k)n = c1x
n
1 + c2x

n
2 + :::+ ckx

n
k + i

�
c1x

n�1
1 + c2x

n�1
2 + :::+ ckx

n�1
k

�
(3.13)

ve

GL(k)n = t1x
n
1 + t2x

n
2 + :::+ tkx

n
k + i

�
t1x

n�1
1 + t2x

n�1
2 + :::+ tkx

n�1
k

�
(3.14)

dir.

·Ispat: k: mertebeden Fibonacci say¬lar¬n¬n tan¬m¬ndan ve n: k: mertebeden

Fibonacci say¬s¬F (k)n olmak üzere

GF (k)n = F (k)n + iF
(k)
n�1

(3.2) eşitli¼ginden ve Teorem 2.2.1.2�den k: mertebeden Fibonacci ve Lucas

say¬lar¬n¬n Binet formülleri yaz¬l¬r ve ispat tamamlan¬r.
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Şimdi Q matris rolü oynayan Qk, Rk; Yk; Zk;n ve Ek;n matrislerini

tan¬mlayabiliriz. Qk, Rk; Yk; Zk;n ve Ek;n matrisleri k � k boyutunda aşa¼g¬daki
gibi olsun.

Qk =

266666666664

1 1 1 � � � 1 1

1 0 0 � � � 0 0

0 1 0 � � � 0 0
...
...
. . . . . .

...
...

0 0 � � � � � � 0 0

0 0 � � � 0 1 0

377777777775
k�k

;

Rk =

266666666666664

GF
(k)
k�1 GF

(k)
k�2 GF

(k)
k�3 � � � GF

(k)
2 GF

(k)
1 0

GF
(k)
k�2 GF

(k)
k�3 GF

(k)
k�4 � � � GF

(k)
1 0 0

GF
(k)
k�3 GF

(k)
k�4 GF

(k)
k�5 � � � 0 0 0

...
...

... � � � ...
...

...

GF
(k)
2 GF

(k)
1 0 � � � ... 0 0

GF
(k)
1 0 0 � � � 0 0 i

0 0 0 � � � 0 i 1� i

377777777777775
k�k

; (3.15)

Yk =

266666666666664

GL
(k)
k�1 GL

(k)
k�2 � � � GL

(k)
2 GL

(k)
1 k � i

GL
(k)
k�2 GL

(k)
k�3 � � � GL

(k)
1 k � i �1� i

GL
(k)
k�3 GL

(k)
k�4 � � � k � i �1� i �1� i

...
...

. . .
...

...
...

GL
(k)
2 GL

(k)
1 � � � ... �1� i �1� i

GL
(k)
1 k � i � � � �1� i �1� i �1� i

k � i �1� i � � � �1� i �1� i �1 + (2k � 1) i

377777777777775
k�k

; (3.16)

Zk;n =

266666664

GL
(k)
n+k�1 GL

(k)
n+k�2 � � � GL

(k)
n+1 GL

(k)
n

GL
(k)
n+k�2 GL

(k)
n+k�3 � � � GL

(k)
n GF

(k)
n�1

...
...

. . .
...

...

GL
(k)
n+1 GL

(k)
n � � � GL

(k)
n�k+3 GL

(k)
n�k+2

GL
(k)
n GL

(k)
n�1 � � � GL

(k)
n�k+2 GL

(k)
n�k+1

377777775
k�k

(3.17)

ve
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Ek;n =

266666664

GF
(k)
n+k�1 GF

(k)
n+k�2 � � � GF

(k)
n+1 GF

(k)
n

GF
(k)
n+k�2 GF

(k)
n+k�3 � � � GF

(k)
n GF

(k)
n�1

...
...

. . .
...

...

GF
(k)
n+1 GF

(k)
n � � � GF

(k)
n�k+3 GF

(k)
n�k+2

GF
(k)
n GF

(k)
n�1 � � � GF

(k)
n�k+2 GF

(k)
n�k+1

377777775
k�k

: (3.18)

Şimdi aşa¼g¬daki lemmay¬verelim:

Lemma 3.2.1: n � 1 olsun. Bu durumda

Ek;n+1 = QkEk;n (3.19)

ve

Zk;n+1 = QkZk;n (3.20)

dir.

·Ispat: n � 1 için k � k boyutlu matrisler çarp¬l¬r

QkEk;n =

266666666664

1 1 � � � 1 1

1 0 � � � 0 0

0 1 � � � 0 0
...
...
. . .

...
...

0 0 � � � 0 0

0 0 � � � 1 0

377777777775
k�k

266666664

GF
(k)
n+k�1 GF

(k)
n+k�2 � � � GF

(k)
n

GF
(k)
n+k�2 GF

(k)
n+k�3 � � � GF

(k)
n�1

...
...

. . .
...

GF
(k)
n+1 GF

(k)
n � � � GF

(k)
n�k+2

GF
(k)
n GF

(k)
n�1 � � � GF

(k)
n�k+1

377777775
k�k

=

266666664

a11 a12 � � � a1;k�1 a1;k

a21 a22 � � � a2;k�1 a2;k
...

...
. . .

...
...

ak�1;1 ak�1;2 � � � ak�1;k�1 ak�1;k

ak;1 ak;2 � � � ak;k�1 ak;k

377777775
k�k

matrislerin eşitli¼gi kullan¬l¬rsa;

1: sat¬rda;

a11 = GF
(k)
n+k�1 +GF

(k)
n+k�2 + :::+GF

(k)
n+1 +GF

(k)
n = GF

(k)
n+k;

a12 = GF
(k)
n+k�2 +GF

(k)
n+k�3 + :::+GF

(k)
n +GF

(k)
n�1 = GF

(k)
n+k�1;

:::

a1;k = GF (k)n +GF
(k)
n�1 + :::+GF

(k)
n�k+2 +GF

(k)
n�k+1 = GF

(k)
n+1:
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2: sat¬rda

a21 = GF
(k)
n+k�1;

a22 = GF
(k)
n+k�2;

:::

a2;k = GF (k)n

ve di¼ger sat¬r ve sütun elemanlar¬bulunursa

k:sat¬rda

ak;1 = GF
(k)
n+1;

ak;2 = GF (k)n ;

:::

ak;k = GF
(k)
n�k+2

elde edilir. Böylece266666664

GF
(k)
n+k GF

(k)
n+k�1 � � � GF

(k)
n+2 GF

(k)
n+1

GF
(k)
n+k�1 GF

(k)
n+k�2 � � � GF

(k)
n+1 GF

(k)
n

...
...

. . .
...

...

GF
(k)
n+2 GF

(k)
n+1 � � � GF

(k)
n�k+4 GF

(k)
n�k+3

GF
(k)
n+1 GF

(k)
n � � � GF

(k)
n�k+3 GF

(k)
n�k+2

377777775
= Ek;n+1

dir.

Şimdi Gauss Lucas say¬lar¬için ispatlayal¬m. n � 1 için k�k boyutlu matrisler
çarp¬l¬rsa266666666664

1 1 � � � 1 1

1 0 � � � 0 0

0 1 � � � 0 0
...
...
. . .

...
...

0 0 � � � 0 0

0 0 � � � 1 0

377777777775
k�k

266666664

GL
(k)
n+k�1 GL

(k)
n+k�2 � � � GL

(k)
n

GL
(k)
n+k�2 GL

(k)
n+k�3 � � � GL

(k)
n�1

...
...

. . .
...

GL
(k)
n+1 GL

(k)
n � � � GL

(k)
n�k+2

GL
(k)
n GL

(k)
n�1 � � � GL

(k)
n�k+1

377777775
k�k

=

266666664

b11 b12 � � � b1;k�1 b1;k

b21 b22 � � � b2;k�1 b2;k
...

...
. . .

...
...

bk�1;1 bk�1;2 � � � bk�1;k�1 bk�1;k

bk;1 bk;2 � � � bk;k�1 bk;k

377777775
k�k
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matris çarp¬m¬ve matrislerin eşitli¼gi kullan¬l¬rsa;

1: sat¬rda;

b11 = GL
(k)
n+k�1 +GL

(k)
n+k�2 + :::+GL

(k)
n+1 +GL

(k)
n = GL

(k)
n+k;

b12 = GL
(k)
n+k�2 +GL

(k)
n+k�3 + :::+GL

(k)
n +GL

(k)
n�1 = GL

(k)
n+k�1;

:::

b1;k = GL(k)n +GL
(k)
n�1 + :::+GL

(k)
n�k+2 +GL

(k)
n�k+1 = GL

(k)
n+1:

2: sat¬rda

b21 = GL
(k)
n+k�1;

b22 = GL
(k)
n+k�2;

:::

b2;k = GL(k)n

ve di¼ger sat¬r ve sütun elemanlar¬bulunur

k:sat¬rda

bk;1 = GL
(k)
n+1;

bk;2 = GL(k)n ;

:::

bk;k = GL
(k)
n�k+2

ve böylece266666664

GL
(k)
n+k GL

(k)
n+k�1 � � � GL

(k)
n+2 GL

(k)
n+1

GL
(k)
n+k�1 GL

(k)
n+k�2 � � � GL

(k)
n+1 GL

(k)
n

...
...

. . .
...

...

GL
(k)
n+2 GL

(k)
n+1 � � � GL

(k)
n�k+4 GL

(k)
n�k+3

GL
(k)
n+1 GL

(k)
n � � � GL

(k)
n�k+3 GL

(k)
n�k+2

377777775
= Zk;n+1

dir.

Teorem 3.2.4: n � 1 olsun. Bu durumda

QnkRk = Ek;n (3.21)

dir.

38



·Ispat: n üzerinde tümevar¬m uygulan¬rsa. E¼ger n = 1 ise, k: mertebeden

Gauss Fibonacci say¬lar¬n¬n ve Ek;n tan¬m¬ndan

QkRk = Ek;1

dir.

Farzedelim ki eşitlik n için sa¼glans¬n. Bu durumda

QnkRk = Ek;n

olur ve şimdi n+ 1 için ispatlan¬r.

Qn+1k Rk = QkQ
n
kRk

= QkEk;n

= Ek;n+1

dir.

Sonuç 3.2.5: k = 2 olsun. Bu durumda

Qn2R2 =

"
1 1

1 0

#n "
1 i

i 1� i

#

=

"
GFn+1 GFn

GFn GFn�1

#
= E2;n

Sonuç 3.2.6: k = 3 olsun. Bu durumda

Qn3R3 =

2664
1 1 1

1 0 0

0 1 0

3775
n 2664

1 + i 1 0

1 0 i

0 i 1� i

3775

=

2664
GTn+2 GTn+1 GTn

GTn+1 GTn GTn�1

GTn GTn�1 GTn�2

3775
= E3;n

dir.
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Teorem 3.2.5: n � 1 olsun. Bu durumda

QnkYk = Zk;n (3.22)

dir.
·Ispat: n üzerinde tümevar¬m uygulan¬rsa. E¼ger n = 1 için, k: mertebeden

Gauss Lucas say¬lar¬n¬n ve Zk;n tan¬m¬ndan

QkYk = Zk;1

dir.

Farzedelim ki eşitlik n için sa¼glans¬n. Bu durumda

QnkYk = Zk;n

olur ve şimdi n+ 1 için ispatlan¬rsa

Qn+1k Yk = QkQ
n
kYk

= QkZk;n

= Zk;n+1

dir. Böylece ispat tamamlan¬r.

Sonuç 3.2.7: k = 2 olsun. Bu durumda

Qn2Y2 =

"
1 1

1 0

#n "
1 + 2i 2� i
2� i �1 + 3i

#

=

"
GLn+1 GLn

GLn GLn�1

#
= E2;n

dir.

Teorem 3.2.6: m ve n tamsay¬lar¬için

GF
(k)
n+m = F

(k)
n+1GF

(k)
m +

k�2X
j=0

 
GF

(k)
m�(k�j�1)

jX
p=0

F
(k)
n�p

!
(3.23)

dir.
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·Ispat: k � 2 için

Qk =

266666666664

1 1 1 � � � 1 1

1 0 0 � � � 0 0

0 1 0 � � � 0 0
...
...
. . . . . .

...
...

0 0 � � � � � � 0 0

0 0 � � � 0 1 0

377777777775
k�k

Bu durumda denklem (2.33) den

Qnk =

266666664

F
(k)
n+1 � � � F

(k)
n + F

(k)
n�1 + F

(k)
n�2 F

(k)
n + F

(k)
n�1 F

(k)
n

F
(k)
n � � � F

(k)
n�1 + F

(k)
n�2 + F

(k)
n�3 F

(k)
n+1 + F

(k)
n F

(k)
n�1

...
. . .

...
...

...

F
(k)
n�k+3 � � � F

(k)
n�k+2 + F

(k)
n�k+1 + F

(k)
n�k F

(k)
n�k+2 + F

(k)
n�k+1 F

(k)
n�k+2

F
(k)
n�k+2 � � � F

(k)
n�k+1 +

(k)
n�k +F

(k)
n�k�1 F

(k)
n�k+3 + F

(k)
n�k+2 F

(k)
n�k+1

377777775
k�k

dir. Qn+mk = QnkQ
m
k oldu¼gundan ve Teorem 3.2.4�den QnkRk = Ek;n oldu¼gu

görülür.

Qn+mk Rk = Ek;n+m ve QnkQ
m
k Rk = Ek;n+m eşitli¼ginde QnkEk;m = Ek;n+m

oldu¼gundan matris i̧slemleri ve matrislerin eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

GF
(k)
n+m = F (k)n GF

(k)
m�(k�1) +

�
F (k)n + F

(k)
n�1

�
GF

(k)
m�(k�2)

+
�
F (k)n + F

(k)
n�1 + F

(k)
n�2

�
GF

(k)
m�(k�3) + :::

+
�
F (k)n + F

(k)
n�1 + :::+ F

(k)
n�(k�2)

�
GF

(k)
m�1 + F

(k)
n+1GF

(k)
m

eşitli¼gi elde edilir ve ispat tamamlan¬r.

Sonuç 3.2.8: k = 2 olsun. Bu durumda

GFn+m = Fn�1GFm + FnGFm+1

dir.
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Sonuç 3.2.9: k = 3 olsun. Bu durumda Tn bilinen n:Tribonacci say¬s¬ve

GTn de n: Gauss Tribonacci say¬s¬olmak üzere

GTn+m = TnGTm�2 + (Tn + Tn�1)GTm�1 + Tn+1GTm

dir.

Teorem 3.2.7: m ve n tamsay¬lar¬için

GL
(k)
n+m = F

(k)
n+1GL

(k)
m +

k�2X
j=0

 
GL

(k)
m�(k�j�1)

jX
p=0

F
(k)
n�p

!
(3.24)

dir.
·Ispat: Teorem 3.2.5.�de Qn+mk = Qnk :Q

m
k kullan¬l¬rsa

Qn+mk Yk = Zk;n+m

ve

QnkQ
m
k Yk = Zk;n+m

eşitli¼ginde

QnkZk;m = Zk;n+m

oldu¼gundan matris i̧slemleri ve matrislerin eşitli¼gi kullan¬l¬rsa ispat biter.

Sonuç 3.2.10: k = 2 için

GLn+m = Fn+1GLm + FnGLm�1

dir.

Teorem 3.2.8: k: mertebeden Gauss Fibonacci ve Gauss Lucas say¬lar¬n¬n

toplam¬

nX
j=1

GF
(k)
j =

1

k � 1

�
GF

(k)
n+k �GF

(k)
k (3.25)

+
k�2X
j=1

(k � j � 1)
�
GF

(k)
j �GF (k)n+j

�!
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ve

nX
j=1

GL
(k)
j =

1

k � 1

�
GL

(k)
n+k �GL

(k)
k (3.26)

+
k�2X
j=1

(k � j � 1)
�
GL

(k)
j �GL(k)n+j

�!

dir.
·Ispat: k: mertebeden Gauss Fibonacci say¬lar¬n¬n indirgeme ba¼g¬nt¬s¬ndan

ve (3.1) eşitli¼ginden

GF
(k)
n�k = GF

(k)
n �

k�1X
j=1

GFn�j

eşitli¼gi yaz¬l¬r ve bu eşitlikten

GF
(k)
1 = GF

(k)
k+1 �GF

(k)
k � :::�GF (k)3 �GF (k)2

GF
(k)
2 = GF

(k)
k+2 �GF

(k)
k+1 � :::�GF

(k)
4 �GF (k)3

GF
(k)
3 = GF

(k)
k+3 �GF

(k)
k+2 � :::�GF

(k)
5 �GF (k)4

...

GF
(k)
m�1 = GF

(k)
k+m�1 �GF

(k)
k+m�2 � :::�GF

(k)
m+1 �GF (k)m

GF (k)m = GF
(k)
k+m �GF

(k)
k+m�1 � :::�GF

(k)
m+2 �GF

(k)
m+1

elde edilir. Buradan da

mX
j=1

GF
(k)
j = GF

(k)
k+m �GF

(k)
2 � 2GF (k)3 � 3GF (k)4

�:::� (k � 2)GF (k)k�1 � (k � 1)GF
(k)
k

� (k � 2)
m+1X
j=k+1

GF
(k)
j � (k � 3)GF (k)m+2

� (k � 4)GF (k)m+3 � :::� 3GF
(k)
k+m�4 � 2GF

(k)
k+m�3

�GF (k)k+m�2

yukar¬daki eştilikte aşa¼g¬daki terimler eklenir ve ç¬kar¬l¬rsa

(k � 2)GF (k)1 � (k � 2)GF (k)1 + (k � 2)GF (k)2 � (k � 2)GF (k)2

+(k � 2)GF (k)3 � (k � 2)GF (k)3 + :::+ (k � 2)GF (k)k � (k � 2)GF (k)k
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i̧slemler yap¬l¬rsa

mX
k=1

GF
(k)
j = GF

(k)
k+m + (k � 2)GF

(k)
1 + (k � 3)GF (k)2 + :::

+2GF
(k)
k�3 +GF

(k)
k�2 �GF

(k)
k � (k � 2)

mX
j=1

GF
(k)
j

� (k � 2)GF (k)m+1 � (k � 3)GF
(k)
m+2 � :::

�3GF (k)k+m�4 � 2GF
(k)
k+m�3 �GF

(k)
k+m�2

elde edilir. Sonuç olarak

(k � 1)
mX
j=1

GF
(k)
j = GF

(k)
k+m �GF

(k)
k +

k�2X
j=1

(k � j � 1)GF (k)j

�
k�2X
j=1

(k � j � 1)GF (k)m+j

yaz¬l¬rsa

mX
j=1

GF
(k)
j =

1

k � 1

�
GF

(k)
k+m �GF

(k)
k

�
k�2X
j=1

(k � j � 1)
�
GF

(k)
j �GF (k)m+j

�!

elde edilir.

Benzer şekilde Gauss Lucas say¬lar¬n¬n tan¬m¬ndan ve (3.3) eşitli¼gi

kullan¬l¬rsa Gauss Lucas say¬lar¬n¬n toplam¬bulunur. Böylece ispat tamamlan¬r.

Sonuç 3.2.11: k = 2 için Gauss Fibonacci ve Lucas say¬lar¬n¬n toplam¬

nX
j=1

GFj = GFn+2 � (1 + i)

ve

nX
j=1

GLj = GLn+2 � (3 + i)

dir.
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Sonuç 3.2.12: k = 3 için Gauss Tribonacci say¬lar¬n¬n toplam¬

nX
j=1

GTj =
1

2
[GTn+3 �GTn+1 � (1 + i)]

dir.

Teorem 3.2.9: n � 0 için

GL(k)n = kGF
(k)
n+1 �

k�1X
j=1

(k � j)GF (k)n+1�j (3.27)

dir.
·Ispat: Teorem n üzerinde tümevar¬m uygulanarak ispatlanabilir. E¼ger n = 0

ve k = 2 olursa GL(2)0 = 2� i, GF (2)0 = i ve GF (2)1 = 1 oldu¼gundan

GL
(2)
0 = 2GF

(2)
1 �GF (2)0

eşitli¼gi do¼grudur. Ayn¬zamanda n = 0 ve k > 2 olursa GL(k)0 = k � i ve k:
mertebeden Gauss Fibonacci say¬lar¬n¬n tan¬m¬ndan n 2 Z+ için

kGF
(k)
1 �

k�1X
j=1

(k � j)GF (k)1�j = kGF
(k)
1 � (k � 1)GF (k)0 � :::�GF (k)2�k

= k � 0� 0� :::� 0� i

= k � i

= GL
(k)
0

d¬r. Farzedelim ki eşitlik n için sa¼glans¬n

GL(k)n = kGF
(k)
n+1 �

k�1X
j=1

(k � j)GF (k)n+1�j:

Bu durumda n + 1 için ispatlan¬r. k: mertebeden Gauss Lucas say¬lar¬n¬n

tan¬m¬nda

GL
(k)
n+1 = GL

(k)
n +GL

(k)
n�1 +GL

(k)
n�2:::+GL

(k)
n+1�k

yerine yaz¬l¬rsa
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GL
(k)
n+1 =

 
kGF

(k)
n+1 �

k�1X
j=1

(k � j)GF (k)n+1�j

!

+

 
kGF (k)n �

k�1X
j=1

(k � j)GF (k)n�j

!

+

 
kGF

(k)
n�1 �

k�1X
j=1

(k � j)GF (k)n�1�j

!
+ :::

+

 
kGF

(k)
n+2�k �

k�1X
j=1

(k � j)GF (k)n+1�k�j

!

GL
(k)
n+1 = k

�
GF

(k)
n+1 +GF

(k)
n + :::+GF

(k)
n+2�k

�
�

k�1X
j=1

(k � j)
�
GF

(k)
n+1�j +GF

(k)
n�j + :::+GF

(k)
n+1�k�j

�
GL

(k)
n+1 = kGF

(k)
n+2 �

k�1X
j=1

(k � j)GF (k)n+2�j

dir. Böylece ispat tamamlan¬r.

Sonuç 3.2.13: k = 2 ve n � 0 için

GLn+1 = 2GFn+2 �GFn+1:

Teorem 3.2.10: n � 0 için

GL(k)n =
kX
j=1

jGF
(k)
n+1�j (3.28)

dir.
·Ispat: n üzerinde tümevar¬m uygulan¬rsa n = 0 ve k = 2 olursa GL(2)0 = 2�i,

GF
(2)
0 = i ve GF (2)�1 = 1� i oldu¼gundan

GL
(2)
0 =

2X
j=1

jGF
(k)
1�j

= 1GF
(2)
0 + 2GF

(k)
�1

= i+ 2 (1� i)

= 2� i
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oldu¼gu kolayca görülür. Ayn¬zamanda n = 0 ve k > 2 olursa GL(k)0 = k � i ve
k: mertebeden Gauss Fibonacci say¬lar¬n¬n tan¬m¬ndan n 2 Z+ için

GL
(k)
0 =

kX
j=1

jGF
(k)
1�j:

= GF
(k)
0 + 2GF

(k)
�1 + ::: (k � 1)GF

(k)
2�k + kGF

(k)
1�k

= 0 + 0 + 0 + :::+ (k � 1) i+ k (1� i)

= k � i

= GL
(k)
0

d¬r.

Farzedelim ki eşitlik n için sa¼glans¬n

GL(k)n =

kX
j=1

jGF
(k)
n+1�j

Bu durumda n + 1 için ispatlan¬r. k: mertebeden Gauss Lucas say¬lar¬n¬n

tan¬m¬ndan

GL
(k)
n+1 = GL(k)n +GL

(k)
n�1 +GL

(k)
n�2:::+GL

(k)
n+1�k

=

 
kX
j=1

jGF
(k)
n+1�j

!
+

 
kX
j=1

jGF
(k)
n�j

!

+

 
kX
j=1

jGF
(k)
n�1�j

!
+ :::+

 
kX
j=1

jGF
(k)
n�k�j

!

=
kX
j=1

j
�
GF

(k)
n+1�j +GF

(k)
n�j + :::+GF

(k)
n�k�j

�
=

kX
j=1

jGF
(k)
n+2�j

dir. Böylece ispat tamamlan¬r.

Sonuç 3.1.14: n � 0 için

GLn = GFn + 2GFn�1

dir.
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4 SONUÇ VE ÖNER·ILER

Bu tezde, k: mertebeden Gauss Fibonacci ve k: mertebeden Lucas say¬lar¬

başlang¬ç koşullar¬yla birlikte tan¬mlanarak k: mertebeden Gauss Fibonacci ve

Lucas say¬lar¬n¬n üreteç fonksiyonlar¬, Binet formülleri, kombinatorial

gösterimleri ve toplam formülleri elde edildi. k: mertebeden Fibonacci say¬lar¬

için verilen Qk�matrisi ve yard¬mc¬matrislerle elemanlar¬k: mertebeden Gauss
Fibonacci ve Lucas say¬lar¬olan matrisler elde edildikten sonra önemli ili̧ski ve

özdeşlikler kurularak ispatland¬.

Öneri olarak, bu tezde çal¬̧st¬¼g¬m¬z k: mertebeden Gauss Fibonacci ve

Lucas say¬lar¬n¬ düşünerek bir de¼gi̧skenli k: mertebeden Gauss Fibonacci ve

Lucas polinomlar¬ ve iki de¼gi̧skenli k: mertebeden Gauss Fibonacci ve Lucas

polinomlar¬tan¬mlanarak daha genel incelemeler yap¬labilir. Ayr¬ca elemanlar¬k:

mertebeden Gauss Fibonacci say¬lar¬ olan matrisin çarpanlara ayr¬lmas¬

üzerine çal¬̧sma yap¬labilir. Böylece yeni bir araşt¬rma alan¬ve genellemeler ortaya

ç¬kacakt¬r.
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