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K. MERTEBEDEN GAUSS FIBONACCI VE K. MERTEBEDEN GAUSS
LUCAS INDIRGEME BAGINTILARI
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MATEMATIK ANABILIiM DALI

(TEZ DANISMANI: DOC. DR. MUSTAFA ASCI)
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Bu tezde; k. mertebeden Gauss Fibonacci ve k. mertebeden Gauss
Lucas sayilar1 baslangic degerleriyle birlikte tanimlandiktan sonra iireteg
fonksiyonlari, Binet formiilleri, kombinatorial gosterimleri ve toplam
formiilleri elde edildi. Qx—matrisi ve yardimci matrislerle elemanlar1 k.
mertebeden Gauss Fibonacci ve Lucas sayilar1 olan matrisler elde edildi. k.
mertebeden Gauss Fibonacci ve Lucas sayilari ile ilgili onemli iligki ve
Ozdeslikler ele alindi ve ispatlanda.

Birinci bélimde, temel tanim ve teoremler verildi.

Ikinci bdliimde Gauss Fibonacci ve Gauss Lucas sayilarinm, Gauss
Tribonacci sayilarinin, k. mertebeden Fibonacci ve Lucas sayilarinin ve
Genellestirilmis k. mertebeden Fibonacci ve Lucas sayilarmin tanimlar1 ve
onemli 6zdeslikleri lizerine daha 6nce yapilmis calismalara yer verildi.

Uciincii boliimde ise; k. mertebeden Gauss Fibonacci ve k. mertebeden
Gauss Lucas indirgeme bagintilar1 tanimlandi. Fibonacci sayilari teorisinin
onemli 6zellikleri ve Ozdeslikleri k. mertebeden Gauss Fibonacci ve Lucas
sayilar1 i¢in elde edilerek ispatlandi.

k. Mertebeden ANAHTAR KELIMELER: Fibonacci Sayilar, Gauss
Fibonacci Sayilan, Gauss Lucas Sayilari, k. Mertebeden Gauss Fibonacci
Sayilari, k. Mertebeden Gauss Lucas Sayilarn



ABSTRACT

K-ORDER GAUSSIAN FIBONACCI AND
K-ORDER GAUSSIAN LUCAS RECURRENCE RELATIONS
PH.D THESIS
ESREF GUREL
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS
(SUPERVISOR:ASSOCIATE PROF. DR. MUSTAFA ASCI)
DENiZLi, NOVEMBER 2015

In this thesis; after defining k—order Gaussian Fibonacci and Lucas
numbers with boundary conditions, generating functions, Binet formulas,
combinatorial representations and sum formulas are given. The matrices have
which entries are k—order Gaussian Fibonacci and Lucas numbers are obtained
by the Qy—matrix and assistant matrices. Important relations and identities
about k—order Gaussian Fibonacci and Lucas numbers are discussed and
proved.

In the first chapter; the basic definitions and theorems are given.

In the second chapter; the definitions and identities are given without
proof about Gaussian Fibonacci and Lucas numbers, Gaussian Tribonacci
numbers, k—generalized Fibonacci and Lucas numbers and Generalized order—
k Fibonacci and Lucas numbers that are studied before.

Finally, in the third chapter; k—order Gaussian Fibonacci and Lucas
recurrence relations are defined. The important properties and identities of the
Fibonacci theory are obtained and proved for the k—order Gaussian Fibonacci
and Lucas numbers.

KEYWORDS:Fibonacci Numbers, Gaussian Fibonacci Numbers,
Gaussian Lucas Numbers, k—order Gaussian Fibonacci Numbers, k—order
Gaussian Lucas Numbers.
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1 GIRIS

Matematik diinyasinin en ilging ¢zelliklerine ve iligkilerine sahip Fibonacci
ve Lucas sayilarinin bir bagka dogal genellestirmesi kompleks sayilar ve kompleks
diizlem {tizerine yapildi. Klasik Fibonacci ve Lucas sayilarinin kompleks sayilara
genellegtirilmesi farkli uygulamalara zemin hazirladigi gibi yeni problemlerin de
ortaya ¢ikmasina sebep oldu. Bu uygulama ve genellestirmelerin detaylariyla ilgili
olarak [Vajda, 1989] ve [Koshy, 2001] incelenebilir.

Sayilar teorisinin bilinen altin orami ardigik iki Fibonacci sayisinin oranidir

. Foi 1445
lim = .
n—oo F, 2

Altin oran ¢ok eski ¢aglardan beri insanlarin mimaride ve gorsel sanatlarda
kullandig1 6zel bir sayidir. Giiniimiizde Altin oran ve Fibonacci sayilar1 mimari
ve sanatin yanisira teorik fizik, geometrik modelleme, miihendislik ve biyoloji
gibi modern bilimin bir ¢ok alaninda olaylar: ve problemleri modelleyerek ¢oziim

getirdigi icin ¢ok yonlii olarak kullamilmaktadir.

Fibonacci ve Lucas sayilar1 birbiriyle iligkili ytiizlerce ozdeslik ve o6zelligi
saglamaktadir. Fibonacci ve Lucas sayilarinin genellestirilmesiyle bu 6zdeslik ve
ozellikler genel bir forma kavustu. Fibonacci sayilarinin Pascal tiggeni tizerindeki
goriintiisiiniin kesfedilmesi bu sayilarin kombinatorial gosterimine imkan vererek

hesaplamalarin daha etkin olarak yapilmasini sagladi.

A. F. Horadam (1961,1963) Fibonacci sayilarimi kompleks sayilara tagiyarak
Fibonacci sayilar1 i¢in gegerli olan ozellikleri ve 6zdeglikleri Gauss Fibonacci
sayilar1 igin kurdu. J. R. Jordan (1965) Fibonacci sayilar1 ile Gauss Fibonacci

sayilar1 arasindaki iligkilerden yola ¢ikarak muhtegem benzerlikler kesfetti.

M. C. Er (1984) k—genellestirilmis Fibonacci sayilarimimi tanimlayarak
Fibonacci sayilar1 icin yeni bir genelleme yolu buldu. Bu asamadan sonra Lee
ve Lee (1995, 2000, 2001) k. mertebeden Fibonacci ve Lucas sayilar: iizerinde
ve Kaygisiz ve Sahin (2011) Genellestirilmig Lucas sayilar1 ve genelllegtirilmis
Fibonacci sayilar1 arasindaki iligkiler iizerinde galigti. Tagcr ve Kilig (2004, 2006)
Genellegtirilmis k. mertebeden Fibonacci ve Lucas sayilarimi tanimlayarak bu

sayilar arasindaki iligkilere yepyeni bir boyut getirdiler.



Bu tezde, Fibonacci ve Lucas sayilar1, Gauss Fibonacci ve Gauss Lucas sayilar:
ve k. mertebeden Fibonacci ve Lucas sayilar1 birlegtirilerek k. mertebeden Gauss
Fibonacci ve Gauss Lucas sayilar: baglangic degerleriyle birlikte tanimlandi. Ayni
zamanda k. mertebeden Gauss Fibonacci ve Gauss Lucas sayilarinin {ireteg
fonksiyonlari, Binet formiilleri, kombinatorial gosterimleri, toplam formiilleri elde
edildikten sonra matris gosterimleri, ©nemli iligki ve ozdeslikler kurularak

ispatlandi.



1.1 Temel Tanim ve Teoremler

Bu boliimde ikinci ve iigiincii boliimlerde kullanilan temel tanmim ve teoremler

verilmektedir.
Tanim 1.1.1: ag,aq,as,0a3,...,a,,... sonsuz bir dizi, & € N sabit ve
f : N x Z* — R bir fonksiyon olsun. Baslangic degerleri ag, a1, as, as, ..., ap_1

ve Vn > k igin

Qp = f(naan—laan—Qaan—?)a -">an—k) (11)

fonksiyonuna k. mertebeden indirgeme bagmntisi denir. Dizinin biitiin

elemanlar1 (1.1) denklemi ve ag, a1, as, ..., ax_1 degerleri ile belirlenir.

Tanim 1.1.2: (a,) sonsuz bir dizi, k € N sabit, fo, f1, f2, ..., fr N 'den R ’ye

tanimli fonksiyonlar ve fi(n) # 0 olmak iizere V n > k igin

an = fin)a,—1 + fo(n)ap_2 + ... + fe(n)an_x + fo(n) (1.2)

bi¢imindeki indirgeme bagintisina k.mertebeden lineer indirgeme bagintis1 denir.

Eger (1.2) ’deki fi, fo, ..., fr fonksiyonlar1 f;(n) = b; (1 <i < k) bigiminde

sabit fonksiyonlar ise

Ap = blan,1 + bgan,Q T bkan,k + fo(n) (13)

indirgeme bagintisina sabit katsayili indirgeme bagintisi denir.

Eger (1.2) ’deki her n € N i¢in fo(n) =0 ise

anp = f1 (n)an,l —+ fg(n)an,g “+ ...+ fk(n)an,k (14)

indirgeme bagintisina homojen indirgeme bagintisi denir.



Teorem 1.1.1: a, = cia,_1 + c2a,_o indirgeme bagintisi olsun. Bu durumda

indirgeme bagintisinin karakteristik denklemi

r—er—c=0 (1.5)

ve kokleri o ve § olmak iizere genel ¢oziimii

a, = ca" +dpg" (1.6)

dir. Burada c ve d sabit sayilardir.

Ornek 1.1.1:
a, = 1
ay = 1
Ap = Qp_1+20p_9, N> 2

i¢in indirgeme bagintisinin karakteristik denklemi

r?—r—2=0

olup bu denklemin kokleri r; = 2 ve ro = —1 diir. Genel ¢oziim ise

a, =c2" +d(—1)"

dir. Baglangic sartlar1 da yerine yazilirsa

2c—d =1
de+d = 1
olur. Buradan
1 J 1
c=-ved=——
3 3

bulunur. O halde indirgeme bagintisinin genel ¢oziimii

bi¢imindedir.



Teorem 1.1.2: p. dereceden homojen, lineer

ap = b1ap_1 + boay_o + ... + bpa,_p (1.7)

indirgeme bagintisinin karakteristik denklemi

PP — byrPl — P2 — L — 17 — b, =0 (1.8)

olsun. Bu karakteristik denklemin ¢; kath kokii r; ise

kiyr? + kinr + kin®r? + .+ kg n% 1l (1.9)

)

ifadesi a, indirgeme bagntisi icin bir ¢oztimdiir. Burada k;,, ki,, ..., kig, keyfi

sabitlerdir.
Ornek 1.1.2: Karakteristik denklemi

(r=5)%(r—="7)7%r—-3°>=0

olan indirgeme bagintisinin genel ¢oziimii agagidaki gibidir.

An = k15" + konb"™ + ksn?5" 4+ ky7" + ksn7" + ke3™ + kyn3™

Tanmim 1.1.3: Fibonacci sayilari, Vn > 2 dogal sayis1 icin Fy = 0 ve F; =1

baglangi¢ kosullar1 olmak iizere

Fy=F, 1+ F,_, (1.10)

indirgeme bagintisi ile tanimlanir. Burada F;, ’e n. Fibonacci sayisi denir.



Tanim 1.1.4: Lucas sayilar, V n > 2 dogal sayis1 igin Ly = 2, [ = 1

baglangi¢ kosullar1 olmak iizere

Ly =Lp 1+ Lo (1.11)

indirgeme bagintisi ile tanmimlanir. Burada L, ’e n. Lucas sayis1 denir.

Tanmim 1.1.5: Tribonacci sayilary, V n > 3 dogal sayist i¢in Ty = 0, 71 = 1,

T, = 1 baglangi¢ kosullar1 olmak iizere

Tn =1dp1+ Tn—2 + Tn—3 (112)

indirgeme bagintisi ile tanimlanir. Burada 7, ’e n. Tribonacci sayist denir.

Teorem 1.1.3:(Fibonacci ve Lucas indirgeme bagintilar: igin Binet

Formiilleri) F),, n. Fibonacci sayis1 ve L, n. Lucas sayisi olmak iizere

P = O‘;%g (1.13)
ve
L,=a"+p" (1.14)
dir. Burada o = L +2\/5 ve 8 = L _2\/5 dir.
Teorem 1.1.4: n > 1 icin
L,=F,1+F,. (1.15)

dir.



Tanim 1.1.7: ag, ay, as, ... bir reel say1 dizisi olsun.

9(x) = ag + a1 + agx® + ... + apa" + ... (1.16)

ifadesine {a,,} dizisinin iirete¢ fonksiyonu denir.

Teorem 1.1.5:Fibonacci dizisinin iirete¢ fonksiyonu

T

=" 1.17
o) = —— (117)
ve Lucas dizisinin iirete¢ fonksiyonu
2—=x
hiz) = 1.18
() = (118)

dir.

Charles H. King [1960] tarafindan matrisler ile Fibonacci sayilar1 arasinda ¢ok
ilging bir iligki kuruldu. Fibonacci sayilarimin matrisler yardimiyla incelenmesi
matematik diinyasimin ilgisini ¢ekerek bu alanda bir¢ok yeni caligmanin oniinii

agt.

Teorem 1.1.6: n > 2 icin F,, 1 = F,,+ F,,_1 Fibonacci indirgeme bagintisinin

matris gosterimi

O
|

11
: 0] (1.19)

ile verilir. Buna gore

Fn+1 Fn

1.20
Fn anl ( )

dir.



Teorem 1.1.7: Fy = 0 ve Fy; = 1 baglangic kosullar1 ve n > 2 i¢in

F, = F,_1 + F,,_5 olmak iizere ()—matrisi agagidaki egitlikleri saglar:
(1) QUQ™ = QmQ" = Q+m
2@ =@ +Q?
(3) (Cassini Ozdesligi) det (Q") = F,,_1Fpq — F2 = (—=1)"
Tanim 1.1.8: n > 0 bir tamsay1 ve 0! = 1 olmak iizere

nl=nn-1)(n—-2)..1 (1.21)

carpimina n faktoriyel denir.

Tablo 1.1: Pascal Ucgeni

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 ) 10 10 5t 1

O ()

Pascal tiggeninin n. sira m. siitunundaki bir terimin katsayisini bulmak igin

agagidaki tanim verilir.



Tanim 1.1.9: n ve m pozitif tamsayilar ve n > m olmak iizere

<:@) - <n+;)'m' (1.22)

ifadesine Binom katsayilar1 denir.

Teorem 1.1.8: n ve m pozitif tamsayilar ve n > m icin asagidaki egitlikler

saglanir:

0 ()= (")
@ (n) ()= ()

Teorem 1.1.9:(Binom Teoremi) x ve y reel sayilar ve n pozitif bir tamsay1

olmak iizere

n - n n—
(z+y)" = (k)x Fo (1.23)
dir.

Tanim 1.1.10: Bir x reel sayisin1 x’den biiyiik olmayan tamsayiya doniistiiren

fonksiyona taban (floor) fonksiyonu denir ve |x] ile gosterilir.

Tanim 1.1.11: Bir z reel sayisini x’den kiigiik olmayan tamsayiya doniigtiiren

fonksiyona tavan (ceiling) fonksiyonu denir ve [x] ile gosterilir.

Teorem 1.1.10: z herhangi bir reel say1 ve n herhangi bir tamsay1 olmak

(1) [n] =n=[n]
(2) |[x+n]=|x]+n

(3) n tek tamsay1 olmak tizere | 2] = 22 dir.



(4) [z] = |z] +1, 2 ¢ Z icin
(5) [r+n]=[x]+n
(6) n tek tamsay1 olmak iizere [%2] = ™t dir.

Teorem 1.1.11: Fibonacci ve Lucas sayilarinin kapali formiilii

Fai = (n - Z) (1.24)

ve

L=y () 129

dir.

Teorem 1.1.12: Fibonacci ve Lucas sayilarinin ilk n terim toplam formiilleri

Y Fi=Fupa—1 (1.26)
=1

ve
> Li=L,-3 (1.27)
=1

dir.

Sonug 1.1.1: Yukaridaki teoremden Fibonacci ve Lucas sayilari icin

asagidaki sonuclar gecerlidir:
(1)) Foiy = Fan
i=1

(2) Y Py =Fpop1 — 1
=1

10



(3) ) Loioy = Loy — 2
=1

(4) Z Ly = Lopi1 — 1.
i1

Teorem 1.1.13: Fibonacci ve Lucas sayilari i¢in

Y FP=F.F.n (1.28)
=1
ve
> L} =LyLyei —2 (1.29)
=1
dir.

Lemma 1.1.1: Fibonacci indirgeme bagintisi n > 2 igin

F,=F,_1+F,

olmak iizere

o =afF,+ F,_,; (1.30)

ve

B" = BE, + Fa (1.31)

dir.

dir. Burada o =

1++5 1-+v5
5 ve 5 = 5

11



Sonug 1.1.2: n > 1 icin asagidaki sonuglar gecerlidir.

(2) Fn+2 - Fn—2 - Ln

(3) Ly_1+ Ln-‘rl =5F,

Teorem 1.1.14: F), Fibonacci sayisi, L, Lucas sayisi olsun. Bu durumda m

ve n pozitif tamsayilar olmak iizere

Fin = Fs1Fy 4 FuFy s (1.32)

ve

Lm+n = m+1Ln + Fan,1 (133)

dir.

12



2 ONCEKI CALISMALAR

Bu boliimde ¢aligtigimiz konuyla ilgili, daha ¢nceden yayinlanmis makalelerin

ozetleri, yazar adi ve yaymlandigi yil belirtilerek uygun bir sira iginde ispatsiz

olarak verilmektedir.

2.1 Gauss Fibonacci ve Gauss Lucas Sayilari

(A. F. Horadam 1963) Kompleks Fibonacci sayilar iizerinde ve (J.H. Jordan

1965) Gauss Fibonacci sayilar iizerinde galigmigtir. (Asci ve Gurel, 2013) iki

degiskenli Gauss Fibonacci polinomlar: ve 6zel durumlar iizerinde ¢alisarak Gauss

Fibonacci sayilaria farkli bir boyut getirdiler.

2.1.1 Gauss Fibonacci ve Gauss Lucas Sayilari

Tanim 2.1.1.1: Gauss Fibonacci sayilar1 GFy = ¢, GF; = 1 baglangi¢ kogullar:

olmak tizere n > 1 igin

GF,=GF,1+GF,_»

indirgeme bagintisiyla tanimlanir.

Ayrica n. Fibonacci sayis1 F), olmak iizere

oldugu hemen goriiliir.

GF,=F,+1iF,

Tablo 2.1: GGF, dizisinin baz1 elemanlar:

GF,

1+

2+

3+ 21

5+3i | 8+ 51

13+ &

13

(2.1)

(2.2)



Tanim 2.1.1.2: Gauss Lucas sayilar1 GLy = 2 —1 ve GL; = 1+ 2¢, baglangig

kogullar1 olmak {izere n > 1 igin

GL, = GLy_1 + GLy_» (2.3)

indirgeme bagintisiyla tanimlanmigtir.

Ayn1 zamanda n. Lucas sayisi1 L,, olmak {izere

GL, = Ly+iLy 1 (2.4)

iligkisi kolayca gortiliir.

Tablo 2.2: GGL,, dizisinin baz1 elemanlar:

n 0 1 2 3 4 ) 6
GL, |2—1|1+20 |3+ |4+3i|7T+4 | 114+7i | 18+ 11¢

Teorem 2.1.1.1: n > 2 i¢in Gauss Fibonacci ve Lucas sayilarinin toplami

> GF;=GF, -1 (2.5)
=0
ve
> GLj = GLyz — (1+2i) (2.6)
=0
dir.

Teorem 2.1.1.2:(Cassini Ozdesligi) n > 1 icin

GF, 1 GF, 1 — GF? = (=1)" (2 —1) (2.7)

ve

GLyp1GLyy — GL2 =5(=1)"" (2 —14). (2.8)
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Teorem 2.1.1.3: n > 1 igin
GL,=GF,.1+GF,4 (2.9)
dir.
Teorem 2.1.1.4: n. Fibonacci sayis1 F}, olsun. Bu durumda n > 0 icin
GF?  + GE? = Fy, (1 + 2i) (2.10)
dir.
Teorem 2.1.1.5: n. Fibonacci sayisi F, olsun. Bu durumda n > 1 igin
GF?,, — GF?_ | = Fy, 1 (1 +2i) (2.11)
dir.
Teorem 2.1.1.6: n. Fibonacci sayis1 F}, olsun. Bu durumda n > 1 icin

GF,GL, = Fy,1 (1 + 2i) (2.12)

dir. .

Teorem 2.1.1.7: GF,, Gauss Fibonacci sayisi, GL,, Gauss Lucas sayisi ve

F,, Fibonacci sayisi olsun. Bu durumda m ve n pozitif tamsayilar olmak iizere

GF,1GFpi1 + GF,GF,y = Fpym (1 + 20) (2.13)

dir.
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Teorem 2.1.1.8: n > 0 icin

GL? —5GF? =4(—-1)" (2 1) (2.14)

dir.
Sonug 2.1.1.1: n > 2 i¢in GL,, bilesik sayidir.
Teorem 2.1.1.9: n > 0 icin

GLys1 + GL, 1 = 5GFE, (2.15)

dir.

Teorem 2.1.1.10: n. Fibonacci sayist F;, olmak tizere n > 0 icin

GFm-H’L - FmGFn+1 + Fm—lGFn (216)

dir.

Tanim 2.1.1.3: Gauss Fibonacci sayilarinin normu n. Fibonacci sayis1 F),

olmak iizere

|GFull = F3 + F2_ | = Fana (2.17)

olarak tamimlhidir.
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2.1.2 Gauss Tribonacci Sayilar:

Tanim 2.1.2.1: Gauss Tribonacci sayilar dizisi GTyp = 0, GT} = 1 ve

GT, = 1 + i baglangi¢ kosullar1 olmak {izere

GTn = GTn,1 -+ GTn,Q —+ GTnfg, n 2 3 (218)

indirgeme bagintisiyla tanimlanir.

Aym zamanda n. Tribonacci sayis1 T,, olmak iizere

GT, =T, +iT},_ (2.19)

iligkisi kolayca goriiliir.

Tablo 2.3: GT,dizisinin baz1 elemanlar:

n |01 2 3 4 ) 6 7
GI, |0 |1 |1+ |2+0¢|44+20|7+4i|13+7i |24+ 130

Teorem 2.1.2.1: Gauss Tribonacci sayilarinin iirete¢ fonksiyonu

> t + it?
OIS P/ —— (2.20)
n=0

1—t—t2-13
dir.
Binet formiilii Fibonacci sayilar1 icin ¢ok o©nemli egitliklerden biridir.

Tribonacci sayilarimn tanimminda (1.5) esitligi ile verilen indirgeme bagintisinin

karakteristik denklemi

-t —t—1=0 (2.21)

olur ve birbirinden farkli kokleri « , 5 ve v dir. Bu durumda w = # olmak

{izere
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(1+%9+3¢ﬁ+%9—3¢§)

a =
3
(1 + w19 + 3v/33+w? /19 — 3\/33)
p o= 3
(1 + w19 + 3v33+w/19 — 3\/33>
v = 3
dir.
Baslangic kosullar1 ve o + S +v = L,af +ay+ By = —1 ve afy = 1

kullanilirsa Tribonacci sayilar: i¢in Binet formiilii

an+2 6n+2 7n+2

@=B) -7 B-a)B-7 G-0a)(-5

T, =

dir. Simdi Gauss Tribonacci sayilarn i¢in Binet formiiliinii (2.19) esitliginden

verebiliriz.
Teorem 2.1.2.2: (Binet Formiilii) n > 0 igin

n+2 6n+2 n-+2

o v
@=Ba-r G-a)B-7 G-a)0-5
Q" tl Bn+1 ,Yn+1 }

H{(a—ﬁ)(a—v)+(ﬁ—oz)(5—v)+('v—a)(’y—6)

GT, = { } (2.22)

dir.

Teorem 2.1.2.3: Gauss Tribonacci sayilarinin kapali formiilii

GT, = N 0 (n ;fj; 1) (m;r> (2.23)

dir.
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Teorem 2.1.2.4: Gauss Tribonacci sayilarinin toplami
> GT = 5 [GTois = GToy — (1+1)] (2.24)
k=1

dir.
Teorem 2.1.2.5: n. Tribonacci sayis1 7, olsun. Bu durumda n > 1 igin

Y GT.GTisr = Toia (GT,, +4T5,) (2.25)

k=0

dir.
Teorem 2.1.2.6: n > 1 icin

Y GTI=T:+2iy TTi (2.26)
k=1

k=1

dir.
Teorem 2.1.2.7: n >0 ve m > 0 igin

GTern = m+1GTn+1 + TmGTn + TmflGTn + TmGTn,1 (227)

dir.

Teorem 2.1.2.8: D,, n X n boyutlu {icli bant matris asagidaki gibi

tanimlansin

0 0
-1 1 1 1 0

po_| 0 111 )
0 0 -1 1 1
0 1
0 0 -1 1

Bu durumda Dy =1 ve D; = 1 4 ¢ olmak {izere n > 2 igin
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det D,, = GT,, 11 (2.28)
dir.

Simdi Tribonacci sayilari i¢in 3 x 3 boyutlu ) matrisi roliinii oynayan ()3, R3

ve Fjs, matrsileri agagidaki gibi tanimlansin

1 11
@z=1|10 ;
0
1+ 1 0
Rs = 1 0 =
0 11—

ve

GTn+2 GTn+1 GTn
E3’n == GTn+1 GTn GTn_ 1
GT, GT,,1 GT,

Teorem 2.1.2.9: n > 2 igin
Q3R = B3, (2.29)

dir.
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2.2 k. Mertebeden Fibonacci ve Lucas Sayilari
(Er 1984, Lee ve digerleri 2001) k. mertebeden Fibonacci ve Lucas sayilari

iizerinde ve (Kaygisiz ve Sahin 2011) Genellegtirilmis Lucas sayilar1 ve

genellestirilmis Fibonacci sayilar1 arasindaki iligkiler iizerinde ¢aligmigtir.

2.2.1 k—Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas Sayilari

Tanim 2.2.1.1: k—genellestirilmis Fibonacci sayilar1 1 — k < n < 0 icin
baglangic degerleri

In =

; 1 Egeri=1—n
0 Diger durumlarda

olmak tizere n > 0 ve 1 <1 < k icin
k
=D O (2.30)
j=1
indirgeme bagintisi ile tanimlanir.

Yukaridaki baglangi¢ kosullar1 ve indirgeme bagintisinda ¢ = k£ = 2 secilirse

Fibonacci sayilar1 elde edilir.

0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55, ...

1 = k = 3 segilirse Tribonacci sayilar: elde edilir.

0,1,1,2,4,7,13,24,45, ...
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Tanim 2.2.1.2: Genellestirilmig k. mertebeden Lucas sayilar

lk,l—k = lkyg_k = ..= lk,—l =—1ve lk’g = k.

baglangic degerleri olmak {izere

k
lk,n = Z Zk,n—j (231)

j=1

indirgeme bagintisiyla tanimlanir.

Burada k£ = 2 segilirse bildigimiz Lucas sayilar: elde edilir.

2,1,3,4,7,11,18,29,47, ...

k = 3 secilirse 3—basamak Lucas sayilar elde edilir.

3,1,3,7,11,22,40,73, ...

Tamim 2.2.1.3: §Simdi (Q—matris rolii oynayan k x k boyutlu Q) ve Q}

matrisleri agagidaki gibi tanimlansin oyle ki;

(11 1 |
0 0
o1 O --- 00
Qu=1. . . . . . : (2.32)
0
o0 --- 0 1
L d kxk
ve
m (K k k E) T
g g g
k k k k
R A M A
Qr = : : : : (2.33)
(k (k (k (k
gn2k+3 T gn2k+2 + gn2k+1 gn2k+2
k k k k
| gv(zjk+2 T gv(mjk+3 + 9£2k+2 g7(Lf)k+1 i
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Teorem 2.2.1.1: Herhangi n ve m tamsayilar1 i¢in

Ghim = Ihdm ey + (9h+ 90 1) gh 2 (2.34)
+ (QZ +gn o+ 9572) grknf(ka) + .
g+ g+t ) G Il

dir.

Sonug 2.2.1.1: Herhangi n ve m tamsayilar: i¢in

Insm = In-19m—k—2) + (In-1 + In_2) Gm—s-3) (2.35)
+ (g1 +9n2+ gns) g'rk;z—(k‘—4) +.
+ (9:271 +gn o+t gﬁf(kfl)) Grq + gﬁgfnﬂ

dir.

Lemma 2.2.1.1: b, = %::11 (ﬁ)k olsun. Bu durumda k > 2 i¢in by, < by
dir.

Lemma 2.2.1.2: 2*! — 22F 41 = 0 denkleminin & > 2 icin cift kath kokii
yoktur.

Tanim 2.2.1.3’de (2.32) esitligiyle verilen @) matrisinin karakteristik polinomu
FO) =N N N2 X1 ve kokleri Ap, Mg, A3, ..., Ay Lemma 2.2.1.2’den

dolay1 birbirinden farklidir. n x n boyutttaki Vandermonde matrisi

11 1
A~ A Ay Ak
I )\]1671 )\12671 . )\Z*l |

ve V = AT olsun. Aym zamanda
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[ n—+i—1
A1

n+i—1
A2

n—+i—1
/\k

olsun. Bu durumda asagidaki teorem verilir.

Teorem 2.2.1.2: (Binet Formiilii) k—genellestirilmis Fibonacci sayisi { gﬁlk)}

(k)

olsun. Bu durumda g, = g,/;_, olmak {iizere

Jn = %. (2.36)

dir.

(k)

nik—o dizisinin kombinatorial gosterimini tammlayalim.

k > 2ign g, = g
(0,1) — matrisi k£ x k boyutlu Sy ile gosterilirse

E 1

g, —
", o0

seklinde tanimhdir. Buna gore @)y matrisinin tanimindan ve denklem (2.20)’den

o (F) (k) (k) (k) (k) (k) (k) ]

Int1 " gn’ + Gp-1t Gnlo gn" + Gn-1 gn
g g el gl a4+t g
Sk = [s45] : - : : :
gr(zk—)k-‘rS T gr(zk—)k-&-Q + g7(zk—)k:+1 + ggk—)k 97(116—)“2 + gfzk—)k-f—l gr(zk—)k—i-Q
i gffi)m e gka—)k+1 + ggi)k + ggi)kq gr(zli)kJrB + ggi)kw ggi)kﬂ i
dir.
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Lemma 2.2.1.3: n > 0ven =i—jic¢in oyle ki mi+2mo—+...+kmy = n—i+j

kogulunu saglayan my, mo, ..., my pozitif tamsayilar olmak iizere

Z Mj + My + ...+ My (m1+m2+...+mk) (2.37)

my+ meo + ...+ my my, Mo,y ..., My,
dir.

Sonug 2.2.1.2: k—genellestirilmis Fibonacci sayisi { ggk)} olsun. Bu
durumda my + 2mgy + ... + kmy = n — 1 + k kosulunu saglayan negatif olmayan

tamsayilar icin

k my, m1+m2+...+mk)
_ 2.38
In Z m1+m2+...+mk( mi, Mo, ..., My ( )

dir.
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2.2.2 Genellestirilmis k. Mertebeden Fibonacci ve Lucas Sayilari

(Tagar ve Kilig 2004, Kilig ve Tagcr 2006) Genellegtirilmis k. mertebeden
Fibonacci ve Lucas sayilar1 ve bu sayilar arasindaki iligkiler tizerinde caligmigtir.
Bu boliimde isimleri aynm1 ancak baslangic kosullart Tanim 2.2.1.2°’den farkl bir

genellestirilmis k. mertebeden Lucas sayilarinin k. dizisini tanimlayacagiz.

Tanim 2.2.2.1: Genellestirilmis k. mertebeden Lucas sayilarmin k. dizisi

1 — k < n <0 i¢in baglangic degerleri

2 Egeri=2—n
=4 —1 Egeri=1-n

n

0 Diger durumlarda

olmak tizere 7’inci dizinin n. terimi [’ ile gosterildiginde 1 < i < k ve n > 0 igin
L=> 10 (2.39)

indirgeme bagintisiyla tanimlanir.

Tablo 2.4: i =1 ve k = 2 segilirse [} ’dizisinin baz1 elemanlar:

n|{—=1,01(1]23/4]5[6|7|8|9
2| —-1/1{0[1]|1]2|3|5|8]|13

Bl—-1]2 |0[1|2|5]8|16|31]|60|115|222
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Teorem 2.2.2.1: Genellestirilmis k. mertebeden Fibonacci sayisi ¢, olsun.
Vn, meZ" vel <i<kicn

k
Tt = D ITons1 (2.40)
j=1
dir.

Teorem 2.2.2.2: Genellestirilmig k. mertebeden Lucas sayist [, olsun. Vn,
me ZT vel <i<kicn

k
Ly = D Ghliiy (2.41)
j=1
dir.

Sonug 2.2.2.1: Genellestirilmis k. mertebeden Fibonacci sayist g%, olsun. Vn,

m,p € Zt vel <i<kign
k
Toimin =D GnGmi1p i (2.42)
7j=1

dir.

Sonug 2.2.2.2: Genellestirilmis k. mertebeden Fibonacci sayist g% olsun. Vn,

m,p€ ZT vel <i<kicn
k
931+m = Z g:z—pg:n—l-p—j (243)
j=1
dir.

Lemma 2.2.2.1: Genellestirilmis k. mertebeden Fibonacci sayis1 ve Lucas

sayist g ve [* olsun. Bu durumda k > 2 igin

15 =gk+2gF (2.44)

dir.
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Teorem 2.2.2.3: Genellestirilmis k. mertebeden Lucas sayisi [¥ olsun. Bu

durumda £ > 2 igin

det (V) +2det (V)

"= ot (V) (2.45)

dir.

Lemma 2.2.2.2: Genellestirilmis k. mertebeden Fibonacci sayis1 ve Lucas

sayist g ve [% olsun. Bu durumda 1 < i < k igin

lF=2¢" =gl 4 (2.46)

dir.

Teorem 2.2.2.4: Genellestirilmis k. mertebeden Lucas sayisi [¥ olsun. Bu
durumda 1 <4 < k i¢in

et (V) — det ((v®
l;:2dt(Vz_ 21%(?/;((‘/ ) o

dir.

Sonug 2.2.2.3: Genellestirilmis k. mertebeden Lucas sayisi {b(f)} olsun. Bu
durumda mq +2mo+ ...+ kmpy=n—1+k ved; +2dy+ ... + kdp, =n—2+k

kosulunu saglayan negatif olmayan tamsayilar icin

mi+ mo + ... + My my, Mo,y ..., My,
d1+d2+...+dk)
+2
2 d1+d2+...+dk( dy, ds, ... dy
k

dir.
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3 k. MERTEBEDEN GAUSS FIBONACCI
VE k. MERTEBEDEN GAUSS LUCAS
INDIRGEME BAGINTILARI

Bu boliimde, k. mertebeden Gauss Fibonacci ve Lucas sayilar1 baglangic degerleri
ile birlikte tanmimlanarak bazi énemli 6zellikler ve 6zdeslikler ispatlariyla birlikte

verilmektedir.

3.1 k. Mertebeden Gauss Fibonacci ve k. Mertebeden

Gauss Lucas Sayilari

Tanmim 3.1.1: £ bir tamsay1 olsun. k. mertebeden Gauss Fibonacci sayilar
{G’F,gk)} dizisi 1 — k < n < 0 icin baglangic degerleri
n=0

1—14, eger k=1—nise

GF,(Lk) = 7, egerk=2—nise

0, diger durumlarda

olmak tizere n > 0 ve £ > 2 icin

—=J

k
GFP =3 " GFY (3.1)
j=1

indirgeme bagintisiyla tanimlidir.

Burada n. k. mertebeden Fibonacci sayisi F® olmak iizere

GE® = p®) 4 jp®), (3.2)
oldugu goriiliir.

Daha sonra kullanmak iizere GF\" dizisinin baz elemanlari asagidaki tabloda

verilmektedir:
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Tablo 3.1: GF#) dizisinin bazi elemanlar:

n |k=2 k=3 |k=4|k=5|k=

-5 1—1
—4 1—1 1
-3 11— 1 0
-2 1—1 1 0 0
1] 1—2 1 0 0 0
1 0 0 0 0

241 | 240 | 240 | 240 | 2+
S+20 | 4+20 | 4+20 | 4+20 |4+ 2

0
1
201 14+% | 142 | 14+ | 14+ | 1414
3
4

Tanim 3.1.2: k bir tamsayr olsun. k. mertebeden Gauss Lucas sayilar
{G’Lg{:)} dizisi 1 — k£ < n < 0 icin baslangic degerleri

n=0

—1+4+(2k—1)i, eger k=1—nise
GLg“) = k—1, eger n = 0 ise

-1 -1, diger durumlarda.

olmak tizere n > 0 ve £ > 2 icin
k
GLY =3 GLY, (3.3)
j=1

indirgeme bagintisiyla tanimhdir.

)

Burada n. k. mertebeden Lucas sayisi L¥ olmak tizere

GL® = LW 4iL® (3.4)

oldugu goriiliir.

Daha sonra kullanmak {izere GL{ dizisinin baz1 elemanlari agagidaki tabloda

verilmektedir:
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Tablo 3.2: GLgf) dizisinin bazi elemanlar:

n k=2 k=3 k=4 k=5 k=
) —1+11
—4 —14+9 | —1-—1
-3 —1+7 | —1—1 —1—q
-2 —1+4+5| -1—2 | —1—1 —1—q
1| -1+3| -1—¢ | -1—2 | —1—1 —1—q
0] 2—1 3—1 4—1 5—1 6—1
1] 1+2¢ 1+ 3i 1+4i 1+ 5 1+ 67
2| 341 3+t 3+t 3+t 3+1
3| 4+ 3% 7+ 3i 7+ 3i 7+ 3i 7+ 30
41 T+4 | 11470 | 15+7¢ | 15471 | 15+ 71
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3.2 k. Mertebeden Gauss Fibonacci ve k. Mertebeden

Gauss Lucas Sayilarimin Bazi1 Ozellikleri

Teorem 3.2.1: k. mertebeden Gauss Fibonacci sayilarinin iireteg fonksiyonu

(k) (k) (k) (k) (k) (k)y,2
GF GF;"’ —GF, t+(GFy," —GF;"' —GF, ")t
E GF® +(or-an") — = 1 0 (3.5)

1—5 ti

j=1

ve k. mertebeden Gauss Lucas sayilarinin iirete¢ fonksiyonu

. L(k)-i-Z( oLtk _ ZGL(k>1>tm
h(t) = ZO GLW — ml Z (3.6)
n= 1— tJ

j=1

dir.

Ispat: k. mertebeden Gauss Fibonacci sayilar: GFF nn iirete¢ fonksiyonu

g(t) olsun. Buna gore;
g(t) —tg(t) — . — thg(t) = GF® 4t (GFl(k) - GFOW)
2 (GFz(’“) —GFE® Gpg’”)
3 (GFg’“) ~GE® —qF® _ GFé’“)

[e'S) n—1
+> ot <GF7§’“) -3 GF}’“)
n=4 j=0
= GRY + (GFY - GRP)t
+GFY — aF® — R
Ifade g(t) parantezine almirsa

GE® 4+ (GFf’“’ - GFé’“) t+ (GFED — GF® — GE®p

k
1=t
j=1

g(t) =

esitligi elde edilir.

k. mertebeden Gauss Lucas sayilarinin iireteg fonksiyonu h(t) benzer sekilde
elde edilir.
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Sonug 3.2.1: k£ = 2 olsun. Bu durumda bilinen Gauss Fibonacci sayilarinin

iireteg fonksiyonu

Z el o N Gl (3.7)

1—t—12
ve Gauss Lucas sayilarinin {ireteg fonk81yonu

h(t) = i Grpn = 2= i1t (3.8)

n=0

dir.

Sonug 3.2.2: k£ = 3 olsun. Bu durumda Gauss Tribonacci sayilarinin iireteg

fonksiyonu
= t+it?
t) = GT,t" = 3.9
0= — (3.9
dir.

[e.o]

Teorem 3.2.2: k. mertebeden Gauss Fibonacci say1 dizisi {GFTSk)}
n=0
olsun. Bu durumda n; 4+ 2ny + ... + kny, = nver; +2r9 + ... + krp, = n —1

iligkisini saglayan tiim nq, no, ..., ng ve 11, s, ...,y pozitif tamsayilar olmak iizere

n > 0 i¢in
ny +mng + ... +ng . r+ro+ ...+ 1k
GF®), = +i 3.10
ntl Z Ny, Ngy ..oy N Z 1,72, ..., Tk ( )
n1,n2,..., Nk T1,72504y Tk
dir.

Ispat: Lemma 2.2.1.3’de elde edilen (2.37) esitligi ve Sonuc 2.2.1.2’de elde
edilen (2.38) esitligi Gauss Fibonacci sayilarimin tamminda verilen (3.2)

denkleminde yerine yazilirsa ispat biter.

Sonug 3.2.3: k£ = 2 olsun. Bu durumda bilinen Gauss Fibonacci sayilarinin

kapali formiilii

GFpiy = LE% (” ;1”1) ti ZJ (” _Zi N 1) (3.11)

n1=0

dir.
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Sonug 3.2.4: k = 3 olsun. Bu durumda Gauss Tribonacci sayilarinin kapal

formiilii
N
GTor = Y ( 1)( ' 2) (3.12)
1 — No Ty
n1=0 ne=0
LQ(”3—1>J 2] n—n 1\ /n n
) —ni — 1— N2
e (M)
n1=0 mn9o=0
dir.

Fibonacci sayilar1 teorisinin en ¢ok bilinen ve caligilan konularindan biri de

Binet Formiilleridir.

k. mertebeden Gauss Fibonacci sayilarimin (3.1) esitliginde verilen indirgeme
bagmtisimn  karakteristik polinomu f(\) = A¥ — X7 N2 N 1
dir. Lemma 2.2.1.1 ve Lemma 2.2.1.2 den dolay1 karakteristik polinomun kokleri
birbirinden farklidir Karakteristik polinomun birbirinden farkli kokleri
X1, T2, T3, ...,Tk_1, T olsun. Daha once k. mertebeden Fibonacci sayilarinin
koklerinin birbirinden farkli oldugu ispatlanarak Binet formiilleri verildiginden
dolay1 k. mertebeden Gauss Fibonacci ve Gauss Lucas sayilarimin Binet

formiillerini (3.2) esitligini de kullanarak agagidaki teoremde verebiliriz.
Teorem 3.2.3: (Binet Formiilleri ) n > 0 i¢in

GFP = c1a7 + coay + oo+ gz + i (o} + coay el ™h) (3.13)

ve

GLP = 127 + toxy + .. + ez +i (ha] '+ toah '+ L+t t) (3.14)

dir.

Ispat: k. mertebeden Fibonacci sayilarimm tanimindan ve n. k. mertebeden

Fibonacci sayisi E® olmak tizere

GFE® = F® 4 ip®)

n

(3.2) esitliginden ve Teorem 2.2.1.2°den k. mertebeden Fibonacci ve Lucas

sayilarinin Binet formiilleri yazilir ve ispat tamamlanir.

34



9imdi () matris rolii oynayan @, Rk, Yi, Zpn ve Ej, matrislerini

tammlayabiliriz. Qy, Rk, Yk, Zkn ve Ej, matrisleri k£ x k boyutunda asagidaki

gibi olsun.
1
0
0
Qr =
0
i k k k
GRY GRY, GRY,
k k k
GFY, GFY; GFY),
k k k
GRY, GRY, GRY,
Ry, = : : :
GrP ar® 0
Gr® o 0
0 0 0
[ k k k
GL®, aL®, GLY
k k k
ar®, arL, GrLh
ar®, oL, k—i
Yy = : :
GLd Gy
GLM k- —1—i
k—i —1—i —1—i
B k k
GL )y GLy s
k k
GL s GLy
k k
G, oL
k k
Gy e,
ve

35

0
0
d kxk
GFP GFE® 0
Gr® o 0
0 0 0
0 0
i
1 1—1
GLy k—i
k—i —1—i
—1— —1—
B —1—i
—1—i —1—i

—1—i —1+(2k—1)

L™, arLy
k k
GL  Gar®,
GL®,,, GLY,,,
k k
GLY, ., GLY,

. (3.15)
d kxk
. (3.16)
1
d kxk
(3.17)
- kxk



Ek,n

GEY ., GEYD,
(k) (k)
GFn+k—2 GFn+k—3
Gr®, GrP
k k
Gr"  aF®,

Simdi asagidaki lemmay1 verelim:

k
GF,
GFE®

Gr®

n—k+3

Gr®

n—k+2

Lemma 3.2.1: n > 1 olsun. Bu durumda

ve

dir.

Ek,nJrl = QkEk,n

Zk,nJrl - Qka,n

Gr®
k
GF®),

GF(k)

n—k+2

GF®

n—k+1

Ispat: n > 1 icin k x k boyutlu matrisler carpilir

QrEyn

11 1 1]
0 0
0 1 0
0
00 1 1w
an a2
a21 22
Qr—1,1 Qk—1,2
a1 a2

matrislerin egitligi kullanilirsa;

1. satirda;

a11

a12

a1k

k ke
GF, )k71 + GFTE‘Q]C*Q

n-+

ar®

k)
ntk—2 T GFSLHC*

k

A—1,k—

Ak k—1

+ ..

36

B k
GF, s
Gr®

n+k—2

k
GE,
GFE®

Qa1 k

a2 k

1 Ag—1k

g,k

k
+GEY, + GFW
3+ + GEW 4 GFW, =

k
GE,)
ar®

n+k—3

GFE®
k
Gr®),

- kxk

(3.18)

- kxk

(3.19)

(3.20)

GE®
k
GFW®,

- kxk

GF(k?)

n+k>’

ar®

n+k—17

k
GEY).



2. satirda

an = GFY,_,
an = GFY,_,,
CLQJC = GFygk)

ve diger satir ve siitun elemanlar1 bulunursa
k.satirda

g1 = GF’VEI-CI—)la

am = GFTEk),
e = GEV),

elde edilir. Boylece

GrY, GE, o ar,  art) ]
GF:—?kq GF?ilj-)k—Q T GFrEIjr)l GFék)
’ = Ek,n—i—l
k k k k
GF75+)2 GF7E+)1 e GFr(L—)k+4 GFTE—)IC-F?)
(k) (k) (k) (k)
GFn+l GF” e GFn—k+3 GFn—k+2 _

dir.

Simdi Gauss Lucas sayilari i¢in ispatlayalim. n > 1 icin kx k£ boyutlu matrisler

carpilirsa

(11 L1 . o

Lol e et o
GL(k) GL(k‘) o GL(k)
0 1 0 0 n+k—2 n+k—3 n—1
GLff_gl GL%k) e GLSzk—)k:-&-Q

0 00 oL®  or® . ap®
00 --- 10 - " n—l n—k+1 1k

L d kxk

[ b b o biger by

ba1 bye -+ bag— ba

br—11 br—12 -+ br—1k—1 bp—1k

B bra o brpi—1 brg | ok
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matris ¢carpimi ve matrislerin egitligi kullanilirsa;

1. satirda;
bu = GLY +GLY o+ + GLYL, + GLP = QLY
bia = GLS?;@& + GLEQk—s +..+ GLYP + GLSZ = GLS?,C_U
b = GLY+GLY, + ..+ GLEﬁkm + GLEEkH = GLY),.
2. satirda

by = GLU), ..

k
by = GLU), .
b = GLI

ve diger satir ve siitun elemanlar1 bulunur

k.satirda
bro = GLI,
by = GLY, .,
ve boylece
(k) (k) (k) (k) T
GL,[, GL, ., GL, !, GL,
GLS?—k—l Gngk—&)-k—Q e GLa(szg1 G[M(lk)
: : : : = Zknt1
(k) (k) (k) (k)
GLn+2 GLn+1 U GLn—k+4 GLn—k+3
(k) (k) (k) (k)
GLn+1 GLn T GLn—k+3 GLn—k-i—Q J
dir.
Teorem 3.2.4: n > 1 olsun. Bu durumda
QyRr = Exp, (3.21)

dir.
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Ispat: n tizerinde tiimevarim uygulamrsa. Eger n = 1 ise, k. mertebeden

Gauss Fibonacci sayilarinin ve Ej ,, tanimindan

QrRy = Eiq

dir.
Farzedelim ki esitlik n i¢in saglansin. Bu durumda
Qi Rr = Eyn

olur ve simdi n + 1 i¢in ispatlanir.

QY Ry = QrQpRy
= Qrlin

= Ek,nJrl

dir.

Sonug 3.2.5: k£ = 2 olsun. Bu durumda

QnR_'11"1 i
s IO I A

[ @R GER,
| GF, GF.,
= E2,n

Sonug 3.2.6: k£ = 3 olsun. Bu durumda

r n

111 1+4 1 0
QiR3 = |1 00 1 0 i
010 0 4 1—3i

[ GT,.o GTo  GT,
- | ¢, GT, GT,.

GT, GT, ., GT, »
— B,

dir.
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Teorem 3.2.5: n > 1 olsun. Bu durumda

QrYy = Zin (3.22)

dir.
Ispat: n iizerinde tiimevarim uygulanirsa. Eger n = 1 icin, k. mertebeden

Gauss Lucas sayilarinin ve Zj, tanmimindan
QrYr = Zia
dir.
Farzedelim ki esitlik n i¢in saglansin. Bu durumda
QeYe = Zin

olur ve gsimdi n + 1 icin ispatlanirsa

QY = QwQpY:
= Qrlin

= Zk,n+1

dir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 3.2.7: k£ = 2 olsun. Bu durumda

oy, - (1 1] [1+2i 2
PRt o] | 2-i —143i
_ [ GL,.. GL,
| GL, GL,.
= E2,n

dir.

Teorem 3.2.6: m ve n tamsayilar i¢in

2

GF(k)

n+m

k
T(H-)l r(rf)

- J
k k
(GF}n iy > E >p) (3.23)
j=0

dir.
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Ispat: k& > 2 icin

- B .
0
0
Qr =
0 0
L 4 Exk
Bu durumda denklem (2.33) den
RS e ROSERR®, ReRS R )
B Féli)l +Fnli)2+F75]i)3 F£?1+F7§k) F’rgli)l
Qr = : : : :
(k) k) k) (k) (k) k) (k)
Folks o Fqg—k+2 + Fé—k—&-l TS Folpee t Fé—k—&-l F ko
k k k k k k k
E F A R0 FO s+ F s F9 ok

dir. Q™ = QrQY oldugundan ve Teorem 3.2.4den QPR = E}, oldugu

goriiliir.
QZ+mRk = Ek,n-i—m ve QZQZLRIC = Ek,n+m e§itliginde QZEk,m = Ek,n-i—m

oldugundan matris iglemleri ve matrislerin esitligi kullanilirsa

(k) B k (k) k (k) (k)
GE Y = Fvg )GFm—(k;—l) (Fr(z '+ anl) GFm—(k—Q)

m—(k—

+
+ (B + EE + FD) GEY )+ .
ot B ) GEW L + P GRY

esitligi elde edilir ve ispat tamamlanir.
Sonug 3.2.8: k£ = 2 olsun. Bu durumda

GFn+m = nflGFm + FnGFerl

dir.
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Sonug 3.2.9: k£ = 3 olsun. Bu durumda 7,, bilinen n.Tribonacci sayisi ve

GT,, de n. Gauss Tribonacci sayisi olmak iizere

GTn+m = TnGTm—2 + (Tn + Tn—l) GTm—l + Tn+1GTm

dir.

Teorem 3.2.7: m ve n tamsayilar: icin

k-2 j
k (k k
GLn+m - r(LJr)lGLT(j;) + Z (GL : (k—j—1) Z FTE—)Z?>
7=0 p=0
dir.
Ispat: Teorem 3.2.5.’de Q7™ = Q}.Q" kullanilirsa
QermYk = Zk,ner

ve
QZQZLYk - Zk,n+m
esitliginde
QZZk:,m = Zk,n+m

oldugundan matris iglemleri ve matrislerin esitligi kullanilirsa ispat biter.

Sonug 3.2.10: k£ = 2 i¢in
GLn+m = n+1GLm + FnGLm—l

dir.

(3.24)

Teorem 3.2.8: k. mertebeden Gauss Fibonacci ve Gauss Lucas sayilarinin

toplami

oy _ L (k (k)
> aRY = E_T<GRHk GF|

k—2
+3 -5y (or - ort)
7j=1
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ve

a 1
e = — (GLi, - oL (3.26)

k—2
$S - (o .k>_GLg;>j))
7=1

Jj=1

dir.
Ispat: k. mertebeden Gauss Fibonacci sayilarinm indirgeme bagintisindan

ve (3.1) esitliginden
GF® = Z GF,_

n—

esitligi yazilir ve bu esitlikten

GrPY = GEY —GED — . —aFP - GRP

GRY = GFY, - Gka?I — .. —GF® —gF®

GrRY = ¢FY, - GEY, — . —GFM — R
GFP, = qr®  —aF® - —GF%, —GF®

GFrsf) = GFlgim_GFlﬁ-m 1 - -_GFSJQ_GF&)H

Ser" = GFY - GRY —2GF" - 3GF"

= (k—2) GF,§’1>1 —(k—1) GFk(k)

m+1
—(k=2) Y GFY — (k—3)GFY]

j=k+1
—(k=4)GF)y — .. —3GF,, , —2GFY,
_GFk—i-m 2

yukaridaki egtilikte asagidaki terimler eklenir ve ¢ikarilirsa

(k—2)GF® — (k—2) GFP + (k —2) GFP — (k —2) GFY
+(k=2)GFY — (k—2)GFP + ...+ (k—2) GEY — (k —2) GF™
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islemler yapilirsa

STGFEY = GEE 4 (k—2)GFP + (k- 3) GEP + ..

k+m
k=1
+2GFY, + GRY, - GFY — (k—2)) GF®
j=1

—(k=2)GEM, — (k=3)GFY), — ...

k k k
_3GFk(+)m—4 - 2GFI§+)m—3 - GFli+)mf2
elde edilir. Sonug olarak
m k—2
k k k . k
k-1)> GFY = GE® ~GFP +3Y (k—j-1)GF®
j=1 j=1
k—2
. k
SN k-j-1)GEY,
j=1
yazilirsa
g L (k) (k)
; O (6FY,, - GF

k—2
“Y k-1 (GRY - GFgﬁj))
elde edilir.

Benzer sekilde Gauss Lucas sayilarinin tammindan ve (3.3) egitligi

kullanilirsa Gauss Lucas sayilarinin toplami bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 3.2.11: k£ = 2 i¢in Gauss Fibonacci ve Lucas sayilariin toplami

S Gy =GRy — (1+1)

j=1

ve

> GLj=GLyz — (3+1)

j=1

dir.
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Sonug 3.2.12: k = 3 i¢in Gauss Tribonacci sayilarinin toplami
> Gy = 5 (G — GToy — (141)]
j=1
dir.

Teorem 3.2.9: n > 0 icin

k—1
k : k
GLgﬁ) = kGFr(LJr)1 - Z (k—J) GF7§+)1—]' (3.27)
j=1
dir.
Ispat: Teorem n iizerinde tiimevarim uygulanarak ispatlanabilir. Eger n = 0
ve k = 2 olursa GLE)2) =2—1, GF(?) =1 ve GF1(2) = 1 oldugundan

GLY = 2GF? — QR

esitligi dogrudur. Aymi zamanda n = 0 ve k > 2 olursa GLék) =k—1vek.

mertebeden Gauss Fibonacci sayilarimin tanmimindan n € Z* igin

N

-1

kG N7 (k— ) GFY. = kGFP — (k—1)GE" — ... - GF{¥),
j=1
= k—0-0—..—0—i
= k—i
= GLY

dir. Farzedelim ki esitlik n icin saglansin

E

-1
k .
GLSAL]C) = kGFéJr)l - (k=) GFél—ci-)l—j‘

1

<.
I

Bu durumda n + 1 ic¢in ispatlanir. k. mertebeden Gauss Lucas sayilariin

taniminda

(k) k) (k) k
GL), =ar® + oL, + o™, .+ L™, |

n—

yerine yazilirsa
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oL, = k(G \+HGEP + .+ GFY, )

k—1
(k) (k)
( n+1 —J +GF + +GFn+1 k ])
_7:1
k—1
k k (k
GLY), = kGE!, =" (k—j)GEY,
j=1

dir. Boylece ispat tamamlanir.
Sonug 3.2.13: k=2 ven > 0 icgin
GLn+]_ - QGFn+2 - GFn+]_.

Teorem 3.2.10: n > 0 i¢in

ZJGRE’L iy (3.28)

dir.
Ispat: n iizerinde tiimevarim uygulamrsa n = 0 ve k = 2 olursa GL(()2) =2—1,
GFO(2) =1 ve GF£21) = 1 — ¢ oldugundan

2
GLy = Y jGRY,

= 1GF? +26F%
— it+2(1—1i)
= 2
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oldugu kolayca goriiliir. Ayni zamanda n = 0 ve k > 2 olursa GLék) =k—1ve

k. mertebeden Gauss Fibonacci sayilariin tanimindan n € Z% igin

GLY = Z JGRM.

= GFO +2GF£]§)+"'(]€_1)GF2(ﬁ)k+kGFl(ﬁ)k
= 04040+..+(k—1)i+k(1—1)

= k—i

= GLék)

dir.

Farzedelim ki esitlik n i¢in saglansin

Z]GFT(L’—T—l -7

Bu durumda n + 1 igin ispatlanir. k. mertebeden Gauss Lucas sayilarinin

tanimindan

GLY, = aL® +cr®, +ar®,. +ar®, |

k
- (e )+ (ens)
j=1 j=1
k k
+ <ZjGF7E'i)1_j> ot (ZjGF,E’?k_j)

- Z;(GFRHﬁGF’“ o+ GEY)

= Z]G n+2 —j

dir. Boylece ispat tamamlanir.
Sonug 3.1.14: n > 0 icin

dir.
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4 SONUC VE ONERILER

Bu tezde, k. mertebeden Gauss Fibonacci ve k. mertebeden Lucas sayilar
baglangi¢ kogullariyla birlikte tanimlanarak k. mertebeden Gauss Fibonacci ve
Lucas sayilarimin iirete¢ fonksiyonlari, Binet formiilleri, kombinatorial
gosterimleri ve toplam formiilleri elde edildi. k. mertebeden Fibonacci sayilar
i¢in verilen Q) —matrisi ve yardimci matrislerle elemanlar1 k. mertebeden Gauss
Fibonacci ve Lucas sayilar1 olan matrisler elde edildikten sonra 6nemli iligki ve

ozdeglikler kurularak ispatlandi.

Oneri olarak, bu tezde calstigimz k. mertebeden Gauss Fibonacci ve
Lucas sayilarini diigtinerek bir degigkenli k. mertebeden Gauss Fibonacci ve
Lucas polinomlar:1 ve iki degiskenli k. mertebeden Gauss Fibonacci ve Lucas
polinomlar: tanimlanarak daha genel incelemeler yapilabilir. Ayrica elemanlar: k.
mertebeden Gauss Fibonacci sayilart olan matrisin ¢arpanlara ayrilmasi
tizerine ¢calisma yapilabilir. Boylece yeni bir aragtirma alani ve genellemeler ortaya

cikacaktir.
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